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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Непрерывный рост öен на финансовых рынках,
вкëþ÷ая рынки öенных буìаã и рынки неäвижи-
ìости, вреìя от вреìени привоäит к преäпоëоже-
ниþ о возìожноì появëении «пузыря» на финан-
совоì рынке. Поä «пузыреì» пониìается ситуа-
öия, коãäа разниöа ìежäу рыно÷ной и реаëüной
öеной объекта неоправäанно завыøена. При÷еì
эта пробëеìа касается не оäной иëи нескоëüких
стран, а øирокоãо пере÷ня проìыøëенных стран,
вкëþ÷ая страны Европы, США, Япониþ и äр.
Озабо÷енностü äанныì вопросоì оправäана, пос-
коëüку неаäекватное повыøение öен на финан-
совых рынках напряìуþ вëияет на разëи÷ные ас-
пекты эконоìики в отäеëüной стране, а также на
ìировуþ эконоìику в öеëоì. Своевреìенное вы-
явëение факта наëи÷ия «пузыря», а также опре-
äеëение äат еãо возникновения и окон÷ания по-
ìожет анаëитикаì финансовоãо рынка сäеëатü
верные проãнозы относитеëüно возникøей эконо-
ìи÷еской ситуаöии и своевреìенно выработатü
коìпëекс преäупреäитеëüных ìер, позвоëяþщих
преäотвратитü эконоìи÷еский кризис иëи сìяã-
÷итü еãо посëеäствия.

Поэтоìу в посëеäнее вреìя все боëüøее ÷исëо
иссëеäоватеëей работаþт в направëении разра-
ботки эффективных эконоìетри÷еских ìетоäов
иäентификаöии «пузырей» и их äатирования [1, 2].
Мноãообразие испоëüзуеìых ìоäеëей и тестов
привоäит к отсутствиþ какоãо-ëибо еäиноãо поä-
хоäа к заäа÷е иäентификаöии «пузырей».

В настоящей статüе рассìатривается поäхоä
к иäентификаöии «пузырей» и их äатированиþ,
основанный на обнаружении структурных изìе-
нений свойств öен и äивиäенäов, преäëаãается
соответствуþщий ìетоä иäентификаöии и äатиро-
вания «пузырей», основанный на приìенении ìе-
тоäов посëеäоватеëüноãо обнаружения изìенений
свойств сëу÷айных проöессов [3], и провоäится еãо
сравнение с известныìи ранее ìетоäаìи.

1. ÌÎÄÅËÈ ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ «ÏÓÇÛÐÅÉ»

Отправной то÷кой анаëиза и опреäеëения ра-
öионаëüных пузырей в боëüøоì ÷исëе ранних ра-
бот сëужит ìоäеëü изìенения во вреìени бирже-
вой öены виäа [4]:

P
t
 = , (1)

ãäе E
t
 — усëовное ìатеìати÷еское ожиäание отно-

ситеëüно инфорìаöии, иìеþщейся в ìоìент вре-
ìени t относитеëüно всех проøëых зна÷ений öен
и äивиäенäов, P

t
 — реаëüная биржевая öена (без

äивиäенäов), D
t
 — реаëüные äивиäенäы, поëу÷ен-

ные в интерваëе (t – 1, t], R — ставка äисконта.
Уравнение (1) рекурсивной поäстановкой

E
t
[E

t + 1
(X

t + 1
)] = E

t
(X

t + 1
) привоäится к виäу:

P
t
 = . (2)

Рассìотрен поäхоä к опреäеëениþ и äатированиþ «пузырей», основанный на обнаруже-

нии изìенений типов сëу÷айных проöессов öен и äивиäенäов, и преäëожен соответс-

твуþщий аëãоритì.

Ключевые слова: раöионаëüный пузырü, разностно-стаöионарный проöесс, взрывной проöесс, тест
Дики — Фуëëерана на еäини÷ный коренü, аëãоритìы посëеäоватеëüной проверки ãипотез.
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В уравнении (2) в явноì виäе выäеëены äве со-
ставëяþщие актива: первое сëаãаеìое — суììа
äисконтированных буäущих äивиäенäов, второе —
ожиäаеìая стоиìостü проäажи актива в буäущеì
на k периоäов впереä. При анаëизе äинаìики öен
выäеëяþт:

F
t
 = (2а)

— ÷астü öены, опреäеëяеìуþ фунäаìентаëüныìи
фактораìи, которая преäставëяет собой ожиäае-
ìуþ текущуþ стоиìостü буäущеãо потока äиви-
äенäов, поëу÷енных от актива, и

B
t
 = (2б)

— «пузырü»-составëяþщуþ. Раöионаëüный «пу-
зырü» преäставëяет собой откëонение рыно÷ной
öены от фунäаìентаëüной:

B
t
 = .

Равенство преäеëа (2б) нуëþ называется усëо-
виеì трансверсаëüности: есëи бы у инвестора,
äействуþщеãо в äоëãосро÷ной перспективе, быëа
возìожностü проäатü актив по öене, боëüøей, ÷еì
суììа äисконтированных äивиäенäов, ÷то соот-
ветствует отëи÷иþ от нуëя рассìатриваеìоãо пре-
äеëа, то инвестор испоëüзоваë бы эту возìожностü
и поëу÷иë äопоëнитеëüный äохоä. В этоì сëу÷ае
äруãие инвесторы на рынке также захотеëи бы
проäатü этот актив, и еãо öена упаëа бы äо фунäа-
ìентаëüноãо уровня.

Есëи усëовие трансверсаëüности не выпоëняет-
ся, то стоиìостü актива в раìках рассìатриваеìой
ìоäеëи преäставëяет собой суììу фунäаìентаëü-
ной и «пузырü» — составëяþщих: P

t
 = F

t
 + B

t
, ãäе

F
t
 описывается уравнениеì (2а), а составëяþщая B

t

уäовëетворяет уравнениþ

(1 + R)B
t
 – E

t
(B

t + 1
) = 0. (3)

Лþбое реøение уравнения (3), отëи÷ное от ну-
ëя при всех t, преäставëяет собой раöионаëüный
«пузырü».

Рассìотриì теперü некоторые свойства вреìен-
ных ряäов финансовых проöессов, которые потре-
буþтся äëя анаëиза существования «пузырей».

Боëüøинство финансовых и эконоìи÷еских
показатеëей описывается нестаöионарныìи вре-
ìенныìи ряäаìи. На ìножестве нестаöионарных
эконоìи÷еских и финансовых вреìенных ряäов
обы÷но выäеëяþт äва кëасса [5]: разностно-стаöи-

онарные и тренä-стаöионарные. Тренд-стационар-
ными называþтся проöессы, стаöионарные отно-
ситеëüно некотороãо äетерìинированноãо тренäа,
наприìер, ëинейноãо, кваäрати÷ноãо, экспонен-
öиаëüноãо и äр., к этоìу же кëассу относят и ста-
öионарные проöессы, äетерìинированный тренä
которых иìеет нуëевой накëон. Разностно-стаци-
онарными называþт проöессы, которые:

—не явëяþтся тренä-стаöионарныìи;
— привоäятся к стаöионарныì посëеäоватеëü-

ныì взятиеì разностей.
Поряäок разности, необхоäиìый äëя поëу÷е-

ния стаöионарноãо ряäа, называется поряäкоì ин-
теãраöии проöесса. Есëи проöесс стаöионарный,
то еãо называþт интеãрированныì нуëевоãо по-
ряäка и обозна÷аþт I(0), есëи нестаöионарный ряä
y
t
 не явëяется тренä-стаöионарныì и становится

стаöионарныì посëе взятия разностей первоãо
поряäка, то проöесс называþт интеãрированныì
первоãо поряäка и обозна÷аþт I(1). Ряäы реаëüных
финансовых и ìакроэконоìи÷еских показатеëей
реäко иìеþт поряäок интеãраöии боëüøе äвух.
Оäнако, как показаëи иссëеäования таких явëений
как финансовые «пузыри», существуþт периоäы, в
которые отäеëüные ряäы не ìоãут бытü привеäены
к стаöионарныì взятиеì разностей. Проöессы в
такие периоäы называþт «взрывныìи». Привеäеì
форìаëüные опреäеëения.

Пустü проöесс y
t
 описывается ìоäеëüþ автореã-

рессии поряäка p:

y
t
 = β1yt – 1 + ... + β

p
y
t – p + μ

t
, (4)

тоãäа тожäественныìи преобразованияìи еãо
ìожно привести к виäу:

Δy
t
 = γy

t – 1
 + γ

j
Δy

t – j
 + μ

t
, (4а)

ãäе γ = β1 + ... + β
p
 – 1, γ1 = –(β2 + ... + β

p
), γ2 =

= –(β
3
 + ... + β

p
), ...,  = –β

p
, μ

t
 — беëый øуì.

Есëи проöесс разностей Δy
t
, — стаöионарный, то

тип проöесса y
t
 опреäеëяется зна÷енияìи коэффи-

öиента γ в ìоäеëи (4a): есëи γ < 0, то проöесс яв-
ëяется стационарным, есëи γ = 0 — разностно-ста-
ционарным иëи интеãрированныì первоãо поряä-
ка, есëи γ > 0, то проöесс — «взрывной». Уравнение
(4) явëяется уравнениеì стаöионарноãо проöесса,
есëи все корни еãо характеристи÷ескоãо уравнения

1 – βZ – ... – β
p
Z p = 0 (5)

ëежат вне еäини÷ной окружности. Есëи в преä-
ставëении (4а) γ = 0, то характеристи÷еское урав-
нение (5) иìеет, по крайней ìере, оäин коренü на
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еäини÷ной окружности. Поэтоìу разностно-ста-
öионарный проöесс называþт проöессоì с еäи-
ни÷ныì корнеì.

Из уравнения (4a) сëеäует:

— реаëüный взрывной проöесс не ìожет оста-
ватüся взрывныì бесконе÷но äоëãо, так как ина÷е
öена еãо станет бесконе÷но боëüøой;

— взрывной проöесс не ìожет бытü привеäен
к стаöионарноìу посëеäоватеëüныì взятиеì раз-
ностей.

Из уравнения (3) сëеäует, ÷то проöесс B
t
 неста-

öионарный и «взрывной» в сиëу тоãо, ÷то коэф-
фиöиент при B

t
 боëüøе еäиниöы. Так как «пузырü»

преäставëяет собой взрывной проöесс, то в реаëü-
ности он не ìожет существоватü бесконе÷но äоë-
ãо, поэтоìу äëя описания «пузырей» быëи раз-
работаны ìоäеëи, описываþщие окон÷ание иëи
схëопывание «пузыря». Наибоëее известна ìоäеëü
пузыря, преäëоженная в работе [6]:

B
t + 1

 = 

ãäе ε
1
, ..., ε

t
, ... — посëеäоватеëüностü оäинаково

распреäеëенных независиìых сëу÷айных веëи÷ин
с нуëевыì среäниì, пузырü в кажäый ìоìент вре-
ìени t проäоëжается с вероятностüþ π иëи сжиìа-
ется (схëопывается) с вероятностüþ 1 – π.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈß «ÏÓÇÛÐÅÉ»

2.1. Îáùèé ïîäõîä.
Ïðîâåðêà èçìåíåíèé òèïîâ ðÿäîâ öåí è äèâèäåíäîâ

В основе оäноãо из поäхоäов к обнаружениþ и
äатированиþ «пузырей» ëежит проверка типов
(стаöионарный, разностно-стаöионарный, взрыв-
ной) ряäов öен и äивиäенäов. Есëи проöесс изìе-
нения öен становится «взрывныì», а проöесс из-
ìенения äивиäенäов остается стаöионарныì иëи
разностно-стаöионарныì, то на рынке возникает
пузырü.

Уравнение (1), которое описывает изìенение
öен в преäпоëожении о постоянной ставке äис-
конта, ìаëо соответствует реаëüности. Есëи äопус-
титü, ÷то ставка äисконта изìеняется во вреìени
вреìени — R

t + 1
, то исхоäное уравнение öены (1)

приниìает виä:

P
t
 = . (6)

Соотноøение ìежäу öенаìи и äивиäенäаìи в
отсутствии «пузыря» при изìеняþщейся во вреìе-
ни ставке äисконта иìеет виä [7]:

 = E
t

, (7)

ãäе обозна÷ения совпаäаþт с обозна÷енияìи (1).
Из выражения (7) сëеäует [7], ÷то отноøение öен
и äивиäенäов явëяется стаöионарныì, есëи на
рынке отсутствует пузырü, а ставка äисконта и äи-
виäенäы äивиäенäы — стаöионарны. Есëи на рын-
ке присутствует «пузырü», то проöесс изìенения
öен в сиëу уравнения (3) — «взрывной», независи-
ìо от тоãо, явëяется ëи проöесс изìенения äиви-
äенäов стаöионарныì иëи разностно-стаöионар-
ныì. Дëя опреäеëения наëи÷ия «пузыря», а также
äат еãо возникновения и «схëопывания», нужно
опреäеëитü у÷астки проöесса (7), на которых про-
öесс «взрывной». Обнаруженные особенности от-
ноøения öен и äивиäенäов посëужиëи при÷иной
тоãо, ÷то иìенно оно ÷асто испоëüзуется äëя ана-
ëиза наëи÷ия пузырей. В боëее ранних работах
вìесто отноøения уровней (7) испоëüзоваëасü ап-
проксиìаöия ëоãарифìов öен и äивиäенäов, преä-
ëоженная в работе [8]. В отсутствие пузыря ëоãа-
рифì отноøения öен и äивиäенäов явëяется ста-
öионарныì, при возникновении пузыря, как быëо
показано в работе [9], этот проöесс становится
разностно-стаöионарныì. Аëãоритì обнаружения
пузырей быë основан на приìенении теста Ди-
ки-Фуëëера [5], проверяþщеãо наëи÷ие в проöессе
еäини÷ноãо корня. Дëя реаëизаöии теста ряä опи-
сывается уравнениеì виäа (4а) и выпоëняется про-
верка ãипотезы: H

0
:γ = 0 (проöесс разностно-ста-

öионарный) против аëüтернативной H
1
:γ < 0 (про-

öесс стаöионарный).
Оäнако:
— иссëеäования, провеäенные Эвансоì [10],

показаëи, ÷то при наëи÷ии «схëопываþщихся» пу-
зырей тест на еäини÷ный коренü ìожет отверãнутü
нуëевуþ ãипотезу, «пропустив» наëи÷ие пузырей;

— как показаëи боëее позäние эìпири÷еские
иссëеäования [11, 12] свойств финансовых акти-
вов, соотноøение öен и äивиäенäов крупных бир-
жевых инäексов в отсутствие «пузырü»-составëя-
þщей не явëяется ни ÷исто стаöионарныì, ни
интеãрированныì первоãо поряäка проöессоì, а
ìеняет свои свойства от разностно-стаöионарноãо
проöесса äо стаöионарноãо и наоборот.

Работы Фиëëипса и соавторов [1, 13, 14] по ис-
сëеäованиþ свойств взрывных проöессов и со-
ответствуþщие аëãоритìы опреäеëения у÷астков
проöесса взрывноãо типа поëожиëи на÷аëо новоìу
направëениþ в разработке аëãоритìов опреäеëе-

π 1–
1 R+( )Bt εt 1+  с вероятностüþ π,+

εt 1+  с вероятностüþ 1 π,–⎩
⎨
⎧

Et Dt 1+ Pt 1++( )
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-----------------------------------------
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j

∏
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ния пузырей, в которых проöеäуры обнаружения
взрывных свойств проöесса и опреäеëения ìоìен-
тов возникновения и изìенения этих свойств яв-
ëяþтся кëþ÷евыìи.

Тесты на обнаружение изìенений свойств сëу-
÷айных проöессов поäразäеëяþтся на äва боëüøих
кëасса: обнаружение изìенений в оöенках пара-
ìетров анаëизируеìоãо проöесса и обнаружение
изìенений в свойствах распреäеëений, описываþ-
щих проöессы. Первый поäхоä быë приìенен в ра-
ботах [1, 13, 14], второй поëожен в основу аëãо-
ритìа, преäëоженноãо в настоящей статüе.

2.2. Ïîäõîä Ôèëëèïñà è Âó.
Îáíàðóæåíèå èçìåíåíèé â ïàðàìåòðàõ

ìîäåëè ïðîöåññà

Пустü анаëизируеìый проöесс описывается ìо-
äеëüþ автореãрессии виäа (5а). Метоä, преäëожен-
ный в работах [1, 13, 14], основан на оöенивании
параìетров реãрессии на посëеäоватеëüно расøи-
ряþщейся выборке с öеëüþ опреäеëения ìоìен-
тов изìенения коэффиöиента γ в уравнении (4а)
äо зна÷иìой поëожитеëüной веëи÷ины при воз-
никновении «пузыря» и от поëожитеëüной веëи-
÷ины äо зна÷ения γ ≤ 0 при еãо схëопывании.

В ка÷естве на÷аëüноãо интерваëа работы аëãо-
ритìа выбирается интерваë τ

0
 ìиниìаëüной äëи-

ны, необхоäиìой äëя поëу÷ения оöенок коэфиöи-
ентов автореãрессионной ìоäеëи (4а), на котороì
он не проявëяет взрывноãо повеäения, и выпоëня-
ется оöенивание ìоäеëи.

Посëе поëу÷ения оöенки коэффиöиента γ оöе-
нивается ее зна÷иìостü: вы÷исëяется станäартная
t-статистика, которая сравнивается с соответству-
þщиì крити÷ескиì зна÷ениеì критерия Дики —
Фуëëера, и, есëи эта статистика в какой-то ìоìент
вреìени превосхоäит крити÷еское зна÷ение, то
проöесс опреäеëяется как взрывной. Затеì к ана-
ëизируеìой выборке äобавëяется сëеäуþщее на-
бëþäение, и проöеäура повторяется äо конöа вы-
борки. В резуëüтате поëу÷аþт набор t-статистик
ADF

0
, ADF

1
, ..., ADF

k
, ãäе k + 1 — ÷исëо оöенок γ,

ADF
k
 соответствует t-статистике коэффиöиента γ,

вы÷исëенной äëя поëной выборки. Дата возник-
новения «пузыря» опреäеëяется по резуëüтатаì
рас÷ета ADF статистик:

 = {s: ADF
s
 > (s)}, (8)

ãäе (S) — правостороннее крити÷еское зна÷е-

ние ADF
s
, соответствуþщее уровнþ зна÷иìости

α
N
. Дата окон÷ания «пузыря» опреäеëяется как

первая то÷ка посëе ìоìента вреìени  + δln(T ), в

которой ADF статистика ìенüøе крити÷ескоãо
зна÷ения, параìетр δ выбирается при настройке и
зависит от объеìа выборки T:

 = {s: ADF
s
 > (s)}. (9)

Преäëоженный тест поëу÷иë название supADF-
тест (SADF). Быëо провеäено эìпири÷еское ис-
сëеäование преäëоженноãо теста, показавøее еãо
эффективностü в сëу÷ае наëиия оäноãо «пузыря».
Оäнако äанный аëãоритì не эффективен, коãäа
проöесс вкëþ÷ает в себя не оäин, а нескоëüко
«пузырей». Поэтоìу быëо преäëожено обобще-
ние преäыäущеãо аëãоритìа [14] — обобщенный
supADF-тест (Generalized supADF — GSADF).
Данный ìетоä также основывается на иäее рекур-
сивноãо выпоëнения правостороннеãо теста на
еäини÷ный коренü. Оäнако GSADF-тест посëе-
äоватеëüно сäвиãает на÷аëüнуþ то÷ку SADF-теста,
и äëя кажäоãо ìоìента оöенивания r

2
 выпоëняет

SADF-тест в окнах с на÷аëüныìи то÷каìи r1, ëе-

жащиìи в интерваëе [0, r2 – r0]. Отìетиì, ÷то

GSADF-статистика преäставëяет собой наибоëü-
øее зна÷ение ADF-теста äëя всех зна÷ений r1 и r2:

GSADF(r
0
) = . (10)

Крити÷еские зна÷ения правостоннеãо SADF- и
GSADF-тестов быëи поëу÷ены в работе [14] ÷ис-
ëенныì ìоäеëированиеì.Как показаëи прове-
äенные автораìи аëãоритìа ìноãо÷исëенные эк-
спериìенты, эффективностü äанноãо теста су-
щественно зависит от тоãо, наскоëüко корректно
испоëüзуеìая ìоäеëü (4а) описывает анаëизируе-
ìый проöесс, и выбора настрое÷ных параìетров.
Крити÷еские зна÷ения опреäеëяþтся в резуëüтате
ìоäеëирования и зависят от свойств проöесса и
объеìа выборки, ÷то затруäняет практи÷еское при-
ìенение аëãоритìа и оãрани÷ивает еãо возìож-
ности äëя обнаружения пузырей в режиìе реаëü-
ноãо вреìени.

3.ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ Ó×ÀÑÒÊÎÂ ÂÇÐÛÂÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß 
ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÃÎ 

ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈß

3.1 Îáíàðóæåíèå è äàòèðîâàíèå «ïóçûðåé»
ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà

Рассìотриì ìетоä обнаружения и äатирования
пузырей, основанный на аëãориìах текущеãо об-
наружения изìенений типа проöесса. Преäëаãае-

re inf
s 0≥

Gα
N

Gα
N

re

rf inf
s re δ T( )ln+≥

Gα
N

sup ADFr
1

r
2

⎝ ⎠
⎛ ⎞

r
1

0 r
2

r
0

–,[ ]∈

r
2

r
0

1,[ ]∈
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ìый поäхоä не требует построения реãрессионной

ìоäеëи ряäа, иìеет äостато÷но простые аëãоритìы

настройки, позвоëяет обнаруживатü ìножествен-

ные пузыри и опреäеëятü äаты их возниковения и

схëопывания. Экспериìентаëüные иссëеäования

показаëи, ÷то он, по крайней ìере, не ìенее эф-

фективный, ÷еì поäхоä, рассìотренный в работах

[13, 14].

Пустü проöесс описывается уравнениеì (4а) и

γ = 0 иëи γ ≤ 0 äо возникновения «пузыря», и

γ > 0 — посëе. Есëи пузырü отсутствует, то корре-

ëяöия ìежäу Δy
t
 и y

t – 1
 равна нуëþ иëи отриöатеëü-

на, есëи на рынке возникает пузырü, то корреëяöия

ìежäу Δy
t
 и y

t – 1
 становится поëожитеëüной.

Дëя обнаружения перехоäа проöесса y
t от интеã-

рированноãо иëи стаöионарноãо к взрывноìу äо-

стато÷но обнаружитü изìенение коэффиöиента

корреëяöии от нуëевоãо иëи отриöатеëüноãо зна-

÷ения äо еãо зна÷иìоãо поëожитеëüноãо зна÷ения.

И наоборот, äëя обнаружения перехоäа проöесса y
t

от взрывноãо к интеãрированноìу иëи стаöионар-

ноìу проверяется изìенение коэффиöиента кор-

реëяöии от заäанноãо поëожитеëüноãо зна÷ения

äо нуëевоãо иëи отриöатеëüноãо. Моìенты изìе-

нений коэффиöиента корреëяöии опреäеëяþт äа-

ты возникновения и схëопывания пузыря.

Аëãоритì обнаружения изìенений коэффиöи-

ента корреëяöии преäставëяет собой посëеäова-

теëüнуþ проöеäуру проверки ãипотез, проверяется

ãипотеза H
0
: «пëотностü распреäеëения посëеäова-

теëüности r
t – k

, r
t – k + 1

, ..., r
t
, ... выборо÷ных ко-

эффиöиентов корреëяöии, вы÷исëенных по вы-

боркаì объеìа N, равна (r)», против аëüтерна-

тивной ãипотезы H1: «пëотностü распреäеëения

посëеäоватеëüности r
t – k

, r
t – k + 1

, ..., r
t
, ... равна

(r) äо ìоìента t
α
:t – k < t

α
 < t и равна (r)

посëе», ãäе θ0 = (ρ0, N), θ1 = (ρ1, N), ìоìент t
α
 не-

известен. В основе аëãоритìа ëежит проöеäура,

разработанная Пейäжеì [15] äëя обнаружения

изìенений сëу÷айной посëеäоватеëüности неза-

висиìых переìенных y
1
, y

2
, ..., , , ..., ãäе y

1
,

y
2
, ...,  оäинаково распреäеëены с пëотностüþ

распреäеëения (r), а , , ... — оäинаково

распреäеëены с пëотностüþ распреäеëения , ãäе

θ
0
, θ

1
 — известные параìетры распреäеëения äо

и посëе изìенения свойств. Моìент изìенения

свойств опреäеëяется как реøение оптиìизаöион-
ной заäа÷и:

τ = inf , (11)

ãäе h — пороã аëãоритìа,

 = ln . (12)

Аëãоритì (11), (12) обëаäает оптиìаëüныìи
свойстваìи при то÷но известных параìетрах θ

0
 и θ

1

в сìысëе критерия ìиниìизаöии среäней заäерж-
ки обнаружения при оãрани÷ении среäнеãо вреìе-

ни äо ëожной тревоãи T = (t |t < ta) < r
α
, ãäе r

α
 —

заäанный интерваë ìежäу ëожныìи тревоãаìи.
Обнаружение пузыря своäится к выпоëнениþ

проöеäуры посëеäоватеëüной проверки ãипоте-
зы: H

0
:ρ = ρ

0
 ≤ 0 против аëüтернативной ãипотезы

H
1
:ρ = ρ

1
 > 0 при поëу÷ении новоãо набëþäения1.

3.2. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáíàðóæåíèÿ 
èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Статистика, испоëüзуеìая в аëãоритìе обнару-
жения изìенения коэффиöиента корреëяöии,
преäставëяет собой ëоãарифì отноøения правäо-
поäобия äвух пëотностей распреäеëения выборо÷-

ноãо коэффиöиента корреëяöии (r), (r) äëя

зна÷ений параìетров θ
0
 = (ρ

0
, N), θ

1
 = (ρ

1
, N). Как

показано в Приëожении, эта статистика иìеет виä:

 = ln  = ln

, (13)

ãäе ρ0 и ρ1 — зна÷ения коэффиöиентов корреëяöии

ãенераëüной совокупности äо и посëе изìенения
свойств, r

t
 — выборо÷ный коэффиöиент корреëя-

öии, вы÷исëенный в ìоìент вреìени t, N — объеì

fθ
0

fθ
0

fθ
1

yt
a

yt
a 1+

yt
a

fθ
0

yt
a 1+

yt
a 2+

fθ
1

1 Выборо÷ный коэффиöиент корреëяöии явëяется оöенкой
ãенераëüноãо коэффиöиента корреëяöии ìежäу äвуìя сëу÷ай-
ныìи веëи÷инаìи y

t
 и Δy

t – 1
 ëиøü в сëу÷ае äвуìерноãо норìаëü-

ноãо закона распреäеëения этих веëи÷ин. Поэтоìу аëãоритì
ìожет бытü приìенен тоëüко к ряäаì, совìестное распреäеëе-
ние зна÷ений и первых разностей которых ìожет бытü аппрок-
сиìировано äвуìерныì норìаëüныì распреäеëениеì.

τ 1 : g≥ maxsk
τ

h≥=
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

1 k t≤ ≤

sk
τ

i k=

τ

∑
fθ

2
si( )

fθ
1

si( )
---------------

Eθ
0

fθ
0

fθ
1

st 1–
t

fθ
2

rt( )

fθ
1

rt( )
---------------

1 ρ1
2–( )

N 1–
2

-------------

1 ρ0rt–( )N 3/2– ×

1 ρ1rt–( )N 3/2–
1 ρ0

2–( )

N 1–
2

-------------

×

---------------------------------------------------------------------------→

1
ρ1rt 1+

4 2N 1–( )
-------------------------

9 ρ1rt 1+( )2

16 2N 1–( ) 2N 1–( )
--------------------------------------------------- ...+ + +×

1
ρ0rt 1+

4 2N 1–( )
-------------------------

9 ρ0rt 1+( )2

16 2N 1–( ) 2N 1–( )
--------------------------------------------------- ...+ + +×

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------→
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выборки, по котороìу расс÷итывается выборо÷-
ный коэффиöиент корреëяöии.

Теорема 1. Логарифм отношения правдоподо-
бия выборочного коэффициента корреляциидля
проверки гипотезы H0 :ρ = ρ0 ≤ 0 против гипотезы

H
1
:ρ = ρ

1
 > 0 определяется формулой (13). Мате-

матическое ожидание приращения логарифма прав-
доподобия при условии выполнения нулевой гипотезы
отрицательно, а при условии выполнения альтерна-
тивной — положительно.

Теорема 2. Логарифм отношения правдоподо-
бия выборочного коэффициента корреляции для
проверки гипотезы H

0
:ρ = ρ

0
 > 0 против гипотезы

H
1
:ρ = ρ

1
 ≤ 0 определяется как  = , где 

определяется формулой (13). Математическое ожи-
дание приращения логарифма правдоподобия при ус-
ловии выполнения нулевой гипотезы отрицательно, а
при условии выполнения альтернативной — положи-
тельно. ♦

Доказатеëüства теореì 1 и 2 и форìуëы рас÷ета
ìатеìати÷еских ожиäаний и зна÷ения пороãов
привеäены в Приëожении.

В сиëу теореì 1 и 2 буäеì опреäеëятü ìоìенты
возникновения «пузыря» как ìоìенты изìенения

статистики  äо зна÷иìой поëожитеëüной веëи-

÷ины, а ìоìенты «схëопывания» как ìоìенты из-

ìенения статистики  äо зна÷иìой отриöатеëü-

ной веëи÷ины. Реøаþщая функöия аëãоритìа
обнаружения изìенений коэффиöиента корреëя-
öии, опреäеëяþщая выхоä статистики за äовери-
теëüные ãраниöы, иìеет виä:

 =  = 0,

 = max{h
l
,  + s )},  i = 1, 2, ..., (14)

ãäе h
l
 — нижний пороã аëãоритìа, s  =  иëи

s  = , в зависиìости от тоãо, обнаружива-

ется ëи изìенение от θ
0
 к θ

1
 иëи от θ

1
 к θ

0
. Зна÷е-

ния реøаþщей функöии сравниваþтся с пороãоì
h

h
, (опреäеëяеìыì по форìуëаì, привеäенныì в

Приëожении), при превыøении котороãо фикси-
руþтся изìенение коэффиöиента корреëяöии и
ìоìент возникновения иëи схëопывания «пузыря»:

 = max{0,  + s )} ≥ h
n
.

Истинные зна÷ения коэффиöиентов корреëя-
öии äо возникновения «пузыря», в ìоìенты су-
ществования «пузыря» и посëе еãо схëопывания,
как правиëо, неизвестны иизìеняþтся во вреìе-

ни. В отсутствие какой ëибо äопоëнитеëüной ин-
форìаöии о повеäении проöесса параìетр ρ0 вы-

бирается равныì нижней ãраниöе äоверитеëüноãо
интерваëа нуëевоãо выборо÷ноãо коэффиöиента
корреëяöии, вы÷исëяеìоãо по выборке разìера N,
параìетр ρ

1
 — равныì верхней ãраниöе этоãо äо-

веритеëüноãо интерваëа.

Аëãоритì обнаружения «пузырей» аëãоритìоì
посëеäоватеëüноãо обнаружения изìенений коэф-
фиöиента корреëяöии вкëþ÷ает в себя сëеäуþщие
øаãи.

Шаг 1. Заäание на÷аëüных зна÷ений: поëожи-
теëüноãо зна÷ения коэффиöиента корреëяöии ρ1,

которое äостиãается при возникновении «пузыря»,
и зна÷ения коэффиöиента корреëяöии ρ0 äо воз-

никновения «пузыря», вы÷исëение верхнеãо и ниж-
неãо пороãов по форìуëаì (П8) и (П10) — сì.
Приëожение. Форìируется признак «наëи÷ие пу-
зыря» и поëаãается равныì нуëþ.

Шаг 2. Вы÷исëение выборо÷ноãо коэффиöиен-
та корреëяöии в скоëüзящеì окне äëины N.

Шаг 3. Проверка признака «наëи÷ие пузыря»,
есëи признак равен 1 («пузырü» существует), то

вы÷исëяется статистика  = 1/  и ее реøаþ-

щая функöия, зна÷ение которой сравнивается с
пороãоì h

h
 (П10), при превыøении пороãа при-

знак «наëи÷ие пузыря» поëаãаþт равныì нуëþ и
перехоäят к øаãу 2. Есëи признак «наëи÷ие пузы-
ря» равен 0, то перехоäят к øаãу 4.

Шаг 4. Вы÷исëение статистики, опреäеëяеìой
форìуëой (13), сравнение ее с верхниì пороãоì h

h

(П8),вы÷исëение реøаþщей функöии по форìуëе
(14). Есëи зна÷ение реøаþщей функöии превыøа-
ет верхний пороã, то признак «наëи÷ие пузыря»
поëаãаþт равныì 1 и перехоäят к øаãу 2.

Заìетиì, ÷то зна÷ения нижнеãо пороãа испоëü-
зуþтся тоëüко äëя вы÷исëения реøаþщих функ-
öий по форìуëе (14), а зна÷ения верхнеãо пороãа —
äëя опреäеëения äат возникновения и схëопыва-
ния пузыря.

3.3. Ñðàâíåíèå êà÷åñòâà àëãîðèòìîâ îáíàðóæåíèÿ 
«ïóçûðåé» ìåòîäàìè ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà

è ðåêóðñèâíîé ðåãðåññèè

Дëя проверки работоспособности преäëожен-
ноãо аëãоритìа обнаружения ìножественных «пу-
зырей» и сравнения еãо с ìетоäоì, преäëоженныì
в работах [13, 14], рассìотриì резуëüтаты обнару-
жения и äатирования «пузырей» äëя отноøения
öен и äивиäенäов фонäовоãо инäекса S&P500, в
корзину котороãо вкëþ÷ено 500 избранных акöи-
онерных коìпаний США. Ежеìеся÷ные äанные,
собранные за периоä с января 1871 ã. по äекабрü
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2010 ã., соäержат 1680 зна÷ений и вкëþ÷аþт в себя
зна÷итеëüное ÷исëо кризисных событий, которыì
преäøествуþт раöионаëüные «пузыри».

Проверка ìетоäа, преäëоженноãо в работах
[13, 14], выпоëняëасü с поìощüþ коìпëекса про-
ãраìì разработанноãо автораìи и преäставëен-
ноãо на сайте [16]. В коìпëекс проãраìì вхоäят
исхоäные äанные, проãраììа äëя рас÷ета крити-
÷еских зна÷ений GSADF-теста и проãраììа äëя
рас÷ета зна÷ений GSADF статистики в кажäой
то÷ке выборки. На÷аëüный интерваë äëя рас÷ета
ìоäеëи быë выбран равныì 36-ти то÷каì. Расс÷и-
танные крити÷еские зна÷ения статистики срав-
ниваëисü с крити÷ескиìи зна÷енияìи, ìоìенты
возникновения и схëопывания«пузыря» опреäе-
ëяëисü по форìуëаì (8) и (9) с испоëüзованиеì в
них GSADF статистики (10).

Рассìотриì резуëüтаты экспериìентаëüной
проверки работы аëãоритìа. В первоì стоëбöе
табëиöы привеäены äаты кризисных событий, ко-
торые сопровожäаëисü возникновениеì «пузы-
рей» на финансовых рынках, во второì — äаты
обнаружения и схëопывания финансовых «пузы-
рей», обнаруженных аëãоритìоì куìуëятивных
суìì, в третüеì — анаëоãи÷ные äаты äëя аëãорит-
ìа GSADF.

Оöениì то÷ностü äатировки событий с поìо-
щüþ аëãоритìов посëеäоватеëüноãо анаëиза. Оöен-
ка среäней äëитеëüности события составëяет по
факти÷еской оöенке — 18,7 ìес, по äатированиþ
аëãоритìоì посëеäоватеëüноãо анаëиза — 19,3, по
аëãоритìу [13, 14] — 11,5 ìес, запазäывание отно-
ситеëüно факти÷еской оöенки составëяет, соот-
ветственно, 9 и 26 ìес.

Как сëеäует из привеäенных резуëüтатов срав-
нения, преäëоженный аëãоритì обнаружения и
äатирования «пузырей» обнаруживает и äатирует
все события, опреäеëенные в первоì стоëбöе таб-
ëиöы, при÷еì äатировка событий прибëижается к
оöенке, поëу÷енной эконоìистаìи. Аëãоритì
[13, 14] пропускает оäно событие.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены ìетоäы обнаружения и äатирова-
ния «пузырей» ряäов финансовых и ìакроэконо-
ìи÷еских показатеëей, основанные на анаëизе ти-
пов проöессов изìенения öен и äивиäенäов. От-
ноøение öен и äивиäенäов в отсутствие пузыря
преäставëяет собой проöесс, свойства котороãо
ìоãут ìенятüся от стаöионарноãо к разностно-ста-
öионарноìу и наоборот. При возникновении öе-
новоãо «пузыря» отноøение öен и äивиäенäов ста-
новится «взрывныì». Поэтоìу äëя обнаружения
«пузырей» такоãо типа äостато÷но äиаãностиро-
ватü наëи÷ие у проöесса «взрывных» свойств. Даты
возникновения о «схëопывания» пузыря опреäе-
ëяþтся как ìоìенты возникновения и ис÷езнове-
ния «взрывных» свойств проöесса отноøения öен
и äивиäенäов. Преäëожен аëãоритì обнаружения
и äатирования взрывных у÷астков проöесса, осно-
ванный на обнаружении возникновения зна÷иìых
корреëяöий ìежäу уровняìи проöесса и еãо пер-
выìи разностяìи. Сравнение аëãоритìа с извест-
ныìи ìетоäаìи показаëо еãо высокуþ эффектив-
ностü. Аëãоритì не требует построения ìоäеëи
проöесса, а еãо настрое÷ные параìетры ëеãко вы-
÷исëяþтся.

Таблица

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà è ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà è GSADF

Даты «пузырей» Аëãоритì посëеäоватеëüноãо анаëиза Аëãоритì GSADF

1878, иþëü — 1880, апреëü 1878, иþëü — 1880, апреëü 1879, октябрü — 1880, февраëü

1885, äекабрü — 1887, январü 1885, äекабрü — 1887, январü 1886, ноябрü

1907, сентябрü — 1908, февраëü 1907, сентябрü — 1908, ìай 1907, октябрü — 1907, ноябрü

1917, авãуст — 1918, апреëü 1917, авãуст — 1918, сентябрü 1917, ноябрü — 1917, äекабрü

1928, ноябрü — 1929, сентябрü 1928, ноябрü — 1929, октябрü 1929, январü — 1929, сентябрü

1945, октябрü — 1946, иþнü 1946, апреëü — ìай —

1954, сентябрü — 1956, апреëü 1954, ноябрü — 1956, авãуст 1955, февраëü — 1955, äекабрü

1974, иþëü — äекабрü 1974, иþëü — 1975, ìай 1974, сентябрü

1986, ìарт — 1987, сентябрü 1986, ìарт — 1987, сентябрü 1986, ìарт — 1987, авãуст

1995, иþëü — 2001, авãуст 1995, авãуст — 2000, иþëü 1995, äекабрü — 2001, февраëü

2008, октябрü — 2009, апреëü 2008, сентябрü — 2009, сентябрü 2008, октябрü — 2009, ìарт
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Плотность распределения выборочного коэффиöиен-
та корреëяöии r äвуìерноãо норìаëüно распреäеëенноãо
проöесса [17]

(r) =  Ѕ

Ѕ
 2
F

1
, (П1)

ãäе θ
1
 = (ρ

1
, N) — параìетры распреäеëения, r — зна÷е-

ние выборо÷ноãо коэффиöиента корреëяöии, ρ
1
 — зна-

÷ение коэффиöиента корреëяöии ãенераëüной совокуп-
ности, N — объеì выборки äëя рас÷ета выборо÷ноãо
зна÷ения коэффиöиента корреëяöии,

2
F

1
 =

= t
–1/2

(1 – t)
N – 2

dt, (П2)

— ãиперãеоìетри÷еская функöия.
Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1: Разëожение раз-

ëожение ãиперãеоìетри÷еской функöии (П2) в степен-
ной ряä иìеет виä:

2
F

1
 =

= 1 +  +  +

+  + ... . (П3)

С у÷етоì разëожения (П3) распреäеëение выборо÷но-
ãо коэффиöиента корреëяöии параìетраìи θ

1
 = (ρ

1
, N )

ìожет бытü преäставëено в виäе:

(r) =  Ѕ

Ѕ 1 +  +  + ... .

Лоãарифì отноøения äвух пëотностей распреäеëе-

ния (r), (r) äо и посëе изìенения свойств равен:

ln  = ln

,

откуäа статистика правäопоäобия ëоãарифìа отноøе-

ния äвух пëотностей распреäеëения (r), (r) в каж-

äый ìоìент вреìени t опреäеëяется форìуëой (13).

Покажеì, ÷то ìатеìати÷еское ожиäание прираще-
ния ëоãарифìа правäопоäобия в сëу÷ае θ

0
 = (ρ

0
, N),

ρ
0
≤ 0, θ

1
 = (ρ

1
, N), ρ

1
 > 0 при усëовии θ = θ

0
 поëожи-

теëüно, а при усëовии θ = θ
1
 — отриöатеëüно. По свойс-

тву ëоãарифìи÷еской функöии иìееì:

 = [ln(1 – ) – ln(1 – )] +

+ ln(1 – ρ
0
r
t
) – ln(1 – ρ

1
r
t
) +

+ ln 1 +  +  + ...  –

– ln 1 +  +  + ... .

Разëожиì ÷ëены в привеäенной форìуëе, вкëþ÷аþ-
щие в себя r

t
, в ряä:

 = [ln(1 – ) – ln(1 – )] +

+ –ρ
0
r
t
 –  + ...  –

– –ρ
1
r
t
 –  + ...  +

+  +  – ...  –

–  +  – ... . (П4)

Возüìеì ìатеìати÷еское ожиäание, при усëовии
θ = θ

0
 = (ρ

0
, N), от обеих ÷астей выражения (П4), затеì

выпоëниì обратное преобразование поëу÷енных ряäов
к ëоãарифìаì:

0
( ) = [ln(1 – ) – ln(1 – )] +

+ ln(1 – ) – ln(1 – ρ
1
ρ

0
) +

+ ln 1 +  +  + ...  –

– ln 1 +  +  + ...  =

= ln(1 – ) + ln(1 – ) –

– ln(1 – ρ
0
ρ

1
) +

+ ln 1 +  +  + ...  –

– ln 1 +  +  + ... . (П5)
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Матеìати÷еское ожиäание приращения ëоãарифìа

правäопоäобия, при усëовии θ = θ
1
 = (ρ

1
, N), равно:

( ) = [ln(1 – ) – ln(1 – )] +

+ ln(1 – ρ
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1
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– ln 1 +  +  + ...  +

+ ln 1 +  +  + ... . (П6)

В правой ÷асти соотноøения (П5) первые три ÷ëена

отриöатеëüные, суììа посëеäних äвух — отриöатеëüна,

так как ρ
0
, ρ

1
 иìеþт разные знаки, в правой ÷асти соот-

ноøения (П6) первые три ÷ëена поëожитеëüные, суììа

посëеäних äвух — поëожитеëüна, откуäа сëеäует закëþ-

÷ение теореìы и форìуëы (13):
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Из форìуë (П7) сëеäует, ÷то верхний h
h
 и h

l
 нижний

пороãи аëãоритìа ìоãут бытü опреäеëены по форìуëаì:

h
l
 = ( ), h

h
 = ( ). (П8)

Теореìа äоказана.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  2. Из опреäеëения

статистики  сëеäует, ÷то

( ) = – ( ),

( ) = – ( ). (П9)

Из форìуë (П9) сëеäует, ÷то верхний h
h
 и h

l
 нижний

пороãи аëãоритìа ìоãут бытü опреäеëены соотноøе-
нияìи:

h
h
 = – ( ), h

l
 = – ( ). (П10)

Теореìа äоказана.
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