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Аннотация. Производится расширение классических моделей итеративного научения та-

ким образом, чтобы учитывались факторы утомления и отдыха. На основе анализа суще-

ствующих подходов к моделированию утомления и отдыха из различных областей – обра-

зования, производства, спорта, медицины – обоснована необходимость дополнения моде-

лей этими процессами. Предложены математические модели, описывающие динамику 

уровня научения в периоды отдыха и с учетом снижения эффективности освоения навыков 

из-за утомления. Рассмотрены десять моделей возрастающей сложности: от базовых, без 

учета утомления, до комплексных, включающих зависимость вероятностей освоения и за-

бывания от времени, а также от фазы отдыха. Показано, что наличие перерывов оптималь-

ной продолжительности позволяет повысить терминальный уровень научения. При этом в 

модели с утомлением, отдыхом и без забывания оптимальный момент начала отдыха не 

зависит от меняющейся со временем вероятности освоения и приходится на середину пе-

риода формирования опыта. Полученные модели предназначены для прогнозирования 

производительности, оптимизации образовательных программ, производственных процес-

сов и тренировочных циклов. Работа подчеркивает необходимость учета биологических и 

когнитивных ограничений при проектировании адаптивных систем обучения. 
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Научение – процесс и результат приобретения 

индивидуального опыта [1] – лежит в основе адап-

тации живых и неживых систем к изменяющимся 

условиям. В контексте математического модели-

рования под научением понимается процесс, в хо-

де которого система (биологическая, техническая 

или абстрактно-логическая) оптимизирует свои 

действия для достижения заданной цели. Особый 

интерес представляет итеративное научение (ИН) 

– вид обучения, основанный на многократном по-

вторении системой действий, проб и ошибок для 

достижения фиксированной цели при постоянных 

внешних условиях [2]. Этот процесс формирует 

основу для выработки навыков у человека, услов-

ных рефлексов у животных, а также алгоритмов 

адаптации в робототехнике и искусственном ин-

теллекте. 

Математические модели ИН описывают после-

довательность значений уровня научения – так 

называемые кривые научения (КН) [3] – через си-

стемы уравнений, графиков или алгоритмов, выяв-

ляя универсальные закономерности. Например, КН 

может быть зависимость вероятности освоения 

компонента деятельности от времени или числа 

повторений (итераций). 

Основываясь на экспериментальных данных, 

можно сделать вывод, что для большинства систем 

– от человека до нейронных сетей – эти кривые 

имеют замедленно-асимптотический характер: 

скорость улучшения показателей со временем 

снижается, а сама кривая стремится к некоторому 

пределу [2]. Такое поведение КН часто аппрокси-
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мируется экспоненциальными функциями, что 

подтверждает «насыщение» процесса обучения. 

Несмотря на универсальность замедленно-

асимптотических закономерностей, классические 

модели научения не учитывают такие факторы, как 

утомление и отдых [3]. Для понимания этих огра-

ничений и обоснования расширения моделей 

необходимо проанализировать существующие 

подходы к моделированию научения в различных 

контекстах – от когнитивных процессов в образо-

вании до моторных навыков в спорте и производ-

стве. 

 

Научение играет ключевую роль практически в 

любой человеческой деятельности (деятельность 

– активное взаимодействие человека с окружаю-

щей действительностью, в ходе которого человек 

выступает как субъект, целенаправленно воздей-

ствующий на предмет [4]): от образования до 

промышленного производства, от спорта до робо-

тизированной хирургии – понимание закономер-

ностей научения позволяет оптимизировать про-

цессы и снижать риски. Современные исследова-

ния демонстрируют, что моделирование научения 

требует учета не только индивидуальных особен-

ностей, но и специфики контекста, будь то когни-

тивная нагрузка в образовании или физическое 

утомление в спорте или (и) на производстве. 

В образовании научение тесно связано с 

управлением когнитивными ресурсами. Исследо-

вание влияния когнитивной усталости на результа-

ты стандартизированных тестов выявило четкую 

зависимость между временем суток и успеваемо-

стью [5]. Анализ двух миллионов тестов датских 

школьников показал, что каждый час после начала 

занятий результаты ухудшаются на 0,9 % стан-

дартного отклонения. Это снижение объясняется 

накоплением усталости, которая нарушает концен-

трацию и уменьшает способность к решению 

сложных задач. Однако введение 20–30-минутных 

перерывов не только компенсирует этот эффект, 

но и повышает результаты на 1,7 %, особенно для 

учащихся с низкой успеваемостью. Для детей, ис-

пытывающих трудности в обучении, авторы рабо-

ты [5] рекомендуют небольшие перерывы по 5–10 

минут, которые снижают когнитивную перегрузку 

и улучшают усвоение материала на 12 %. Эти дан-

ные подчеркивают, что образовательный процесс 

должен проектироваться с учетом биологических 

ритмов. Интересно, что аналогичные закономерно-

сти наблюдаются в спорте и производстве, где ко-

роткие паузы помогают сохранить продуктив-

ность [6]. 

В работе [7] рассматривается моделирование 

процесса изучения второго языка и показывается, 

что прогресс в языковом навыке – это не плавный 

рост, а серия резких переходов между устойчивы-

ми состояниями. Например, оптимальное соотно-

шение нового и знакомого материала, примерно 

30 % к 70 %, запускает заметный прогресс в освое-

нии, тогда как дисбаланс приводит к «застрева-

нию» процесса освоения на «плато». Это явление 

хорошо известно педагогам: студенты, сталкива-

ющиеся с чрезмерно сложными заданиями, часто 

теряют мотивацию, в то время как рутинные 

упражнения без элементов новизны также тормо-

зят развитие [8]. Такие выводы согласуются с кор-

пусными исследованиями, где распределение 

ошибок в речи изучающих язык соответствует сте-

пенным законам [9, 10]. 

В профессиональной деятельности, особенно 

в высокотехнологичных отраслях, научение часто 

сопряжено с проблемой утомления. Исследование 

когнитивных эффектов утомления у сотрудников 

инжиниринговых компаний [11] выявило, что по-

сле восьми часов работы точность поиска инфор-

мации в памяти падает на 6 %, а время переключе-

ния между задачами увеличивается на 120 мс. Бо-

лее того, 22 % сотрудников неосознанно переходят 

на менее эффективные стратегии решения задач, 

экономя когнитивные ресурсы. Эти данные осо-

бенно актуальны для сфер, где ошибки могут 

иметь критические последствия, – от авиадиспет-

черских служб до медицинской диагностики. В 

статье [11] рекомендуется внедрять адаптивные 

графики работы, где периоды интенсивной нагруз-

ки чередуются с фазами отдыха, а также использо-

вать тренажеры для отработки навыков в условиях, 

имитирующих утомление. 

Особый интерес представляет освоение слож-

ных медицинских технологий, таких как роботизи-

рованная хирургия. Исследование кривых обуче-

ния для медсестер, работающих в операционных 

[12], продемонстрировало, что достижение мастер-

ства требует в среднем 8–11 процедур. Однако ин-

дивидуальные различия огромны: некоторым до-

статочно трех операций, другим – до 11-ти. 

Наиболее сложными этапами оказались планиро-

вание установки спинальных винтов и управление 

роботизированной рукой, где ошибки часто связа-

ны с когнитивной перегрузкой. Для сокращения 

времени обучения авторы работы [12] предлагают 
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симуляционные тренировки на 3D-моделях позво-

ночника, которые позволяют отработать ключевые 

навыки без риска для пациентов. Этот подход 

снижает уровень стресса и утомления на 35 %, что 

напрямую влияет на скорость освоения техноло-

гии. 

В производственной сфере моделирование 

научения стало основой для оптимизации процес-

сов. Классическая степенная кривая Райта [13], 

описывающая снижение времени выполнения за-

дач с накоплением опыта, до сих пор остается от-

правной точкой. Однако многие задачи, сочетаю-

щие когнитивные и моторные компоненты, требу-

ют более сложных подходов. Модель, представ-

ленная в статье [14], разделяет время выполнения 

задачи на два компонента: когнитивный (планиро-

вание, принятие решений) и моторный (физиче-

ские действия). Например, при сборке механиче-

ского устройства начальные этапы требуют актив-

ного мышления, и их время сокращается быстрее, 

тогда как моторные навыки улучшаются посте-

пенно. Эта модель на 23 % точнее предсказывает 

производительность на ранних стадиях обучения 

по сравнению с традиционными подходами, что 

критически важно для расчета себестоимости и 

планирования производства. 

В метаанализе [15], охватившем 115 наборов 

данных, систематизированы лучшие практики для 

моделирования научения в производстве. Для за-

дач, связанных со снижением времени или затрат, 

наиболее эффективными оказались S-образная и 

трехпараметрическая гиперболическая модели. 

Они учитывают фазу «плато», когда дальнейшее 

улучшение становится минимальным. В контексте 

роста производительности лидирует трехпарамет-

рическая экспоненциальная модель, которая хоро-

шо описывает процессы с эффектом насыщения. 

Интеграция этих моделей в системы управления 

производством сокращает ошибки в планировании 

запасов на 18 %, предотвращая как избыточные 

складские запасы, так и простои. 

В спорте и реабилитации научение неотдели-

мо от управления утомлением. Исследование [16] 

показало, что утомление увеличивает риск травм 

на 40 % из-за снижения проприоцепции – способ-

ности ощущать положение тела в пространстве. 

Например, в футболе 67 % травм случаются в по-

следние 20 минут матча, когда концентрация вни-

мания падает, а мышцы теряют эластичность. Для 

мониторинга состояния спортсменов используется 

комбинация объективных методов (анализ вариа-

бельности сердечного ритма) и субъективных 

опросников. Анализ вариабельности сердечного 

ритма позволяет прогнозировать готовность к 

нагрузке: снижение вариабельности на 15 % кор-

релирует с повышением риска травм. Эти данные 

используются для персонализации тренировок – 

сокращения интенсивности при первых признаках 

переутомления. 

Отдельного внимания заслуживает проблема 

реабилитации после травм или инсультов. В моде-

ли, предложенной в статье [17], утомление рас-

сматривается как баланс между двумя компонен-

тами: объективным снижением производительно-

сти и субъективным восприятием усилий. Напри-

мер, пациенты, перенесшие инсульт, часто ощу-

щают слабость мышц даже при минимальной 

нагрузке. Традиционные тренировки, направлен-

ные на увеличение силы, могут усугубить состоя-

ние, если не учитывают индивидуальные пороги 

утомления. Авторы работы [17] предлагают ис-

пользовать сенсорную обратную связь (например, 

визуализацию мышечной активности в реальном 

времени), которая помогает пациентам учиться 

распределять усилия, избегая перенапряжения. 

В некоторых работах по роботизированным 

системам и промышленному дизайну процесс 

научения описывается с помощью биомеханиче-

ского анализа. Например, в статье [6] представле-

ны дифференциальные уравнения, описывающие 

динамику мышечного утомления. Восстановление 

после нагрузки мышцы в 5 кг требует в среднем 

2,4 минуты отдыха – эти данные используются для 

проектирования рабочих мест на конвейерах. Си-

муляторы, интегрирующие такие модели, позво-

ляют тестировать эргономику еще до запуска про-

изводства. В авиационной промышленности это 

сократило число случаев кумулятивного утомле-

ния на 22 % благодаря оптимизации углов наклона 

инструментов и высоты рабочих поверхностей. 

Таким образом, современные исследования 

процесса научения демонстрируют, что универ-

сальных моделей научения, учитывающих утомле-

ние, не существует – каждый контекст требует 

учета своей специфики. В образовании акцент в 

настоящее время смещается на управление когни-

тивной нагрузкой и временны ми промежутками, в 

производстве – на разделение когнитивных и мо-

торных компонентов, в спорте – на баланс между 

утомлением и восстановлением. Как показывают 

рассмотренные подходы, утомление и отдых иг-

рают важную роль в динамике формирования опы-

та. Следовательно, необходимо дополнить суще-

ствующие классические модели научения учетом 

этих процессов. Возьмем в качестве основы для 

расширения модели из работы [3].  
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Рассмотрим следующие модели научения. 

Пусть обучаемый (агент) приобретает индивиду-

альный опыт – осваивает некоторый вид деятель-

ности посредством последовательных попыток 

(т. е. через ИН), причем опыт в каждом периоде 

характеризуется двумя возможными состояниями 

– «сформирован» или «не сформирован». В каж-

дый период времени t = 1, 2, …, если опыт не 

сформирован, происходит формирование опыта с 

вероятностью 0 ≤ w(t) < 1, зависящей в общем слу-

чае от времени. Параллельно происходит забыва-

ние опыта с вероятностью 0 ≤ u(t) < 1, также зави-

сящей в общем случае от времени. Значение q(t) 

критерия индивидуального опыта агента принад-

лежит единичному отрезку. Значением q(t) будем 

считать вероятность того, что в периоде t опыт 

агента будет сформирован и не забыт. Как зависи-

мость вероятности формирования опыта от време-

ни (убывающая), так и зависимость от него (воз-

растающая) вероятности забывания могут отра-

жать эффекты утомления, усталости и пр. в про-

цессе учебной и (или) продуктивной деятельности. 

Рассмотрим последовательно (в порядке 

усложнения) ряд моделей научения, учитывающих 

такие процессы, как освоение, забывание, утомле-

ние и отдых. Наличие тех или иных процессов в 

моделях отражено в таблице. 

Модель 1. Базовой (простейшей) является мо-

дель научения [3], в которой забывание отсутству-

ет, а вероятность освоения опыта w не зависит от 

времени. В рамках этой модели динамика уровня 

научения имеет вид: 

      1 1 ,   0, 1, 2,...,q t q t q t w t           (1) 

где начальное значение q(0) считается известным. 

В непрерывном времени разностному уравне-

нию (1) соответствует дифференциальное уравне-

ние 

 1 ,q q w   

имеющее решение 

    1 1 0 .wtq t q e                     (2) 

Кривая научения (2) не убывает и асимптотиче-

ски стремится к единице. График функции (2) при 

 0 0q   продемонстрирован на рис. 1. 

Процессы и параметры моделей  

формирования опыта 

Модели Освоение Забывание Утомление Отдых 

Модель 1 Не зави-

сит от 

времени 

Нет Нет Нет 

Модель 2 Нет Не зави-

сит от 

времени 

Нет Нет 

Модель 3 Не зави-

сит от 

времени 

Не зави-

сит от 

времени 

Нет Нет 

Модель 4 Зависит 

от  

времени 

Нет Есть Нет 

Модель 5 Зависит 

от  

времени 

Не зави-

сит от 

времени 

Есть Нет 

Модель 6 Не зави-

сит от 

времени 

Зависит 

от  

времени 

Есть Нет 

Модель 7 Зависит 

от  

времени 

Нет Есть Есть 

Модель 8 Зависит 

от  

времени 

Не зави-

сит от 

времени, 

учиты-

вается 

только 

во время 

отдыха 

Есть Есть 

Модель 9 Зависит 

от  

времени 

Не зави-

сит от 

времени 

Есть Есть 

Модель 

10 

Не зави-

сит от 

времени 

Зависит 

от вре-

мени 

Есть Есть 

 
 

 

 
Рис. 1. Пример кривой научения для модели 1 

 

Модель 2 (модель забывания). Предположим, 

что освоения опыта не происходит, а имеет место 

только забывание, не зависящее от времени. 



 

 
 

 

 
 

 ●

Получим: 

     1 ,q t q t uq t    

,q qu   

   0 e .utq t q                           (3) 

График функции (3) при  0 1q   приведен на 

рис. 2.  

 
 

 
 

 
Рис. 2. Пример кривой научения для модели 2 

 

Модель 3. Пусть в условиях модели 1 дополни-

тельно имеет место забывание (или в рамках моде-

ли 2 имеет место научение), не зависящее от вре-

мени. Получим: 

        1 1 ,q t q t q t w uq t      

 1 ,q q w qu                           (4) 

     
0 e .

w u tw w
q t q

w u w u

  
   

  
        (5) 

Кривая научения (5) при q(0) < 
w

w u
 не убыва-

ет и асимптотически стремится к 
w

w u
. График 

функции (5) при  0 0q   и 0,6w   приведен на 

рис. 3. 

 
 

 
 

 
Рис. 3. Пример кривой научения для модели 3  

 

Модель 4. Пусть в условиях модели 1 вероят-

ность формирования опыта w(t) > 0 зависит от 

времени. Предположим, что w(∙) – непрерывная 

невозрастающая функция (ее можно условно 

назвать «кривой утомления»), что содержательно 

может отражать утомление и (или) усталость 

агента в процессе научения. Получим: 

        1 1 ,q t q t w t q t     

   ,1q q w t   

      
,1 1 0

W t
q t q e


                    (6) 

где W(t) =  
0

t

w d  . Очевидно, что эта функция 

обладает следующими свойствами. 

Лемма 1. W (∙) – непрерывная положительно-

значная монотонно возрастающая вогнутая 

функция времени, W (0) = 0. 

Кривая научения (6) не убывает и асимптотиче-

ски стремится к единице. В частном случае, при 

w(t) = w, модель 3 переходит в модель 1. 

Для иллюстраций в качестве  w t  здесь и далее 

будем использовать   0e
tw t w   и  W t 

 0 1 e tw  


. График функции (6) при  0 0q   и 

0 0,6w   приведен на рис. 4. 

 
 

 
 

 
Рис. 4. Пример кривой научения для модели 4  

 

Модель 5. Пусть в условиях модели 4 имеет 

место постоянное во времени забывание u(t) = u. 

Получим: 

          1 1 ,q t q t w t q t uq t      

   1 ,q q w t uq    

         

0

e e d .

t
W t ut W u

q t w
    

              (7) 

График функции (7) при 0 0,6w   и 0,1u   

приведен на рис. 5. Видно, что кривая научения в 

модели 5 имеет точку максимума. 
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Рис. 5. Пример кривой научения для модели 5  

 

Модель 6. Пусть в условиях модели 3 вероят-

ность забывания зависит от времени: u (∙) – непре-

рывная неубывающая функция. Тогда решением 

уравнения (4) будет кривая научения 

       

0

e 0 e ,

t
U t U

q t q w d
 

 
 



 




              (8) 

где U(t) = 

0

( ( )) 

t

w u d   . При U(t) = u выражение 

(8) переходит в выражение (5). График функции 

(8) при 0,6w  ,  0 0q  ,   1 e tu t    и  U t 

   
1

1 1  e tw t    


 приведен на рис. 6. 

 
 

 

 
Рис. 6. Пример кривой научения для модели 6  

 

Лемма 2. U (∙) – непрерывная положительно-

значная монотонно возрастающая выпуклая 

функция, U (0) = 0. 

График функции (8) при 0 0,6w   и 0 0,1u   

приведен на рис. 5. 

Кривая (8) может иметь точку максимума при 

значении t
*
, удовлетворяющем условию 

      
*

*
*

0

e e .

t
u tu

w u t d


  
 

Cодержательная интерпретация t
*
 – максималь-

ная целесообразная продолжительность научения. 

Модель 7. Пусть в условиях модели 4 агент от-

дыхает в промежутке времени [τ; τ + Δ], где τ > 0 – 

момент начала отдыха, Δ ≥ 0 – его продолжитель-

ность. Так как забывание в рассматриваемом слу-

чае отсутствует, предположим, что q(τ + Δ) = q(τ), 

а результат отдыха с точки зрения роста вероятно-

сти формирования опыта здесь и далее отразим 

предположением, что продолжительности отдыха 

Δ ≥ Δ0 достаточно для полного восстановления 

агента (где минимальная необходимая продолжи-

тельность отдыха Δ0 > 0 известна), т. е. 

   ,  .w t w t t       

Тогда 

 

      

      

      

1 1 0 e , 0; ;

1 1 0 e , ; ;

1 1 0 e e , .

W t

W

W W t

q t

q t q t

q t



 

   

    



       


       
 

 (9) 

Далее для простоты будем считать начальный 

уровень научения равным нулю: q(0) = 0. График 

функции (9) при 0 0,6w   и 0,6   приведён на 

рис. 7. 

 
 

 

 
Рис. 7. Пример кривой научения для модели 7  

 

Выбирая время и продолжительность отдыха, 

можно ставить и решать две задачи. 

Первая задача – максимизация терминального 

(в момент времени T > 0) значения уровня науче-

ния, называемого горизонтом планирования: 

   

   0 00; ,  ;
1 max .

W W T

T T
e
   

    
        (10) 

Вторая задача – максимизация интегрального 

значения уровня научения: 

       

   0 0

0

0; Δ , ;

1 1

max .

T

W W W

T T

e d e e d



     



    

    



 
 (11) 



 

 
 

 

 
 

 ●

Содержательная интерпретация интегрального 

критерия – объем правильно выполненных агентом 

действий, если научение происходит в процессе 

продуктивной деятельности [18]. 

Задачу (10) можно записать в виде: 

   
   0 00; Δ , ;

  max .
T T

W W T
    

    
 
   (12) 

Задачу (11) можно записать в виде: 

     

   0 0

0 0

0; Δ , ;
min .

T

W W W

T T

e d e e d

 

     

    

  



 
          (13) 

В силу леммы 1 и структуры критериев (12) и 

(13), справедливо следующее  

Утверждение 1. В модели 7 оптимальная про-

должительность отдыха Δ
*
 (и в задаче максими-

зации терминального уровня научения, и в задаче 

максимизации интегрального уровня научения) 

равна минимально необходимой, т. е. Δ
*
 = Δ0. 

С учетом результата утверждения 1 задачи (12) 

и (13) сводятся соответственно к следующим зада-

чам выбора оптимального момента начала отдыха: 

   
 0

0
0; Δ

  max .
T

W W T
 

              (14) 

     

 

0

00; Δ
0 0

min .

T

W W W

T
e d e e d



     

 
      (15) 

Условие первого порядка для решения τ
*
 задачи 

(14) имеет вид: w(τ
*
) = w(T – τ

*
 – Δ0), откуда в силу 

непрерывности и монотонности функции w(∙) по-

лучаем: 

* 0 .
2

T 
                             (16) 

Отрицательность второй производной (14) в 

этой точке легко проверяется. 

Таким образом, согласно модели 7, с точки зре-

ния максимизации терминального значения уровня 

научения перерыв лучше совершать примерно в 

середине периода формирования опыта. 

Утверждение 2. В модели 7 оптимальный (с 

точки зрения максимизации терминального уровня 

научения) момент начала отдыха определяется 

выражением (16) и не зависит от кривой утомле-

ния. 

Выражение (16) дает оптимальный момент 

начала отдыха для случая, если отдых продолжи-

тельностью Δ0 обязательно должен быть осу-

ществлен. Для ответа на вопрос, необходим ли пе-

рерыв на отдых, следует сравнить значения крите-

рия (10) в точке τ
*
 с максимальным значением 

уровня научения 1 – e
–W(T)

, которое может быть до-

стигнуто при отсутствии отдыха. Ответ на этот 

вопрос, конечно, зависит и от свойств функции w 

(∙), и от значений величин T и Δ0, и дается следу-

ющим утверждением. 

Утверждение 3. Перерыв на отдых целесооб-

разен с точки зрения максимизации терминально-

го уровня научения, если выполнено 

 0 .
2 2

W TT
W

 
 

 
                    (17) 

Условие (17) можно записать в виде: 

   

0

0

2

0

2

.

T

T

T

w d w d





                      (18) 

В силу убывания подынтегральной функции 

при достаточно малых Δ0 и (или) достаточно 

больших T, условие (18) выполнено. В то же время 

при фиксированном Δ0 можно найти значение T, 

обращающее выражение (18) в равенство – мини-

мальный горизонт планирования, при котором от-

дых данной продолжительности будет еще целесо-

образен. И наоборот, при фиксированном T можно 

найти значение Δ0, обращающее выражение (18) в 

равенство – максимальную продолжительность 

отдыха, еще целесообразную при заданном гори-

зонте планирования. 

Перейдем к задаче (15). Условие первого по-

рядка для ее решения τ
**

 имеет вид: 

 
 

 

** **
0 0

**

0

1
.

T W T

W e
e d

w

    

  
 


  

Отрицательность второй производной (15) в 

этой точке легко проверяется. 

Модель 8. Пусть в условиях модели 7 во время 

отдыха (и только во время него) имеет место забы-

вание с постоянной и не зависящей от времени ве-

роятностью u. Тогда в соответствии с выражением 

(3) модели 2 получим, что к моменту окончания 

отдыха уровень научения снизится до 

    0

0 .
u

q t q e
 

    



 

 
 

 

 
 

   ●

Тогда 

 

   

      

    00

 

 

0

   

0

1 – , 0;  ;

1 – , ; ;

1 – 1 – 1 –   , .

W t

W u t

W W tu

q t

e t

e e t

e e e t



   

    




 


     

      
  

 (19) 

Рассмотрим для модели 8 задачу максимизации 

терминального значения уровня научения. Инте-

гральный критерий исследуется аналогично тому, 

как это делалось в модели 7. 

  0 0

0

( )( ) 

0 )

 

( ;
max1 –   1 –  1 –    

u

T

W tWe ee
  

 

   
 

 , 

т. е. 

    

 

00

0

   

0; Δ
1 – 1 –  min .

W W Tu

T
e e e
    

 

 
 

  (20) 

Условие первого порядка для задачи (20) имеет 

вид: 

 
 

 *

0

*

*
0

1 1 .
Wu

w
e e

w T

 
 
   
    
 

 

График функции (19) при 0 0,6w  , 0 0,6u   и 

α 0,6  приведен на рис. 8. 

 
 

 

 
Рис. 8. Пример кривой научения для модели 8  

 

Модель 9. Пусть в условиях модели 8 постоян-

ное во времени забывание имеет место не только 

во время отдыха, но и во время научения. Участок 

 q t  до отдыха в этом случае будет аналогичен 

формуле (7) из модели 5. Соответствующая кривая 

научения может уже не быть монотонной и может, 

например, иметь точку максимума. 

Модель 10. Пусть в условиях модели 9 освое-

ние не зависит от времени, а забывание – зависит. 

Участок  q t  до отдыха в этом случае будет соот-

ветствовать формуле (8) из модели 6. Тогда аналог 

выражения (19) для этой модели будет выглядеть 

так: 

 

     

 

       

 

   

       

0

0

0

0

0

0

0

ˆ

0

ˆ

e e d 0 , 

0;  ;

e e e d 0 ,

; ;

e e d

e e e d 0 ,

,

t

U t U

U t U U

t

U t U

U t U U

w q

t

w q

q t t

w

w q

t

 



   



  



   

  
    

   

  
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
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
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


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где в общем случае    ˆ .U t U t  

Дальнейшее аналитическое исследование этой 

и более комплексных моделей не представляется 

целесообразным, так как полученные результаты 

громоздки и не дают сделать аналитических выво-

дов о закономерностях формирования опыта. В 

последующих расчетах возможно применение 

численных методов. Однако для этого необходимо 

использовать конкретные зависимости вероятно-

стей освоения и забывания от времени. 

В настоящей статье предложено расширение 

моделей формирования опыта из работы [3] с уче-

том факторов утомления и отдыха. Важным ре-

зультатом стало выявление оптимальных времен-

ных интервалов для перерывов: для задач, которые 

описывает модель 7, с точки зрения максимизации 

терминального значения уровня научения опти-

мальный момент начала отдыха не зависит от ме-

няющейся со временем вероятности освоения и 

находится примерно в середине периода формиро-

вания опыта. Кроме того, в более сложных моде-

лях, зная функции освоения и (или) забывания, 

можно выявлять максимальное целесообразное 

время научения и оптимальный момент начала от-

дыха. 

Таким образом, дополнение моделей формиро-

вания опыта учетом процессов утомления и отды-

ха повышает их практическую применимость, поз-

воляя прогнозировать снижение эффективности и 



 

 
 

 

 
 

 ●

оптимизировать ресурсы благодаря расчету интер-

валов отдыха. 

Вторая часть статьи будет посвящена обзору 

наборов данных с динамикой формирования опы-

та, а также примерам применения приведенных 

выше моделей для описания результатов различ-

ных известных экспериментальных исследований. 
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PART I: Extension of the General Iterative Learning Model  
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Abstract. In this paper, classical iterative learning models are extended by including the factors 

of fatigue and rest. The existing approaches to model fatigue and rest from various fields––

education, production, sports, and medicine––are analyzed, and the need to include these factors 

in the models is justified accordingly. Mathematical models are proposed to describe learning 

level dynamics during rest periods, considering the reduced efficiency of acquiring skills due to 

fatigue. Ten models of growing complexity are studied: from simple models without any fatigue 

effects to complex ones with the probabilities of skill acquisition and forgetting depending on 

time and rest periods. As is shown, the breaks of optimal duration allow improving the terminal 

learning level. In the model with fatigue, rest, and no forgetting, the optimal time to start rest is 

independent of the probability of skill acquisition as a function of time and lies at the middle of 

the experience acquisition interval. The models proposed are intended for predicting performance 

and optimizing training programs, production processes, and training cycles. This study empha-

sizes the need to consider biological and cognitive constraints when designing adaptive learning 

systems. 
 

Keywords: experience, iterative learning, learning curve, mathematical modeling, fatigue, rest, skill acquisi-

tion, forgetting. 
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