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В äанной статüе рассìатривается ìоäеëü, преä-
ëоженная Д.А. Новиковыì [1, 2]. Сìысë иссëеäу-
еìых конструкöий таков. Два иãрока выбираþт
управëение из заäанноãо ìножества V. Выбор про-
извоäится в äва этапа. Оäин иãрок (Центр) фик-
сирует непустое поäìножество ìножества V, из
котороãо второй иãрок окон÷атеëüно выбирает
управëение. При этоì преäпоëаãается, ÷то второй
иãрок приниìает реøение раöионаëüно, а первый
иãрок знает еãо öеëи и потоìу в состоянии зара-
нее оöенитü ìножество еãо оптиìаëüных выборов.
С÷итается, ÷то выиãрыø второãо иãрока зависит
тоëüко от выбранноãо иì управëения, а выиãрыø
первоãо иãрока зависит еще и от выбранноãо иì
ìножества, ÷то обусëовëено «теì, ÷то ввеäение
тех иëи иных оãрани÷ений ìожет потребоватü от
Центра опреäеëенных затрат».

Об интерпретаöии этой ìоäеëи ìожно про-
÷естü в работах [1, 2]. Она вызывает некоторые
вопросы, но на этоì вряä ëи пока стоит останав-
ëиватüся, поскоëüку ìоäеëü ìожно обобщитü иëи
ìоäифиöироватü так, ÷тобы снятü возникаþщие
пробëеìы.

Рассìатриваеìые заäа÷и принаäëежат новоìу
кëассу: нужно найти оптиìаëüное поäìножество
некотороãо ìножества. Эффективных способов
реøения таких заäа÷ äо сих пор не преäëаãаëосü.
В работах [1, 2] отìе÷ается сëожностü заäа÷и и
преäëаãается заìенитü ее поискоì оптиìаëüноãо
поäìножества в какоì-нибуäü параìетри÷ескоì
сеìействе ìножеств. Но при этоì ÷исто форìаëü-
но заäа÷а сразу перехоäит из упоìянутоãо новоãо
кëасса в кëасс обы÷ных теоретико-иãровых заäа÷.
А соäержатеëüно остается вопрос о выборе пара-
ìетри÷ескоãо сеìейства. Есëи выбратü еãо «уз-
киì», то веëика вероятностü найти резуëüтат ãо-
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разäо хуäøий возìожноãо. А есëи выбиратü еãо
«øирокиì», то, скорее всеãо, возникнут пробëеìы
с поискоì оптиìаëüноãо поäìножества в этоì се-
ìействе. К äанной ìоäеëи обращаëисü и äруãие ав-
торы [3, 4], но эффективных способов реøения
преäëожено не быëо.

Этоìу и посвящена äанная статüя. Сразу же
отìетиì, ÷то труäно расс÷итыватü на то, ÷то заäа-
÷у уäастся реøитü, не äеëая каких-то äопоëни-
теëüных преäпоëожений о характере функöий вы-
иãрыøа. В конöе конöов, äаже обы÷нуþ заäа÷у
оптиìизаöии невозìожно реøитü без поäобных
преäпоëожений (обы÷но наëаãаþт усëовия ãëаä-
кости иëи выпукëости). Преäпоëожения типа ãëаä-
кости иëи выпукëости в äанноì сëу÷ае испоëüзо-
ватü затруäнитеëüно. Но естü äруãой путü.

Кëасс поäìножеств äанноãо ìножества ÷ас-
ти÷но упоряäо÷ен отноøениеì вкëþ÷ения. По-
этоìу ìожно преäпоëожитü ìонотоннуþ зависи-
ìостü выиãрыøа первоãо иãрока от еãо выбора. Да-
ëее рассìатриваþтся неубываþщие функöии, ÷то
вроäе бы соответствует привеäенной в первоì аб-
заöе öитате. Форìаëüно ìожно рассìотретü и не-
возрастаþщие функöии, но эта заäа÷а совсеì про-
стая, а кроìе тоãо, не иìеет убеäитеëüной интер-
претаöии, поэтоìу не рассìатривается.

Кроìе тоãо, наëаãаþтся станäартные топоëо-
ãи÷еские оãрани÷ения, а в сëу÷ае отказа от преä-
поëожения äоброжеëатеëüности, еще и некие äо-
поëнитеëüные оãрани÷ения, искëþ÷аþщие из рас-
сìотрения в известноì сìысëе вырожäенные,
реäко встре÷аþщиеся заäа÷и. В этих усëовиях уäа-
ется найти äостато÷но конструктивные реøения
поставëенных заäа÷.

1. ÎÁÙÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ

Буäеì употребëятü обозна÷ения: Φ(X, Y ) —
кëасс всех функöий, отображаþщих ìножество X в
ìножество Y, Σ(X ) — сеìейство всех непустых
поäìножеств ìножества X, а Ψ(X, Y ) — сеìейство
всех то÷е÷но-ìножественных отображений, ставя-
щих в соответствие кажäой то÷ке x ∈ X непустое
поäìножество ìножества Y. Буква �, как обы÷но,
обозна÷ает ìножество äействитеëüных ÷исеë.

Как отìе÷аëосü во Ввеäении, в статüе буäет
рассìатриватüся иãра, в которой ìножество воз-
ìожных выборов иãрока нижнеãо уровня зависит
от реøения Центра. Поэтоìу аäекватной ìоäеëüþ
явëяется иãра с запрещенныìи ситуаöияìи. Фор-
ìаëизуется это сëеäуþщиì образоì.

Иãрой с запрещенныìи ситуаöияìи иëи прос-
то иãрой буäеì называтü набор Γ = 〈U, V, Ω, g, h〉,
ãäе U и V — ìножества, Ω ∈ Ψ(U, V), а g и h —
функöии из ìножества Φ(UЅV, �).

Интерпретируется эта конструкöия такиì об-
разоì. Центр вправе выбратü ëþбое управëение

u ∈ U. Есëи такой выбор сäеëан, то второй иãрок
ìожет выбратü ëþбое управëение v из ìножества
Ω(u) ⊂ V. Есëи иãроки выбраëи управëения u и v,
то они поëу÷ат выиãрыøи g(u, v) и h(u, v) соответ-
ственно.

Чтобы заìкнутü ìоäеëü, нужно заäатü поряäок
хоäов и отноøение иãроков к неопреäеëенности.
Даëее буäут приìенятüся äва поäхоäа, восхоäящие
к Ю.Б. Герìейеру и Г. фон Штакеëüберãу. В обоих
сëу÷аях с÷итается, ÷то Центр обëаäает правоì пер-
воãо хоäа.

В такоì сëу÷ае пробëеì с описаниеì отноøе-
ния второãо иãрока к неопреäеëенности не воз-
никает, поскоëüку есëи управëение u Центра уже
фиксировано, то резуëüтат второãо иãрока зависит
тоëüко от еãо собственноãо выбора (т. е. неопреäе-
ëенности попросту нет). Поэтоìу еìу сëеäует вы-
биратü управëения из ìножества

BR(u) = v ∈ Ω(u): h(u, v) = h(u, ω) . (1)

Есëи Центр знает интересы партнера, он ìожет
оöенитü это ìножество. Поэтоìу с ãарантией он
ìожет расс÷итыватü на поëу÷ение резуëüтата

R(Γ) = g(u, v). (2)

Можно сäеëатü äопоëнитеëüное преäпоëоже-
ние о äоброжеëатеëüности второãо иãрока к Цент-
ру, т. е. с÷итатü, ÷то из ìножества BR(u) он всеãäа
буäет выбиратü то управëение, которое ëу÷øе äëя
Центра. В такоì сëу÷ае Центр ìожет расс÷итыватü
на поëу÷ение резуëüтата

S(Γ) = g(u, v). (3)

В äанной статüе буäет рассìотрена иãра спе-
öиаëüноãо виäа. А иìенно, буäеì с÷итатü, ÷то
U = Σ(V ), Ω(u) = u äëя ëþбоãо ìножества u ⊂ U,
а функöия h не зависит от u, т. е. h(u, v) = f(v).

Интерпретаöия такова. Сна÷аëа Центр выбира-
ет оãрани÷ение u, наëаãаеìое на второãо иãрока.
Посëе этоãо второй иãрок вправе выбратü ëþбое
управëение v из ìножества u, и еãо выиãрыø за-
висит тоëüко от этоãо выбора. Выиãрыø Центра
тоже зависит от выбора второãо иãрока, но еще он
несет некие затраты на отсëеживание оãрани÷е-
ния, поэтоìу еãо выиãрыø зависит еще и от вы-
бранноãо ìножества u.

Относитеëüно виäа функöии g сäеëаеì еще оä-
но существенное преäпоëожение. Буäеì с÷итатü,
÷то при ëþбоì фиксированноì v эта функöия ìо-
нотонно зависит от u, т. е. вкëþ÷ение u ⊂ w вëе÷ет
неравенство g(u, v) ≤ g(w, v).

Множество V буäеì с÷итатü наäеëенныì топо-
ëоãией и коìпактныì, функöиþ f непрерывной,
а функöиþ g непрерывной по v при ëþбоì фик-
сированноì u. Эти преäпоëожения äостато÷но
станäартны.

⎩
⎨
⎧

max
ω Ω u( )∈ ⎭

⎬
⎫

sup
u U∈

inf
v BR u( )∈

sup
u U∈

sup
v BR u( )∈
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Вы÷исëение веëи÷ин R(Γ) и S(Γ) в иãре описан-
ноãо виäа буäет основной заäа÷ей в äанной статüе.
В оäноì отноøении постановка этой заäа÷и тре-
бует уто÷нения. Поскоëüку ìножество u ìожет
бытü äостато÷но произвоëüныì, ìаксиìуì в опре-
äеëении ìножества BR(u) ìожет и не äостиãатüся.
Поэтоìу форìаëüно отображение BR äоëжно бытü
äоопреäеëено. Это буäет сäеëано таì, ãäе потребу-
ется, а на÷неì иссëеäование с рассìотрения сëу÷ая,
коãäа этих пробëеì не возникает. А иìенно, буäеì
сна÷аëа преäпоëаãатü ìножество V коне÷ныì.

В этоì сëу÷ае ìножество U тоже буäет коне÷-
ныì, поэтоìу форìаëüно иãра Γ буäет преäстав-
ëятü собой станäартнуþ иãру с запрещенныìи си-
туаöияìи. Оäнако понятно, ÷то есëи ìножество V
соäержит n эëеìентов, то вы÷исëение веëи÷ин R(Γ)
и S(Γ) непосреäственно по опреäеëенияì, без у÷е-

та спеöифики иãры, потребует перебора 2n – 1 стра-
теãий первоãо иãрока, ÷то в общеì сëу÷ае сëожно.
Поэтоìу заäа÷у ìожно буäет с÷итатü реøенной,
есëи уäастся найти проöеäуру, требуþщуþ перебо-
ра поëиноìиаëüноãо по n ÷исëа вариантов.

Рассìотрение коне÷ной иãры äеëает боëее про-
зра÷ныì соäержатеëüный сìысë äопоëнитеëüных
преäпоëожений и испоëüзуеìых иäей. Кроìе тоãо,
резуëüтаты, поëу÷енные äëя этоãо сëу÷ая, фор-
ìаëüно не сëеäуþт из резуëüтатов äëя иãр с беско-
не÷ныìи ìножестваìи V.

2. ÊÎÍÅ×ÍÀß ÈÃÐÀ ÃÅÐÌÅÉÅÐÀ

В äанноì параãрафе буäет принято сëеäуþщее
äопоëнитеëüное преäпоëожение.

Гипотеза регулярности RD. Функöия f такова,
÷то äëя всех управëений v и ω из ìножества V не-
равенство v ≠ ω вëе÷ет неравенство f(v) ≠ f(ω). ♦

Обсужäение этоãо преäпоëожения отëожиì äо
конöа параãрафа.

Дëя äействитеëüноãо ÷исëа λ опреäеëиì ìно-
жество D(λ) = {v ∈ V: f(v) ≤ λ}, а äëя ëþбоãо поä-
ìножества w ìножества V опреäеëиì веëи÷ину

l(w) = f(v).

Пустü u — произвоëüная стратеãия Центра.
Рассìотриì еще стратеãиþ w = D(l(u)). По оп-
реäеëениþ ìножества D и веëи÷ины l иìееì
l(u) = l(w). В сиëу ãипотезы RD кажäое из ìно-
жеств BR(u) и BR(w) состоит из оäной то÷ки, а по-

тоìу BR(u) = BR(w) = {v0}. Кроìе тоãо, по постро-
ениþ u ⊂ w. Поэтоìу

g(u, v) = g(u, v0) ≤ g(w, v0) = g(w, v).

Такиì образоì, при поиске оптиìаëüной стра-
теãии Центра ìожно оãрани÷итüся рассìотрениеì
ìножеств виäа D(λ).

Отсþäа неìеäëенно сëеäует

Теорема 1. При сделанных предположениях имеет
место равенство

R(Γ) = g(D(λ), v(λ)), (4)

где (единственное) управление v(λ) определяется ус-
ловием f(v(λ)) = l(D(λ)). ♦

Понятно, ÷то в этой теореìе ìожно рассìатри-
ватü ëиøü те зна÷ения λ, äëя которых найäется та-
кое ω ∈ V, ÷то λ = f(ω). Поэтоìу äëя вы÷исëения
ìаксиìуìа в форìуëе (4) äостато÷но перебратü n
зна÷ений функöии f, а äëя поиска ìножества D(λ)
и управëения v(λ) äëя кажäоãо λ потребуется пе-
ребор не боëее n вариантов. Такиì образоì, äëя
вы÷исëения веëи÷ины R(Γ) иìееì проöеäуру кваä-
рати÷ной сëожности.

Обсуäиì соäержание ãипотезы RD. Соãëасно
общепринятой стратеãии, восхоäящей к А. Пуан-
каре, иссëеäование новых ìатеìати÷еских объ-
ектов сëеäует на÷инатü с иссëеäования объектов
общеãо поëожения и ëиøü затеì перехоäитü к
изу÷ениþ разноãо роäа вырожäенных сëу÷аев.
Усëовие RD как раз и естü усëовие общности по-
ëожения. Форìаëизоватü это ìожно разныìи
способаìи. Наприìер, так. Есëи ÷исëо эëеìентов
n ìножества V фиксировано, то рассìатриваеìая
иãра впоëне характеризуется упоряäо÷енныì на-
бороì ÷исеë — выиãрыøей иãроков. Такой набор
ìожно рассìатриватü как эëеìент коне÷ноìерно-

ãо ëинейноãо пространства (разìерности n22n). Ес-
ëи рассìотретü на этоì пространстве евкëиäову
топоëоãиþ, то при такоì отожäествëении иãраì,
не уäовëетворяþщиì усëовиþ RD, буäет соответ-
ствоватü ìножество первой катеãории (в сìысëе
Бэра). Есëи на тоì же пространстве рассìотретü
ìеру Лебеãа, то нереãуëярныì иãраì буäет соот-
ветствоватü ìножество ìеры ноëü.

К ÷еìу привеäет отказ от этоãо преäпоëоже-
ния? Нетруäно виäетü, ÷то в общеì сëу÷ае не уäа-
ется избежатü перебора поäìножеств ìножества
D*(λ) = {v ∈ V: f(v) = λ}. Вообще ãоворя, ÷исëо эëе-
ìентов ìножества D*(λ) ìожет бытü бëизко к ÷ис-
ëу эëеìентов ìножества V, поэтоìу поëу÷итü по-
ëиноìиаëüный аëãоритì не поëу÷ается. Можно
пробоватü заìенитü ãипотезу RD какиì-то преä-
поëожениеì, «увязываþщиì» зависиìостü функ-
öии g от äвух ее арãуìентов, но äостато÷но естес-
твенных преäпоëожений такоãо роäа не виäно.

Наконеö отìетиì, ÷то при отказе от ãипотезы
RD заäа÷а вы÷исëения веëи÷ины R(Γ) становится
неустой÷ивой: при (бесконе÷но) ìаëоì изìенении
зна÷ений функöии f веëи÷ина R(Γ) ìожет изìе-
нитüся сиëüно. Поэтоìу заäа÷а вы÷исëения веëи-
÷ины R(Γ) в зна÷итеëüной степени теряет сìысë.
Осìысëенныì явëяется вы÷исëение верхней и
нижней реãуëяризируþщих оöенок äанной веëи-
÷ины. Но это увоäит сëиøкоì äаëеко от теìы äан-
ной статüи.

sup
v w∈

inf
v u∈

inf
v w∈

max
λ ∈�
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3. ÊÎÍÅ×ÍÀß ÈÃÐÀ ØÒÀÊÅËÜÁÅÐÃÀ

Веëи÷ина S(Γ) вы÷исëяется äаже проще, и äо-
поëнитеëüных преäпоëожений типа реãуëярности
зäесü не требуется.

Вновü рассìотриì произвоëüнуþ стратеãиþ
u ∈ U и сравниì ее со стратеãией w = D(l(u)).

Как и выøе, устанавëивается, ÷то l(u) = l(w) и
u ⊂ w. А поскоëüку по опреäеëениþ BR(u) = {v ∈ u:
f(v) = l(u)} и BR(w) = {v ∈ w: f(v) = l(w)}, выпоë-
няется вкëþ÷ение BR(u) ⊂ BR(w). Сëеäоватеëü-

но, f(v) ≥ f(v). Такиì образоì, опти-

ìаëüнуþ стратеãиþ ìожно искатü среäи стратеãий
виäа D(λ).

Поëожиì q(λ) = g(D(λ), v). Тоãäа спра-
веäëива

Теорема 2. Имеет место равенство

S(Γ) = q(λ). ♦

В общеì сëу÷ае в рассìатриваеìой иãре ìо-
жет существоватü нескоëüко оптиìаëüных страте-
ãий (наприìер, есëи функöия g постоянна, то оп-
тиìаëüной буäет ëþбая стратеãия). В этой связи
преäставëяет опреäеëенный интерес

Следствие. Существует такая оптиìаëüная стра-
теãия u, ÷то äëя ëþбой оптиìаëüной стратеãии w
выпоëняется вкëþ÷ение w ⊂ u.

3. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÀß ÈÃÐÀ ÃÅÐÌÅÉÅÐÀ

Обратиìся к заäа÷е вы÷исëения веëи÷ины R(Γ)
в сëу÷ае бесконе÷ноãо ìножества V. Теперü стра-
теãия u ⊂ V ìожет бытü выбрана так, ÷то верхняя

ãранü f(v) не буäет äостиãатüся, и веëи÷ина R(Γ)

окажется неопреäеëенной. Поэтоìу опреäеëение
ìаксиìаëüноãо ãарантированноãо резуëüтата тре-
бует уто÷нения. Сäеëаеì это станäартныì образоì
äëя иãр общеãо виäа.

Буäеì с÷итатü, ÷то есëи верхняя ãранü

h(u, w) äостиãается, то ìножество BR(u) оп-

реäеëяется форìуëой (1), а в противноì сëу÷ае —
форìуëой

BR(u) =

= v ∈ Ω(u): h(u, v) ≥ h(u, w) – κ , (5)

ãäе κ — некоторое фиксированное ÷исëо. Веëи÷и-
ну R(Γ) буäеì опреäеëятü той же форìуëой (2).

Даëее вновü потребуется некое усëовие типа об-
щности поëожения. Сфорìуëируеì еãо сëеäуþ-
щиì образоì.

Гипотеза регулярности RC. Дëя ëþбоãо v ∈ V и
ëþбоãо ÷исëа λ выпоëняется равенство g(D(λ), v) =

= g(D0(λ), v), ãäе D0(λ) = {v ∈ V: f(v) < λ}. ♦

Обсуäиì это усëовие на нефорìаëüноì уровне.
На саìоì äеëе в неì «спрятано» äва соäержатеëü-
ных преäпоëожения:

а) ìножество уровня D*(λ) функöии f преäстав-
ëяет собой «ìаëенüкое» ìножество;

б) при неизìенной стратеãии v второãо иãрока
выиãрыø Центра не изìенится, есëи к еãо страте-
ãии «прибавитü» ìаëенüкое ìножество.

Основной ìоäеëüный приìер таков: ìножест-
во V — выпукëое поäìножество коне÷ноìерноãо
евкëиäова пространства с непустой внутреннос-
тüþ, функöия f — непостоянный ìноãо÷ëен, а
функöия g ìожет бытü преäставëена в виäе
g(u, v) = ϕ(μ(u), v), ãäе функöия ϕ ∈ Φ(�ЅV, �), а
μ — внеøняя (иëи внутренняя) ìера Лебеãа. В этоì
сëу÷ае усëовие RC завеäоìо выпоëняется.

Усëовие а) — это усëовие общности поëожения.
В «типи÷ноì» сëу÷ае ìножество уровня функöии —
это ãиперповерхностü, которая «иìеет нуëевуþ
ìеру», иìеет «первуþ катеãориþ» и т. ä. Взятые в
кавы÷ки терìины ìожно опреäеëитü то÷но и со-
ответствуþщие утвержäения äоказатü, но это вы-
хоäит за раìки äанной статüи.

Усëовие б) — это усëовие «непрерывности», ко-
торое вряä ëи ìожет вызватü возражение.

Весüìа вероятно, ÷то усëовие RC неëüзя сущес-
твенно осëабитü, сохраняя при этоì возìожностü
конструктивноãо реøения поставëенной заäа÷и.
В то же вреìя, ìожно поäуìатü о тоì, ÷тобы еãо
изìенитü, наприìер, осëабив усëовие а), оäновре-
ìенно усиëив усëовие б), иëи наоборот. Впро÷еì,
особой нужäы в этоì пока не виäно.

Приступиì к реøениþ поставëенной заäа÷и.
Ввеäеì обозна÷ения:

r(u) = g(u, v),

E(λ) = v ∈ D*(λ): g(D(λ), v) = g(D(λ), w) .

Фиксируеì произвоëüнуþ стратеãиþ u ∈ U.

Рассìотриì еще стратеãиþ w = D0(l(u)) Ÿ E(l(u)).
Сравниì резуëüтаты r(u) и r(w).

Выбереì посëеäоватеëüностü v
1
, v

2
,... эëеìентов

ìножества BR(u) так, ÷то f(v
k
) = f(v) (есëи

ìаксиìуì в форìуëе (1) äостиãается, эту посëеäо-
ватеëüностü ìожно выбратü постоянной). В сиëу
коìпактности ìножества V ìожно, не оãрани÷и-
вая общности, с÷итатü, ÷то эта посëеäоватеëüностü
схоäится к эëеìенту v

0
. Тоãäа в сиëу непрерывнос-

ти функöии f иìееì f(v
0
) = l(u).

Поскоëüку эëеìенты v
k
 соäержатся в ìножес-

тве BR(u), выпоëняþтся неравенства g(u, v
k
) ≥ r(u).

Сëеäоватеëüно, в сиëу непрерывности функöии g
справеäëиво неравенство g(u, v

0
) ≥ r(u). А так как

max
v BR w( )∈

max
v BR u( )∈

max
v D* λ( )∈

max
λ ∈�

sup
v V∈

sup
w Ω u( )∈

⎩
⎨
⎧

sup
w Ω u( )∈ ⎭

⎬
⎫

inf
v BR u( )∈

⎩
⎨
⎧

max
w D* λ( )∈ ⎭

⎬
⎫

k ∞→
lim sup

v u∈
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u ⊂ D(l(u)), то в сиëу ìонотонности g(D(l(u)), v
0
) ≥

≥ r(u).
Непосреäственно проверяется, ÷то BR(w) =

= E(l(u)). Поэтоìу äëя ëþбоãо ω ∈ BR(w) выпоë-
няþтся усëовия

g(D(l(u)), v
0
) ≤ g(D(l(u)), ω) = g(D(l(u)), v).

Но так как по построениþ D0(l(u)) ⊂ w ⊂ D(l(u)),
то в сиëу ìонотонности äëя ëþбоãо v выпоëняþт-

ся неравенства g(D0(l(u)), v) ≤ g(w, v) ≤ g(D(l(u)), v).
Но в сиëу усëовия RC иìеет ìесто равенство

g(D0(l(u)), v) = g(D(l(u)), v), поэтоìу g(w, v) =
= g(D(l(u)), v) и, зна÷ит,

r(w) = g(w, v) = g(D(l(u)), v).

Суììируя сказанное, поëу÷иì неравенство
r(u) ≤ r(w). Сëеäоватеëüно, среäи стратеãий, позво-
ëяþщих с ëþбой напереä заäанной то÷ностüþ по-
ëу÷итü резуëüтат R(Γ), непреìенно найäется стра-

теãия, преäставиìая в виäе D0(λ) Ÿ E(λ) äëя неко-
тороãо ÷исëа λ. Поэтоìу иìеет ìесто

Теорема 3. Справедливо равенство

R(Γ) = g(D(λ), w). ♦

Обсуäиì соотноøение ìежäу усëовияìи RD и
RC. Есëи ìножество V коне÷но, то несëожно по-
нятü, ÷то усëовие RC выпоëняется тоëüко äëя тех
функöий g, которые не зависят от u. Это ìаëоин-
тересно. В своþ о÷ереäü усëовие RD ìожет бытü
выпоëнено тоëüко в тоì сëу÷ае, коãäа разìерностü
ìножества V не превосхоäит еäиниöы, ÷то тоже
весüìа оãрани÷итеëüно. Такиì образоì, теореìы 1
и 3 независиìы. Обе они иìеþт сìысë, но каж-
äая — в своей обëасти.

4. ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ
Â ÈÃÐÅ Ñ ÄÎÁÐÎÆÅËÀÒÅËÜÍÛÌ ÂÒÎÐÛÌ ÈÃÐÎÊÎÌ

Дëя тоãо ÷тобы вы÷исëятü веëи÷ину S(Γ) в иãре
с бесконе÷ныì ìножествоì V, снова нужно уто÷-
нение опреäеëения. Вот с этиì возникает пробëе-
ìа. Поäобные ìоäеëи рассìатриваëисü неоäно-
кратно, но в боëüøинстве сëу÷аев то÷ные опреäе-
ëения отсутствуþт.

Испоëüзоватü иäеи, приìененные при уто÷не-
нии опреäеëения веëи÷ины R(Γ), не поëу÷ается по
сëеäуþщиì при÷инаì. При опреäеëении ìножес-
тва раöионаëüных ответов форìуëаìи (1) и (5)
Центр «поäтаëкивается» к тоìу, ÷тобы спеöиаëüно
выбиратü стратеãиþ так, ÷тобы ìаксиìуì в фор-
ìуëе (1) не äостиãаëся. Это пëохо соответствует
соäержатеëüныì преäставëенияì. По сфорìуëи-
рованной при÷ине резуëüтат S(Γ) буäет зависетü от
веëи÷ины κ. Это затруäняет как интерпретаöиþ,

так и иäентификаöиþ поëу÷аþщейся ìоäеëи.
Кроìе тоãо, реøения анаëоãи÷ных заäа÷ оказыва-
þтся весüìа сëожныìи (сì., наприìер, работу [5]).
А потоìу приìенение поëу÷енных резуëüтатов
становится затруäнитеëüныì. Можно ожиäатü, ÷то
то же буäет относитüся и к наøеìу сëу÷аþ.

Поэтоìу поступиì сëеäуþщиì образоì.
Дëя рассìатриваеìой наìи заäа÷и в преäпоëо-

жениях, сäеëанных в § 2, справеäëива
Лемма 1. Величина R(Γ) равна точной верхней

грани чисел γ, для которых существуют такие стра-
тегия u ∈ U и число λ ∈ �, что выполняются условия:

— существует стратегия ω, для которой
h(u, ω) ≥ λ и g(u, ω) ≥ γ;

— для любой стратегии v ∈ V либо g(u, ω) ≥ γ, либо
h(u, ω) < λ. ♦

Эта ëеììа в äаëüнейøеì не испоëüзуется, поэ-
тоìу ее äоказатеëüство опустиì. О технике äока-
затеëüства äостато÷но поäробно ãоворится в рабо-
те [6]. Поäобноãо роäа конструкöии неоäнократно
приìеняëисü и äоказаëи своþ поëезностü. Даëее
они приìеняþтся äëя опреäеëения веëи÷ины S(Γ).

Определение 1. Веëи÷ина S(Γ) равна то÷ной
верхней ãрани ÷исеë γ, äëя которых существуþт та-
кие стратеãии u ∈ U и ÷исëо λ ∈ �, ÷то выпоëня-
þтся усëовия:

1) существует стратеãия ω ∈ Ω(u), äëя которой
h(u, ω) ≥ λ и g(u, ω) ≥ γ;

2) äëя ëþбой стратеãии v ∈ Ω(u) ëибо g(u, v) ≥ γ,
ëибо h(u, v) ≤ λ.

Чисëо γ в этоì сëу÷ае называется ãарантирован-
ныì резуëüтатоì. ♦

Соäержатеëüный сìысë этоãо опреäеëения по-
нятен. Есëи стратеãия u выбрана и известна вто-
роìу иãроку, то äëя неãо все свои стратеãии v раз-
биваþтся на äва кëасса: выãоäные, äëя которых
h(u, ω) ≥ λ, и невыãоäные, äëя которых h(u, ω) < λ.
Понятно, ÷то Центру сëеäует выбиратü свое управ-
ëение так, ÷тобы все выборы партнера, äаþщие
Центру неäостато÷но хороøий резуëüтат, быëи не-
выãоäны äëя второãо иãрока. За это отве÷ает п. 2
опреäеëения 1. В п. 1, во-первых, фиксируется су-
ществование выãоäной стратеãии второãо иãрока,
а во-вторых, отìе÷ается еãо äоброжеëатеëüностü.

Допоëнитеëüно обосноватü öеëесообразностü
употребëения этоãо опреäеëения ìожно, сравнив
еãо с траäиöионныì опреäеëениеì в тоì сëу÷ае,
коãäа посëеäнее корректно. Поэтоìу äокажеì сëе-
äуþщее утвержäение.

Лемма 2. Пусть игра такова, что для любой
стратегии u ∈ U максимум в формуле (1) и верхние
грани в формуле (3) достигаются. Тогда величины,
заданные формулой (3) и определением 1, совпадают.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Вреìенно обозна÷иì веëи÷и-
ну, заäаваеìуþ опреäеëениеì 1, ÷ерез S

0
(Γ). Нужно äо-

казатü равенство S(Γ) = S
0
(Γ). На÷неì с äоказатеëüства

неравенства S(Γ) ≤ S
0
(Γ).

inf
v BR w( )∈

inf
v BR w( )∈

inf
v BR w( )∈

sup
λ ∈�

max
w D* λ( )∈
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Выбереì стратеãиþ u ∈ U так, ÷то g(u, v) =

= g(w, v) = S(Γ). Пустü управëение ω ∈ BR(u)

уäовëетворяет усëовиþ g(u, ω) = g(w, v) = S(Γ), а

÷исëо λ = h(u, v).

Тоãäа по построениþ äëя ÷исëа γ = S(Γ) выпоëняется
п. 1 опреäеëения 1. В сиëу выбора ÷исëа λ äëя v ∈ Ω(u)
выпоëняется неравенство h(u, v) ≤ λ, а зна÷ит и п. 2 оп-
реäеëения 1. Сëеäоватеëüно, γ — ãарантированный ре-
зуëüтат, а потоìу γ = S(Γ) ≤ S

0
(Γ).

Теперü äокажеì обратное неравенство S(Γ) ≥ S
0
(Γ).

Фиксируеì произвоëüный ãарантированный резуëü-
тат γ. Пустü стратеãия u ∈ U, ÷исëо λ ∈ � и стратеãия
ω ∈ Ω(u) выбраны так, ÷то выпоëняþтся п. 1 и 2 опре-
äеëения 1. Не оãрани÷ивая общности, ìожно с÷итатü,

÷то λ = h(u, v).

Действитеëüно, есëи h(u, ω) = h(u, v), то все

о÷евиäно. В противноì сëу÷ае выбереì произвоëüный

эëеìент ω
0
 так, ÷то h(u, ω

0
) = h(u, v). Тоãäа буäет

выпоëнено неравенство h(u, ω
0
) > λ, и в сиëу п. 2 опре-

äеëения буäеì иìетü g(u, ω
0
) ≥ γ. Но тоãäа äëя той же

стратеãии u, ÷исëа λ
0
 = h(u, v) и стратеãии ω

0
 буäет

выпоëнен п. 1 опреäеëения 1. А п. 2 этоãо опреäеëения
буäет выпоëнен в сиëу неравенства λ

0
 ≥ λ.

Но есëи λ выбрано так, ÷то λ = h(u, v), то стра-

теãия ω, существование которой преäусìотрено п. 1 оп-
реäеëения 1, принаäëежит ìножеству BR(u). Зна÷ит

γ ≤ g(u, ω) ≤ g(u, v) ≤ g(u, v) = S(Γ).

В сиëу произвоëüности γ отсþäа сëеäует неравенство
S(Γ) ≥ S

0
(Γ). Леììа 2 äоказана.

Замечание. Усëовие ëеììы 2 ìожно неìноãо
осëабитü. Это уäëинит рассужäения, но ни÷еãо не
изìенит по существу. Поэтоìу боëее общий ре-
зуëüтат не рассìатриваеì.

5. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÀß ÈÃÐÀ ØÒÀÊÅËÜÁÅÐÃÀ

Приступиì к вы÷исëениþ веëи÷ины S(Γ), по-
ниìаеìой в сìысëе опреäеëения 1.

Употребиì прежние обозна÷ения:

D(λ) = {v ∈ V: f(v) ≤ λ},
D*(λ) = {v ∈ V: f(v) = λ}, 

q(λ) = g(D(λ), v).

Справеäëива
Теорема 4. Имеет место равенство

S(Γ) = q(σ).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Докажеì сна÷аëа неравенство

S(Γ) ≥ q(λ). Фиксируеì произвоëüное ÷исëо ε > 0 и

выбереì λ так, ÷то q(λ) ≥ q(σ) – ε. Поëожиì u = D(λ)

и выбереì стратеãиþ ω ∈ D*(λ) так, ÷то g(u, ω) =

= g(u, v). Тоãäа ÷исëо γ = g(u, ω) буäет ãаранти-

рованныì резуëüтатоì. В саìоì äеëе, п. 1 опреäеëе-
ния 1 выпоëнен, поскоëüку γ = g(u, ω), и в сиëу выбора
ω ∈ D*(λ) выпоëняется равенство h(u, ω) = λ. А п. 2 оп-
реäеëения 1 выпоëняется, так как äëя всех v ∈ u = D(λ)
по опреäеëениþ справеäëиво неравенство h(u, v) ≤ λ.

Такиì образоì,

S(Γ) ≥ γ = g(u, ω) = g(u, v) = g(D(λ), v) =

= q(λ) ≥ q(σ) – ε.

В сиëу произвоëüности ε отсþäа сëеäует нужное не-
равенство.

Докажеì теперü неравенство S(Γ) ≤ q(λ). Пустü

γ — произвоëüный ãарантированный резуëüтат. Выбереì
стратеãиþ u ∈ U, ÷исëо λ ∈ � и стратеãиþ ω ∈ Ω(u) так,
÷тобы выпоëняëисü п. 1 и 2 опреäеëения 1.

Поëожиì σ = f(v). Есëи f(ω) = σ, то ω ∈ D*(σ) и

γ ≤ g(u, ω) ≤ g(u, v) ≤ g(D(σ), v) = q(σ)

(зäесü у÷итываþтся ìонотонностü функöии g и вкëþ-
÷ение u ⊂ D(σ)). В противноì сëу÷ае ìножество {v ∈ u:
f(v) > λ} не пусто. Выбереì посëеäоватеëüностü v

1
, v

2
, ...

эëеìентов ìножества {v ∈ u: f(v) > λ} так, ÷то f(v
k
) =

= f(v) = σ. В сиëу коìпактности ìножества V ìож-

но, не оãрани÷ивая общности, с÷итатü, ÷то эта посëеäо-
ватеëüностü схоäится к некотороìу эëеìенту v

0
. Так как

f(v
k
) > λ, в сиëу п. 2 опреäеëения 1 выпоëняþтся нера-

венства g(u, v
k
) ≥ γ (k = 1, 2, ...). Но тоãäа в сиëу непре-

рывности функöии g иìееì g(u, v
0
) ≥ γ. Но в сиëу непре-

рывности функöии h выпоëняется вкëþ÷ение v
0 

∈ D*(σ),

а потоìу

γ ≤ g(u, v
0
) ≤ g(u, v) ≤ g(D(σ), v) = q(σ).

Итак, в ëþбоì сëу÷ае γ ≤ q(σ) ≤ q(λ). В сиëу про-

извоëüности γ отсþäа сëеäует неравенство S(Γ) ≤ q(λ).

Теореìа 4 äоказана.
Следствие. При выполнении условия RC имеет

место равенство R(Γ) = S(Γ).
Замечание. Из привеäенных äоказатеëüств тео-

реì 2 и 4 виäно, ÷то в ка÷естве ε-оптиìаëüных
стратеãий Центра в äанной иãре всеãäа ìожно рас-
сìатриватü заìкнутые ìножества. Постановку ос-
новной заäа÷и ìожно ìоäифиöироватü, äопустив
в ка÷естве стратеãий Центра ëиøü коìпактные
поäìножества ìножества V. Такая заäа÷а тоже вы-
ãëяäит осìысëенно. Из сказанноãо сëеäует, ÷то
ìаксиìаëüный ãарантированный резуëüтат Центра
(и в сìысëе Герìейера, и в сìысëе Штакеëüберãа)
при такой ìоäификаöии постановки не изìенит-

max
v BR u( )∈

max
w U∈

max
v BR u( )∈

max
v BR u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v Ω u( )∈

max
v BR u( )∈

max
u U∈

max
v BR u( )∈

max
v D* λ( )∈

sup
σ ∈�

sup
λ ∈�

sup
σ ∈�

max
v D* λ( )∈

max
v D* λ( )∈

max
v D* λ( )∈

sup
σ ∈�

sup
λ ∈�

sup
v u∈

max
v D* σ( )∈

max
v D* σ( )∈

k ∞→
lim

sup
v u∈

max
v D* σ( )∈

max
v D* σ( )∈

sup
λ ∈�

sup
λ ∈�

pb419.fm  Page 48  Tuesday, August 6, 2019  3:48 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО%ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

49ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2019

ся. Можно показатü, ÷то в ìоäифиöированной
иãре ìаксиìаëüный ãарантированный резуëüтат
Центра в сìысëе опреäеëения 1 ìожно вы÷исëятü
по форìуëе (3). Доказатеëüство по÷ти äосëовно
повторяет äоказатеëüство ëеììы 2.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Итак, уäаëосü найти преäпоëожения, иìеþщие
äостато÷но убеäитеëüные соäержатеëüные интер-
претаöии, при которых рассìатриваеìые заäа÷и
äопускаþт эффективное реøение. Найäенные ре-
øения выãëяäят äостато÷но просто. Поэтоìу ìож-
но поäуìатü об иссëеäовании боëее сëожных и
интересных ìоäеëей поäобноãо типа. Наибоëее
перспективныìи преäставëяþтся сëеäуþщие на-
правëения иссëеäования.

Стоит рассìотретü ìоäеëи, у÷итываþщие наëи-
÷ие внеøнеãо неопреäеëенноãо фактора и асиì-
ìетри÷нуþ инфорìаöиþ иãроков об этой неопре-
äеëенности.

Можно конкретизироватü структуру стратеãий
Центра, преäпоëожив, ÷то он иìеет возìожностü
поëу÷атü инфорìаöиþ о выборе партнера. Воз-
ìожно, в этоì сëу÷ае öеëесообразно у÷итыватü на-
ëи÷ие оãрани÷ений на объеì этой инфорìаöии.

Поìиìо тоãо, ÷то сеìейство поäìножеств äан-
ноãо ìножества явëяется ÷асти÷но упоряäо÷ен-
ныì ìножествоì, оно еще явëяется аëãеброй от-
носитеëüно операöий объеäинения и пересе÷ения.
Поэтоìу на виä функöии выиãрыøа Центра вìес-
то усëовия ìонотонности ìожно накëаäыватü оã-
рани÷ения типа супераääитивности иëи субаääи-
тивности. Можно поäуìатü об интерпретаöии этих
усëовий и реøении рассìотренных выøе заäа÷ в
таких преäпоëожениях.
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A MODEL OF MANAGING BUSINESS CONSTRAINTS
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Abstract. A model of hierarchical system of the Center — agent type is considered, in which the Center manages
the set of agent’s choices. A model of such a system is a hierarchical two-person game with forbidden situations.
In this game, the Center selects some subset of the fixed set, while the agent selects his control from this subset.
The agent’s payoff explicitly depends only on his own choice, while the Center’s payoff depends both on the agent’s
control and on its own choice. The dependence of the Center's payoff on its choice is assumed to be monotonic
with respect to relation of inclusion on the set of its strategies. The tasks are set of calculating the maximum guar-
anteed result of the Center under the assumption of the benevolence of the agent and without such an assumption.
A new definition is proposed of the maximum guaranteed result of the Center in the game with a benevolent agent,
staying correct also in the case when the maximum of agent’s payoff is not reached for some of Center’s strategies.
The equivalence of this definition to the classical definition of Stackelberg is proved in cases when the latter is correct.
In general case, the problems posed assume the calculation of maximin with connected constraints on complex in-
finite-dimensional spaces. Methods are proposed that significantly simplify these problems. For the case of a finite
basic set, algorithms are proposed that allow solving the problem in a polynomial time with respect to the number
of elements of this set. For the case of an infinite basic set, the problem is reduced to solving a sequence of ordinary
optimization problems. The methods proposed allow to build and explore many meaningful models of such type.

Keywords: institutional control, games with forbidden situations, decentralization of control.

pb419.fm  Page 49  Tuesday, August 6, 2019  3:48 PM




