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Заäа÷а пëанирования äвижения — оäна из кëас-
си÷еских, возникаþщих при управëении разëи÷-
ныìи робототехни÷ескиìи систеìаìи (роботаìи)
[1—4]. Она закëþ÷ается в сëеäуþщеì: äëя заäан-
ной ìоäеëи робота в среäе с непоäвижныìи пре-
пятствияìи, заäанныìи на÷аëüной и коне÷ной
то÷каìи в конфиãураöионноì пространстве требу-
ется найти путü ìежäу этиìи то÷каìи, искëþ÷аþ-
щий стоëкновения робота с препятствияìи. Дан-
ная заäа÷а известна также как заäа÷а пëанирова-
ния пути.

Боëüøинство ìетоäов пëанирования пути ре-
øаþт заäа÷у обхоäа препятствий, не уäеëяя вни-
ìания ãëаäкости и пëавности пути. Обы÷но най-
äенный путü преäставëяется в виäе посëеäоватеëü-
ности то÷ек, которые ìожно соеäинитü отрезкаìи
пряìых ëиний. При перехоäе с оäноãо отрезка на
äруãой уãоë накëона касатеëüной к пути изìеня-
ется ска÷коì. В автоìати÷ескоì режиìе робот
вäоëü такоãо пути äвижется ìенее то÷но и пëавно
и с боëüøиìи энерãети÷ескиìи затратаìи. Поэто-

ìу актуаëüна заäа÷а сãëаживания спëанированно-
ãо пути при наëи÷ии препятствий.

Друãая пробëеìа возникает, коãäа путü уже
спëанирован, а распоëожение препятствий изìе-
ниëосü ëибо появиëисü новые препятствия. Тоãäа
спëанированный путü становится неприãоäныì
äëя äвижения робота без стоëкновений с препят-
ствияìи. В этоì сëу÷ае нужно перепëанироватü
весü путü заново, ÷то явëяется весüìа труäоеìкой
заäа÷ей. Либо уже во вреìя äвижения робота при-
ìенитü оäин из ëокаëüных ìетоäов обхоäа пре-
пятствий иëи реактивное управëение [1—5]. Это
обеспе÷ит обхоä препятствия, но не ãарантирует,
÷то робот вернется на ранее спëанированный путü
и äостиãнет öеëи. Существует äруãой поäхоä к ре-
øениþ äанной пробëеìы [3, 6—10], соãëасно ко-
тороìу ранее спëанированный путü äефорìирует-
ся такиì образоì, ÷то оãибает препятствия. При
этоì поëу÷енный путü, как и ранее спëанирован-
ный, соеäиняет на÷аëüнуþ и коне÷нуþ то÷ки.

В настоящей работе преäëаãается ìетоä в раì-
ках äанноãо поäхоäа. Особое вниìание уäеëяется
ãëаäкости поëу÷енноãо пути и пëавности изìене-
ния еãо кривизны. В основу преäëаãаеìоãо ìетоäа
поëожены покоìпонентный ìетоä сãëаживания
кривизны пути [11] и ìетоä потенöиаëов, øироко
приìеняеìый äëя пëанирования пути и обхоäа
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препятствий [1—10, 12—18]. Достато÷но боëüøой
пере÷енü работ, посвященных ìетоäу потенöиа-
ëов, привеäен в работе [18].

1. ÏÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ
ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈß ÊÐÈÂÈÇÍÛ ÏÓÒÈ

Ввеäеì обозна÷ения и кратко повториì основные

ìоìенты работы [11]. Пустü естü упоряäо÷енный набор

то÷ек

r
1
, r

2
, ..., r

n
,  n ≥ 4,  r

i
 ∈ Rd, (1)

на пëоскости (d = 2) иëи в пространстве (d = 3). Дëя па-

раìетри÷ескоãо и ãëаäкоãо преäставëения пути испоëü-

зуþтся оäнороäные куби÷еские B-спëайны, кажäый из

которых строится по ÷етверке контроëüных то÷ек сëе-

äуþщиì образоì:

r
(i)

(t) = R
i
MT(t),  R

i
 = [r

i – 1
, r

i
, r

i + 1
, r

i + 2
],

M = ,  T(t) = ,  t ∈ [0, 1],

ãäе t — параìетр спëайна.

В работе [11] преäëаãается сãëаживатü кривизну про-

странственной составной B-спëайновой кривой бëаãо-

äаря вариаöияì то÷ек в произвоëüноì к кривой направ-

ëении. Новое поëожение i-й контроëüной то÷ки r
i
 опре-

äеëяется ÷ерез вариаöиþ ε
i
 как

(ε
i
) = r

i
 + ε

i
 = [r

i, 1
, ..., r

i, d
]
T
 + [ε

i, 1
, ..., ε

i, d
]
T
,

ãäе первый нижний инäекс обозна÷ает ноìер контроëü-

ной то÷ки, второй — ноìер коìпоненты.

Сãëаживание äостиãается путеì ìиниìизаöии нор-

ìы вектора

Δ  ≡  –  = r
i – 2

 – 4r
i – 1

 + 6r
i
 – 4r

i + 1
 + r

i + 2
,

описываþщеãо ска÷ок третüей произвоäной спëайна по

еãо параìетру в то÷ке соеäинения сìежных спëайнов.

Через вариаöии суììа кваäратов норì äанных векторов

записывается сëеäуþщиì образоì

S( , ..., ) = (  + )
T
H(  + ), (2)

 = [r
1, j

, ..., r
n, j

]T,   = [ε
1, j

, ..., ε
n, j

]T,

ãäе H = CT
C, H ∈ Rn × n — ëенто÷ная сиììетри÷ная ìат-

риöа,

C = ,  C ∈ �
(n – 4)×n

.

В работе [11] вариаöии то÷ек оãрани÷иваþтся ввеäе-

ниеì в öеëевой функöионаë øтрафа за боëüøие вариа-

öии то÷ек

P( , ..., ) = γ D
j

,  D ∈ �n×n, (3)

ãäе γ — поëожитеëüный параìетр, D
j
 — äиаãонаëüная

ìатриöа, у которой äиаãонаëüные эëеìенты выбираþтся

обратно пропорöионаëüно кваäратаì оöенки поãреø-

ности изìерений то÷ек. Такиì образоì, то÷каì, иìеþ-

щиì боëüøуþ поãреøностü изìерения, назна÷ается

ìенüøий øтраф за боëüøие вариаöии и наоборот. Есëи

оøибка изìерений отсутствует, то ìатриöа D
j
 выбира-

ется еäини÷ной.

Цеëевой кваäрати÷ный функöионаë иìеет виä [11]

Φ( , ..., ) = S( , ..., ) +

+ P( , ..., ) → .

Реøая заäа÷у безусëовной ìиниìизаöии äанноãо

функöионаëа, нахоäиì веëи÷ины, сäвинув на которые

первона÷аëüные то÷ки, поëу÷иì новый набор то÷ек.

Спëайновая кривая, построенная по новоìу набору то-

÷ек, иìеет пëавно ìеняþщуþся кривизну.

2. ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÏÓÒÈ È ÅÃÎ ÊÐÈÂÈÇÍÛ
ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈÉ

Пустü теперü в рабо÷еì пространстве робота
нахоäятся стаöионарные препятствия, а набор то-
÷ек (1) соеäиняет на÷аëüное и коне÷ное поëоже-
ния робота в обхоä иìеþщихся препятствий. Дан-
ный набор то÷ек ìоã бытü поëу÷ен, наприìер, с
поìощüþ оäноãо из известных ìетоäов пëаниро-
вания пути.

Дëя тоãо ÷тобы описанный в § 1 ìетоä ìожно
быëо приìенятü в среäе с препятствияìи, преä-
ëаãается äобавитü в öеëевой функöионаë оттаë-
киваþщий потенöиаë U(x), который äоëжен бытü
неотриöатеëüныì, äифференöируеìыì и при при-
бëижении к препятствияì возрастатü, а при уäа-
ëении — убыватü. Еãо наëи÷ие не äоëжно позво-
ëятü то÷каì в резуëüтате вариаöий прибëизитüся к
препятствияì. Есëи распоëожение препятствий
изìениëосü и то÷ки оказаëисü внутри препятс-
твий, то потенöиаë äоëжен «вытоëкнутü» их нару-
жу, теì саìыì äефорìировав путü.

Дëя сохранения öеëостности резуëüтируþщей
кривой и уìенüøения ее äëины и кривизны преä-
ëаãается также ìиниìизироватü суììу кваäратов
норì векторов r

i
 – r

i – 1
 и r

i – 1
 – 2r

i
 + r

i + 1
.
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Через вариаöии суììа кваäратов норì äанных
векторов с у÷етоì суììы (2) записывается как

( , ..., ) =

= (  + )T(H + H
1
 + H

2
)(  + ),

ãäе H
1
 = C

1
, H

1
 ∈ �n × n, H

2
 = C

2
, H

2
 ∈ �n × n —

ëенто÷ные сиììетри÷ные ìатриöы

C
1
 = ,  C

1
 ∈ �(n – 1) × n,

C
2
 = ,  C

2
 ∈ �(n – 2) × n.

Необхоäиìо закрепитü конöы кривой. Это
ìожно сäеëатü наëожениеì боëüøеãо øтрафа на
вариаöии то÷ек в на÷аëе и конöе пути. Штраф
ìожно выбратü соãëасно форìуëе (3) иëи с у÷етоì
бëизости то÷ек к препятствияì, наприìер, сëеäу-
þщиì

( , ..., ) = ,

 = diag(F( (ε
1
)), ..., F( (ε

n
))), (4)

ãäе  — поëожитеëüный параìетр,  — äиаãо-

наëüная ìатриöа, оäинаковая äëя всех j, F( (ε
i
)) —

äифференöируеìая функöия, возрастаþщая по ìе-

ре уäаëения то÷ки (ε
i
) от препятствий, наприìер,

F( (ε
i
)) = 

иëи F( (ε
i
)) = ,

ãäе β — поëожитеëüный параìетр. Такиì образоì,
то÷каì нахоäящиìся внутри иëи бëизко к пре-
пятствияì назна÷ается ìенüøий øтраф. Штраф
также ìожет бытü некоторой коìбинаöией функ-

öионаëов P( , ..., ) и ( , ..., ).

С у÷етоì äопоëнитеëüных ÷ëенов и оттаëкива-
þщеãо потенöиаëа öеëевой функöионаë

( , ..., ) = ( , ..., ) + ( , ..., ) +

+ U( (ε
i
)) → . (5)

Данная форìуëа не преäпоëаãает испоëüзование
конкретноãо оттаëкиваþщеãо потенöиаëа. В сëеäу-
þщеì параãрафе буäет рассìотрен оттаëкиваþ-
щий потенöиаë äëя препятствий в виäе выпукëых
ìноãоуãоëüников/ìноãоãранников.

Кратко опиøеì аëãоритìи÷ескуþ схеìу вы÷ис-
ëений ìетоäа. Пустü заäан набор то÷ек, преäстав-
ëяþщий ранее спëанированный путü. Также преä-
поëаãается известной инфорìаöия, позвоëяþщая
вы÷исëитü оттаëкиваþщий потенöиаë. Даëее ре-
øается заäа÷а ìиниìизаöии öеëевоãо функöиона-
ëа (5) и нахоäятся веëи÷ины, на которые нужно
изìенитü коорäинаты исхоäных то÷ек. В резуëü-
тате поëу÷ается новый набор то÷ек, по котороìу
строится искоìый путü.

3. ÎÒÒÀËÊÈÂÀÞÙÈÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀË

Пустü препятствия заäаþтся выпукëыìи об-
ëастяìи и описываþтся систеìой ëинейных урав-

нений виäа g(x) ≤ 0, x ∈ Rd. В äвуìерноì сëу÷ае
это буäут выпукëые ìноãоуãоëüники, а в трехìер-
ноì — выпукëые ìноãоãранники. Дëя таких пре-
пятствий в работе [14] преäставëена потенöиаëü-
ная функöия

p(x) = ,

ãäе δ — ìаëая поëожитеëüная константа,

f(x) = (g
i
(x) + |g

i
(x)|),

Nfaces — ÷исëо сторон ìноãоуãоëüника в äвуìер-
ноì сëу÷ае иëи ãраней ìноãоãранника в трехìер-
ноì сëу÷ае. Зна÷ение скаëярной функöии f(x) рав-
но нуëþ внутри препятствия и возрастает ëинейно
снаружи по ìере уäаëения от неãо. Преиìущество
указанноãо потенöиаëа закëþ÷ается в тоì, ÷то не
нужно с÷итатü то÷ное расстояние äо препятствия,
÷то ìожет бытü äовоëüно сëожной заäа÷ей. Неäо-
статок — в тоì, ÷то функöия f(x) и, сëеäоватеëüно,
потенöиаëüная функöия p(x) не äифференöируеìы.

В работе [19] испоëüзуется схожая с f(x) функ-
öия, ëиøенная указанноãо неäостатка,

V(x) = v
i
,

ãäе

v
i
(x) = ( (x) + u2)1/2 + g

i
(x),  0 < u n 1.
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Функöия v
i
(x) иìеет сëеäуþщий поряäок ìа-

ëости

v
i
(x) ≈ 

Поэтоìу зна÷ение функöии V(x) бëизко к нуëþ
внутри препятствия и возрастает ëинейно, снару-
жи по ìере уäаëения от неãо. Это свойство ìожно
испоëüзоватü, построив потенöиаë

U
ob

(x) = Ke–αV(x), (6)

ãäе K и α — некоторые поëожитеëüные константы.
При уäаëении от препятствия зна÷ение потенöиа-
ëа убывает экспоненöиаëüно, а внутри препят-
ствия бëизко к K. Такой потенöиаë не позвоëяет
то÷каì пути прибëижатüся бëизко к препятствиþ.
Оäнако есëи препятствие ëежит на пути и то÷ки
оказаëисü внутри неãо, то необхоäиìо, ÷тобы по-
тенöиаë внутри препятствия не быë такиì поëо-
ãиì, как потенöиаë (6), и вытаëкиваë то÷ки за пре-
äеëы ãраниöы препятствия. Дëя этоãо испоëüзуеì
потенöиаë, преäëоженный в работе [13]:

U
in
(x) = U

max
 + U

offset
,

ãäе U
max

 — ìаксиìаëüное зна÷ение потенöиаëа без

сäвиãа на зна÷ение U
offset

, R
in
(x) — расстояние от те-

кущей то÷ки x = [x
1
, ..., x

d
]T äо öентроиäа препятс-

твия с коорäинатаìи c = [c
1
, ..., c

d
]T:

R
in
(x) = ,

R
max

 — расстояние от öентроиäа äо саìой äаëüней

верøины препятствия. Потенöиаë U
offset

 ìожно

взятü равныì потенöиаëу U
ob

(x), тоãäа потенöиаë

препятствия поä ноìероì k ìожно записатü в сëе-
äуþщеì виäе:

U
k
(x) = (x) + U

max
(1 – (x)/ ),

ãäе второе сëаãаеìое с÷итается тоëüко äëя то÷ек
внутри препятствия, т. е. äëя которых выпоëнено
f(x) = 0. Есëи ÷исëо препятствий равно N

ob
, то ито-

ãовый потенöиаë буäет скëаäыватüся из потенöи-
аëов кажäоãо препятствия:

U(x) = U
k
.

4. ÃÐÀÄÈÅÍÒ ÖÅËÅÂÎÃÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ

Реøатü заäа÷у ìиниìизаöии функöионаëа (5)
ìожно разëи÷ныìи ìетоäаìи оптиìизаöии. Дëя
некоторых из них требуется знание ãраäиента öе-
ëевоãо функöионаëа. Поэтоìу выпиøеì ãраäиент
öеëевоãо функöионаëа от dn переìенных

∇ ( , ..., ) = ,

ãäе

 = ,

 =  +  +

+ .

Первое сëаãаеìое иìеет простой виä

 = (H + H
1
 + H

2
)(  + ).

Есëи øтраф выбран соãëасно форìуëе (3), то

 = γD
j

,

а есëи соãëасно форìуëе (4), то

 = 2 ε
i, j
F( (ε

i
)) + .

Выпиøеì ÷астные произвоäные итоãовоãо по-
тенöиаëа от N

ob
 препятствий:

 = .

Даëее, опустив инäекс k, обозна÷аþщий ноìер
препятствия, выпиøеì ÷астные произвоäные по-
тенöиаëа от k-ãо препятствия

 =
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ãäе

 =

= –αKe–αV(x) .

Частные произвоäные  нахоäятся

просто, так как g
l
( (ε

i
)) — ëинейная функöия.

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ

В описываеìых äаëее приìерах заäаваëисü препятс-
твия на пëоскости и в трехìерноì пространстве, на÷аëü-
ное и коне÷ное поëожения то÷е÷ноãо свобоäноëетаþще-
ãо робота. Моäеëи препятствий созäаваëисü с поìощüþ
проãраììы «Google SketchUp» [20]. Затеì с поìощüþ
øироко приìеняеìоãо ìетоäа пëанирования пути [21],
реаëизованноãо в бибëиотеке «Open Motion Planning
Library» [22], пëанироваëся путü, соеäиняþщий на÷аëü-
нуþ и коне÷нуþ то÷ки в обхоä препятствий. Спëаниро-
ванный путü преäставëяë собой набор упоряäо÷енных
то÷ек.

На рис. 1 øтриховой ëинией отрезкаìи пряìых
изображен спëанированный путü на пëоскости с препят-
ствияìи. Кривизна спëанированноãо пути, преäставëен-
ноãо с поìощüþ оäнороäных куби÷еских B-спëайнов, в
зависиìости от äëины пути изображена на рис. 2 øтри-
ховой ëинией.

Затеì приìеняëся преäëоженный в настоящей рабо-
те ìетоä сãëаживания кривизны пути при наëи÷ии пре-
пятствий. В резуëüтате быë поëу÷ен новый набор то÷ек.

Путü, построенный по этоìу набору то÷ек с поìощüþ
оäнороäных куби÷еских B-спëайнов, показан на рис. 1
спëоøной ëинией, а еãо кривизна в зависиìости от äëи-
ны пути на рис. 2. Как виäно из рис. 2 и 3, ãäе показан
увеëи÷енный фраãìент рис. 1, построенный по новоìу
набору путü и еãо кривизна иìеþт боëее пëавный виä.

В сëеäуþщеì экспериìенте распоëожение некото-
рых препятствий быëо изìенено такиì образоì, ÷то ра-
нее спëанированный путü стаë прохоäитü вбëизи иëи ÷е-
рез препятствия. Это виäно на рис. 4, ãäе изображено
новое распоëожение препятствий и показан øтриховой
ëинией ранее спëанированный путü. Чтобы сãëаäитü ра-
нее спëанированный путü и еãо кривизну, а также ис-
кëþ÷итü стоëкновения с препятствияìи, приìеняëся
преäëоженный в работе ìетоä.

В резуëüтате быë поëу÷ен новый набор то÷ек. Моäи-
фиöированный путü, построенный по этоìу набору то-

Uob r̃ i εi( )( )∂
εi j,∂

------------------------------

l 1=

Nfaces

∑
gl r̃ i εi( )( )

gl
2
r̃ i εi( )( ) u

2+
--------------------------------------- 1+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ gl r̃ i εi( )( )∂

εi j,∂
-------------------------

gl r̃ i εi( )( )∂
εi j,∂

-------------------------

r̃i

Рис. 1. Ранее спланированный путь (штриховая линия)

Рис. 2. Зависимость кривизны ранее спланированного пути
(штриховая линия) и кривизны модифицированного пути на плос-
кости от длины пути

Рис. 3. Увеличенный фрагмент ранее спланированного пути
(штриховая линия) и модифицированного пути на плоскости
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÷ек, изображен на рис. 4 спëоøной ëинией. Виäно, ÷то
таì, ãäе ранее спëанированный путü иìеë сиëüный из-
ëоì, ìоäифиöированный путü прохоäит пëавно. Также
виäно, как ìоäифиöированный путü пëавно оãибает
препятствия. Оттаëкиваþщий потенöиаë äëя препятст-
вий на пëоскости показан на рис. 5.

Сëеäуþщий приìер иëëþстрирует приìенение
преäëоженноãо ìетоäа äëя äефорìаöии пути в трехìер-
ноì пространстве с препятствияìи. Спëанированный

путü в этоì пространстве изображен на рис. 6 спëоøной
ëинией и на рис. 7 øтриховой ëинией. Анаëоãи÷но пре-
äыäущеìу приìеру распоëожение некоторых препят-
ствий быëо изìенено. Затеì с поìощüþ преäëоженноãо
ìетоäа быë поëу÷ен ìоäифиöированный путü, показан-
ный на рис. 8. Увеëи÷енный фраãìент ìоäифиöирован-
ноãо пути показан на рис. 7 спëоøной ëинией. Из ри-
сунков виäно, ÷то, как и в преäыäущеì приìере, ìоäи-
фиöированный путü пëавно оãибает препятствия.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработан ìетоä äефорìаöии ранее спëани-
рованноãо пути. Дефорìаöии необхоäиìы, коãäа
путü перестаë оãибатü препятствия в резуëüтате из-
ìенений, произоøеäøих в среäе и вызванных, на-
приìер, переìещениеì иìеþщихся препятствий
иëи появëениеì новых. Поìиìо äефорìаöии ранее
спëанированноãо пути преäëоженный ìетоä также
позвоëяет сãëаживатü путü и еãо кривизну, как в
äвуìерноì, так и в трехìерноì пространстве с пре-
пятствияìи. Приìениìостü преäëоженноãо ìетоäа
проиëëþстрирована ÷исëенныìи приìераìи.

Рис. 4. Новое местоположение препятствий и модифицирован-
ный путь (сплошная линия)

Рис. 5. Отталкивающий потенциал для препятствий на плоскости

Рис. 6. Спланированный путь в трехмерном пространстве с пре-
пятствиями

Рис. 7. Увеличенный фрагмент ранее спланированного пути
(штриховая линия) и модифицированного пути в трехмерном про-
странстве

Рис. 8. Новое расположение препятствий и модифицированный
путь
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