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Дëя реøения разëи÷ных заäа÷ военноãо и ãраж-
äанскоãо назна÷ения øироко приìеняþтся раз-
нообразные робототехни÷еские систеìы (роботы),
наприìер, беспиëотные ëетатеëüные аппараты,
автоноìные необитаеìые поäвоäные аппараты и
автоìати÷ески управëяеìые транспортные среä-
ства [1]. Оäна из важных заäа÷, возникаþщих при
управëении роботаìи, состоит в пëанировании пу-
ти, вäоëü котороãо робот äоëжен сëеäоватü в авто-
ìати÷ескоì режиìе. Построенный путü äоëжен
обëаäатü необхоäиìой степенüþ ãëаäкости, еãо
кривизна äоëжна пëавно ìенятüся и бытü оãрани-
÷енной по абсоëþтноìу зна÷ениþ. В автоìати÷ес-
коì режиìе вäоëü такоãо пути робот äвижется бо-
ëее то÷но, пëавно и с ìенüøиìи энерãети÷ескиìи
затратаìи.

Обы÷но путü преäставëяется с поìощüþ пара-
ìетри÷ески заäанной кривой, наприìер, с поìо-

щüþ посëеäоватеëüности пряìых ëиний и äуã ок-
ружностей, разнообразных спëайнов, кëотоиä, иëи
обобщенных спираëей Корнþ. Спëайны наибо-
ëее попуëярны как äëя заäания пëоскоãо, так и
пространственноãо пути. Данные кривые øироко
испоëüзуþтся äëя заäания öеëевоãо пути разëи÷-
ных беспиëотных роботов, оперируþщих на зеì-
ëе [2—5], поä воäой [6] и в возäухе [7—9].

Дëя опреäеëения своеãо ìестопоëожения и
ориентирования в пространстве роботы оборуäуþт-
ся необхоäиìыìи сенсораìи: оäоìетраìи, ëазер-
ныìи äаëüноìераìи, сонараìи, ãеоìаãнитныìи
сенсораìи, виäеокаìераìи, инерöиаëüныìи сен-
сораìи и GNSS-оборуäованиеì [1]. Данное обору-
äование ìожет также испоëüзоватüся äëя заäания
öеëевоãо пути. Наприìер, в сеëüскоì хозяйстве
[4], äëя заäания öеëевоãо пути трактор, управëяе-
ìый вру÷нуþ, провоäится по жеëаеìой траекто-
рии. И во вреìя äвижения коорäинаты трактора
изìеряþтся с поìощüþ GNSS-приеìника. По со-
храненныì то÷каì строится путü, вäоëü котороãо
впосëеäствии трактор ìожет äвиãатüся в автоìати-
÷ескоì режиìе.

Рассìотрена заäа÷а пëанирования äвижения робота, сутü которой состоит в сëеäуþщеì.

Управëяеìый вру÷нуþ робот провоäится по жеëаеìой траектории, коорäинаты которой

изìеряþтся GNSS-приеìникоì. Дëя повторения этой траектории в автоìати÷ескоì ре-

жиìе необхоäиìо построитü ãеоìетри÷еский путü, уäовëетворяþщий опреäеëенныì

критерияì ãëаäкости и оãрани÷енияì на кривизну. Преäëожен покоìпонентный ìетоä

сãëаживания кривизны пространственноãо пути, преäставëенноãо с поìощüþ оäнороä-

ных куби÷еских B-спëайнов. Привеäены резуëüтаты приìенения преäëоженноãо ìетоäа

к реаëüныì траекторияì автоìаøины и вертоëета, поëу÷енныì с поìощüþ GNSS-при-

еìника.
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1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-
ìы № 15 ОЭММПУ РАН.
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На GNSS-изìерения вëияþт разëи÷ноãо роäа
оøибки, такие как оøибки, вызываеìые атìосфе-
рой Зеìëи (ионосферой и тропосферой), оøибки
÷асов спутников, оøибки эфеìериä спутников,
оøибки ìноãоëу÷евости и øуìы аппаратуры. Ис-
поëüзуя избыто÷ностü изìерений, GNSS-приеì-
ник ìожет «отëавëиватü» аноìаëüные изìерения и
обеспе÷итü боëüøуþ то÷ностü и наäежностü опре-
äеëения коорäинат то÷ек. К приìеру, GNSS-при-
еìник в фазово-äифференöиаëüноì режиìе ìо-
жет обеспе÷итü сантиìетровуþ то÷ностü изìере-
ния коорäинат в реаëüноì вреìени. Оäнако есëи
приеìнику не уäается разреøитü фазовые неоä-
нозна÷ности, поãреøностü изìерений ìожет äо-
сти÷ü нескоëüких ìетров.

Боëüøие оøибки изìерений ìоãут сиëüно ис-
казитü путü, построенный по заøуìëенныì изìе-
ренияì. Есëи оøибки ìаëы, то построенный путü
ìожет выãëяäетü впоëне уäовëетворитеëüно, но
еãо кривизна ìожет оказатüся неприãоäной äëя
äвижения робота вäоëü неãо в автоìати÷ескоì ре-
жиìе. К заøуìëенныì изìеренияì ìожно приìе-
нитü разëи÷ные ìетоäы сãëаживания и фиëüтры.
Но в резуëüтате ìы опятü поëу÷иì набор то÷ек, а не
параìетри÷ески заäаннуþ кривуþ. Есëи по поëу-
÷енныì то÷каì построитü кривуþ, то не факт, ÷то
она буäет иìетü пëавно ìеняþщуþся кривизну.

Дëя поëу÷ения спëайновых кривых с пëавно
ìеняþщейся кривизной поëüзуþтся сëеäуþщиìи
øироко распространенныìи поäхоäаìи. Первый —
коãäа проöесс построения кривой совìещен с ее
сãëаживаниеì. Наприìер, такиì образоì строятся
сãëаживаþщие спëайны (smoothing splines) [10—13].
Второй — коãäа строится аппроксиìируþщая иëи
интерпоëируþщая кривая, а затеì произвоäится
ее сãëаживание [14—20].

Ко второìу поäхоäу относится ìетоä, преäëо-
женный в работе [19]. С еãо поìощüþ ìожно по-

ëу÷итü путü на пëоскости в виäе C2-ãëаäкой кри-
вой, преäставëенной оäнороäныìи куби÷ескиìи
B-спëайнаìи. Метоä хороøо работает, коãäа поã-
реøностü изìерения то÷ек ìаëа и расстояние
ìежäу то÷каìи прибëизитеëüно оäинаково. В на-
стоящей работе преäëожен анаëоãи÷ный ìетоä
сãëаживания кривизны пути. Из отëи÷итеëüных
преиìуществ ìожно выäеëитü сëеäуþщие. Метоä
ìожет приìенятüся äëя сãëаживания кривизны
как пëоскоãо пути, так и пространственноãо. Ко-
орäинаты исхоäных то÷ек ìоãут иìетü боëüøуþ
поãреøностü изìерения. Преäëоженный ìетоä
эффективен и по быстроäействиþ и по испоëüзо-
ваниþ оперативной паìяти. В настоящей статüе
привоäятся резуëüтаты приìенения преäëожен-
ноãо ìетоäа к реаëüныì траекторияì автоìаøины
и вертоëета, поëу÷енныì с поìощüþ GNSS-при-
еìника.

1. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÏÓÒÈ

Пустü естü упоряäо÷енный набор GNSS-изìе-

рений r
1
, r

2
, ..., r

n
, n l 4, r

i
 ∈ Rd на пëоскости (d = 2)

иëи в пространстве (d = 3), поëу÷енный во вреìя
äвижения робота по некотороìу пути. Преäпоëа-
ãается, ÷то боëüøинство коорäинат то÷ек изìере-
ны с боëüøой то÷ностüþ, но ìоãут попаäатüся
то÷ки, изìеренные с ìенüøей то÷ностüþ в тот ìо-
ìент, коãäа GNSS-приеìник не сìоã разреøитü
фазовые неоäнозна÷ности. Преäпоëаãается изве-
стной оöенка поãреøности изìерений коорäинат
то÷ек. Это ìожет бытü как среäнекваäрати÷еское
откëонение оøибки по кажäой коìпоненте то÷ки
r
i
: σ

i, 1
, ..., σ

i, d
, так и вероятная сфери÷еская оøиб-

ка изìерения то÷ки с раäиусоì SEP
i
. Даннуþ ин-

форìаöиþ, наряäу с позиöией, ìожет выäаватü
GNSS-приеìник.

Искоìый путü аппроксиìируется оäнороäны-
ìи куби÷ескиìи B-спëайнаìи, кажäый из которых
строится по ÷етверке контроëüных то÷ек сëеäуþ-
щиì образоì

r
(i)(t) = R

i
MT(t), R

i
 = [r

i – 1
, r

i
, r

i + 1
, r

i + 2
],

M = ,  T(t) = ,  t ∈ [0, 1],

ãäе t — параìетр спëайна. Кривизна параìетри-
÷ески заäанноãо пути опреäеëяется сëеäуþщей
форìуëой

k(t) = || (t) Ѕ (t)||/|| (t)||3,

ãäе ||•|| — евкëиäова норìа вектора. Как виäно,
кривизна кривой явëяется функöией от первой и
второй произвоäной кривой по ее параìетру. По-
этоìу äаже ìаëый øуì изìерений привоäит к су-
щественныì осöиëëяöияì ãрафика кривизны кри-
вой, построенной по этиì изìеренияì.

2. ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÊÐÈÂÈÇÍÛ ÏÓÒÈ

В статüе [19] показано, ÷то на характер ãрафика
кривизны составной куби÷еской B-спëайновой
кривой вëияþт ска÷ки третüей произвоäной

Δ  ≡  –  =

= r
i – 2

 – 4r
i – 1

 + 6r
i
 – 4r

i + 1
 + r

i + 2

в то÷ках соеäинения äвух сìежных спëайнов. В этой
же работе преäëаãается путеì ìаëых вариаöий
(в преäеëах оøибки изìерений) контроëüных то-
÷ек в перпенäикуëярноì к кривой направëении
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ìиниìизироватü проекöии ска÷ков третüей произ-
воäной на норìаëüное к кривой направëение. Та-
кой выбор направëения сäвиãа объясняется теì,
÷то ìаëый сäвиã вäоëü пëоской кривой не сиëüно
ìеняет ее форìу. Заìетиì, ÷то в указанной статüе
не у÷тена зависиìостü направëения норìаëей от
вариаöий контроëüных то÷ек. Поэтоìу ìетоä
ìожно приìенятü при усëовии, ÷то оøибки изìе-
рений и вариаöии контроëüных то÷ек ìаëы. Также
отìетиì, ÷то в сëу÷ае трехìерной кривой сäвиãоì
контроëüных то÷ек тоëüко в перпенäикуëярноì
направëении оãрани÷иватüся не разуìно.

В настоящей работе преäëаãается варüироватü
то÷ки в произвоëüноì к кривой направëении.

Обозна÷иì ÷ерез ε
i
 = [ε

i, 1
, ..., ε

i, d
]T вектор, опре-

äеëяþщий новое поëожение i-й контроëüной то÷-
ки r

i
 в пространстве сëеäуþщиì образоì:

(ε
i
) = r

i
 + ε

i
 = [r

i, 1
, ..., r

i, d
]T + [ε

i, 1
, ..., ε

i, d
]T.

Зäесü первый нижний инäекс обозна÷ает ноìер
контроëüной то÷ки, второй — ноìер коìпоненты.

Запиøеì ска÷ки третüей произвоäной ÷ерез ва-
риаöии контроëüных то÷ек

Δ (ε) = [Δ , ..., Δ ]T,

ãäе

Δ  = , j = 1, ..., d. (1)

Вìесто проекöии ска÷ков третüей произвоä-
ной на норìаëüное к кривой направëение, как это
преäëожено в работе [19], буäеì ìиниìизироватü
норìу вектора (1). Есëи коëи÷ество то÷ек n, то
÷исëо эëеìентарных спëайнов равно (n – 3), а ÷ис-
ëо ска÷ков третüей произвоäной равно (n – 4). На-
øа öеëü закëþ÷ается в ìиниìизаöии суììы кваä-
ратов норì всех векторов ска÷ков:

S(ε) = ||Δ (ε)||2 = |Δ |2.

Ввоäя векторные обозна÷ения  = [r
1, j

, ..., r
n, j

]T,

 = [ε
1, j

, ..., ε
n, j

]T, äаннуþ суììу ìожно записатü

в ìатри÷ноì виäе

S( , ..., ) = (  + )TH(  + ),

ãäе ìатриöа H — ëенто÷ная сиììетри÷ная поëо-
житеëüно поëуопреäеëенная,

H = CT
C,  H ∈ �nЅn,

ìатриöа C иìеет виä

C = ,  C ∈ �(n – 4)Ѕn.

Эëеìенты ìатриöы H не нужно вы÷исëятü, в
отëи÷ие от эëеìентов анаëоãи÷ной ìатриöы из
статüи [19]. Также во вреìя вы÷исëений äостиãа-
ется эконоìия паìяти бëаãоäаря тоìу, ÷то эëеìен-
ты ìатриöы состоят из оäних и тех же ÷исеë.

Вариаöии контроëüных то÷ек сëеäует оãрани-
÷итü. В работе [19] это äеëается ввеäениеì простых
оãрани÷ений в заäа÷у оптиìизаöии. Но реøение
заäа÷и усëовной ìиниìизаöии требует зна÷итеëü-
ных вы÷исëитеëüных ресурсов. Поэтоìу в работе
[20] быëо преäëожено äобавитü в öеëевой функöи-
онаë øтраф за боëüøие вариаöии то÷ек и вìесто
заäа÷и усëовной ìиниìизаöии реøатü заäа÷у без-
усëовной ìиниìизаöии. Поступиì анаëоãи÷но,
тоëüко разìер øтрафа буäеì выбиратü в зависи-
ìости от то÷ности изìерения коорäинат то÷ек.
То÷каì, иìеþщиì боëüøуþ поãреøностü изìере-
ния, назна÷иì ìенüøий øтраф за боëüøие вари-
аöии и наоборот. Штрафной ÷ëен ìожно выбратü
сëеäуþщиì

P( , ..., ) = γ D
j

,

ãäе γ — поëожитеëüный параìетр, D
j
 — äиаãонаëü-

ные ìатриöы,

D
j
 = diag{1/ , ..., 1/ },  j = 1, ..., d.

Есëи вìесто среäнекваäрати÷ескоãо откëоне-
ния оøибки изìерений по кажäой коìпоненте из-
вестна вероятная сфери÷еская оøибка изìерений,
то ìатриöы D

j
 выбираþтся оäинаковыìи

D
1
 = ... = D

d
 = diag{1/ , ..., 1/ }.

С у÷етоì øтрафноãо ÷ëена öеëевой функöио-
наë записывается в сëеäуþщеì виäе:

Φ( , ..., ) = S( , ..., ) + P( , ..., ) =

= ((  + )TH(  + ) + γ D
j

).

r̃i

r···i r···i 1, r···i d,

r···i j,

1

4–

6

4–

1

T ri 2– j,

ri 1– j,

ri j,

ri 1+ j,

ri 2+ j,

εi 2– j,

εi 1– j,

εi j,

εi 1+ j,

εi 2+ j,

+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

n 4–

∑ r···i
i 1=

n 4–

∑
j 1=

d

∑ r···i j,

rj

εj

ε1 εd

j 1=

d

∑ rj εj rj εj
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0 1 4– 6 4– 1 0 ......
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ε1 εd
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d
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σ1 j,
2 σn j,
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Заäа÷а ìиниìизаöии äанноãо кваäрати÷ноãо
функöионаëа d векторных арãуìентов при отсут-
ствии перекрестных произвеäений эквиваëента
ìиниìизаöии этоãо функöионаëа по кажäоìу ар-
ãуìенту в отäеëüности:

Φ( , ..., ) ⇔ Φ( ), ..., Φ( ).

Посëеäняя заäа÷а эквиваëентна реøениþ d сис-
теì ëинейных уравнений

A
j

 = –H ,  j = 1, ..., d, (2)

с ëенто÷ныìи сиììетри÷ныìи поëожитеëüно оп-
реäеëенныìи ìатриöаìи A

j
 = H + γD

j
.

Данные систеìы ìожно эффективно реøитü,
разëожив ìатриöу систеìы по Хоëеöкоìу на про-
извеäение нижней и верхней треуãоëüных ëенто÷-
ных ìатриö, и затеì ìетоäоì пряìой и обратной
проãонки реøив ëенто÷ные треуãоëüные систеìы.

Заìетиì, ÷то есëи заäана вероятная сфери÷ес-
кая оøибка изìерений, то у всех d систеì ìатри-
öа A

j
 систеìы буäет оäинаковой. А есëи изìерения

иìеþт оäинаковуþ то÷ностü, то все эëеìенты на
äиаãонаëях ìатриöы также оäинаковы, за искëþ-
÷ениеì нескоëüких на÷аëüных и коне÷ных эëе-
ìентов. Коэффиöиенты разëожения Хоëеöкоãо
такой ìатриöы устанавëиваþтся, и посëе некото-
роãо ÷исëа строк äиаãонаëüные эëеìенты нижней
треуãоëüной ìатриöы практи÷ески перестаþт от-
ëи÷атüся. Испоëüзуя это, ìожно äости÷ü боëüøей
произвоäитеëüности и эконоìии паìяти. Также
отìетиì, ÷то äëя реøения заäа÷и (2) ìожно пост-
роитü рекуррентнуþ схеìу и приìенитü ìетоäы со
скоëüзящиì окноì, анаëоãи÷ные ìетоäаì, преä-
ëоженныì в статüе [20].

3. ÎÖÅÍÊÀ ×ÈÑËÀ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÈ
ÌÀÒÐÈÖ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì, как с ростоì разìера ìатриö A
j
 ìе-

няется то÷ностü реøения систеì ëинейных уравне-
ний (2) с этиìи ìатриöаìи. То÷ностü реøения
систеìы ëинейных уравнений характеризуется
÷исëоì обусëовëенности ìатриöы κ(A). При боëü-
øих зна÷ениях κ(A) ãоворят о пëохой обусëовëен-
ности ìатриöы A, при зна÷ении κ(A), бëизкоì к
еäиниöе — о хороøей. Дëя невырожäенной нор-
ìаëüной ìатриöы ÷исëо обусëовëенности по от-
ноøениþ к спектраëüной норìе заäается форìу-
ëой [21]

κ(A) =  = ,

ãäе λ
min

(A) и λ
max

(A) — ìиниìаëüные и ìаксиìаëü-

ные по абсоëþтной веëи÷ине собственные зна÷е-
ния ìатриöы A, ρ(A) — ее спектраëüный раäиус.

Оöениì зна÷ения λ
min

 и λ
max

 äëя ìатриö A
j
. По

теореìе Рэëея—Ритöа [21] äëя вещественной сиì-
ìетри÷ной ìатриöы A

λ
min

(A) = x
T
Ax.

Обозна÷иì ÷ерез d
min

(D
j
) и d

max
(D

j
) ìиниìаëü-

ный и ìаксиìаëüный äиаãонаëüные эëеìенты ìат-
риöы D

j
. Прибавиì и отниìеì от ìатриöы A

j
 еäи-

ни÷нуþ ìатриöу I, поìноженнуþ на ÷исëо γd
min

(D
j
),

тоãäа

λ
min

(A
j
) = x

T(H + γD
j
)x =

= {xT(H + γd
min

(D
j
)I )x + γxT(D

j
 – d

min
(D

j
)I )x}.

В сиëу тоãо, ÷то

γxT(D
j
 – d

min
(D

j
)I )x l 0,

верно сëеäуþщее неравенство:

λ
min

(A
j
) l x

T(H + γd
min

(D
j
)I )x =

= λ
min

(H ) + γd
min

(D
j
).

Собственные зна÷ения сиììетри÷ной поëожи-
теëüно поëуопреäеëенной ìатриöы H явëяþтся
неотриöатеëüныìи äействитеëüныìи ÷исëаìи, по-
этоìу λ

min
(H ) l 0. У÷итывая это, поëу÷аеì сëеäу-

þщуþ оöенку снизу äëя ìиниìаëüноãо собствен-
ноãо зна÷ения ìатриöы A

j
:

λ
min

(A
j
) l γd

min
(D

j
).

Воспоëüзовавøисü теореìой Герøãорина [21]
äëя сиììетри÷ной ìатриöы A с эëеìентаìи a

ij
,

ìожно оöенитü сверху ее спектраëüный раäиус
сëеäуþщиì образоì:

ρ(A) m |a
ij
|.

Дëя ìатриöы A
j
 эта оöенка нахоäится просто,

так как все строки ìатриöы H, за искëþ÷ениеì
первых и посëеäних ÷етырех, состоят из оäинако-
вых эëеìентов. Максиìаëüная по всеì строкаì
суììа ìоäуëей эëеìентов строки ìатриöы H рав-
на 256, поэтоìу

ρ(A
j
) m 256 + γd

max
(D

j
).

min
ε
1

... ε
d

, ,

ε1 εd min
ε
1

ε1 min
ε
d

εd

εj rj

λmax A( )
λmin A( )
--------------------

ρ A( )
λmin A( )
-------------------

min
x
T
x 1=

min
x
T
x 1=

min
x
T
x 1=

min
x
T
x 1=

max
i

j 1=

n

∑
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Такиì образоì, ÷исëо обусëовëенности ìат-
риö A

j
 ìожно оöенитü как

κ(A
j
) = .

Поëу÷енная оöенка о÷енü консервативная, но
бëаãоäаря ей виäно, ÷то с ростоì разìерности ìат-
риö A

j
 ÷исëо обусëовëенности не превыøает ве-

ëи÷ины, зависящей от параìетра γ и от ìини-
ìаëüной и ìаксиìаëüной оöенки поãреøности из-
ìерений. Поэтоìу преäëоженный в работе ìетоä
ìожно приìенятü äëя разуìно боëüøих наборов
то÷ек. Заäа÷у боëüøой разìерности также ìожно
реøитü, разбив äëиннуþ траекториþ, соãëасно схе-
ìе из работы [22], на нескоëüко сеãìентов, и при-
ìенив преäëожный ìетоä к кажäоìу сеãìенту в
отäеëüности.

Из поëу÷енной оöенки виäно, ÷то обусëовëен-
ностü заäа÷и ìожно уëу÷øитü, отбросив то÷ки с
боëüøой поãреøностüþ изìерения и/иëи соответ-
ствуþщиì образоì поäобрав параìетр γ, который
носит сìысë параìетра реãуëяризаöии [23]. В на-
стоящей работе äëя еãо выбора приìеняется спо-
соб поäбора [24].

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Аëãоритìи÷еская схеìа вы÷исëений преäëо-
женноãо ìетоäа о÷енü проста. На основе изìере-
ний коорäинат то÷ек траектории и поãреøности
их изìерений форìируþтся ëевые и правые ÷асти
ëенто÷ных систеì ëинейных аëãебраи÷еских урав-
нений (2). Затеì äанные систеìы реøаþтся опи-
санныì в работе способоì. Даëее путеì изìене-
ния коорäинат изìеренных то÷ек на веëи÷ины,
найäенные при реøении систеì (2), поëу÷ается
новый набор то÷ек, по котороìу строится иско-
ìый путü.

Преäëоженный ìетоä сãëаживания кривизны
апробироваëся на ìноãих пëоских и пространс-
твенных траекториях, построенных по äанныì ре-
аëüных навиãаöионных изìерений. Привеäеì при-
ìеры приìенения ìетоäа к траекторияì коëесно-
ãо робота и вертоëета. В ка÷естве коëесноãо робота
быëа взята автоìаøина, оборуäованная спутнико-
выìи антеннаìи, GNSS-приеìникоì, привоäоì
поворота руëевых коëес и äат÷икоì уãëа поворота
коëес.

В описываеìоì äаëее экспериìенте ìаøина,
управëяеìая вру÷нуþ, провоäиëасü по жеëаеìой
траектории, коорäинаты то÷ек которой изìеря-
ëисü приеìникоì в фазово-äифференöиаëüноì
режиìе. Дëина траектории составиëа 460 ì. Коëи-
÷ество изìеренных то÷ек равно n = 780, из кото-

рых 751 изìерены с высокой то÷ностüþ. Оöенка
ìиниìаëüноãо раäиуса вероятной сфери÷еской
оøибки изìерений составиëа 4 сì, ìаксиìаëüно-
ãо — 1,93 ì. Расстояние ìежäу сосеäниìи то÷ка-
ìи неоäинаковое и ëежит в äиапазоне от 25 сì äо
2,3 ì. Автоìаøина äвиãаëасü по пëоской поверх-
ности, поэтоìу äëя простоты восприятия трехìер-
ные коорäинаты то÷ек, поëу÷енные с поìощüþ
GNSS-приеìника, спроеöированы на пëоскостü
ëокаëüноãо ãоризонта. На рис. 1 øтриховой ëини-
ей изображен пëоский путü, построенный по по-
ëу÷енноìу набору то÷ек r

1
, ..., r

n
. Справа в увеëи-

÷енноì ìасøтабе показан фраãìент траектории,
во вреìя äвижения автоìаøины вäоëü котороãо
приеìник не сìоã разреøитü фазовые неоäнозна÷-
ности, и изìериë коорäинаты с боëüøой поãреø-
ностüþ. Эти то÷ки показаны на ãрафике круãëыì
ìаркероì. Кваäратныì ìаркероì показаны то÷ки,
изìеренные с боëее высокой то÷ностüþ. Из ри-
сунка виäно, как изìерения ска÷коì «уøëи» от ре-
аëüной траектории автоìаøины.

На рис. 2 тонкой ëинией изображен ãрафик
кривизны пути в зависиìости от äëины пройäен-
ноãо пути s. Как виäно, он иìеет осöиëëируþщий
характер. Дëя äвижения вäоëü пути с такой кри-
визной требуþтся ÷астые повороты руëевых ко-

ëес. К тоìу же кривизна äостиãает зна÷ений 3,1 ì–1

(на рисунке этоãо не виäно, так как äëя наãëяä-
ности виäиìый äиапазон ãрафика кривизны по

256 γdmax Dj( )+

γdmin Dj( )
-----------------------------------------

Рис. 1. Путь, построенный по измеренным точкам траектории ав-
томашины и путь, построенный по новому набору точек (справа
показан в увеличенном масштабе фрагмент рисунка)
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оси орäинат оãрани÷ен зна÷ениеì 0,25 ì–1), ÷то
наìноãо боëüøе ìаксиìаëüной кривизны траекто-

рии k
max

 ≈ 0,2 ì–1, по которой ìожет проехатü ис-

поëüзуеìая в экспериìентах автоìаøина с ìини-
ìаëüныì раäиусоì разворота R

min
 ≈ 5 ì. Поэтоìу

äанный путü неприãоäен äëя äвижения вäоëü неãо
коëесноãо робота в автоìати÷ескоì режиìе.

Приìенив преäëоженный в настоящей работе
ìетоä к набору изìерений коорäинат то÷ек в трех-
ìерноì пространстве, быë поëу÷ен новый набор
то÷ек. На рис. 1 спëоøной ëинией показан путü,
построенный по новоìу набору изìерений (на ри-
сунке они не изображены). Еãо кривизна показана
на рис. 2 жирной ëинией. Из первоãо рисунка виä-
но, ÷то таì, ãäе то÷ностü изìерения быëа высокой,
путü, построенный по новоìу набору изìерений,
прохоäит бëизко от исхоäных то÷ек, а таì ãäе низ-
кой — вäаëи, но в преäеëах оøибки изìерений.
График кривизны новоãо пути иìеет боëее пëав-

ный виä и не превыøает зна÷ения 0,12 ì–1. Экс-
периìенты по äвижениþ автоìаøины в автоìати-
÷ескоì режиìе вäоëü пути со сãëаженной кривиз-
ной показаëи хороøие резуëüтаты.

Рассìотриì äруãой приìер. Во вреìя поëета
вертоëета по траектории äëиной 91 кì с поìощüþ
GNSS-приеìника изìеряëосü еãо поëожение. Та-
киì образоì быë поëу÷ен набор из n = 3100 то÷ек,
из которых 2156 изìерены с высокой то÷ностüþ.
Оöенка ìиниìаëüноãо раäиуса вероятной сфери-
÷еской оøибки изìерений составиëа 3,7 сì, ìак-
сиìаëüноãо — 1,92 ì. Расстояние ìежäу сосеäни-
ìи то÷каìи оказаëосü в äиапазоне от 1,5 äо 57,5 ì.

На рис. 3 изображен путü, построенный по ис-
хоäноìу набору то÷ек. На рис. 4 в увеëи÷енноì
ìасøтабе показан фраãìент траектории. То÷ки с
боëüøой поãреøностüþ изìерений показаны на
ãрафике круãëыì ìаркероì. Кваäратныì ìарке-
роì показаны то÷ки, изìеренные с боëее высокой
то÷ностüþ. На äанноì рисунке спëоøной ëинией
изображен путü, построенный по новоìу набору
то÷ек, поëу÷енноìу посëе приìенения преäëожен-
ноãо ìетоäа сãëаживания кривизны. Новый путü
прохоäит вбëизи то÷ных изìерений и, еãо кривиз-
на пëавно ìеняется. График саìой кривизны не
привоäится ввиäу сëиøкоì боëüøой äëины пути.
Дëя сравнения, ìаксиìаëüная кривизна пути äо

сãëаживания — 126 ì–1, посëе — 2,9 ì–1. Суììа
кваäратов норì всех векторов ска÷ков посëе при-
ìенения ìетоäа уìенüøиëасü прибëизитеëüно на
÷етыре поряäка.Рис. 2. Зависимость кривизны пути от длины пройденного пути

Рис. 3. Путь, построенный по измеренным точкам траектории
вертолета

Рис. 4. Фрагмент пути, построенного по измеренным точкам тра-
ектории вертолета (штриховая линия) и путь, построенный по но-
вому набору точек (сплошная линия)
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработан покоìпонентный ìетоä сãëажива-
ния кривизны как пëоскоãо, так и пространствен-
ноãо пути. Среäи то÷ек, по которыì строится путü,
äопускается наëи÷ие то÷ек, изìеренных с боëü-
øой поãреøностüþ. Метоä эффективен в сìысëе
объеìа вы÷исëений и испоëüзуеìой паìяти. Заäа-
÷а сãëаживания своäится к реøениþ äвух систеì
ëинейных уравнений с ëенто÷ной ìатриöей äëя
пëоскоãо пути и трех систеì — äëя пространствен-
ноãо. Приìениìостü преäëоженноãо ìетоäа про-
иëëþстрирована ÷исëенныìи приìераìи еãо при-
ìенения äëя сãëаживания пути, построенноãо по
реаëüныì GNSS-изìеренияì коорäинат то÷ек тра-
екторий автоìобиëя и вертоëета.
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