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Моäеëирование проöессов на сетях опреäеëяет-
ся сëожностüþ структуры сетей. Боëüøинство из-
вестных сетей — соöиаëüные, инфраструктурные,
ресурсные, транспортные — сëожные. Актуаëüны-
ìи явëяþтся заäа÷и построения ìарøрутов на та-
ких сетях, наприìер, заäа÷а ìарøрутизаöии типа
ìноãих коììивояжеров. С äруãой стороны, заäа÷и
ìарøрутизаöии на сëожных сетях привоäят к ти-
пи÷ныì приìераì постановок в виäе заäа÷ äиск-
ретной оптиìизаöии (ДО) с разреженныìи ìатри-
öаìи [1, 2], äëя которых приìениìы äекоìпози-
öионные поäхоäы [3]. Оäнако не ìенüøий интерес

преäставëяþт ìетаэвристи÷еские аëãоритìы на
основе ìоäеëей реаëüных проöессов ãенетики,
äвижения п÷еëиноãо роя и ìуравüиных коëоний,
отжиãа и äр. В работе приìенен ìноãоаãентный
поäхоä, который реаëизуется с поìощüþ эвоëþ-
öионных аëãоритìов.
Рассìатриваþтся ìноãоаãентные заäа÷и ìарø-

рутизаöии (Multiple Traveling Salesman Problems,
MTSP). В кëасси÷еской постановке коììивояжер
äоëжен объехатü все ãороäа и вернутüся в на÷аëü-
нуþ то÷ку. Заäа÷а MTSP форìуëируется как обоб-
щение этой заäа÷и äëя ìноãих коììивояжеров,
при÷еì в ка÷естве станäартных öеëевых функöий
в соответствуþщей заäа÷е ДО выступаþт ìиниìи-
заöия общей стоиìости пути m обхоäов всех коì-
ìивояжеров иëи ìиниìизаöия саìоãо äëинноãо
обхоäа äëя ëþбоãо коììивояжера.

Аннотация. Рассìатриваþтся заäа÷и построения ìарøрутов в сëожных сетях ìноãиìи
аãентаìи-коììивояжераìи. Форìаëизаöия привоäит к заäа÷аì псевäобуëевой äискрет-
ной оптиìизаöии с оãрани÷енияìи, у÷итываþщиìи спеöифику построения ìарøрутов.
Разреженностü ìатриöы оãрани÷ений позвоëяет приìенятü äекоìпозиöионные поäхоäы
и кëастеризаöиþ сети. Разработка прибëиженных аëãоритìов выбора ìарøрутов в сëож-
ных сетях связана с у÷етоì свойств структуры сети, ее сëожности, наëи÷ия оãрани÷ений,
преäписаний, усëовий äостижиìости, ÷исëа аãентов-коììивояжеров. Показано, ÷то ре-
øение заäа÷ ìарøрутизаöии ìожет базироватüся на приìенении ìноãоаãентноãо поä-
хоäа в со÷етании с кëастеризаöией (äекоìпозиöией) исхоäной заäа÷и и ìетаэвристик.
Мноãоаãентные систеìы с роевыì интеëëектоì приìеняþтся äëя реøения сëожных заäа÷
äискретной оптиìизаöии, которые неëüзя эффективно реøитü с поìощüþ кëасси÷еских
аëãоритìов. Аãентная ìоäеëü äëя сëожной сети заäа÷и типа ìноãих коììивояжеров ста-
новится интеëëектуаëизированной систеìой, опреäеëяþщей эвристи÷еские аëãоритìы
поиска оптиìаëüноãо реøения реактивныìи аãентаìи (сëеäуþщиìи заëоженныì в них
правиëаì). Приìеняþтся коìпозиöии поäробно описанных аëãоритìов, которые хоро-
øо себя зарекоìенäоваëи в вы÷исëитеëüных экспериìентах: ìоäификаöии ãенети÷еско-
ãо аëãоритìа, ìуравüиноãо, роевоãо (п÷еëиной коëонии), иìитаöии отжиãа. Преäëожен
и реаëизован обобщенный аëãоритì, в котороì исхоäной сети ставится в соответствие
боëее простая сетü (сетü обëета). Чисëенный экспериìент в этоì сëу÷ае провеäен äëя за-
äа÷и ìарøрутизаöии по карте ГИС äëя ãороäской инфраструктуры. Реаëизованы аëãо-
ритìы кëастеризаöии, в которых первона÷аëüно пройäенные ìарøруты уто÷няþтся с
поìощüþ аëãоритìов 2-opt, иìитаöии отжиãа и äруãих ìетаэвристик. Дается сравнение
приìеняеìых аëãоритìов и иëëþстраöия их работы.

Ключевые слова: ìетаэвристи÷еские аëãоритìы, ìноãоаãентные заäа÷и оптиìизаöии, äискретная
оптиìизаöия, псевäобуëевые заäа÷и.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 18-31-00458, № 20-58-S52006).
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Мноãие заäа÷и этоãо типа соäержат оãроìное
÷исëо неизвестных и оãрани÷ений, поэтоìу они
труäно реøаеìы. Известно, ÷то MTSP в общеì ви-
äе явëяется NP-труäной, поэтоìу äëя боëüøих за-
äа÷ весüìа актуаëüныìи преäставëяþтся способы
уìенüøения вы÷исëений.
Разнообразие заäа÷ ìарøрутизаöии опреäеëя-

ется структурой сети, на которой нужно выбратü
наиëу÷øий ìарøрут. Актуаëüностü таких заäа÷
сëеäует из их практи÷еской поëезности. Разнооб-
разие пубëикаöий по этой теìатике поäтвержäает
необхоäиìостü разработки прибëиженных аëãо-
ритìов выбора оптиìаëüных ìарøрутов в сëож-
ных сетях — на ãрафах боëüøоãо разìера. Заäа÷и
ìарøрутизаöии преäставëяþт собой важнуþ со-
ставëяþщуþ прикëаäной (аëãоритìи÷еской) тео-
рии ãрафов, в раìках которой рассìатривается
построение разëи÷ноãо роäа путей, ìарøрутов,
распреäеëение потоков, разбиение, кëастеризаöия
и äекоìпозиöия ãрафов. Разработка аëãоритìов в
таких заäа÷ах связана с у÷етоì свойств структуры
сети, ее сëожности, наëи÷ия оãрани÷ений, преä-
писаний, усëовий äостижиìости, ÷исëа аãентов-
коììивояжеров.
В статüе [4] показано, ÷то äëя MTSP у÷ет äо-

поëнитеëüной инфорìаöии ìеняет ìатеìати÷ес-
куþ постановку заäа÷и и аëãоритìы ее реøения.
В ìноãоаãентноì поäхоäе возникает свой кëасс за-
äа÷, обусëовëенных повеäениеì и управëениеì
интеëëектуаëüныìи аãентаìи в усëовиях взаиìо-
äействия, наприìер, в анаëизе аëãоритìов ìарø-
рутизаöии, основанных на кëастеризаöии ãрафов.
В работе преäпоëаãается, ÷то со÷етание разëи÷-
ных постановок заäа÷ (псевäобуëевой оптиìиза-
öии боëüøой разìерности) с кëастеризаöией (äе-
коìпозиöией), с приìенениеì ãенети÷еских и
эвоëþöионных аëãоритìов (ìетаэвристик [5]) поз-
воëяет эффективно приìенятü ìноãоаãентный
поäхоä äëя реøения заäа÷ MTSP.
В настоящей статüе:
— привеäен краткий обзор ìноãоаãентных сис-

теì äëя заäа÷и коììивояжера;
— рассìотрен кëасс заäа÷ прикëаäной теории

ãрафов, который преäставëяет собой проäоëжение
иссëеäования структуры сëожных сетей;

— сäеëаны новые постановки заäа÷ ìарøрути-
заöии типа ìноãих коììивояжеров;

— преäëожен и реаëизован обобщенный аëãо-
ритì, в котороì исхоäной сети ставится в соот-
ветствие боëее простая сетü, äуãаì соответствует
расстояние по пряìой (сетü обëета);

— реаëизованы аëãоритìы кëастеризаöии, пер-
вона÷аëüно найäенные ìарøруты уто÷няþтся с
поìощüþ аëãоритìов 2-opt, иìитаöии отжиãа и
äруãих ìетаэвристик;

— в резуëüтате вы÷исëитеëüноãо экспериìента
выбраны такие аëãоритìы, как обобщенный ãе-

нети÷еский, иìитаöии отжиãа, обобщенноãо роя
и äр., которые необхоäиìы äëя напоëнения ìно-
ãоаãентной систеìы;

— провеäен ÷исëенный экспериìент на приìе-
ре ìноãосëойной сети ГИС Боëüøой Яëты;

— провеäен экспериìент, поäтвержäаþщий не-
обхоäиìостü приìенения боëüøих вы÷исëений.

1. ÎÁÇÎÐ ÌÍÎÃÎÀÃÅÍÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Мноãоаãентные систеìы (МАС) состоят из са-
ìостоятеëüных интеëëектуаëüных аãентов (в наøеì
сëу÷ае — аãентов-коììивояжеров), взаиìоäейст-
вуþщих äруã с äруãоì и с окружаþщей среäой.
Аãентоì ìожет бытü проãраììа со спеöифи÷ныìи
характеристикаìи иëи абстрактный интеëëекту-
аëüный аãент, преäставëяþщий собой форìаëи-
зованное описание äействуþщеãо в реаëüной сис-
теìе ëиöа. У кажäоãо аãента естü свое преäстав-
ëение о среäе, текущее состояние, ëоãика и öеëи,
форìируþщие еãо повеäение. Работа аãента со-
стоит в сборе и посëеäуþщей обработке инфор-
ìаöии äëя принятия реøения. Аãенты ìоãут бытü
независиìыìи иëи соревноватüся ìежäу собой за
некоторые ресурсы. Гëавныì отëи÷иеì МАС с÷и-
таþтся интеëëектуаëüностü ее аãентов и развитостü
их преäставëений о внеøней среäе. Аãенты äеëят-
ся на коãнитивных (интеëëектуаëüных) и реак-
тивных (сëеäуþщих заëоженныì в них правиëаì).
В первуþ ãруппу вхоäят МАС, построенные на не-
боëüøоì ÷исëе высокоинтеëëектуаëüных аãентов
(сëожные проãраììы иëи систеìы искусственноãо
интеëëекта), поëüзуþщихся обу÷аþщиìи нейрон-
ныìи сетяìи иëи экспертныìи систеìаìи. При
этоì систеìа отве÷ает за распреäеëение заäа÷ ìеж-
äу испоëнитеëяìи и обеспе÷ивает общение аãен-
тов и их взаиìоäействие со среäой. Вторая ãруппа
МАС строится с испоëüзованиеì боëüøоãо ÷исëа
(äесятки — тыся÷и) аãентов с простой структу-
рой, которые не обëаäаþт сëожныì повеäениеì.
Их особенностü закëþ÷ается в проявëении сëож-
ноãо повеäения как резуëüтате совìестных äейст-
вий ìножества простых реактивных аãентов. Та-
кие МАС называþт ìноãоаãентныìи систеìаìи с
роевыì интеëëектоì. Как правиëо, возìожности
МАС испоëüзуþтся äëя реøения сëожных заäа÷
ДО, которые неëüзя эффективно реøитü кëасси-
÷ескиìи аëãоритìаìи. Есëи в ка÷естве среäы взятü
сëожнуþ сетü заäа÷и ìноãих коììивояжеров, то
аãентная ìоäеëü становится интеëëектуаëизиро-
ванной систеìой, опреäеëяþщей эвристи÷еские
аëãоритìы äëя поиска оптиìаëüноãо реøения ре-
активныìи аãентаìи. Наприìер, коëония ìуравü-
ев способна нахоäитü крат÷айøий путü äо öеëи и
ìожет бытü заäействована аãентоì-коììивояже-
роì äëя нахожäения крат÷айøеãо заìкнутоãо ìар-
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øрута (ãаìиëüтоновоãо öикëа во взвеøенноì ãра-
фе) [6, 7].
За ãоäы иссëеäований заäа÷и коììивояжера

быëо преäëожено боëüøое ÷исëо то÷ных и эврис-
ти÷еских аëãоритìов [5]. Из то÷ных приìеняþт
аëãоритìы äинаìи÷ескоãо проãраììирования и
аëãоритìы, базируþщиеся на ìетоäе ветвей и ãра-
ниö, а на практике ÷аще поëüзуþтся ãенети÷ески-
ìи и эвоëþöионныìи аëãоритìаìи (аëãоритìаìи
роя ÷астиö, ìуравüиной коëонии [8]).
Привеäеì краткий обзор совреìенных ìето-

äов реøения MTSP на основе ìоäеëирования ре-
аëüных проöессов. Саìыì распространенныì äëя
реøения MTSP явëяется ãенети÷еский аëãоритì
(ГА). В работе [9] MTSP преäëаãается в ка÷естве
ìоäеëи ãëобаëüной заäа÷и оптиìизаöии сбора
нектара öветов, наприìер, нектарныìи ëету÷иìи
ìыøаìи. Моäеëü вкëþ÷ает в себя нескоëüко неза-
висиìых животных и ìноãо öветов, соäержание
нектара в которых зависит от вреìени. Авторы с
поìощüþ ГА наøëи оптиìаëüное зна÷ение öеëе-
вой функöии с экспериìентаëüно поëу÷енныìи
параìетраìи. Дëя опреäеëения расстояний приìе-
няется распреäеëение Леви, ÷то типи÷но äëя ес-
тественных собиратеëей нектара. В отëи÷ие от ìно-
ãих ìоäеëей, в статüе не äеëается преäпоëожений
о прироäе распреäеëения äаëüности поëета. Преä-
ставëены äанные поëевых экспериìентов в Коста-
Рике. Кроìе поäтвержäения работоспособности
ìоäеëи авторы обнаружиëи, ÷то ëету÷ие ìыøи
способны запоìинатü поëожения исто÷ников пи-
щи и ÷асти÷но оптиìизироватü свои ìарøруты.
Моäеëирование повеäения капëи как аãента

äëя поиска реøения в заäа÷е о рþкзаке быëо преä-
ëожено в 2008 ã. иранскиì у÷еныì в работе [10].
В статüе [11] рассìатривается MTSP с ìиниìи-

заöией суììы расстояний всех ìарøрутов. Мо-
äеëü вкëþ÷ает в себя нескоëüко скëаäов, закрытый
путü и требование ìиниìаëüноãо ÷исëа ãороäов,
которые äоëжен посетитü кажäый аãент. Дëя реøе-
ния заäа÷ преäëаãается äва ГА. Первый приìеня-
ется в со÷етании с выбороì руëетки и эëитарныì
выбороì, в котороì преäëаãаþтся ÷етыре новых
виäа ìутаöионной операöии. Второй связывает от-
бор и ìутаöиþ вìесте. Приìеняþтся новый опе-
ратор сеëекöии и боëее поëный оператор ìутаöии.
Дëя сравнитеëüноãо анаëиза привоäятся аëãоритì
оптиìизаöии роя ÷астиö и аëãоритì оптиìизаöии
инвазивных сорняков. Аëãоритìы проверяþтся с
поìощüþ общеäоступных тестов TSPLIB1. Про-
извоäитеëüностü оöенивается с поìощüþ серии
сравнитеëüных экспериìентов. Показано, ÷то вто-
рой ГА показывает ëу÷øие резуëüтаты в сравнении
с аëãоритìаìи роя ÷астиö и инвазивных сорняков.

В работе [12] преäëожены новые операторы äëя
основных øаãов ГА: скрещивания и иниöиаëи-
заöии попуëяöии. Основанная на теории ãрупп
ìетоäика ãенераöии обеспе÷ивает уникаëüностü
÷ëенов в попуëяöии и, сëеäоватеëüно, отсутствие
избыто÷ности в пространстве поиска, а также уст-
раняет эффект сëу÷айной иниöиаëизаöии. В преä-
ëоженноì операторе скрещивания расстояние
Хэììинãа сохраняется и существует о÷енü ìаëо
øансов произвести новоãо потоìка, который сов-
паäет с ÷ëеноì попуëяöии. Дëя эффективноãо
преäставëения пространства поиска приìеняется
ìетоä преäставëения нескоëüких хроìосоì äëя
коäирования пространства поиска MTSP. Авторы
оöениваþт и сравниваþт преäëоженнуþ ìетоäику
с ìетоäаìи, вкëþ÷аþщиìи описанные в статüе
[13] операторы скрещивания äëя äвух станäартных
öеëевых функöий. Экспериìентаëüные резуëüтаты
показываþт, ÷то преäëоженный ГА äает ëу÷øий
резуëüтат по сравнениþ со всеìи ÷етырüìя ìето-
äаìи äëя второй öеëевой функöии MTSP.
В статüе [14] преäëаãается новый эффективный

ГА с ëокаëüныìи оператораìи äëя реøения MTSP
и поëу÷ения высокока÷ественноãо реøения в ра-
зуìные сроки äëя реаëüных приëожений. Два но-
вых ëокаëüных оператора преäназна÷ены äëя ус-
корения конверãенöии проöесса поиска и повы-
øения ка÷ества реøения. Резуëüтаты показываþт,
÷то аëãоритì нахоäит ëу÷øий набор путей с эко-
ноìией 9,62 % в среäнеì по стоиìости.
Также в ëитературе встре÷ается приìенение

ãибриäных аëãоритìов на базе ГА. В работе [15]
преäëаãается новый ãибриäный поäхоä, который
преäставëяет собой коìбинаöиþ трех аëãоритìов:
ìоäифиöированной коëонии ìуравüев, 2-opt и ГА.
С поìощüþ аëãоритìа ìуравüиной коëонии ãене-
рируþтся реøения, на которых приìеняется аë-
ãоритì 2-opt äëя их уëу÷øения. Даëее происхо-
äит уëу÷øение ка÷ества реøений посреäствоì ГА.
При÷ина объеäинения выøеупоìянутых аëãорит-
ìов закëþ÷ается в испоëüзовании их сиëüных сто-
рон как в ãëобаëüноì, так и в ëокаëüноì поиске.
Преäëаãаеìый поäхоä оöенивается с у÷астиеì раз-
ëи÷ных экзеìпëяров äанных из станäартных конт-
роëüных показатеëей. По критерияì TSPLIB äëя
боëüøих заäа÷ преäëоженный аëãоритì показы-
вает ëу÷øие резуëüтаты, ÷еì нынеøний наибоëее
известный M-GELS (Modified Gravitational Emula-
tion Local Search) поäхоä [16]. Дëя заäа÷ ìенüøей
разìерности он äеìонстрирует ëу÷øие резуëüта-
ты, ÷еì äруãие поäхоäы, и сопоставиìые резуëü-
таты с M-GELS.
Разäеëение заäа÷и ìежäу роеì аãентов не тоëü-

ко позвоëяет сократитü вреìя поиска, увеëи÷итü
вероятностü нахожäения ãëобаëüноãо ëу÷øеãо ре-
øения, но и созäает øирокий простор äëя приìе-
нения ìноãоаãентных аëãоритìов: от реøения оп-
тиìизаöии перевозки ãрузов äо управëения роеì

1 https://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/
TSPLIB95/index.html.
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боевых роботов. Ввеäение нескоëüких роев возни-
кает в сëу÷ае преобразования заäа÷и ìноãих коì-
ìивояжеров в нескоëüко обы÷ных заäа÷ коììиво-
яжера. Обëастü приìенения такоãо поäхоäа тоëü-
ко расøиряется, поскоëüку за÷астуþ при реøении
вопроса перевозки ãрузов ÷исëо аãентов-перевоз-
÷иков боëüøе оäноãо и тоãäа необхоäиìо разäе-
ëитü, наприìер, ãороäа ìежäу аãентаìи как ìожно
боëее эффективно [17].
В äокëаäе [18] осуществëяется ãруппирование

ãороäов в кëастеры, ãäе кажäый кëастер преäстав-
ëяет собой набор сìежных ãороäов, а затеì при-
ìеняется оäин из хороøо известных оптиìизаöи-
онных поäхоäов äëя поиска оптиìаëüноãо ìарø-
рута äëя кажäоãо кëастера. Авторы приìеняþт
аëãоритì ìуравüиных коëоний, а также ГА äëя
посëеäоватеëüноãо и параëëеëüноãо проãраììиро-
вания. Работы [15, 17, 18] наибоëее бëизки к поä-
хоäаì, приìеняеìыì в настоящей работе.
Дëя реøения MTSP в статüе [13] авторы рас-

сìотреëи äве разëи÷ные öеëевые функöии. Заäа÷а
первой — свести к ìиниìуìу общее расстояние,
пройäенное всеìи коììивояжераìи, а второй —
свести к ìиниìуìу ìаксиìаëüное расстояние,
пройäенное ëþбыì коììивояжероì. Вторая öеëе-
вая функöия касается баëанса рабо÷ей наãрузки
ìежäу коììивояжераìи. Также преäëожены äва
ìетаэвристи÷еских поäхоäа к MTSP. Первый поä-
хоä основан на аëãоритìе искусственной п÷еëи-
ной коëонии, а второй — на аëãоритìе оптиìиза-
öии инвазивных сорняков. Приìенен ëокаëüный
поиск äëя äаëüнейøеãо уëу÷øения реøения, по-
ëу÷енноãо с поìощüþ преäставëенных поäхоäов.
Резуëüтаты вы÷исëитеëüных экспериìентов пока-
зываþт превосхоäство преäëоженных аëãоритìов
наä всеìи äруãиìи совреìенныìи поäхоäаìи к
этой заäа÷е äëя обеих öеëевых функöий.
В работе [19] автораìи преäëожена систеìа

ìуравüиных коëоний. Описаны äва аëãоритìа,
со÷етаþщие кëастеризаöиþ K-среäних и не÷етких
С-среäних с систеìаìи ìуравüиных коëоний. Эк-
спериìентаëüно иссëеäуется эффективностü преä-
ëоженных аëãоритìов с öеëевой функöией, рас-
с÷итываþщей общуþ äëину/стоиìостü реøения и
степенü еãо баëансировки, изìеряеìуþ как аìп-
ëитуäа еãо поäуровней.
Такиì образоì, существует ìножество поäхо-

äов к реøениþ ìноãоаãентных заäа÷ ìарøрутиза-
öии. Пубëикаöии поäтвержäаþт öеëесообразностü
выбора аëãоритìов, испоëüзуеìых в работе.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ
ÒÈÏÀ ÌÍÎÃÈÕ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÎÂ

Заäа÷а с нескоëüкиìи аãентаìи-коììивояже-
раìи в общеì сëу÷ае ìожет бытü форìаëизована
так. Дано n > 1 верøин и m аãентов-коììивоя-

жеров, распоëоженных в оäной верøине-äепо.
Оставøиеся верøины, которые необхоäиìо посе-
титü, буäеì называтü проìежуто÷ныìи верøина-
ìи. Мноãоаãентный поäхоä к реøениþ заäа÷и
MTSP вкëþ÷ает в себя нахожäение ìарøрутов äëя
всех m коììивояжеров, которые на÷инаþт и за-
кан÷иваþт свой путü в опреäеëенной верøине,
при этоì посещая кажäуþ проìежуто÷нуþ верøи-
ну не боëее оäноãо раза, ìиниìизируя общуþ äëи-
ну ìарøрута äëя всех аãентов.
Рассìотриì форìаëизаöиþ заäа÷ ìноãих коì-

ìивояжеров при распоëожении всех аãентов в оä-
ной верøине-äепо. Пустü äан ãраф G(V, U ), ãäе V —
ìножество верøин V = {0, 1, ..., n}, U — ìножество
äуã (ребер) и C = (cij) — ìатриöа весов (расстоя-

ний), связанная с кажäой äуãой (i, j) ∈ U, i, j = .
Пустü m коììивояжеров распоëожены в верøи-
не-äепо i = 0. Мноãоаãентная постановка при
распоëожении всех аãентов в оäной верøине-äе-
по вкëþ÷ает в себя нахожäение всех ìарøрутов
äëя m коììивояжеров, таких, ÷то они на÷инаþтся
и закан÷иваþтся в оäной верøине. Все остаëüные
верøины распреäеëены по конкретныì ìарøру-
таì. Чисëо верøин, посещаеìых аãентоì, нахо-
äится в преäеëах преäопреäеëенноãо интерваëа, и
общая стоиìостü посещения всех верøин ìини-
ìизируется. Пустü

xij = 

ui — ÷исëо верøин, посещенных от исто÷ника äо
верøины i (т. е. ноìер посещения i-й верøины);
L — ìаксиìаëüное ÷исëо верøин, которые коì-
ìивояжер ìожет посетитü; K — ìиниìаëüное ÷ис-
ëо верøин, которые коììивояжер äоëжен посе-
титü, т. е. K ≤ ui ≤ L. Форìаëизаöия ìноãоаãентной
заäа÷и коììивояжера в этоì сëу÷ае иìеет виä:
Найти

min cijxij, (1)

x1j = xj1 = m, (2)

xij = 1,  j = ,  xij = 1,  i = , (3)

uj + (L – 2)x1i – xi1 ≤ L – 1,  i = , (4)

ui + x1i + (2 – K)xi1 ≥ 2,  i = , (5)

x1i + xi1 ≤ 1,  i = , (6)

ui – uj + Lxij + (L – 2)xji ≤ L – 1, 2 ≤ i ≠ j ≤ n, (7)

xij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ U. (8)

1 n,

1 есëи аãент прохоäит по äуãе i j,( ),,
0 в противноì сëу÷ае,,⎩

⎨
⎧

i j,( ) U∈
∑

j 2=

n

∑
j 2=

n

∑

i 1=

n

∑ 2 n,
j 1=

n

∑ 2 n,

2 n,

2 n,

2 n,
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Цеëевая функöия (1) ìиниìизирует общее
пройäенное расстояние в ìарøруте. Усëовия (2)
ãарантируþт, ÷то m коììивояжеров на÷инаþт и
закан÷иваþт свой путü в оäной верøине. Равенст-
ва (3) преäставëяþт собой оãрани÷ения посещения
верøин. Усëовия (4), (5) наëаãаþт оãрани÷ение
на ÷исëо верøин, которые коììивояжер посетит
(при ui = 1, есëи i — первая верøина в ìарøруте).
Оãрани÷ение (6) не позвоëяет коììивояжеру по-
сещатü тоëüко оäну верøину. Неравенство (7) ãа-
рантирует, ÷то uj = ui + 1 тоãäа и тоëüко тоãäа, коã-
äа xij = 1. Такиì образоì, оãрани÷ения запрещаþт
форìирование каких-ëибо поäìарøрутов ìежäу
верøинаìи в V/{1}, как показано в статüе [20].
Сëеäуþщая заäа÷а ставится при распоëожении

всех аãентов в разных верøинах и преäставëяет со-
бой обобщение рассìатриваеìой выøе заäа÷и, при
котороì у кажäоãо аãента разные верøины-äепо.
Пустü äан ãраф G(V, U), ãäе V — ìножество верøин
V = {0, 1, ..., n} и U — ìножество äуã U = {(i, j):
i, j ∈ V, i ≠ j}, n — ÷исëо верøин. Множество всех

верøин ãрафа естü объеäинение V = D ∪ , ãäе D —
ìножество стартовых позиöий аãентов — äепо, а

 — остаëüные верøины. В узëе i распоëожен
коììивояжер mi, общее ÷исëо аãентов — m. Пустü

 = {d + 1, d + 2, ..., n} буäет ìножествоì кëиентов,
ãäе |D | = d; C — ìатриöа стоиìостей перехоäов из
оäной верøины в äруãуþ ãрафа G, которая обëа-
äает свойстваìи: cij = cji и cij + cjk ≤ cik äëя кажäоãо

i, j, k = . 
Пустü xij, L, K опреäеëены, как и ранüøе. Тоãäа

поëу÷иì форìаëизаöиþ ìноãоаãентной заäа÷и коì-
ìивояжера MTSP:
найти

min cijxij, (9)

xij = mi,  i ∈ D,  xij = mj,  j ∈ D, (10)

xij = 1,  j ∈ ,  xij = 1,  i ∈ , (11)

uj + (L – 2) xki – xik ≤ L – 1,  i ∈ , (12)

ui + xki + (2 – K) xik ≥ 2,  i ∈ , (13)

xki + xik ≤ 1,  k ∈ D,  i ∈ , (14)

ui – uj + Lxij + (L – 2)xji ≤ L – 1, 

i ≠ j,  i, j ∈ , (15)

xij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ . (16)

Цеëевая функöия (9) ìиниìизирует общее прой-
äенное расстояние на кажäоì ìарøруте. В äанной
форìуëировке äëя кажäоãо i ∈ D равенства (10) ãа-
рантируþт, ÷то коììивояжер mi на÷инает путü в
верøине i. Равенства (11) преäставëяþт собой оã-
рани÷ения посещения верøин. Усëовия (12) и (13)
накëаäываþт оãрани÷ения на ÷исëо верøин, ко-
торые коììивояжер посетит, при ui = 1, есëи i —
это первая верøина в ìарøруте. Оãрани÷ение (14)
не позвоëяет коììивояжеру посещатü тоëüко оäну
верøину. В статüе [20] выявëено, ÷то оãрани÷ение
(15) разбивает все поäìарøруты ìежäу аãентаìи.
В постановке (1)—(16) аãенты не конкурируþт,

а обеспе÷иваþт ìиниìаëüный по стоиìости (рас-
стояниþ) ìарøрут. В работах [4, 6] в äаннуþ ìо-
äеëü äобавëяþтся оãрани÷ения в виäе äизъþнктив-
ных норìаëüных форì (ДНФ). Поëу÷енная заäа÷а
псевäобуëевой усëовной оптиìизаöии äопускает
äекоìпозиöиþ по характерныì бëокаì [1, 2],
позвоëяет выäеëятü заäа÷у о назна÷ении с äопоë-
нитеëüныìи усëовияìи. В сëу÷ае конкуренöии
аãентов вìесто критерия (1) буäет m критериев, от-
ве÷аþщих кажäоìу аãенту. Дëя поëу÷енной ìно-
ãокритериаëüной заäа÷и псевäобуëевой оптиìи-
заöии необхоäиìо найти Парето-оптиìаëüные
реøения.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× 
ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Рассìотриì прикëаäные ìоäеëи, ìетоäы и аë-
ãоритìы ìарøрутизаöии ìноãих аãентов-коììи-
вояжеров в сëожных сетях разëи÷ной прироäы.
Выбор аëãоритìов, их обоснование и реаëизаöия
опреäеëяþтся öеëяìи прикëаäных заäа÷, вероятно-
стныìи и ìетри÷ескиìи характеристикаìи сетей,
сëожностüþ структуры соответствуþщих ãрафов.
Возникаþщие заäа÷и ДО, как правиëо, NP-труä-
ны. Разнообразие аëãоритìов связано с наëи÷иеì
априорных знаний о реøении иëи структуре сети,
преöеäентныì характероì знаний, а также требо-
ванияìи к то÷ности реøения. Поиск прибëижен-
ноãо реøения не обхоäит аëãоритìи÷ескуþ сëож-
ностü таких заäа÷. Боëее тоãо, раöионаëüно приìе-
нение, как то÷ных, так и прибëиженных аëãоритìов
и их коìпозиöий. Заìетиì, ÷то заäа÷и прикëаäной
ìарøрутизаöии возникаþт в со÷етании с äруãиìи
известныìи заäа÷аìи, такиìи как распреäеëение
ресурсов, заäа÷а о ранöе, кëастеризаöии, ìакси-
ìаëüноãо разреза, покрытия и пр. Поэтоìу соот-
ветствуþщие ìетоäы и аëãоритìы äоëжны базиро-
ватüся на ìетоäах ëокаëüноãо поиска и основанных
на них ìетаэвристиках [21]. Чисëенная реаëизаöия
аëãоритìов и их тестирование на разëи÷ных при-
кëаäных заäа÷ах позвоëяþт сфорìироватü пакет
прикëаäных проãраìì ìарøрутизаöии в сëожных
сетях, ÷то преäставëяет собой актуаëüнуþ заäа÷у.

V
∼

V
∼

V
∼

1 n,

i j,( ) U∈
∑

j V∈

∑
∼

i V∈

∑
∼

i V∈

∑
∼

V
∼

j V∈

∑
∼

V
∼

k D∈
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Утверждение 1. Методология разработки алго-
ритмов решения задач маршрутизации может быть
основана на формировании по исходной сложной се-
ти более простой (относительно реализации алго-
ритмов маршрутизации) по своей структуре сети.
Даëее преäëаãается такой обобщенный аëãо-

ритì, не конкретизированный äëя ìноãоаãентной
реаëизаöии.
Дëя реøения ряäа заäа÷ ДО на ãрафах сущест-

вуþт хороøие аëãоритìы в сëу÷ае пëанарных,
ìетри÷еских ãрафов с весовыìи коэффиöиента-
ìи, уäовëетворяþщиìи неравенству треуãоëüника
lij ≤ lik + lkj, lij ≥ 0. В реаëüных заäа÷ах ìежäу вер-
øинаìи заäаны расстояния cij ≥ 0, ãäе (i, j) ∈ U —
ìножество äуã, i ∈ V — ìножество верøин. Зная
коорäинаты верøин i ∈ V, |V | = n, ìожно поставитü
расстоянияì cij, не уäовëетворяþщиì неравенству
треуãоëüника, в соответствие расстояния lij = ρ(i, j),
равные расстояниþ по пряìой ìежäу верøинаìи i
и j. Такоãо типа заäа÷и возникаþт äëя заäа÷ обëета
верøин (объектов) на некоторой высоте наä по-
верхностüþ. Понятно, ÷то в общеì сëу÷ае cij ≥ lij,
а некоторыì ìарøрутаì неëüзя поставитü в соот-
ветствие ìарøруты на поверхности, поскоëüку бо-
ëее короткий путü ìожет ëежатü ÷ерез ìоре, ãоры и
äруãие препятствия. Систеìа запретов и преäписа-
ний позвоëяет выбиратü сериþ ìоäеëüных ãрафов
äаже ìенüøей разìерности, äопускаþщих построе-
ние прибëиженных реøений за приеìëеìое вреìя.
Дëя абстрактных сëожных сетей построитü отоб-
ражение (обратиìое), своäящее исхоäнуþ заäа÷у к
боëее простой, не всеãäа возìожно. Преäëаãается
сëеäуþщий обобщенный ãибриäный аëãоритì.
Вхоä: исхоäный ãраф G(V, U ) и весовая ìатри-

öа C.
Выхоä: прибëиженное реøение заäа÷и ДО на

ãрафе G(V, U ).
1. Заäатü ãраф G(V, U ) и весовуþ ìатриöу C.
2. Найти преобразование ρ: C → L, т. е. по ìат-

риöе C построитü ìатриöу L с эëеìентаìи lij ≥ 0,
(i, j) ∈ U, уäовëетворяþщиìи неравенству треуãоëü-
ника.

3. У÷естü априорнуþ инфорìаöиþ, запреты и
преäписания; преобразоватü ìатриöу L в ìатриöу

, у÷итываþщуþ äаннуþ инфорìаöиþ.

4. Провести анаëиз и упрощение ìатриöы 
(ìетри÷еские характеристики; структурные состав-
ëяþщие: ìосты, со÷ëенения, вися÷ие верøины;
необхоäиìостü кëастеризаöии), сфорìироватü уп-

рощеннуþ ìатриöу .
5. Дëя упрощенной ìатриöы  реøитü заäа÷у

ДО.
6. Построитü обратное соответствие  →  → C

и поëу÷итü вариант реøения, проверитü на соот-
ветствие.

7. Преäъявитü прибëиженное реøение исхоä-
ной заäа÷и ДО.
Преäëоженный обобщенный аëãоритì инспи-

рирован ряäоì актуаëüных прикëаäных заäа÷: за-
äа÷ей пëанирования ìноãоäневных туристи÷еских
ìарøрутов на инфраструктурной сети äостопри-
ìе÷атеëüностей Крыìа и заäа÷ей äоставки ре-
сурсов (воäы) экипажаìи (аãентаìи-коììивоя-
жераìи) по территории Боëüøой Яëты в усëовиях
÷резвы÷айных ситуаöий (ЧС). В усëовиях ЧС МАС
ìарøрутизаöии явëяется äовоëüно сëожной äëя
ìоäеëирования систеìой. Зäесü со÷етаþтся заäа÷и
выбора реøения (принятия реøения ЛПР); управ-
ëения; распреäеëения ресурсов; синтеза сети (вер-
øин-исто÷ников ресурсов); устой÷ивости сети в
зависиìости от уäаëения верøины, äуãи иëи не-
котороãо ìарøрута; кëастеризаöии сети в зависи-
ìости от изìеняþщихся усëовий ЧС; обìена так-
ти÷еской инфорìаöией ìежäу аãентаìи; потоко-
вые заäа÷и; заäа÷и прокëаäки крат÷айøих путей и
заìкнутых ìарøрутов. Дëя такой МАС необхоäиì
набор протестированных прибëиженных эвристи-
÷еских аëãоритìов, коìпозиöия которых реøает
поставëеннуþ заäа÷у.
Миниìаëüный набор таких аëãоритìов преä-

ëаãается в настоящей работе äëя реøения заäа÷
типа MTSP. Провеäена реаëизаöия обобщенноãо
ãибриäноãо аëãоритìа äëя заäа÷и ìарøрутизаöии
в усëовиях ЧС. Вхоäной инфорìаöией явëяется
Янäекс карта с äорожной инфраструктурой Боëü-
øой Яëты, на которой отìе÷ены исто÷ники ресур-
сов и их потребитеëи. Заäаны коорäинаты объек-
тов и ìожно найти расстояние по пряìой иëи по
äороãаì, соеäиняþщиì эти объекты. В ìоäеëüноì
сëу÷ае варüироваëосü ÷исëо коììивояжеров и па-
раìетры сети. На рис. 1 (сì. третüþ стр. обëожки)
привеäены сëу÷аи реøения äëя äвух и пяти коììи-
вояжеров. На этапе кëастеризаöии выäеëено три
кëастера, отве÷аþщих Яëте и приãороäаì (рис. 1, а).
На рис. 1, б преäставëено реøение тоëüко äëя öент-
раëüноãо кëастера (Яëта).
На рис. 1 преäставëены сбаëансированные ìар-

øруты (с äопоëнитеëüныì усëовиеì равноìерно-
ãо распреäеëения верøин ìежäу коììивояжера-
ìи). Депо распоëаãается в верøине, бëизкой к
öентру ìасс. На÷аëüное прибëижение выбрано в
резуëüтате упоряäо÷ивания верøин по уãëу (коор-
äинаты верøин привеäены к поëярныì коорäина-
таì). Такое прибëижение поäхоäит äëя аëãорит-
ìов иìитаöии отжиãа иëи ãенети÷еских аëãорит-
ìов. Дëя поиска субоптиìаëüноãо ìарøрута на
на÷аëüноì прибëижении иссëеäована вариаöия
аëãоритìа 2-оpt, который ëежит в основе аëãорит-
ìа иìитаöии отжиãа. Даëüнейøее уëу÷øение äо-
стиãается обìеноì верøинаìи ìежäу коììивоя-
жераìи. Поëу÷енная структура ìарøрутов хороøо
соãëасуется с äорожной инфраструктурой.

L
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Рис. 1. Решение задачи MTSP для:
а – двух коммивояжеров (Большая Ялта); б – пяти коммивояжеров (Ялта)

Рис. 2. Решения задачи MTSP для:
а – двух коммивояжеров на 1084 вершинах; б – пяти коммивояжеров на 1084 вершинах
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Рассìотриì боëее поäробно приìеняеìые в
работе (наибоëее известные) прибëиженные аë-
ãоритìы äëя реøения заäа÷ ìарøрутизаöии: аë-
ãоритì ìуравüиной коëонии, аëãоритì п÷еëиноãо
роя, ìетоä иìитаöии отжиãа. Аëãоритì ìуравüи-
ной коëонии [22] основан на повеäении ìуравüев
в ìуравüиной коëонии. Зäесü ìуравüиная коëония
преäставëяет собой ìноãоаãентнуþ систеìу, в ко-
торой кажäая отäеëüная особü иëи аãент выпоëня-
ет набор простых операöий и в оäино÷ку не спо-
собен обеспе÷итü ãëобаëüное реøение поставëен-
ной заäа÷и. Сëожностü äанноãо аëãоритìа зависит
от вреìени жизни коëонии tmax, ÷исëа верøин n и
÷исëа ìуравüев в коëонии m. Рассìотриì кëасси-
÷еский аëãоритì ìуравüиной коëонии.

1. Иниöиаëизируеì ãраф G (наприìер, ввоäиì
ìатриöу расстояний D).

2. Заäаеì параìетры α, β, Q, tmax, m.

3. Заäаеì зна÷ение ìаркера äëя кажäоãо ребра
δij ∈ G (фероìон).

4. Поìещаеì ìуравüев в произвоëüно выбран-
ные верøины, без повторов.

5. Заäаеì произвоëüный крат÷айøий ìарøрут
T * и еãо äëину L*.

6. Созäаеì öикë по вреìени жизни коëонии от
t = 1 äо tmax.

6.1. Созäаеì öикë обхоäа всех ìуравüев коëо-
нии от k = 1 äо k = m. Строиì путü Tk(t) и расс÷и-
тываеì äëину Lk(t). Вероятностü перехоäа ìуравüя k
в ãороä i из ãороäа j опреäеëяется форìуëой

Pij, k = 

ãäе j ∈ Jik, α и β заäаþт зна÷иìостü уровня феро-
ìона и виäиìости ãороäа при выборе сëеäуþщеãо
ãороäа. При α = 0 буäет выбран бëижайøий ãороä,
÷то соответствует жаäноìу аëãоритìу. Есëи β = 0,
тоãäа работает ëиøü фероìонное усиëение, ÷то
вëе÷ет за собой быстрое вырожäение ìарøрутов к
оäноìу субоптиìаëüноìу реøениþ.

6.2. Конеö öикëа обхоäа всех ìуравüев.
6.3. Проверка кажäоãо поëу÷енноãо зна÷ения

Lk(t) на ëу÷øий ìарøрут по сравнениþ с L*.

6.4. Есëи Lk(t) ëу÷øе, ÷еì L*, обновитü L* и T *.

6.5. Созäаеì öикë обхоäа всех ребер ãрафа. Об-
новëяеì τi, j соãëасно правиëаì:

Δτij, k(t) = 

ãäе τij — коëи÷ество фероìона на ребре (i, j); ηi, j =
= 1/Dij, ãäе Dij — äëина ребра (i, j), Jik — список ãо-
роäов, которые необхоäиìо посетитü ìуравüþ k,
нахоäящеìуся в верøине i. Зäесü Tk(t) — ìарøрут,
пройäенный ìуравüеì k на итераöии t, Lk(t) — äëи-
на этоãо ìарøрута, Q — некоторый реãуëируеìый
параìетр. Правиëо обновëения фероìона:

τij, k(t + 1) = (1 – p)τik(t) + Δτij(t), 

ãäе Δτij(t) = Δτij, k(t), m — ÷исëо ìуравüев, p —

реãуëируеìый параìетр испарения фероìона, при-
наäëежащий отрезку [0, 1].

6.6. Конеö öикëа по ребраì.
7. Конеö öикëа по вреìени жизни коëонии.
8. Переäатü на вывоä крат÷айøий ìарøрут T * и

еãо äëину L*.
Дëя рассìотрения аëãоритìа п÷еëиноãо роя

[23, 24] ввеäеì обозна÷ения: s — ÷исëо п÷еë-раз-
веä÷иков; m — ÷исëо выбранных то÷ек (реøений)
äëя äаëüнейøеãо иссëеäования, m < s; e — ÷исëо
ëу÷øих (эëитных) то÷ек, e < m; se — ÷исëо п÷еë äëя
боëее поëноãо иссëеäования e эëитных реøений;
sm — ÷исëо п÷еë äëя боëее поëноãо иссëеäования
оставøихся m — e выбранных реøений; Δ — раз-
ìер окрестности, в которой п÷еëы выпоëняþт бо-
ëее тщатеëüный поиск. Аëãоритì п÷еëиноãо роя
состоит в выпоëнении сëеäуþщих øаãов.

1. Сëу÷айно форìируется s реøений, кажäое
из которых преäставëяет собой оäну п÷еëу-раз-
веä÷ика.

2. Выбратü ëу÷øие m из этих реøений и про-
вести ëокаëüный поиск, äëя этоãо в их Δ-окрест-
ности рассìатриваþтся r сëу÷айных то÷ек (r = se
иëи r = sm в зависиìости от эëитности äанной то÷-
ки), из которых отбирается ëу÷øая.

3. Оставøиеся s – m реøений отбрасываþтся и
заìеняþтся на сëу÷айные то÷ки из пространства
реøений.

4. Аëãоритì останавëивается, коãäа выпоëняет-
ся некое усëовие останова (äостиãнута необхоäи-
ìая то÷ностü, ис÷ерпано ÷исëо итераöий и äр.).
Метоä иìитаöии отжиãа [25] основан на иäее

повеäения ìатериаëüноãо теëа при отверäевании,
коãäа приìеняется проöеäура отжиãа, во вреìя
которой теìпература посëеäоватеëüно понижается
äо нуëя. В хоäе «отжиãа» ìетаëë сна÷аëа наãреваþт
äо некоторой теìпературы, из-за ÷еãо атоìы по-
киäаþт позиöии в кристаëëи÷еской реøетке. За-
теì на÷инается ìеäëенное и контроëируеìое ох-
ëажäение. Атоìы стреìятся попастü в состояние с
ìенüøей энерãией, оäнако с опреäеëенной веро-

τij
α t( )ηij

β t( )/ τij
α t( )ηij

β t( ),
j Jik∈
∑
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⎧
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ятностüþ они ìоãут перейти и в состояние с боëü-
øей. Эта вероятностü уìенüøается вìесте с теì-
пературой. Перехоä в хуäøее состояние поìоãает
атоìаì отыскатü состояние с энерãией, ìенüøей,
÷еì на÷аëüная. Проöесс заверøается, коãäа теìпе-
ратура паäает äо заранее заäанноãо зна÷ения. В за-
äа÷е ДО ìиниìизаöия энерãии преäставëяется как
öеëевая функöия, ãäе S — ìножество всех состоя-
ний — реøений заäа÷и, si — состояние на i-ì øаãе,
ti — теìпература на i-ì øаãе. Аëãоритì иìитаöий
отжиãа форìуëируется так.

1. Иниöиаëизируеì ãраф G (наприìер, ввоäиì
ìатриöу расстояний D).

2. Заäаеì параìетры Ts и Tf .
3. Заäаеì произвоëüное на÷аëüное состояние S

и с÷итаеì энерãиþ äëя этоãо состояния E по фор-
ìуëе

E = w(i, i + 1) + w(n, 0),

ãäе w(i, j) — расстояние от верøины i äо верøины j.
4. Созäаеì ëу÷øее состояние S* с энерãией E*.
5. Иниöиаëизируеì öикë «остывания» äо тех

пор, пока T > Tf . 
5.1. Сëу÷айныì образоì ãенерируеì новое со-

стояние-канäиäат CS, с÷итаеì еãо энерãиþ CE.
5.2. Сравниваеì CE с E.
5.2.1. Есëи CE > E, то перехоäиì в состояние-

канäиäат и äеëаеì еãо текущиì, т. е. E = CE; S = CS.
5.2.2. Есëи CE < E, то перехоäиì в это состо-

яние с вероятностüþ P, вы÷исëенной по форìуëе
Pi = exp(–ΔE/Ti) ãäе ΔE = CE – E.

5.3. Сравниваеì энерãиþ текущеãо состояния E
с энерãией ëу÷øеãо состояния E*. Есëи E < E*, то
заìеняеì ëу÷øее состояние на текущее, т. е. E* = E;
S* = S.

5.4. Изìеняеì T по правиëу Ti + 1 = 0,1Ti/i, ãäе
T0 = Ts.

6. Конеö öикëа «остывания».
7. Вывоäиì зна÷ение ëу÷øей энерãии E* и со-

ответствуþщеãо состояния S*.
В аëãоритìе приняты обозна÷ения: Ts — на-

÷аëüная теìпература; Tf — коне÷ная теìпература;
преäпоëаãается, ÷то ãраф G поëносвязный.

4. ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Генети÷еский аëãоритì основан на иäее естес-
твенноãо отбора. В общеì виäе он форìуëируется
сëеäуþщиì образоì.

1. Созäание на÷аëüной попуëяöии.
2. Скрещивание и/иëи ìутаöия.
3. Отбор.
4. Форìирование новоãо покоëения.

4.1. Есëи резуëüтат не äостиãнут — перехоä к
п. 2.

4.2. В противноì сëу÷ае текущая попуëяöия яв-
ëяется резуëüтируþщей.
Рассìотриì ìоäификаöиþ ãенети÷ескоãо аëãо-

ритìа äëя реøения ìноãоаãентной заäа÷и коììи-
вояжера, в котороì исхоäный ãраф разбивается
на m кëастеров и äëя кажäоãо кëастера реøается
обы÷ная заäа÷а коììивояжера. Преäëоженный
поäхоä вкëþ÷ает созäание попуëяöии из хроìосоì
äëины n + m, ãäе n верøин преäставëены в виäе
перестановки ÷исеë от 1 äо n. Перестановка поäе-
ëена на m поäìарøрутов при поìощи äобавëения
m поëожитеëüных ÷исеë (от 1 äо m) äëя отëи÷ия
оäноãо коììивояжера от äруãоãо. Пустü mi отве÷а-

ет ÷исëу верøин, пройäенных i-ì коììивояже-
роì, тоãäа, соãëасно усëовиþ заäа÷и, K ≤ mi ≤ L.

Оäин из ëу÷øих кроссоверов в сìысëе скоро-
сти и ка÷ества — это äвухто÷е÷ный кроссовер.
Преäëаãаеìая ìоäификаöия кроссовера состоит в
тоì, ÷то сëу÷айно выбранные то÷ки разäеëяþт ро-
äитеëüские строки на ëевые и правые поäстроки
и выбираþтся роäитеëüские правые — правиëа
выбора поäстрок. Даëее проöесс такой же, как и
äëя äвухто÷е÷ноãо кроссовера, отëи÷ие состоит в
тоì, ÷то вìесто выбора сëу÷айных нескоëüких по-
зиöий в роäитеëüскоì ìарøруте выбраны все по-
зиöии справа от сëу÷айно выбранной то÷ки пере-
се÷ения. В äанноì аëãоритìе ìожет бытü испоëü-
зован оäин из äвух виäов ìутаöии: ëибо оператор
выбирает äве сëу÷айные то÷ки (разрезаþщие то÷-
ки) в строке и ìеняет их ìестаìи, ëибо реаëизу-
ется возìожностü реверсирования всех то÷ек, ко-
торые нахоäятся ìежäу разрезаþщиìи то÷каìи.
Данный поäхоä обусëавëивает нахожäение ëу÷øе-
ãо реøения по сравнениþ с приìенениеì ãенети-
÷ескоãо, «жаäноãо» иëи аëãоритìа ìуравüиной
коëонии äëя реøения обы÷ной заäа÷и коììивоя-
жера äëя кажäоãо кëастера ãрафа, как сëеäует из
статüи [26]. В работе [27] показано, ÷то снижение
разìерности заäа÷и ìарøрутизаöии в прикëаäной
теории сетей связывается с преäобработкой äо-
ступных äанных о сети, а также с испоëüзованиеì
особенностей взвеøенных ãрафов äëя боëее быс-
троãо опреäеëения их характеристик (öентр, раäи-
ус, äиаìетр и äр.).
Утверждение 2. Снижение сложности вычисле-

ний в построении рациональных приближенных реше-
ний задач MTSP (многих коммивояжеров) на слож-
ных сетях большой размерности может быть до-
стигнуто по схеме:

— на первоì этапе реøается заäа÷а распреäе-
ëения сети ìежäу коììивояжераìи с поìощüþ
кëастеризаöии (äекоìпозиöии);

i S∈ i n≠,
∑
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— на второì этапе реøаþтся заäа÷и коììиво-
яжера на кажäоì кëастере с поìощüþ ìетаэврис-
тик;

— в зависиìости от поëу÷енноãо резуëüтата
уто÷няþтся ãраниöы испоëüзуеìых кëастеров;

— в äаëüнейøеì аãенты-коììивояжеры ìоãут
обу÷атüся и бытü автоноìныìи.
Пустü найäено разбиение исхоäноãо ãрафа сети

на поäãрафы, и заäа÷а построения ìарøрута коì-
ìивояжера реøается на сети ìенüøей разìернос-
ти. В ка÷естве исхоäных äанных выбрана база тес-
товых приìеров äëя заäа÷и коììивояжера, взятых
из Наöионаëüных аãентств изображений и карто-

ãрафии разных стран2. Кажäый бëок äанных со-
äержит в себе список äвуìерных коорäинат. С по-
ìощüþ этоãо списка ìожно построитü реøение
своиìи ìетоäаìи и сравнитü с оптиìаëüныì ре-
øениеì, которое также вхоäит в состав тестовоãо
приìера. На первоì этапе быëо выбрано нескоëü-
ко тестовых приìеров ãрафов небоëüøой разìер-
ности, соответствуþщих кëастеру сëожной сети —
dj38, eil51 и qa194, d493, vm1084 с 38, 51 и 194, 493,
1084 верøинаìи соответственно. Затеì провеäен
÷исëенный экспериìент с поìощüþ реаëизован-
ных аëãоритìов.
Резуëüтаты привеäены в табëиöе. Преäвари-

теëüно поëу÷ено, ÷то аëãоритì ìуравüиной коëо-
нии нужäается в äоработке, в то вреìя как аëãо-
ритì иìитаöии отжиãа äает хороøее прибëижение
к оптиìаëüноìу реøениþ. Резуëüтаты по ãибриä-
ныì аëãоритìаì показываþт возìожностü опти-
ìизаöионной коìбинаöии базовых аëãоритìов.
Дëя иëëþстраöии на рис. 2 (сì. третüþ стр. об-

ëожки) привеäены реøения заäа÷и MTSP äëя äвух
и пяти коììивояжеров. Дëя сети из 1084 верøин
на÷аëüное прибëижение, кëастеризаöия и уëу÷øе-
ние реøения анаëоãи÷ны преäставëенныì на рис. 1.
Поä÷еркнеì, ÷то в раìках разрабатываеìой ин-

теëëектуаëизированной МАС, которая ориентиро-
вана на кëастеризаöиþ заäа÷и (ее äекоìпозиöиþ)
и äаëüнейøее распараëëеëивание, обëаäание бо-
ëее то÷ной äопоëнитеëüной инфорìаöией о сети и
заäа÷е позвоëит поäкëþ÷атü коìпозиöиþ аëãорит-
ìов, наибоëее поäхоäящих äëя конкретноãо сëу÷ая.
В реаëизаöии аëãоритìов испоëüзоваëисü воз-

ìожности объектно-ориентированноãо проãраì-
ìирования, которые преäставëяет Python. В реа-

ëизаöии испоëüзуется ìоäуëü tslib953 äëя иìпорта
äанных заäа÷и коììивояжера из файëов. Эта биб-
ëиотека соäержит ìножество функöий по преäоб-
работке äанных [4]. Экспериìент с параëëеëüны-
ìи вы÷исëенияìи на äанноì этапе показаë, ÷то

оäнопото÷ный вариант с ускорениеì Numba тре-
бует ìенüøих затрат вреìени, ÷еì ìоäификаöия с
параëëеëüныìи вы÷исëенияìи на потоках Python.
Необхоäиìо распараëëеëивание, которое преäëо-
жено в работе [28] и испоëüзоваëосü в реøении
заäа÷ ДО.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен кëасс заäа÷ ìарøрутизаöии — ìно-
ãоаãентные заäа÷и. Иссëеäованы совреìенные
ìетоäы äëя их реøения. Установëены ëу÷øие аë-
ãоритìы äëя разных типов заäа÷ среäи ìетаэврис-
ти÷еских аëãоритìов, основанных на реаëüных
ìоäеëях. Моäификаöия ГА, ìуравüиной коëонии,
п÷еëиноãо роя, иìитаöии отжиãа äëя MTSP зави-
сит от сëожности сети. Постановка MTSP в виäе за-
äа÷ псевäобуëевой оптиìизаöии позвоëяет вкëþ-
÷атü разëи÷ные оãрани÷ения и преäписания в виäе
ДНФ. На приìере заäа÷и ìарøрутизаöии в сëож-
ных усëовиях äëя Яëты показана реаëизаöия ìето-
äоëоãии, основанной на преобразовании сëожной
сети к сети, äëя которой уже приìениìы быстрые
аëãоритìы (наприìер, поëиноìиаëüной сëожнос-
ти). Управëяеìое и соãëасованное с MTSP разби-
ение сети ìожет приìенятüся в MAC MTSP. По-
казана эффективностü ìетоäов реøения заäа÷и
ìноãоаãентной заäа÷и коììивояжера, оäнако äëя
реøения разреженных заäа÷ ìарøрутизаöии преä-
ставëяет интерес распараëëеëивание, как это по-
казано в статüе [28]. В äаëüнейøеì возìожно рас-
пространение поëу÷енных резуëüтатов на неëиней-
ные постановки по анаëоãии с работаìи [29, 30].

Авторы выражают признательность рецензенту
за замечания и рекомендации, которые привели к по-
вышению качества представления материалов ис-
следования.

2 http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/world/countries.html.
3 TSPLB 95 documentation. https: // tsplib95.readthedocs.io/

en/stable/index.htm.

Ðàáîòà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ

Аëãоритì

Граф

dj38 eil51 qa194

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Муравüи-
ный

7451 223 572 328 11 657 23 147

Генети÷ес-
кий

7895 156 559 117 1164 10 938

Гибриäный 7115 263 498 448 29 234 10 506
Иìитаöия 
отжиãа

7158 15 441 20 10 506 69

П÷еëиной 
коëонии

6656 21 439 26 11 695 645
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Abstract. The problems of constructing routes in complex networks by many sales agents are con-
sidered. Formalization leads to problems of pseudo-Boolean discrete optimization with restric-
tions that take into account the specifics of route construction. The sparsity of the constraint ma-
trix makes it possible to apply decomposition approaches and network clustering. The develop-
ment of approximate algorithms for selecting routes in complex networks involves taking into
account the properties of the network structure, its complexity, the presence of restrictions, reg-
ulations, reachability conditions, and the number of sales agents. It is shown that the solution
of routing problems can be based on the application of a multi-agent approach in combination
with clustering (decomposition) of the original problem and metaheuristics. Multi-agent systems
with swarm intelligence are used to solve complex discrete optimization problems that cannot
be effectively solved by classical algorithms. The agent model for a complex network of problems
like many traveling salesmen becomes an intellectualized system that defines heuristic algorithms
for finding the optimal solution by reactive agents (that follow the rules laid down in them). The
compositions of the algorithms described in detail, which have proven themselves well in com-
putational experiments, are used; those are modification of the genetic algorithm, ant colony op-
timization, artificial bee colony algorithm, simulated annealing. A generalized algorithm is pro-
posed and implemented, in which a simpler network (a flyover network) is matched to the source
network. In this case, a numerical experiment was performed for the problem of routing on a
GIS map for urban infrastructure. Clustering algorithms are implemented, in which the initially
traversed routes are refined using 2-opt algorithms, simulated annealing, and other metaheuris-
tics. A comparison of the algorithms used and an illustration of their operation are given.

Keywords: metaheuristic algorithms, multi-agent optimization problems, discrete optimization, pseudo-
Boolean problems.


