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Форìаëизаöия и ìатеìати÷еский анаëиз заäа÷
коëëективноãо пресëеäования оäной öеëи при на-
ëи÷ии защитников вызываþт существенные труä-
ности. В настоящее вреìя поäобные заäа÷и реøе-
ны иëи иссëеäованы ëиøü äëя некоторых ÷астных
сëу÷аев: äëя оäноãо атакуþщеãо, оäноãо защитни-
ка и оäной öеëи в сëу÷ае простых äвижений [1—3];
äëя оäноãо атакуþщеãо и оäной öеëи в сëу÷ае на-
ëи÷ия оãрани÷ений на ìаневр [4, 5], äëя нескоëü-
ких атакуþщих и оäной öеëи [6—8]. Возникаþщие
оптиìизаöионные заäа÷и крайне сëожны äаже в
этих ÷астных сëу÷аях.
В настоящей работе преäëожены ìетоäы оöен-

ки вероятности выживания öеëи, есëи известны
саìые оãрубëенные äинаìи÷еские возìожности
атакуþщих, öеëи и защитников. Такие äинаìи÷ес-
кие возìожности возникаþт из реøения иãр ка-

÷ества [1, 2, 9], коãäа иìеется äискретное ÷исëо
исхоäов иãры (побеäа иëи поражение, наприìер).
В работах [1, 2], наприìер, иãра ка÷ества реøается
построениеì разбиения пространства иãры на äве
обëасти: есëи на÷аëüные усëовия иãры принаäëе-
жат первой обëасти, то иãра закан÷ивается побе-
äой атакуþщеãо; второй обëасти — выиãрываþт
öеëü и защитник, т. е. защитник успевает перехва-
титü атакуþщеãо. Преäваряя реøение иãры ка÷ес-
тва, авторы [1, 2] реøаþт иãру степени (оптиìи-
заöионнуþ заäа÷у поиска траекторий с заäанныì
вещественныì функöионаëоì ка÷ества). Анаëиз
реøений иãры степени позвоëяет в их сëу÷ае свес-
ти реøение иãры ка÷ества к заäа÷е поиска ãеоìет-
ри÷ескоãо ìеста то÷ек в пространстве иãры.

В работах [1, 2] роëü защитника состоит в тоì,
÷тобы перехватитü атакуþщеãо ëибо препятство-
ватü еãо äвижениþ в сторону öеëи. Попуëярный
сöенарий испоëüзования защитников состоит в ис-
поëнении ëожной öеëи [10, 11], поэтоìу в насто-
ящей работе поëаãается, ÷то защитники не тоëüко
ìоãут перехватыватü атакуþщих, но и бытü ëож-
ныìи öеëяìи.

Аннотация. Заäа÷а «атакуþщие — öеëü — защитники» сфорìуëирована и форìаëизована
в виäе коне÷но-øаãовой антаãонисти÷еской иãры с непоëной инфорìаöией. Преäëожен
ìетоä оöенки вероятности выживания öеëи при известных оöенках äинаìи÷еских воз-
ìожностей атакуþщих и поëу÷ены рекуррентные соотноøения äëя ее вы÷исëения, на
основе которых произвеäены ÷исëенные оöенки вероятности выживания öеëи при оп-

тиìаëüноì повеäении иãроков. Защитникаì в иãре приписываþтся три разëи÷ные роëи:

роëü ëожной öеëи, роëü сопровожäаþщеãо öеëи и роëü перехватываþщеãо атакуþщеãо.
Проанаëизировано повеäение вероятности выживания как функöии параìетров заäа÷и
«атакуþщие — öеëü — защитники». Поëу÷енные оöенки вероятности ìоãут сëужитü эв-
ристи÷еской оöенкой ка÷ества структуры äинаìи÷еской систеìы, а поëу÷енные опти-

ìаëüные стратеãии — эвристикаìи äëя реøения äифференöиаëüной иãры «атакуþщие —
öеëü — защитники». Оптиìаëüные стратеãии соäержат приказы äëя у÷астников иãры с ука-
заниеì их текущей роëи. Среäстваìи языка «Python» разработан проãраììный ìоäуëü,

позвоëяþщий вы÷исëятü вероятностü выживания öеëи по известныì параìетраì заäа÷и.
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В сëу÷ае ìноãих защитников и атакуþщих
уравнение äинаìики систеìы ìожет ìенятü свой
виä в проöессе эвоëþöии. Так, наприìер, при пе-
рехвате оäниì защитникоì оäноãо атакуþщеãо
паäает разìерностü пространства состояний сис-
теìы, так как äаëее события происхоäят без äвух
у÷астников. Такие ка÷ественные изìенения ìоãут
бытü рассìотрены как øаã некоторой ìноãоøаãо-
вой иãры äвух иãроков, в которой иãроки выбира-
þт некоторые äействия из коне÷ных ìножеств
äействий, пытаясü увеëи÷итü свой коне÷ный вы-
иãрыø [12]. Преäëоженный в настоящей работе
ìетоä позвоëяет не тоëüко оöенитü вероятностü
выживания öеëи, но и поëу÷итü ìакроинструкöии
по управëениþ. Такие ìакроинструкöии состоят
из «приказов» у÷астникаì иãры приäерживатüся
некоторой роëи на опреäеëенных этапах. Поëу-
÷енные оöенки вероятности ìоãут бытü поëезны в
виäе показатеëя ка÷ества структуры äинаìи÷еской
систеìы при приìенении оптиìаëüных стратеãий
повеäения иãроков на практике [13].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Буäеì называтü öеëü и защитников убеãаþщи-
ìи. Кажäый защитник ìожет иãратü роëü ëожной
öеëи (ЛЦ), перехватываþщеãо атакуþщеãо (ПА)
и сопровожäаþщеãо öеëü. Атакуþщие виäят öеëü
всеãäа, но не виäят защитников, есëи защитники
не стаëи ЛЦ. Шаã иãры состоит в тоì, ÷тобы со
стороны убеãаþщих назна÷итü ЛЦ и ПА, а со сто-
роны атакуþщих — выбратü öеëи äëя пресëеäова-
ния. Назна÷ая роëи ЛЦ, убеãаþщие вынужäаþт
атакуþщих äеëитüся на ãруппы. Преäпоëаãается,
÷то образованные ãруппы ìоãут ëиøü äаëüøе äе-
ëитüся на ãруппы, а их у÷астники не ìоãут пере-
хоäитü в уже существуþщие ãруппы. В на÷аëе иãры
убеãаþщиì известно ÷исëо атакуþщих, а атакуþ-
щиì — ÷исëо убеãаþщих.
Пустü ÷исëо убеãаþщих N ∈ N, а ÷исëо атаку-

þщих M ∈ N0
. Пустü D ∈ N — ìаксиìаëüное ÷исëо

ãрупп, на которые ìоãут поäеëитüся убеãаþщие на
кажäоì øаãе иãры (÷исëо äеëений), при÷еì D ≤ N;

T ∈ N0
 — ìаксиìаëüное ÷исëо øаãов иãры, т. е. вре-

ìя, за которое атакуþщие äоãонят öеëи; p ∈ (0, 1) —
вероятностü проìаха защитника при назна÷ении
на роëü ПА, которая постоянна в те÷ение всей иã-
ры. Параìетры D, T и p известны убеãаþщиì и
атакуþщиì.

Буäеì с÷итатü, ÷то есëи M = 0 (öеëü никто не
атакует), то вероятностü выживания öеëи равна
еäиниöе; есëи M ≥ 1 и N = 1 (атакована öеëü без за-
щитников) иëи M ≥ 1 и T = 0 (атакуþщие äоãнаëи
убеãаþщих), то вероятностü выживания öеëи рав-

на нуëþ. Описанные усëовия явëяþтся терìинаëü-
ныìи. Буäеì называтü иãру тривиаëüной, есëи она
на÷инается из терìинаëüных усëовий.

Опиøеì первый øаã нетривиаëüной иãры (пос-
ëеäуþщие øаãи ìоãут отëи÷атüся инфорìаöией о
знании текущих параìетров заäа÷и со стороны
атакуþщих). В на÷аëе øаãа убеãаþщие выбираþт
n ∈ {0, ..., min(N – 1, M)} роëей ПА äëя защит-
ников. Эти защитники в роëи ПА перехватываþт
m ∈ {0, ..., n} атакуþщих и äаëее иãра происхоäит
без n защитников и m атакуþщих. Затеì убеãаþ-
щие äеëятся на i ∈ {1, ..., min(N – n, D)} ãрупп та-
киì способоì, ÷то назна÷аþт i – 1 роëü ЛЦ защит-
никаì. Сëеäуþщие äействия убеãаþщие и атакуþ-
щие произвоäят оäновреìенно: убеãаþщие
выбираþт ÷исëенный состав ãрупп, выбирая ин-
äекс k, которыì нуìеруþтся возìожные ÷исëен-
ные составы ãрупп, и ноìер ãруппы j ∈ {1, ..., i},
в которой буäет нахоäитüся öеëü, а äоãоняþщие,
фиксируя инäекс k', выбираþт свой ÷исëенный
состав ãрупп. В итоãе, ãруппу j убеãаþщих атакует
ãруппа j' ∈ {1, ..., i} атакуþщих, возìожно, пустая.
На этоì первый øаã закан÷ивается и в еãо конöе
возникает заäа÷а äëя сëеäуþщеãо øаãа иãры äëя
ãруппы, в которой нахоäится öеëü (остаëüные
ãруппы убеãаþщих и атакуþщих выхоäят из иãры,
так как по усëовиþ у÷астникаì запрещено ìенятü
ãруппы и в них нет öеëи).

Зна÷ения инäексов n, i, j, k назна÷аþтся убеãа-
þщиìи, k' — атакуþщиìи. Инäексы m и j' в хоäе
иãры приниìаþт свои зна÷ения сëу÷айныì обра-
зоì. Всþäу äаëее употребëение инäексов n, i, j, k
и k' ассоöиировано с описанныìи выøе äействи-
яìи иãроков, а поìетка «o» озна÷ает, ÷то фикси-
ровано оптиìаëüное зна÷ение инäекса. Критериеì
сëужит вероятностü выживания öеëи: убеãаþщие
ìаксиìизируþт, а атакуþщие ìиниìизируþт эту
вероятностü.
Буäеì разëи÷атü äва типа иãр в зависиìости от

тоãо, знаþт ëи атакуþщие в на÷аëе второãо øаãа
иãры, какое ÷исëо убеãаþщих они пресëеäуþт.
Есëи атакуþщиì известно это ÷исëо, то такуþ иã-
ру буäеì обозна÷атü как (N, M, D, T, p), есëи не-
известно, то (N, M, D, T, p)*. Буäеì с÷итатü, ÷то
(N, M, D, T, p) — иãра с поëной инфорìаöией, так
как все зна÷ения параìетров иãры äëя всех иãро-
ков поëаãаþтся известныìи в те÷ение иãры, а в иã-

ре (N, M, D, T, p)* непоëнота инфорìаöии äëя ата-
куþщих появëяется со второãо øаãа, поскоëüку иì
становится неизвестно то÷ное ÷исëо убеãаþщих в
ãруппе öеëи. Даëее буäет показано, ÷то оптиìаëü-
ные повеäения и зна÷ения этих иãр существуþт и
совпаäаþт. Зна÷ение критерия этих иãр, т. е. вы-
иãрыø убеãаþщих, буäеì обозна÷атü как v(N, M,

D, T, p) и v*(N, M, D, T, p) соответственно. В про-
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öессе реøения иãры (N, M, D, T, p)* ìожет воз-
никнутü иãра, коãäа атакуþщие не знаþт ÷исëа
убеãаþщих уже на первоì øаãе. Такуþ иãру ìы бу-

äеì обозна÷атü как (N, M, D, T, p)
#
, а ее зна÷ение,

есëи оно существует, как v#
(N, M, D, T, p).

Поäыãрой нетривиаëüной иãры (N, M, D, T, p)
буäеì называтü всякуþ иãру (N', M', D, T', p), у ко-
торой N' ≤ N, M' ≤ M и T' ≤ T. Поäыãрой нетри-

виаëüной иãры (N, M, D, T, p)* буäеì называтü

всякуþ иãру (N', M', D, T', p)
#
, у которой N' ≤ N,

M' ≤ M и T' ≤ T.

2. ÎÖÅÍÊÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÂÛÆÈÂÀÍÈß ÖÅËÈ

Вероятностü перехватитü m атакуþщих n защит-
никаìи в роëи ПА поä÷иняется биноìиаëüноìу
закону распреäеëения. Обозна÷иì

b
nm

(p)  p
m
(1 – p)

n – m
.

Лемма 1. Пусть в нетривиальной игре (N, M, D,
T, p) существует равновесие и A

nm
(N, M, D, T, p) —

вероятность выживания цели в случае оптимального
поведения игроков после назначения убегающими n
ролей ПА и m перехваченных ими атакующих на пер-
вом шаге. Тогда значение этой игры вычисляется как

v(N, M, D, T, p) = b
nm

(p) Ѕ 

Ѕ A
nm

(N, M, D, T, p). (1)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Соãëасно опреäеëениþ усëов-
ной вероятности веëи÷ина (p) (N, M, D, T, p)

преäставëяет собой вероятностü выживания öеëи в
сëу÷ае оптиìаëüноãо повеäения иãроков и назна÷ении

убеãаþщиìи n
o
 роëей ПА и m перехва÷енных иìи

атакуþщих в иãре (N, M, D, T, p) на первоì øаãе, ãäе

m ∈ {0, ..., n
o
}. Соãëасно форìуëе поëной вероятности

v(N, M, D, T, p) = (p) (N, M, D, T, p),

÷то эквиваëентно выражениþ (1) в сиëу опреäеëения

÷исëа no
. Леììа äоказана. ♦

Даëее наì понаäобится операöия разбиения

÷исëа s ∈ N0
 на суììу i ∈ N ÷исеë, не ìенüøих ÷ис-

ëа r ∈ N0
 [14]. Саìо разбиение преäставëяет собой

кортеж из i эëеìентов. Наприìер, äëя s = 6, i = 3
и r = 1 кортеж (1, 2, 3) явëяется разбиениеì, так
как 6 = 1 + 2 + 3. Кортежи, у которых сëева естü
зна÷ения боëüøие, ÷еì справа, не буäеì с÷итатü за
разбиения, т. е. (3, 2, 1) не явëяется разбиениеì

÷исëа 6, так как 3 > 2 и 3 стоит ëевее 2. Обозна÷иì

как  ÷исëо таких разбиений (такое обозна÷ение

корректно, так как ìножество указанных разбие-
ний коне÷но).
Заäаäиì поряäок на ìножестве разбиений по

сëеäуþщеìу правиëу: (a1, ..., ai
) < (b1, ..., bi

) тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа найäется j ∈ {1, ..., i} при ко-
тороì a

j
 < b

j
 и (a

1
, ..., a

j – 1
) = (b

1
, ..., b

j – 1
). Напри-

ìер, (1, 2, 3) < (2, 2, 2), так как a
1
 < b

1
; (1, 1, 4) <

< (1, 2, 3), так как a
2
 < b

2
 и a

1
 = b

1
. Множество раз-

биений с указанныì отноøениеì поряäка вкëþ÷а-
ет в себя своþ то÷нуþ нижнþþ ãранü. Перенуìе-

руеì ìножество разбиений инäексоì k ∈ {1, ..., },

на÷иная с то÷ной нижней ãрани. Обозна÷иì j-й

эëеìент k-ãо разбиения как .

Проиëëþстрируеì проöесс вы÷исëения  и

 на приìере. Пустü s = 6, i = 3 и r = 1. Выпи-

øеì все разбиения по поряäку: (1, 1, 4), (1, 2, 3),

(2, 2, 2). Чисëо разбиений равно 3, поэтоìу  = 3.

( , , ) = (1, 1, 4),

( , , ) = (1, 2, 3),

( , , ) = (2, 2, 2).

Лемма 2. Пусть в нетривиальной игре (N, M, D,
T, p) и всякой ее подыгре существует равновесие и
E

nmijkk'
(N, M, D, T, p) — вероятность выживания це-

ли в случае оптимального поведения игроков после
первого шага, при условии назначения убегающими n
ролей ПА и m перехваченных ими атакующих, на-
значения i – 1-й роли ЛЦ убегающими, выбора j-й
группы для цели, k-го разбиения на группы убегаю-
щими и k' разбиения атакующими на первом шаге,

где k ∈ {1, ..., }, k' ∈ {1, ..., }. Тогда

E
nmijkk'

(N, M, D, T, p) = v( , ,

min(D, ), T – 1, p), (2)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì иãры

( , , min(D, ), T – 1, p), (3)

ãäе j' ∈ {1, ..., i}. Чисëо  преäставëяет собой коëи-

÷ество убеãаþщих назна÷енных посëе äеëения N – n

убеãаþщих на i ãрупп в j-þ ãруппу убеãаþщих, есëи вы-
брано k-е разбиение (÷исëо убеãаþщих N – n, так как n
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защитников назна÷ены на роëü ПА). Чисëа  преä-

ставëяþт собой ÷исëа атакуþщих в ãруппах, которые бу-
äут пресëеäоватü i ãрупп убеãаþщих, есëи выбрано k'-е
разбиение (÷исëо атакуþщих M – m, так как m атаку-
þщих перехва÷ены защитникаìи в роëи ПА). Чисëо

min(D, ) явëяется ìаксиìаëüныì возìожныì ÷ис-

ëоì äеëений äëя сеìейства заäа÷ (3), так как убеãаþщие
не ìоãут поäеëитüся на ÷исëо ãрупп боëüøее, ÷еì D (по

усëовияì заäа÷и) и  (их ÷исëо). Так как в j-й ãруппе

нахоäится öеëü, то заäа÷и (3) преäставëяþт собой поä-
заäа÷и äëя иãры (N, M, D, T, p) посëе назна÷ения n роëей
ПА, перехвата m атакуþщих иìи, äеëения на i ãрупп, по-
ìещения öеëи в j-þ ãруппу, выбор k-ãо разбиения по
ãруппаì убеãаþщиìи и k'-ãо атакуþщиìи и назна÷ения
j'-й ãруппы атакуþщих на атаку j-й ãруппы. Так как ата-
куþщие не знаþт ÷исëо j, то ãруппа j' назна÷ается сëу-
÷айныì образоì на оäну из i ãрупп, поэтоìу вероятностü
поãони j'-й ãруппы атакуþщих за j-й ãруппой убеãаþщих
естü 1/i. По форìуëе поëной вероятности поëу÷аеì вы-
ражение (2). Леììа äоказана. ♦
Всþäу äаëее поäразуìевается, ÷то k ∈ {1, ...,

}, k' ∈ {1, ..., }.

Лемма 3. Пусть в играх (N + 1, M, D, T, p) и
(N, M, D, T, p) существует равновесие, тогда

v(N + 1, M, D, T, p) ≥ v(N, M, D, T, p). (4)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Сна÷аëа покажеì, ÷то указан-
ное неравенство выпоëняется, есëи (N, M, D, T, p) —
тривиаëüная иãра. Есëи иãра тривиаëüна по при÷ине
M = 0, то

1 = v(N + 1, 0, D, T, p) ≥ α = v(N, 0, D, T, p) = 1;

есëи по при÷ине T = 0 и M ≥ 1, то

0 = v(N + 1, M, D, 0, p) ≥ v(N, M, D, 0, p) = 0;

есëи по при÷ине N = 1 и M ≥ 1, то

v(2, M, D, T, p) ≥ v(1, M, D, T, p) = 0,

а это верно в сиëу тоãо, ÷то вероятностü v(2, M, D, T, p)
неотриöатеëüна. В сëу÷ае нетривиаëüной иãры äостато÷-
но рассìотретü неоптиìаëüнуþ стратеãиþ иãры (N + 1,
M, D, T, p) убеãаþщих, которая состоит в тоì, ÷то убе-
ãаþщие приäерживаþтся оптиìаëüной стратеãии äëя
иãры (N, M, D, T, p), поìещая «äопоëнитеëüноãо» за-
щитника в ту же ãруппу, ãäе нахоäится öеëü. Есëи веро-
ятностü выживания öеëи в такой иãре α, то

v(N + 1, M, D, T, p) ≥ v(N, M, D, T, p).

Леììа äоказана. ♦
Неравенство (4) нетруäно обобщитü на сëу÷ай

натураëüных N2 ≥ N1:

v(N2, M, D, T, p) ≥ v(N1, M, D, T, p). (5)

Лемма 4. Пусть в игре (N, M, D, T, p) и всякой
ее подыгре существует равновесие, тогда при опти-
мальной стратегии убегающие выбирают распреде-
ление по группам, в котором во всех группах по од-

ному убегающему, кроме, возможно, одной, причем
цель принадлежит этой самой группе.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Заìетиì, ÷то  ≤ N – n –

– i + 1, так как äëя разбиения ÷исëа N – n на суììу i
натураëüных сëаãаеìых как ìиниìуì i – 1 еäиниöа
уйäет на оставøееся i – 1 ÷исëо. Поëüзуясü выражени-
яìи (2) и (5), ìожно записатü:

v( , , min(D, ), T – 1, p) ≤

≤ v(N – n – i + 1, , min(D, N – n – i + 1),

T – 1, p).

Поскоëüку в правуþ ÷астü не вхоäят j и k, ìожно за-
писатü:

(N, M, D, T, p) = v(N – n – i + 1,

, min(D, N – n – i + 1), T – 1, p),

при÷еì оптиìаëüный выбор ÷исеë j = jo(n, i) и k = ko(n, i)
äëя убеãаþщих обусëовëен равенствоì

 = N – n – i + 1,

которое и озна÷ает, ÷то убеãаþщие поìещаþт в оäну из
ãрупп öеëü и ìаксиìаëüно возìожное äëя äанных i и n
÷исëо убеãаþщих. Леììа äоказана. ♦
Указанное разëожение ÷исëа N – n на суììу

i – 1-й еäиниöы и ÷исëа N – n – i + 1 обëаäает теì
свойствоì, ÷то k äëя неãо равно еäиниöе. Действи-
теëüно, так как нуìераöия ìножества разбиений
на÷инаëасü с то÷ной нижней ãрани, а разбиение
(1, ..., 1, N – n – i + 1) и преäставëяет собой то÷нуþ
нижнþþ ãранü ìножества разбиений ÷исëа N – n

на суììу i натураëüных сëаãаеìых, то ko
(n, i) = 1.

В своþ о÷ереäü, поскоëüку наибоëüøее из сëаãае-
ìых разбиения всеãäа стоит на посëеäнеì ìесте,

то jo(n, i) = i.

Предложение 1. Значение v(N, M, D, T, p) нетри-
виальной игры (n, m, N, T, p) существует и вычис-
ляется по рекуррентной схеме
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C
nmik'

(N, M, D, T, p) = v(N – n – i + 1,

, min(D, N – n – i + 1), T – 1, p).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Поскоëüку j и k назна÷аþтся
оäновреìенно с назна÷ениеì k', а при оптиìаëüной иã-
ре, в сиëу ëеììы 4, j и k поëностüþ опреäеëяþтся зна-
÷енияìи n и i, поиск оптиìаëüных стратеãий в искоìой
иãре своäится к поиску оптиìаëüных стратеãий в коне÷-
но-øаãовой антаãонисти÷еской иãре с поëной инфорìа-
öией посëеäоватеëüноãо выбора n, i и k' на кажäоì øаãе.
Так как ëþбая коне÷но-øаãовая иãра с поëной инфор-
ìаöией иìеет абсоëþтное равновесие (subgame perfect
equilibrium) по Нэøу в ÷истых стратеãиях [12], то зна÷е-
ние соответствуþщей иãры существует. В сиëу ëеìì 1
и 2, а также опреäеëения оптиìаëüности, привеäенная
рекуррентная схеìа äает зна÷ение этой иãры, а зна÷ит и
искоìой коне÷но-øаãовой антаãонисти÷еской иãры с
непоëной инфорìаöией. Преäëожение äоказано. ♦
Преäëожение 1 поëу÷ено с поìощüþ тоãо же

приеìа, ÷то и при приìенении рекуррентноãо ìе-
тоäа, описанноãо в работе [15]: оптиìаëüное зна-
÷ение критерия заäа÷и выражено ÷ерез оптиìаëü-
ное зна÷ение критерия поäзаäа÷. В этоì сëу÷ае äëя
эффективноãо поëу÷ения ÷исëенных оöенок зна-
÷ения иãры ìожно воспоëüзоватüся ìетоäоì äина-
ìи÷ескоãо проãраììирования [16].

Лемма 5. Пусть в играх (N + 1, M, D, T, p)
#
 и

(N, M, D, T, p)
#
 существует равновесие, тогда

v
#
(N + 1, M, D, T, p) ≥ v

#
(N, M, D, T, p). (6)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Так как терìинаëüные усëовия

у иãр (N, M, D, T, p) и (N, M, D, T, p)
#
 совпаäаþт, то äо-

казатеëüство ëеììы 2 поëностüþ переносится на нера-
венство (6). Леììа äоказана. ♦
Как и в сëу÷ае (5), справеäëиво обобщение при

N
2
 ≥ N

1
:

v
#
(N2, M, D, T, p) ≥ v

#
(N1, M, D, T, p). (7)

Лемма 6. Пусть в нетривиальной игре (N, M, D,
T, p)* и всякой ее подыгре существует равновесие и

(N, M, D, T, p) — вероятность выживания

цели в случае оптимального поведения игроков после
первого шага, при условии назначения убегающими n
ролей ПА и m перехваченных ими атакующих, назна-
чения i – 1-й роли ЛЦ убегающими, выбора j-й группы
для цели, k-го разбиения на группы убегающими и k'
разбиения атакующими на первом шаге. Тогда

(N, M, D, T, p) =

= v
#
( , , min(D, ), T – 1, p). ♦

Доказатеëüство этой ëеììы повторяет äоказатеëüс-
тво ëеììы 2, но тоëüко теперü нужно рассìотретü иãры

( , , min(D, ), T – 1, p)
#
,

так как посëе первоãо øаãа атакуþщие не знаþт ÷исëа
убеãаþщих в ãруппе öеëи.

Доказатеëüство ëеììы 4 опирается тоëüко на ëеì-
ìы 2 и 3, поэтоìу оно справеäëиво не тоëüко äëя иãры
(N, M, D, T, p), но и äëя иãры (N, M, D, T, p)*, так как
справеäëивы ëеììы 5 и 6.

Предложение 2. Значения и оптимальные стра-
тегии игр (N, M, D, T, p) и (N, M, D, T, p)* совпа-
дают.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сиëу ëеììы 4 äëя обеих иãр
k = 1 и j = i при оптиìаëüной стратеãии иãры. Чисëо i
известно атакуþщиì на кажäоì øаãе в обеих иãрах (так
как атакуþщие виäят все ЛЦ), поэтоìу при оптиìаëü-
ной иãре убеãаþщих атакуþщие обëаäаþт оäинаковой
инфорìированностüþ о составе пресëеäуеìых ãрупп в
обеих заäа÷ах. Преäëожение äоказано. ♦

3. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÃÐÛ

Среäстваìи языка «Python» быë разработан
проãраììный ìоäуëü, позвоëяþщий по заäанныì
N, M, D, T и p вы÷исëятü вероятностü выживания
öеëи v(N, M, D, T, p) с поìощüþ преäëожения 1.
Фиксируеì параìетры D = 3, T = 2, p = 0,5. Вы-

бор D = 3 ìожно интерпретироватü как то, ÷то
кажäая ãруппа в те÷ение øаãа ìожет разäеëитüся
ìаксиìуì на три ãруппы, которые проäоëжат äви-
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Рис. 1. Тепловая карта вероятности выживания цели в зависи-
мости от числа убегающих N и числа атакующих М



УПРАВЛЕНИЕ ПОДВИЖНЫМИ ОБЪЕКТАМИ И НАВИГАЦИЯ

75ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 � 2020

ãатüся вëево, впереä и вправо. Выбор T = 2 озна-
÷ает, ÷то ÷ерез äва øаãа атакуþщие äоãонят убе-
ãаþщих (расстояние ìежäу ниìи станет нуëевыì).
Тепëовая карта äëя вероятности выживания öеëи в
этоì сëу÷ае преäставëена на рис. 1 в виäе ìатри-
öы, стоëбöы и строки которой обозна÷аþт ÷исëо
атакуþщих и ÷исëо убеãаþщих, а на пересе÷ении
нахоäится зна÷ение критерия иãры. Нетруäно ви-
äетü, ÷то на äанной карте (как и на ëþбой äруãой)
выпоëняется не тоëüко неравенство (4), но также
справеäëиво и утвержäение о тоì, ÷то v(N, M, D,

T, p) не возрастает по арãуìенту M. В хоäе вы÷ис-
ëения эëеìента такой ìатриöы ìожно извëекатü
оптиìаëüные зна÷ения инäексов n, i, j, k и k' äëя
кажäоãо øаãа. Приìер оптиìаëüной стратеãии äëя
N = 7 и M = 6 привеäен на рис. 2.

На рис. 3 изображены ãрафики зависиìости ве-
роятности выживания öеëи от вероятности пере-
хвата защитникоì в роëи ПА. Кажäый изëоì на
ãрафике обусëовëен сìеной стратеãии (с ростоì p
убеãаþщиì становится выãоäно назна÷атü боëüøе
роëей ПА). При N = 5 ãрафик иìеет у÷асток, ãäе

Рис. 2. Оптимальные стратегии убегающих и атакующих в игре (7; 6; 3; 2; 0,5): оваëаìи обвеäены сëоживøиеся конфиãураöии ата-
куþщих (сëева) и убеãаþщих (справа); атакуþщие и öеëü — ÷ерные то÷ки, защищаþщиеся — беëые; поäписи спëоøных стреëок ука-
зываþт оптиìаëüный выбор инäексов иãрокаìи внутри øаãа иãры; øтриховые оваëы закëþ÷аþт в себя проиãрыøные ситуаöии äëя
убеãаþщих, а выäеëенные жирно — выиãрыøные
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зна÷ение вероятности выживания öеëи постоянно.
В этой обëасти назна÷ение роëей ПА не происхо-
äит вообще. С поìощüþ этоãо ãрафика äëя N = 5
ìожно оöенитü пороãовое зна÷ение вероятности
p

min
 ≈ 0,7, выøе котороãо иìеет сìысë реøатü за-

äа÷у испоëнения роëи ПА защитникоì. Дëя N ≥ 6
ее иìеет сìысë реøатü всеãäа.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена заäа÷а «атакуþщие — öеëü — за-
щитники» как коне÷но-øаãовая антаãонисти÷ес-
кая иãра с непоëной инфорìаöией. Поëу÷ен рекур-
сивный аëãоритì нахожäения вероятности выжи-
вания öеëи и оптиìаëüных стратеãий атакуþщих,
öеëи и защитников при заäанной вероятности про-
ìаха защитника по атакуþщеìу. Разработан про-
ãраììный ìоäуëü и выпоëнено ÷исëенное ìоäе-
ëирование äëя некоторых ÷астных сëу÷аев.
Поскоëüку реаëüные äинаìи÷еские систеìы äëя

кëасса заäа÷ «атакуþщие — öеëи —защитники»
обы÷но поä÷инены систеìаì äифференöиаëüных
уравнений и управëение в них вхоäит в виäе неко-
торой функöии позиöий иãроков и вреìени, по-
ëу÷енные в коне÷но-øаãовой антаãонисти÷еской
иãре с непоëной инфорìаöией оптиìаëüные стра-
теãии не ìоãут бытü напряìуþ приìенены äëя по-
ëу÷ения оптиìаëüноãо управëения в таких систе-
ìах. Оäнако поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü

приìенены äëя поëу÷ения субоптиìаëüных ре-
øений в посëеäоватеëüности заäа÷ оптиìизаöии,
коãäа вìесто соответствуþщей äифференöиаëü-
ной иãры реøаþтся поäзаäа÷и испоëнения ро-
ëей (перехватитü атакуþщеãо, разойтисü с ëожной
öеëüþ и äр.).
Даëüнейøее развитие резуëüтатов работы со-

стоит в поëу÷ении реøения заäа÷и «атакуþщие —
öеëü — защитники» как äифференöиаëüной иãры
и сравнении реøений с поëу÷енныìи оптиìаëü-
ныìи стратеãияìи äëя рассìотренной коне÷но-
øаãовой антаãонисти÷еской иãры с непоëной ин-
форìаöией.
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Abstract. The attackers-target-defenders problem is formulated and formalized as a positional

antagonistic game with incomplete information. A method of target survival probability estima-

tion with known estimates of the dynamic capabilities of attackers is proposed. Recurrence ex-

pressions for its calculation are obtained. Corresponding numerical target survival probability es-

timations with optimal behavior of the players are made. Defenders in the game are assigned three

different roles: the role of a false goal, the role of a goal accompanying, and the role of an in-

tercepting attacker. Survival probability considered as function of the attackers-target-defenders

problem parameters is analyzed. The obtained probability estimations could be used as heuristic

estimations of quality for corresponding dynamic system. Obtained optimal strategies could be

considered as heuristics for the corresponding attackers-target-defender differential game. Op-

timal strategies contain orders for players indicating their current role. Using the Python lan-

guage, a software module was developed that allows to calculate the survival probability of a target

based on known task parameters.

Keywords: attackers-target-defenders, false targets, positional game, antagonistic game, incomplete infor-
mation, dynamic programming.
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