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Оäниì из фунäаìентаëüных преäпоëожений
при реøении заäа÷и управëения объектоì в усëо-
вии неопреäеëенности, коãäа äоступны изìерениþ
тоëüко скаëярные вхоä и выхоä объекта, явëяется
преäпоëожение о еãо ìиниìаëüно-фазовости. Ос-
новная при÷ина требования ìиниìаëüно-фазо-
вости объекта при аäаптивноì иëи робастноì уп-
равëении состоит в построении устой÷ивоãо реãу-
ëятора (сì. наприìер, работу [1]).

На сеãоäняøний äенü преäëожено ìаëо реøе-
ний пробëеìы управëения неìиниìаëüно-фазо-
выìи объектаìи со скаëярныìи вхоäоì и выхоäоì
в усëовии неопреäеëенности. Так, äëя управëения
такиì кëассоì объектов в работе [2] испоëüзуется
ìетоä øунтирования. Оäнако, приìенение ìето-
äа [2] ìожет бытü тоëüко äëя ëинейных устой÷и-
вых объектов. При÷еì в усëовиях возìущений ìе-
тоä [2] не всеãäа оказывается эффективныì из-за
реãуëирования по расøиренноìу сиãнаëу. В рабо-
те [3] преäëожен посëеäоватеëüный коìпенсатор,
который позвоëяет поëу÷итü расøиреннуþ ìоäеëü
объекта с векторныì управëениеì. Анаëоãи÷ное

реøение преäëожено также в работе [4]. Оäнако
работы [3, 4] эффективны ëиøü äëя стабиëизаöии
объекта, который не поäвержен возäействиþ вне-
øних неконтроëируеìых возìущений. 

В статüе преäëожено реøение заäа÷и аäаптив-
ноãо управëения опреäеëенныì кëассоì неìини-
ìаëüно-фазовых объектов. При реøении поëаãа-
ется, ÷то в объекте управëения äоступны изìере-
ниþ тоëüко скаëярные вхоä и выхоä объекта. Дëя
синтеза закона управëения испоëüзуется ìоäифи-
öированный аëãоритì аäаптаöии высокоãо по-
ряäка [5]. Поëу÷енная систеìа управëения обес-
пе÷ивает сëежение выхоäа объекта за этаëонныì
сиãнаëоì с требуеìой то÷ностüþ. Поëу÷ены усëо-
вия, зависящие от параìетров объекта и систеìы
управëения, при выпоëнении которых аëãоритì,
разработанный äëя ìиниìаëüно-фазовых систеì,
работоспособен и äëя неìиниìаëüно-фазовых
объектов. Реøение обобщается äëя управëения
объектаìи с запазäываниеì по состояниþ. Приве-
äены ÷исëенные приìеры, иëëþстрируþщие ра-
ботоспособностü аëãоритìа. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì ëинейный объект управëения, äи-
наìи÷еские проöессы в котороì описываþтся
äифференöиаëüныì уравнениеì

Q(p)y(t) = kR(p)u(t),  pi
y(0) = y

i
,  i = 1, ..., n, (1)

Рассìотрена заäа÷а аäаптивноãо управëения с этаëонной ìоäеëüþ опреäеëенныì кëас-
соì неìиниìаëüно-фазовых систеì. Преäпоëожено, ÷то изìерениþ äоступны тоëüко
скаëярные вхоä и выхоä объекта. Поëу÷ены усëовия, зависящие от параìетров ìоäеëи
объекта и систеìы управëения, при которых аëãоритì управëения, разработанный äëя
ìиниìаëüно-фазовых объектов, работоспособен äëя неìиниìаëüно-фазовых систеì.
Поëу÷енные реøения обобщены äëя управëения объектаìи с запазäываниеì по состо-
яниþ. Привеäены приìеры ìоäеëирования. 

Ключевые слова: неìиниìаëüно-фазовый объект, аäаптивное управëение, синãуëярно возìущенная
систеìа. 

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 12-08-01183-а), а также в раìках ФЦП «Нау÷ные и
нау÷но-пеäаãоãи÷еские каäры инноваöионной России» на
2009—2013 ãã., выпоëняеìой в ИПМаø РАН (соãëаøения
№ 8846, № 8855) и НИУ ИТМО (соãëаøения 14.B37.21.0871,
14.B37.21.1480). 
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ãäе y(t) и u(t) — скаëярные выхоä объекта и сиãнаë
управëения соответственно, Q(p) и R(p) — ëиней-
ные норìированные äифференöиаëüные опера-
торы, p = d/dt — оператор äифференöирования,
k > 0 — неизвестный коэффиöиент, y

i
 — неизве-

стные на÷аëüные усëовия. 

Ка÷ество проöессов по выхоäу опреäеëиì эта-
ëонной ìоäеëüþ 

Q
m
(p)y

m
(t) = k

m
r(t). (2)

Зäесü y
m
(t) — выхоä этаëонной ìоäеëи, r(t) — оã-

рани÷енное заäаþщее возäействие, Q
m
(p) — извес-

тный ëинейный норìированный äифференöиаëü-
ный оператор с постоянныìи коэффиöиентаìи,
k

m
 > 0 — известный коэффиöиент. 

Предположения. 1. Коэффиöиенты операторов
Q(p) и R(p) и коэффиöиент k — неизвестные ÷ис-
ëа, зависящие от вектора неизвестных параìетров
ϑ ∈ Ξ, ãäе Ξ — известное заìкнутое ìножество воз-
ìожных зна÷ений äанных коэффиöиентов. 2. Из-
вестны deg Q(p) = deg Q

m
(p) = n, deg R(p) = m, от-

носитеëüная степенü γ = n – m > 1. 3. Мноãо÷ëен
Q

m
(λ) — ãурвиöев, ãäе λ — коìпëексная переìен-

ная. 4. В систеìе управëения не äоступны изìере-
ниþ произвоäные сиãнаëов y(t) и r(t). ♦ 

Цеëü управëения состоит в поиске закона ре-
ãуëирования, обеспе÷иваþщеãо оãрани÷енностü
всех сиãнаëов в заìкнутой систеìе и выпоëнение
öеëевоãо усëовия 

|y(t) – y
m
(t)| < δ при t ≥ T (3)

äëя всех ϑ ∈ Ξ, ãäе T > 0 — вреìя, на÷иная с ко-
тороãо äоëжно бытü выпоëнено неравенство (3),
δ > 0 — ìаëое ÷исëо. 

2. ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Преäставиì оператор R(p) в виäе произвеäения 

R(p) = R+(p)R–(p), (4)

ãäе R+(λ) и R–(λ) — операторы с поëожитеëüныìи
и отриöатеëüныìи вещественныìи ÷астяìи кор-

ней соответственно, deg R+(p) = m
1
, deg R–(p) = m

2
.

Преäпоëожиì, ÷то оператор R+(p) ìожно преäста-
витü в виäе сëеäуþщей суììы 

R
+(p) = R

0
(p) + θpΔR

0
(p), (5)

ãäе R
0
(λ) — произвоëüный известный ãурвиöевый

ìноãо÷ëен, deg R
0
(p) = m

1
, θ > 0 — ìаëый пара-

ìетр. Поäставиì форìуëы (4) и (5) в уравнение (1)
и перепиøеì еãо в виäе 

Q(p)y(t) = kR
–(p)R

0
(p) u(t). (6)

Преобразуеì ìоäеëü (6) к форìе уравнений со-
стояний:

(t) = Ax(t) + B(u(t) + σ(t)),  y(t) = L
1
x(t),

(t) = Fz(t) + N (t),  σ(t) = L
2
z(t), (7)

ãäе x(t) ∈ Rn, z(t) ∈  — векторы состояния ìеä-
ëенных и быстрых составëяþщих соответственно,
A, B, F, N, L

1
 и L

2
 — ÷исëовые ìатриöы, поëу-

÷енные при перехоäе от уравнения (6) к уравне-
нияì (7). При σ(t) = 0 переäато÷ная функöия пер-
воãо уравнения систеìы (7) соäержит тоëüко отри-
öатеëüные нуëи, так как A, B и L

1
 зависят от

коэффиöиентов устой÷ивых ìноãо÷ëенов Q(λ) и

kR
–(λ)R

0
(λ). Переäато÷ная функöия второãо урав-

нения систеìы (7) соäержит поëожитеëüные нуëи,
поскоëüку F, N и L

2
 зависят от коэффиöиентов

устой÷ивоãо R
0
(λ) и неустой÷ивоãо ΔR

0
(λ) ìноãо-

÷ëенов. Выясниì, какиì äоëжно бытü возìуще-
ние σ(t), ÷тобы повеäение систеìы (7) быëо бы
бëизко к ее повеäениþ при σ(t) = 0. Дëя этоãо вос-
поëüзуеìся первой ëеììой [6], в соответствии с
которой перепиøеì систеìу (7) в виäе

(t) = Ax(t) + B(u(t) + σ(t)),  y(t) = L
1
x(t),

θ
1

(t) = Fz(t) + θ
2
N (t),  σ(t) = L

2
z(t).

Соãëасно ëеììе [6], рассìотриì сна÷аëа реäу-
öированнуþ ìоäеëü посëеäней систеìы при θ

2
 = 0:

(t) = Ax(t) + B(u(t) + (t)),  y(t) = L
1
x(t),

(t) = F (t),  (t) = L
2

(t). (8)

О÷евиäно, ÷то второе уравнение (8) асиìптоти-
÷ески устой÷иво, так как ìатриöа F — ãурвиöева
(в сиëу ãурвиöевости поëиноìа R

0
(λ)) и θ

1
 > 0.

Преобразуеì первое уравнение систеìы (8) к виäу

Q(p)y(t) = kR
–(p)R

0
(p)[u(t) + (t)]. (9)

Преäставиì операторы R–(p)R
0
(p) и Q(p) в виäе

суìì:

R
–(p)R

0
(p) = 1 + ΔR(p),

Q(p) = Q
m
(p) + ΔQ(p). (10)

1
θpΔR0 p( )

R0 p( )
-------------------------+

x·

z·
1
θ
--- u·

R
m
1

x·

z· u·

x· σ

z
· 1

θ1

----- z σ z

σ
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Зäесü ΔR(p) и ΔQ(p) — остатки разëожения,
deg ΔQ(p) < n, deg ΔR(p) = m. Приниìая во вниìа-
ние выражения (2), (9) и (10), сфорìируеì оøибку
сëежения e(t) = y(t) – y

m
(t) в виäе

Q
m
(p)e(t) = k u(t) + ΔR(p)u(t) –

– y(t) – r(t)  + ϕ(t), (11)

ãäе Q
m
(p)ϕ(t) = R–(p)R

0
(p) (t), ϕ(t) — экспоненöи-

аëüно убываþщая функöия в сиëу ãурвиöевости
ìноãо÷ëена Q

m
(λ) и асиìптоти÷еской устой÷ивос-

ти второãо уравнения систеìы (8).

Дëя синтеза закона управëения, необхоäиìоãо
äëя выпоëнения öеëи управëения (3), ìожно вос-
поëüзоватüся ëþбыì из существуþщих аëãоритìов
управëения объектаìи в усëовии неопреäеëеннос-
ти (сì., наприìер, книãу [1]). Приìениì ìоäифи-
öированный аëãоритì аäаптаöии высокоãо поряä-
ка [5]. В соответствии с работой [5], заäаäиì закон
управëения u(t) в виäе

u(t) = T(p) (t) = Tξ(t),  v(t) = cT(t)w(t), (12)

ãäе T(p) — ëинейный äифференöиаëüный опера-
тор, поëиноì T(λ) — ãурвиöев, deg T(p) = n – 1,

(t) — оöенка вспоìоãатеëüноãо управëяþщеãо
возäействия v(t), T — ìатриöа-строка, составëен-

ная из коэффиöиентов оператора T(p), ξ(t) = [ (t),

(t), ..., (t)]T, c(t) — вектор настраиваеìых па-

раìетров, w(t) = [ (t), (t), y(t), v
r
(t)]T — вектор

реãрессии, сфорìированный с поìощüþ фиëüтров 

(t) = KV
u
(t) + bu(t),  V

u
(0) = 0;

(t) = KV
y
(t) + by(t),  V

y
(0) = 0;

(t) = KV
r
(t) + br(t),  v

r
(t) = LV

r
(t),

V
r
(0) = 0. (13)

Зäесü V
u
(t), V

y
(t), V

r
(t) ∈ Rn – 1 — векторы состояния

фиëüтров, K — ìатриöа в форìе Фробениуса с ха-

рактеристи÷ескиì ìноãо÷ëеноì T(λ), b = [0, ..., 0, 1]T

и L = [1, 0, ..., 0] — вектор и ìатриöа соответству-
þщих разìерностей. 

Приниìая во вниìание выражения (12) и (13),
уравнение оøибки сëежения (11) преобразуеì к
виäу 

Q
m
(p)e(t) = kT(p)[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ (t) – v(t)] + ϕ(t),

ãäе с
0
 — вектор неизвестных параìетров, завися-

щий от коэффиöиентов операторов ΔR(p), ΔQ(p)/k
и отноøения k

m
/k. Дëя реаëизаöии закона управ-

ëения (12) ввеäеì набëþäатеëü [7]: 

(t) = G
0
ξ(t) + D

0
( (t) – v(t)),  (t) = Lξ(t),
ξ(0) = 0. (14)

Зäесü ξ(t) ∈ Rn, G
0
 = , I

n – 1
 — кваäратная

еäини÷ная ìатриöа поряäка n – 1 (зäесü и äаëее I
t

озна÷ает кваäратнуþ еäини÷нуþ ìатриöу поряäка t),

D
0
 = –[d

1
μ–1, d

2
μ–2, ..., d

n
μ–n]T, μ > 0 — äостато÷но

ìаëая веëи÷ина, зна÷ения d
1
, ..., d

n
 выбираþтся

из усëовий ãурвиöевости ìатриöы G = G
0
 – L,

= [d
1
, d

2
, ..., d

n
]T. 

Ввеäеì в рассìотрение вектор оøибки оöенки

произвоäных (t) = Γ–1[ξ(t) – ς(t)], Γ = diag{μn – 1,

μn – 2, ..., μ, 1}, ς(t) = [v(t), (t), ..., v(n – 1)(t)]T. Взяв

произвоäнуþ по вреìени от (t), с у÷етоì выра-

жения (14) поëу÷иì 

(t) = μ–1
G (t) + bv(n + 1)(t),

(t) – v(t) = μn – 1
L (t).

Преобразуеì посëеäнþþ систеìу относитеëüно
выхоäной переìенной:

(t) = μ–1
Gη(t) + (t),

(t) – v(t) = μn – 1
Lη(t), (15)

ãäе η
i
(t) = (t) – μi – n

v
(i)(t), i = 2, ..., n – 1,

η
1
(t) = (t),  = [μ1 – n, 0, ..., 0]T. Приниìая во

вниìание форìуëы (15), преобразуеì уравнение
оøибки (11) к форìе 

Q
m
(p)e(t) = kT(p)[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ μn – 1
Lη(t)] + ϕ(t), (6)

Утверждение 1. Пусть выполнены условия
предположений 1—4. Тогда существуют матрица

Λ = ΛT > 0 и числа α > 0, μ
0
 > 0 такие, что при

μ < μ
0
 и θ

2
 = 0 система (12)—(16), вместе с алго-

ритмом адаптации 

(t) = –Λe(t)w(t) – αc(t),  c(0) = c
0
, (17)

диссипативна и выполнено целевое условие (3). ♦

⎝
⎛

ΔQ p( )
k

-----------------

km

k
------ ⎠

⎞

σ

v

v

v

v
·

v
n 1–( )

Vu
T

Vy
T

V
·

u

V
·

y

V
·

r

v

ξ· v v

0 In 1–

0 0

D

D

η
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η
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η
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Поскоëüку ϕ(t) — оãрани÷енная затухаþщая
функöия, то äоказатеëüство работоспособности
реäуöированной систеìы (12)—(17) анаëоãи÷но
äоказатеëüству в работе [5]. 

Оäнако, из постановки заäа÷и, объект управëе-
ния (1) ìожет бытü неìиниìаëüно-фазовыì. По-
этоìу поëу÷иì усëовия работоспособности аëãо-
ритìа (12)—(14) äëя исхоäной (нереäуöирован-
ной) ìоäеëи (7). 

Ввеäеì вектор откëонений Δz(t) = z(t) – (t) äëя
быстрых составëяþщих (7) и (8):

Δ (t) = FΔz(t) + N (t),  Δσ(t) = L
2
Δz(t). (18)

Тоãäа уравнение оøибки сëежения e(t), запи-
санной в форìе уравнений состояния, буäет вы-
ãëяäетü как 

(t) = A
m

ε(t) + kB
m
[(c(t) – c

0
)Tw(t) + μn – 1

Lη(t)] +

+ B
m1

ψ(t), e(t) = Lε(t). (19)

Зäесü ε(t) ∈ Rn, A
m
, B

m
 и B

m1
 — ÷исëовые ìат-

риöы, поëу÷енные при перехоäе от уравнения
(16) к уравнениþ (19) с у÷етоì резуëüтатов (18) и

Q
m
(p)ψ(t) = R–(p)R

0
(p)σ(t). 

Утверждение 2. Пусть выполнены условия пред-
положений 1—4. Существуют числа μ > 0 и θ

0
 > 0

такие, что решениями матричных неравенств: 

H
1
 + H

1
A

m
 + 2 μ2n – 2

H
1
B

m
L(H

1
B

m
L)T +

+ H
1
B

m1
(H

1
B

m1
)T m –Q

1
,

F
T
H

2
 + H

2
F + H

2
NTG

0
(H

2
NTG

0
)T +

+ 2θ
0
μ2n – 2

H
2
NTD

0
L(H

2
NTD

0
L)T m –Q

2
,

G
T
H

3
 + H

3
G + 4μI

n
 + 2H

2
(H

2
)T m –Q

3
(20)

являются положительно определенные матрицы

H
1
, H

2
 и H

3
, где Q

1
 =  > 0, Q

2
 =  > 0,

Q
3

= > 0, k m . Тогда при θ < θ
0
 система

(12)—(14), (18), (19) диссипативна и выполнено це-
левое условие (3).

3. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÄËß ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
ÏÎ ÑÎÑÒÎßÍÈÞ

Пустü объект управëения описывается уравне-
ниеì: 

Q(p)y(t) + F(p)y(t – τ) = kR(p)u(t),

p
i
y(0) = y

i
,  i = 1, ..., n, (21)

ãäе все обозна÷ения иìеþт тот же сìысë, ÷то и в
уравнении (1), F(p) — ëинейный äифференöиаëü-
ный оператор, коэффиöиенты котороãо зависят от
вектора неизвестных параìетров ϑ ∈ Ξ, deg F(p) < n,
τ > 0 — известное вреìя запазäывания. 

Этаëонная ìоäеëü опреäеëена уравнениеì (2).
Цеëü управëения состоит в синтезе непрерывноãо
закона управëения, обеспе÷иваþщеãо выпоëнение
öеëевоãо усëовия (3).

Приìенив проöеäуру (4), (5), (10) к уравнениþ
(21), поëу÷иì

Q
m
(p)e(t) = k u(t) + ΔR(p)u(t) – y(t) –

– y(t – τ) – r(t)  + ϕ(t). (22)

Закон управëения заäаäиì в виäе (12), ãäе
тоëüко вектор реãрессии форìируется как

w(t) = [ (t), (t), (t), y(t – τ), y(t), v
r
(t)]T, а

вектор V
τ
(t) явëяется реøениеì уравнения

(t) = KV
τ
(t) + by(t – τ),  V

τ
(0) = 0. (23)

Воспоëüзовавøисü набëþäатеëеì (14) и резуëü-
татоì (18), преобразуеì уравнение (22) к виäу

(t) = A
m

ε(t) + kB
m
[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ μn – 1
Lη(t)] + B

m1
ψ(t),  e(t) = Lε(t), (24)

ãäе ε(t) ∈ Rn, A
m
, B

m
, B

m1
 — ÷исëовые ìатриöы, по-

ëу÷енные при перехоäе от уравнения (22) к урав-
нениþ (24) функöия ψ(t) анаëоãи÷на, сì. уравне-
ние (19). Структуры уравнений (19) и (24) поäоб-
ны. Отëи÷ия состоят в структуре и разìерности
векторов c(t), c

0
 и w(t). Так, новый вектор неизвес-

тных параìетров c
0
 зависит от коэффиöиентов опе-

раторов ΔR(p), ΔQ(p)/k, F(p)/k и отноøения k
m
/k.

Поскоëüку разìерностü вектора реãрессии w(t) äëя
объектов с запазäываниеì, в отëи÷ие от объектов
без запазäывания, увеëи÷ена на n, то и разìер-
ностü вектора настраиваеìых параìетров c(t) так-
же увеëи÷ена на n. 

Утверждение 3. Пусть выполнены условия пред-

положений 1—4 и дополнительные условия, наклады-

ваемые на объект управления (21). Существуют чис-

ла μ > 0 и θ
0
 > 0 такие, что решениями матричных

неравенств (20) являются положительно опреде-

ленные матрицы H
1
, H

2
 и H

3
. Тогда при θ < θ

0
 сис-

тема (12)—(14), (18), (23), (24) диссипативна и вы-

полнено целевое условие (3). 
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Доказатеëüство утвержäения 3 анаëоãи÷но äо-

казатеëüству утвержäения 2, так как отëи÷ия сис-

теì управëения äëя объектов (1) и (21) закëþ÷а-

þтся в äопоëнитеëüноì испоëüзовании фиëüтра

(23) и функöии y(t – τ). 

4. ÏÐÈÌÅÐÛ

Пример 1. Рассìотриì объект управëения 

(p3 + a
2
p

2 + a
1
p + a

0
)y(t) = k(1 – θp)u(t). (25)

Кëасс неопреäеëенности Ξ заäан неравенстваìи:

–5 ≤ a
i
 ≤ 5, i = 0, 1, 2, 1 ≤ k ≤ 2. Пустü ìножество зна-

÷ений äëя θ > 0 поäëежит опреäеëениþ. 

Этаëоннуþ ìоäеëü опреäеëиì уравнениеì

(p + 1)3y
m
(t) = r(t), r(t) = 1 + 2sint. (26)

Заäаäиì оператор T(p) в виäе T(p) = p2 + 2p + 1 и

сфорìируеì фиëüтры (13) в виäе

(t) = V
y
(t) + y(t),  V

y
(0) = 0;

(t) = (t) + u(t),  V
u
(0) = 0;

(t) = V
r
(t) + r(t),

v
r
(t) = [1, 0]V

r
(t),  V

r
(0) = 0. (27)

Вектор реãрессии заäаäиì как w(t) = [ (t), (t),

y(t), v
r
(t)]T. Выбереì D = [3, 3, 1]T и μ = 0,01, и сфорìи-

руеì набëþäатеëü (14) в виäе 

 =  + ( (t) – v(t)),

(t) = [1 0 0]ξ(t),  ξ(0) = 0. (28)

Пустü Λ = diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10} и α = 0,01, тоãäа закон

управëения (12) и аëãоритìы аäаптаöии (17) сфорìиру-

еì в виäе

u(t) = ξ
1
(t) + 2ξ

2
(t) + ξ

3
(t),  v(t) = cT(t)w(t), (29)

(t) = –diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10}e(t)w(t) – 0,01c(t),  c(0) = 0.

Оöениì интерваë изìенения äëя θ с поìощüþ нера-

венств (20), при котороì аëãоритì управëения, разрабо-

танный äëя ìиниìаëüно-фазовых объектов, буäет рабо-

тоспособен и äëя неìиниìаëüно-фазовых систеì. Дëя

этоãо преäпоëожиì, ÷то объект (25) ìожно преäставитü
в виäе (7):

(t) = x(t) + k (u(t) + σ(t)) + f(t),

y(t) = [1 0 0]x(t),

(t) = – z(t) – 2 (t),  σ(t) = z(t).

Пустü в неравенствах (20) Q
1
 = 10–5

I
3
, Q

2
 = θ

0
 и Q

3
= I

3
.

Раäи простоты заìениì ìатри÷ные неравенства (20) ра-
венстваìи. Тоãäа эти уравнения буäут иìетü реøения
при θ

0
 ∈ (0; 0,006]. Зна÷ения θ

0
, поëу÷енные при ìоäе-

ëировании äëя объекта (24) с параìетраìи äëя сëу÷ая 1:
a

2
 = a

1
 = a

0
 = –5, k = 1 и сëу÷ая 2: a

2
 = –3, a

1
 = –1,

a
0

= 3, k = 2 ëежат в интерваëе θ
0 
∈ (0; 0,02]. 

Дëя иëëþстраöии работоспособности преäëожен-
ной схеìы управëения приìеì, ÷то объект управëения
на÷инает функöионироватü с на÷аëüныìи усëовияìи

y(0) = (0) = (0) = 1 и θ
0
 = 0,02. На рис. 1 привеäены

ãрафики изìенения оøибки e(t) äëя объекта (25). 

V
·

y
0 1

1– 2–

0

1

V
·

u
0 1

1– 2–

0

1

V
·
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0 1
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1

Vy
T
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ξ· 1 t( )

ξ· 2 t( )

ξ· 3 t( )

0 1 0

0 0 1

0 0 0
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x·
a2– 1 0

a1– 0 1

a0– 0 0

0

θ
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0
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1
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θ
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Рис. 1. Переходные процессы по ошибке слежения для объекта (25):
а — сëу÷ай 1; б — сëу÷ай 2

y· y··
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Пример 2. Рассìотриì объект управëения с запазäы-
ваниеì по состояниþ

(p3 + a
2
p

2 + a
1
p + a

0
)y(t) + ( f

2
p

2 + f
1
p + f

0
)y(t – τ) =

= k(1 – θp)u(t). (30)

Кëасс неопреäеëенности Ξ заäан неравенстваìи, как
в приìере 1 и äопоëнитеëüно | f

i
| ≤ 2, i = 0, 1, 2. Этаëон-

нуþ ìоäеëü опреäеëиì уравнениеì (26). 

Сфорìируеì фиëüтры (27) с äопоëнитеëüныì фиëü-
троì 

(t) = V
τ
(t) + y(t – τ),  V

τ
(0) = 0.

Тоãäа вектор реãрессии опреäеëиì в виäе w(t) =

= [ (t), (t), (t), y(t – τ), y(t), v
r
(t)]T. Набëþäатеëü

и закон управëения сфорìируеì в виäе (28) и (29). Вы-

береì Λ = diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10, 10–2

I
2
} и α = 0,01, тоãäа

аëãоритìы аäаптаöии (17) приìут виä 

(t) = –diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10, 10–2

I
2
}e(t)w(t) – 0,01c(t),

c(0) = 0.

Оöениì интерваë äëя θ с поìощüþ неравенств (20).
Дëя этоãо преäставиì объект (24) в виäе:

(t) = x(t) + x(t – τ) +

+ k (u(t) + σ(t)) + f(t), y(t) = [1 0 0]x(t),

(t) = – z(t) – 2 (t), σ(t) = z(t).

Как и в приìере 1, поëожиì в неравенствах (20)

Q
1

= 10–5
I
3
, Q

2
 = θ

0
 и Q

3
 = I

3
. Тоãäа ìатри÷ные нера-

венства (20) буäут иìетü реøения при θ
0 
∈ (0; 0,004].

Зна÷ения θ
0
, поëу÷енные при ìоäеëировании äëя объ-

екта (30) с параìетраìи äëя сëу÷ая 1 a
2
 = a

1
 = a

0
 = –5,

k = 1, f
2
 = f

1
 = f

0
 = 2, τ = 1 с и сëу÷ая 2 a

2
 = –3, a

1
 = –1,

a
0
 = 3, k = 2, f

2
 = f

1
 = f

0
 = –1, τ = 2 с ëежат в ин-

терваëе θ
0 
∈ (0; 0,02]. Поëожиì, ÷то объект управëения

на÷инает функöионироватü с на÷аëüныìи усëовияìи

y(0) = (0) = (0) = 1 и θ
0
 = 0,02. Графики изìенения

оøибки e(t) привеäены на рис. 2. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøена заäа÷а аäаптивноãо управëения ëиней-
ныì неìиниìаëüно-фазовыì äинаìи÷ескиì объ-
ектоì со скаëярныì вхоäоì и выхоäоì. Преäпо-
ëаãаëосü, ÷то объект управëения ìожно преäста-
витü в виäе основноãо контура, описываеìоãо
ìиниìаëüно-фазовыì звеноì, и äействуþщеãо на
неãо возìущения, описываеìоãо неìиниìаëüно-
фазовыì звеноì. Даëее ìоäеëü объекта äекоìпо-
зироваëасü на систеìу синãуëярно возìущенных
äифференöиаëüных уравнений, ãäе искаëисü оãра-
ни÷ения на ìаëый параìетр, при которых аëãо-
ритì управëения работоспособен. Как показаëи
рас÷еты, эти оãрани÷ения зависят от параìетров
объекта управëения и параìетров настройки в аë-
ãоритìе реãуëирования. Поëу÷ены усëовия на ну-
ëи переäато÷ной функöии исхоäноãо объекта, при
которых аëãоритìы, разработанные äëя ìини-
ìаëüно-фазовых систеì, работоспособны и äëя
неìиниìаëüно-фазовых объектов. 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 2. С у÷етоì урав-
нений (12) и (14, преобразуеì форìуëу (18) к виäу

Δ (t) = FΔz(t) + bT(G
0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t)),

Δσ(t) = L
1
Δz(t). (П.1)

V
·

τ

0 1

1– 2–

0

1

Рис. 2. Переходные процессы по ошибке слежения для объекта (30):
а — сëу÷ай 1; б — сëу÷ай 2
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Перепиøеì уравнения (15), (19) и (П.1) в виäе

(t) = A
m
ε(t) + kB

m
(c(t) – c

0
)Tw(t) + kB

m
μn – 1

Lη(t)) +

+ B
m1
ψ(t), 

θ
1
Δ (t) = FΔz(t) + θ

2
NT(G

0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t))

(t) = μ–1
Gη(t) + (t). (П.2)

Воспоëüзуеìся первой ëеììой [6], взяв в ка÷естве по-
ëожитеëüно-опреäеëенной функöии функöиþ Ляпунова

V(t) = εT(t)H
1
ε(t) + Δz

T(t)H
2
Δz(t) + ηT(t)H

3
η(t) +

+ (c(t) – c
0
)T(c(t) – c

0
). (П.3)

Соãëасно ëеììе [6], рассìотриì (П.2) при θ
2
 = 0.

Тоãäа второе уравнение (П.2) асиìптоти÷ески устой÷и-
во в сиëу ãурвиöевости ìатриöы F. Зна÷ит функöия

σ(t) оãрани÷ена в сиëу ãурвиöевости ìноãо-

÷ëенов Q
m
(λ) и R

0
(λ). В соответствии с утвержäениеì 1,

систеìа (П.2) äиссипативна, и все переìенные в ней

оãрани÷ены. Тоãäа |ψ(t)| < δ
1
, |ξ(t)| < δ

2
, | (t)| < δ

3
,

|c(t) – c
0
(t)| < δ

4
, δ

i
 > 0, i = 1, ..., 4. 

Опреäеëиì теперü зна÷ение θ
0
, при котороì исхоä-

ная систеìа äиссипативна. Пустü θ
1
 = θ

2
 = θ

0
. Возüìеì

произвоäнуþ по вреìени от функöии (П.3) вäоëü тра-
екторий (17) и (П.2): 

(t) = εT(t)( H
1
 + H

1
A
m
)ε(t) +

+ 2εT(t)H
1
kB

m
(c(t) – c

0
)Tw(t) + 2εT(t)H

1
kμn – 1

B
m
Lη(t) +

+ 2εT(t)H
1
B
m1
ψ(t) + Δz

T(t)(FT
H

2
 + H

2
F)Δz(t) +

+ 2Δz
T(t)H

2
NT(G

0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t)) +

+ ηT(t)(GT
H

3
 + H

3
G)η(t) + 2ηT(t)H

3
(t) +

+ 2 (t)(c(t) – c
0
).

Воспоëüзуеìся оöенкаìи: 

2εT(t)H
1
kμn – 1

B
m
Lη(t) ≤ 2 μ2n – 2εT(t)H

1
B
m
L(H

1
B
m
L)Tε(t) +

+ 2ηT(t)η(t),

2εT(t)H
1
B
m1
ψ(t) ≤ εT(t)(H

1
B
m1

)TH
1
B
m1
ε(t) + 2μ ,

2Δz
T(t)H

2
NTG

0
ξ(t) ≤

≤ Δz
T(t)H

2
NTG

0
(H

2
NTG

0
)TΔz(t) + 2μ ,

2Δz
T(t)H

2
NTD

0
μn – 1

Lη(t) ≤

≤ 2μ2n – 2Δz
T(t)H

2
NTD

0
L(H

2
NTD

0
L)TΔz(t) + 2ηT(t)η(t),

2ηT(t)H
2

(t) ≤ ηT(t)H
2

(H
2

)Tη(t) + 2μη .

Поäставëяя эти оöенки в произвоäнуþ от функöии
Ляпунова и у÷итывая усëовия (20), поëу÷аеì 

(t) m –εT(t)Q
1
ε(t) – Δz

T(t)Q
2
Δz(t) – ηT(t)Q

3
η(t) –

– 2μ(c(t) – c
0
)T(c(t) – c

0
) + 2μ ,

ãäе  =  +  +  + . С у÷етоì форìуëы (П.3) оöе-

ниì посëеäнее выражение в виäе

(t) m –χV(t) + 2μ ,

ãäе χ = min . Реøив

äанное неравенство, поëу÷иì V(t) m V(0)e–χt + (1 –

– e
–χt) . У÷итывая это выражение, найäеì оöенку δ в

öеëевоì усëовии (3) при t = T: 

δ m  m .

О÷евиäно, ÷то усëовия (20) ãрубые, но из них виäно,
÷то существует зна÷ение θ, при котороì аëãоритì уп-
равëения, разработанный äëя ìиниìаëüно-фазовых сис-
теì, работоспособен äëя опреäеëенноãо кëасса неìини-
ìаëüно-фазовых объектов. Из посëеäнеãо неравенства
о÷евиäно, ÷то уìенüøая зна÷ение μ, ìожно поëу÷итü
требуеìуþ то÷ностü δ в усëовии (3). 
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