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Рассìатриваеìая в настоящей статüе заäа÷а от-
носится к кëассу заäа÷ управëения систеìаìи с
распреäеëенныìи параìетраìи с поìощüþ поä-
вижных управëяþщих возäействий [1]. Конкрет-
но, рассìатриваþтся объекты, состояние которых
описывается äвуìерныì уравнениеì тепëопро-
воäности, исто÷ник тепëа переìещается вäоëü оп-
реäеëенной траектории в äвуìерной обëасти обра-
батываеìоãо изäеëия. Заäа÷а поäвижноãо управëе-
ния состоит в поëу÷ении и поääержании в этой
обëасти распреäеëения теìператур, бëизких к за-
äанныì.

Посëеäоватеëüно приìеняя преäëоженные ра-
нее метод подстановки äëя рас÷ета распреäеëен-
ных управëений [2] и метод реализации распреäе-
ëенных управëений с поìощüþ поäвижных исто÷-
ников возäействия [3], ìожно найти траекториþ и
закон äвижения такоãо поäвижноãо управëения,
которое, буäу÷и приëожено к объекту управëения,
перевоäит еãо из некотороãо заäанноãо состояния
в требуеìое. Оäнако оба эти ìетоäа разработаны

äëя объектов, состояние которых описывается оä-
ноìерныì уравнениеì тепëопровоäности.

В работе [4] преäставëен ìетоä поäстановки äëя
рас÷ета распреäеëенных управëений в äвуìерной
обëасти. Основнуþ труäностü при перехоäе к äву-
ìерной заäа÷е преäставëяет рас÷ет функöии, ап-
проксиìируþщей требуеìое распреäеëение теì-
пературы на поверхности объекта. В упоìянутой
работе требуеìое распреäеëение теìпературы ап-
проксиìироваëосü кваäрати÷ныìи функöияìи.

В äанной работе функöия äвух переìенных ап-
проксиìируется ÷асти÷ной (коне÷ной) суììой ря-
äа Фурüе. Необхоäиìостü приìенения преäëаãае-
ìоãо зäесü способа äиктуется усëовияìи заäа÷и.
Есëи на такой же пëощаäи поверхности обрабаты-
ваеìоãо объекта необхоäиìо созäатü нескоëüко
обëастей с разëи÷ной теìпературой, которые ìо-
ãут распоëаãатüся äостато÷но бëизко äруã к äруãу
и äаже ìоãут соприкасатüся, то преäëаãаеìый äаëее
способ ìожет оказатüся преäпо÷титеëüнее, пос-
коëüку äает возìожностü поëу÷итü äовоëüно крутой
фронт изìенения теìпературы при перехоäе от оä-
ной обëасти к äруãой и искëþ÷ает необхоäиìостü
созäания так называеìых обëастей «сøивки».

Метоä поäстановки äëя вы÷исëения поäвижных управëяþщих возäействий в систеìах с

распреäеëенныìи параìетраìи распространен на äвуìерный сëу÷ай. Рассìотрена заäа÷а

поäвижноãо управëения, состоящая в поëу÷ении и поääержании в äвуìерной обëасти за-

äанноãо поëя теìператур. Преäëожено аппроксиìироватü коне÷ныìи суììаìи ряäа Фу-

рüе заäанное в виäе кусо÷но-постоянных функöий поëе теìператур. Показано, ÷то такая

аппроксиìаöия позвоëяет поëу÷итü äостато÷но крутые фронты изìенения теìпературы

при перехоäе от оäноãо у÷астка постоянства теìпературы к äруãоìу. Привеäены резуëü-

таты ÷исëенноãо ìоäеëирования.
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1. ÌÅÒÎÄ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ ÎÒ ÒÅÏËÎÂÛÕ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ, ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÏÎ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Напоìниì коротко (поскоëüку в работе [4] это
сäеëано äостато÷но поäробно) сутü ìетоäа поäста-
новки приìенитеëüно к äвуìерноìу объекту.

Состояние объекта опреäеëяется функöией
Q(x, t), x = (x

1
, x

2
) ∈ D, t l t

0
, которая описывает

распреäеëение теìпературы в äвуìерной обëасти
D и уäовëетворяет (вообще ãоворя, неëинейноìу)
уравнениþ тепëопровоäности:

cρ  – L(Q) + ϕ(Q) = f(x, t),

x = (x
1
, x

2
) ∈ D,  t l 0, (1.1)

с ãрани÷ныìи и на÷аëüныìи усëовияìи

 = αQ
Γ
,  Γ = ∂D,

Q(x, 0) = Q
0
(x),  x ∈ D. (1.2)

Зäесü оператор L(Q), äействуþщий по простран-
ственной переìенной x на функöиþ Q = Q

0
(x, t),

опреäеëяется равенствоì

L(Q) = div[λgradQ]. (1.3)

В привеäенных выражениях t — вреìя, x =

= (x
1
, x

2
) ∈ R2; D — оãрани÷енная обëастü на пëос-

кости; c, ρ, λ и α — тепëотехни÷еские параìетры
ìатериаëа объекта, соответственно тепëоеìкостü,
пëотностü, тепëопровоäностü и коэффиöиент теп-
ëообìена ìежäу поверхностüþ и внеøней среäой,
зависящие в общеì сëу÷ае от ìестопоëожения (ко-
орäинат x

1
, x

2
) то÷ки x и теìпературы Q; ϕ(Q) —

функöия, описываþщая тепëоотвоä с поверхности

объекта во внеøнþþ среäу;  — произвоäная по

направëениþ внеøней норìаëи к ãраниöе Γ об-
ëасти D. Функöия f(x, t) описывает возäействие от
поäвижноãо исто÷ника тепëа с параìетраìи ин-
тенсивностü, форìа и, возìожно, äруãиìи пара-
ìетраìи, наприìер, äисперсии.

При построении аппроксиìируþщей функöии
теìпературноãо поëя рассìатривается установив-
шийся режиì — это многоцикловый режиì äвиже-
ния исто÷ника [5, 6]. В статüе [5] на основании
теореìы Н.Н. Боãоëþбова об усреäнении äоказа-
но, ÷то при ìаëоì периоäе T (боëüøой скорости
äвижения исто÷ника) в установивøеìся режиìе

 = 0, f(x, t) ≈ f(t) (тепëовое возäействие

реаëизуется с äостато÷ной степенüþ то÷ности),

и уравнение объекта (1.1) упрощается и приниìа-
ет виä

–L(Q) + ϕ(Q) = f(x),  x = (x
1
, x

2
) ∈ D. (1.4)

Обозна÷иì жеëаеìое состояние объекта Q*(x),

а аппроксиìируþщуþ функöиþ (x) и вìесто
уравнения (1.1) поëу÷иì сëеäуþщий виä искоìоãо
распреäеëенноãо возäействия:

 f *(x) = –L[ (x)] + ϕ( ). (1.5)

Аппроксиìируþщая функöия (x) äоëжна:
1) уäовëетворятü ãрани÷ныì усëовияì (1.2);
2) бытü кусо÷но-äифференöируеìой такое ÷ис-

ëо раз, которое необхоäиìо äëя поäстановки в
оператор L;

3) аппроксиìироватü жеëаеìое состояние Q*(x)
в обëасти D

1
, D

1
 ⊂ D, с требуеìой то÷ностüþ.

Функöия (1.5) äоëжна бытü кусо÷но-непре-
рывной и уäовëетворятü в обëасти D усëовияì:

f *(x) l 0, f *(x)dx m U
max

 (U
max

 — ìаксиìаëüная

интенсивностü (ìощностü) исто÷ника) и бытü рав-
ной нуëþ вне обëасти D.

Требования 1 и 2 необхоäиìы äëя тоãо ÷тобы

функöия (x) уäовëетворяëа уравнениþ (1.4) с
ãрани÷ныìи усëовияìи (1.2). Это и äеëает возìож-
ныì рас÷ет возäействия f *(x) по форìуëе (1.5).

Рассìотриì аппроксиìаöиþ разрывной функ-
öии ÷асти÷ной (коне÷ной) суììой ряäа Фурüе, ко-
торуþ буäеì называтü поëиноìоì Фурüе [7]. При
такоì способе аппроксиìаöии ìожно äобитüся
äовоëüно крутоãо фронта возрастания теìперату-
ры в обëасти перехоäа от нуëевых ãрани÷ных ус-
ëовий к зна÷ениþ заäанноãо распреäеëения Q*(x).

2. ÐÀÑ×ÅÒ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
È ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÔÓÐÜÅ

Пустü объект преäставëяет собой пëоскуþ оã-
рани÷еннуþ тонкуþ пëастину с разìераìи a и b
по осяì x и y соответственно (äëя избавëения от
«ëиøних» инäексов поëожиì x

1
 = x и x

2
 = y) и тоë-

щиной h, h n a, h n b. Распреäеëениеì теìпера-
туры по тоëщине пренебреãаеì. Пустü обëастü D
совпаäает с обëастüþ D

1
 и иìеет виä пряìоуãоëü-

ника со сторонаìи a и b. Неëинейный ÷ëен урав-
нения (1.1) ϕ(Q) описывает тепëоотäа÷у с поверх-
ности объекта по закону Стефана—Боëüöìана

ϕ(Q) = εσ(Q4 – ) (Q
о
 — теìпература окружаþ-

щей среäы). Жеëаеìое состояние объекта Q*(x, y)
заäано в виäе кусо÷но-постоянной функöии, а

оператор (1.3) (при усëовии λ = const) L(Q) =

Q∂
t∂

-------

αQ λ Q∂
n∂

-------+
x Γ∈

Q∂
n∂

-------

Q x t,( )∂
t∂

--------------------

QA
*

QA
* QA

*

QA
*

D

∫

QA
*

Qo

4
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= λ .

С у÷етоì сказанноãо распреäеëенное возäейс-
твие (1.5)

f *(x, y) = – λ  + εσ(Q*4 – ). (2.1)

Буäеì с÷итатü, ÷то теìпературное поëе Q*(x, y)
в установивøеìся режиìе равноìерное, а перехоä
от нуëевых ãрани÷ных усëовий к зна÷ениþ Q*(x, y)
естü пряìые ëинии разрыва, которые пересекаþт
осü x в то÷ках x = 0, x = a, а осü y — в то÷ках y = 0,
y = b.

Запиøеì аппроксиìируþщуþ функöиþ в ви-

äе сëеäуþщеãо поëиноìа Фурüе: (x, y) =

= C
n
sin C

m
sin  иëи, обозна÷ив

A
nm

= C
n
C

m
,

(x, y) = A
nm

sin sin . (2.2)

Сäеëав рас÷еты, необхоäиìые äëя поäстановки
äанных в уравнение (2.1), поëу÷иì

 +  =

= –A
nm

π2sin sin , (2.3)

ãäе [7]

A
nm

 = Q*(x, y)sin sin dxdy,

0 < x < a,  0 < y < b.

Зна÷ение коэффиöиента A
nm

 äëя равноìерноãо

заäанноãо распреäеëения Q*(x, y) = Q* = const,
0 < x < a, 0 < y < b, запиøется сëеäуþщиì образоì:

A
nm

 = sin dx sin dy. (2.4)

Заìетиì, ÷то требования 1 и 2 (сì. § 1), преäъ-
явëяеìые к аппроксиìируþщей функöии, вы-
поëнены.

Вы÷исëив зна÷ение коэффиöиента (2.4), поëу-
÷иì

A
nm

 =

= 

Дëя ÷исëенноãо анаëиза вы÷исëенные такиì
образоì аппроксиìируþщие функöии (2.2) и соот-
ветствуþщие иì распреäеëенные возäействия (2.1)
расс÷итываëисü с разëи÷ныì ÷исëоì ÷ëенов суì-
ìы ряäа, а иìенно: N = M = 5, 10, 15, 20, 25, 30.
Дëя иëëþстраöии резуëüтатов на рис. 1 привеäены
ãрафики аппроксиìируþщей функöии и распре-
äеëенноãо возäействия с ÷исëоì ÷ëенов суììы ря-
äа N = M = 10.

Виäно, ÷то ãрафик аппроксиìируþщей функ-
öии иìеет нескоëüко экстреìаëüных зна÷ений,
при÷еì аìпëитуäа коëебаний не иìеет тенäенöии
уìенüøатüся äо нуëя при увеëи÷ении ÷исëа ÷ëе-
нов суììы ряäа.

Преäеëüныì «ãеоìетри÷ескиì образоì» поëи-
ноìа Фурüе при n → ∞ в оäноìерноì сëу÷ае сëу-
жит не исхоäная «пряìоуãоëüная» кривая 1 (рис. 2),
а кривая 2 с уäëиненныìи приìерно на 18 % вер-
тикаëüныìи отрезкаìи, в которых сëиëисü ãорбы
и впаäины коëебаний ãрафика при n → ∞. Это из-
вестное явëение Гиббса [8].

Построиì анаëоãи÷ные ãрафики äëя äвуìерной
аппроксиìируþщей функöии (2.2) при разëи÷ноì

÷исëе ÷ëенов суììы. Поскоëüку ãрафики (x, y)

Q
2∂

x
2∂

----------

Q
2∂

y
2∂

----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Q
2∂

x
2∂

----------

Q
2∂

y
2∂

----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Qo

4

QA
*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

QA
*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

Q
2 *

A
∂

x
2∂

------------

Q
2 *

A
∂

y
2∂

------------

nπx

a
----------

mπy

b
-----------

n
2

a
2

-----

m
2

b
2

-------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

4
ab
------

0

a

∫
0

b

∫
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

4Q*

ab
----------

0

a

∫
nπx

a
----------

0

b

∫
mπy

b
-----------

4Q*

b
----------

2a

nπ
------

2b

mπ
--------

16

nmπ2
--------------Q*, есëи n и m не÷етные,=

0, есëи n иëи m ÷етное.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Рис. 1. Вид аппроксимирующей функции (а) (x, y) и соответс-

твующего ей распределенного воздействия (б) для N = M = 10

Q
A
*

Рис. 2. Предельный «геометрический образ» полинома Фурье для
одномерного случая

QA
*

pb0410.fm  Page 81  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

82 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

в рассìатриваеìоì наìи сëу÷ае сиììетри÷ны, сì.
рис. 1, (рас÷ет произвоäиëся äëя пëастины с пара-
ìетраìи a = b), то интересуþщие нас ãрафики
ìожно строитü по се÷енияì, т. е. по оäной из ко-
орäинат, зафиксировав äруãуþ. На рис. 3 показа-

ны кривые (x, y) äëя N = M = 5, N = M = 10 и

N = M = 20 при y = const. Зна÷ения констант вы-
браны äëя саìоãо небëаãоприятноãо сëу÷ая, коãäа
«перереãуëирование» саìое боëüøое по абсоëþт-
ной веëи÷ине.

Рас÷еты показываþт, ÷то в отëи÷ие от то÷ек не-
прерывности, в которых аппроксиìируþщий по-
ëиноì Фурüе при n → ∞ и m → ∞ стреìится к ис-

хоäной функöии (x, y), в то÷ках разрыва и их

окрестностях аппроксиìируþщий поëиноì Фурüе
äает заìетнуþ поãреøностü äаже при боëüøоì
÷исëе суììируеìых ÷ëенов, хотя ÷еì боëüøе ÷ис-
ëо суììируеìых ÷ëенов, теì уже обëастü вбëизи
то÷ек разрыва, в которой поãреøностü ìожет бытü
существенна.

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Резуëüтаты суììирования триãоноìетри÷еских
ряäов разрывных функöий необхоäиìо крити÷ес-
ки оöениватü, у÷итывая явëение Гиббса, так как
äефект схоäиìости иìеет ìесто äаже при ÷исëе
÷ëенов ряäа, стреìящеìся к бесконе÷ности. Кро-
ìе тоãо, при испоëüзовании ìетоäа поäстановки в
äвуìерноì сëу÷ае необхоäиìо братü вторуþ про-
извоäнуþ от аппроксиìируþщей функöии. Есëи

функöия (x, y) — ìноãоэкстреìаëüная, то, как

в оäноìерноì, так и в äвуìерноì сëу÷ае характер
коëебаний сохраняется. Но при увеëи÷ении раз-
ìерности заäа÷и (äвуìерный сëу÷ай) разности

ìежäу ìаксиìаëüныìи и ìиниìаëüныìи зна÷ени-
яìи аìпëитуä возрастаþт. Боëее тоãо, эти разно-
сти буäут возрастатü и при увеëи÷ении ÷исëа ÷ëе-
нов ряäа. Это ìожет привести к тоìу, ÷то распре-
äеëенное управëение f *(x, y), поëу÷енное ìетоäоì
поäстановки, буäет не приãоäно äëя практи÷еско-
ãо испоëüзования.

Важно аппроксиìироватü функöиþ так, ÷тобы
аìпëитуäа этих коëебаний не превыøаëа некото-
рой заäанной веëи÷ины. Существуþт аппрокси-
ìируþщие поëиноìы, уäовëетворяþщие такоìу
усëовиþ. Они называþтся поëиноìаìи равно-
ìерноãо прибëижения, иëи (есëи требуется, ÷то-
бы все ìаксиìаëüные укëонения быëи оäинако-
выìи) равноìерныì ÷ебыøевскиì прибëижениеì
(иëи просто ÷ебыøевскиì прибëижениеì). Цен-
но, ÷то при аппроксиìаöии иìи разрывных фун-
кöий искëþ÷ается иëи осëабëяется явëение Гиб-
бса. Кроìе тоãо, в ряäе сëу÷аев уäается уäовëетво-
ритеëüно аппроксиìироватü функöиþ поëиноìоì
ìенüøеãо поряäка, ÷еì при аппроксиìаöии ее по-
ëиноìоì Фурüе (при той же то÷ности) [8].

Общее свойство всякоãо поëиноìа равноìер-
ноãо прибëижения состоит в тоì, ÷то с увеëи÷е-
ниеì поряäка N ка÷ество аппроксиìаöии уëу÷-
øается. Путеì уìножения кажäоãо из коэффиöи-
ентов Фурüе C

n
 на ìножитеëи схоäиìости ρ

n
(N )

äостиãается превращение поëиноìа Фурüе в поëи-
ноì равноìерноãо прибëижения.

Соверøенно ясно, ÷то разëи÷ные ìножитеëи
схоäиìости äаþт коëи÷ественно равноìерное не-
оäинаковое прибëижение, и выбор ìетоäа зависит
от требований к то÷ности в конкретной заäа÷е.

Приìенение ìножитеëей схоäиìости äает хо-
роøие резуëüтаты äëя функöий, зависящих от оä-
ной переìенной [8]. Дëя äвуìерноãо сëу÷ая наìи
провеäены анаëоãи÷ные рас÷еты аппроксиìируþ-

щей функöии (x, y) в виäе поëиноìа Фурüе с

приìенениеì ìножитеëей схоäиìости. Быëи вы-
браны ìножитеëи Бернøтейна—Роãозинскоãо:

ρ
B, n

(r, N ) = .

Анаëизируя резуëüтаты рас÷етов äëя оäноìерно-
ãо сëу÷ая, привеäенные в работе [8, с. 363], ìожно
виäетü, ÷то приìенение ìножитеëей Бернøтей-
на—Роãозинскоãо äает наиìенüøие коëебания и,
кроìе тоãо, наиëу÷øиì образоì аппроксиìирует
разрывнуþ функöиþ (в сìысëе выäеëения крутиз-
ны фронтов) при тоì же ÷исëе ÷ëенов в поëиноìе.

Аппроксиìируþщая функöия (2.2) с приìене-
ниеì ìножитеëей Бернøтейна—Роãозинскоãо ρ

B, n

QA
*

Рис. 3. Сравнительные графики температуры при y = const для
N = M = 5; 10; 20
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*
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*
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и ρ
B, m

 äëя рассìатриваеìоãо äвуìерноãо сëу÷ая за-

пиøется сëеäуþщиì образоì:

(x, y) = A
nm

 Ѕ

Ѕ sin sin .

Дëя оöенки эффекта приìенения ìножитеëей
схоäиìости, рас÷еты провоäиëисü äëя тех же са-
ìых зна÷ений ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа, ÷то и в
преäыäущеì сëу÷ае (без приìенения ìножитеëей
схоäиìости): N = M = 5, 10, 15, 20, 25, 30. На рис. 4

показан виä аппроксиìируþщей функöии (x, y)
и распреäеëенноãо возäействия f *(x, y), вы÷исëен-
ных с приìенениеì ìножитеëей схоäиìости
Бернøтейна – Роãозинскоãо с показатеëеì степе-
ни r = 2 и ÷исëоì ÷ëенов суììы N = M = 10 (срав-
ните с рис. 1).

На рис. 5 преäставëена зависиìостü (x, y)
при фиксированноì y. Требуеìая теìпература

распреäеëения (x, y)= 1000°C, ÷исëо ÷ëенов
суììы ряäа N = M = 20. Построена трубка по се-
÷ениþ y = 3 с ìиниìаëüной теìпературой и по се-

÷ениþ y = 2 с ìаксиìаëüной теìпературой. Все
äруãие зна÷ения теìпературы распреäеëения рас-
поëожены внутри этой трубки (äëя приìера пока-
зано се÷ение при y = 11).

На рис. 6 преäставëены зависиìости зна÷ений
теìпературы в саìой «тяжеëой» то÷ке распреäеëе-
ния от ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа.

Кривые, поëу÷енные при рас÷ете без ìножите-
ëей схоäиìости, поäтвержäаþт вывоäы, сäеëан-
ные äëя оäноìерноãо сëу÷ая [8]: наëиöо зна÷и-
теëüные коëебания аппроксиìируþщей функöии.
Максиìаëüная аìпëитуäа откëонения от требуе-
ìоãо уровня теìпературы (в то÷ке с коорäинатаìи
x = 2, y = 2) составиëа A

max
 = 39,1 %. Приìенение

ìножитеëей схоäиìости äаëо резуëüтируþщее рас-
преäеëение теìпературы практи÷ески равноìер-
ное при всех показатеëях степени r = 1, 2, 3, при
которых быëи провеäены рас÷еты. Максиìаëüное
зна÷ение A

max
 = 0,6 % при r = 1; A

max
 = 2,5 % при

r = 2, а при r = 3 коëебаний теìпературы не на-
бëþäается. Саìый же крутой фронт набëþäается
при r = 1.

Анаëиз резуëüтатов рас÷ета показаë, ÷то äоста-
то÷но небоëüøоãо ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа (на-
приìер, 10, при показатеëе степени r = 1) äëя по-
ëу÷ения äовоëüно то÷ной аппроксиìаöии. При
требовании крутых фронтов ëу÷øе братü нескоëüко
боëüøее ÷исëо ÷ëенов суììы ряäа, наприìер, 20.

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÅÒÎÄÀ
ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ ÄËß ÑËÓ×Àß ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÎËß

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ

Расс÷итаеì аппроксиìируþщуþ функöиþ с
поìощüþ поëиноìа Фурüе äëя сëу÷ая неравно-
ìерноãо жеëаеìоãо распреäеëения Q*(x, y), изоб-
раженноãо на рис. 7.

QA
*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπ

2N 1+
-----------------cos⎝ ⎠

⎛ ⎞ r mπ
2M 1+
------------------cos⎝ ⎠

⎛ ⎞ r

nπx

a
----------

mπy

b
-----------

QA
*

Рис. 4. Вид аппроксимирующей функции (а) и соответствующего
ей распределенного воздействия (б) для N = M = 10, рассчитан-
ные с применением множителей сходимости

Рис. 5. Графики температуры при фиксированном y

QA
*

QA
*

Рис. 6. Зависимость расчетной температуры от числа членов сум-
мы ряда
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Аппроксиìируþщая функöия äëя такой заäа÷и

записывается как (x, y) = θ(x)•1(y), ãäе

θ(x) = (4.1)

1(y) = 

Нетруäно виäетü, ÷то выражение (2.3) остается
теì же саìыì, ÷то и äëя равноìерноãо распреäе-
ëения, а выражение (2.4) äëя A

nm
 запиøется сëеäу-

þщиì образоì

A
nm

 =

= θ(x)sin dx (4.2)

В соответствии с выражениеì (4.1) вы÷исëиì

θ(x)sin dx = β, ãäе

β =  +

+ . (4.3)

В своþ о÷ереäü, выражение (4.2) запиøется как

A
nm

 = β

иëи

A
nm

 = (4.3)

ãäе β вы÷исëяется по форìуëе (4.3).
Дëя иëëþстраöии провеäенноãо такиì образоì

рас÷ета на рис. 8 преäставëены ãрафики функöии

(x, y), аппроксиìируþщей неравноìерное теì-

пературное поëе и соответствуþщие ей ãрафики
распреäеëенноãо возäействия f *(x, y), вы÷исëен-
ноãо по форìуëе (2.1), расс÷итанные без ìножите-
ëей схоäиìости (рис. 8, а) и с у÷етоì ìножитеëей
Бернøтейна—Роãозинскоãо с показатеëяìи степе-
ни r = 1 (рис. 8, б), r = 2 (рис. 8, в), r = 3 (рис. 8, г).

Рас÷еты (äëя всех преäставëенных ãрафиков)
провоäиëисü при сëеäуþщих исхоäных äанных:

λ = 104 Вт/ì•°С; σ = 5,7•10–8 Вт/ì2•K4; ε = 0,15;
Q

0
 = 20 °C.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Метоä поäстановки äëя рас÷ета распреäеëен-
ных управëений [2] распространен на пространс-
твенно-äвуìерные систеìы.

Преäëожен аëãоритì рас÷ета функöии, аппрок-
сиìируþщей требуеìое распреäеëение теìперату-
ры на поверхности объекта. В ка÷естве приìера
проäеìонстрирована аппроксиìаöия заäанной ку-
со÷но-постоянной функöии äвух переìенных с
поìощüþ ÷асти÷ной (коне÷ной) суììы ряäа Фу-
рüе äëя äвух виäов требуеìоãо распреäеëения.

Преäëоженный аëãоритì реаëизован на спеöи-
аëüно разработанноì äëя таких заäа÷ проãраì-
ìноì обеспе÷ении — стаöионарной ìоäеëи äëя
рас÷ета распреäеëенных управëений.

Приìенение преäëоженноãо поäхоäа позвоëяет
поëу÷итü äовоëüно то÷нуþ аппроксиìаöиþ раз-
рывной функöии (äаже при небоëüøоì ÷исëе ÷ëе-
нов суììы ряäа Фурüе) и äостато÷но крутой фронт
аппроксиìируþщей функöии.

В реаëüных установках, äëя которых разрабаты-
ваëся коìпëекс проãраìì äëя управëения поäвиж-
ныì исто÷никоì возäействия, как правиëо, на по-
верхности объекта необхоäиìо созäатü не оäну, а
нескоëüко обëастей (как ìиниìуì, три) с разëи÷-
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Q2
* x1 x x2,≤ ≤,

Q1
* x2 x a,≤ ≤,⎩

⎪
⎪
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⎪
⎪
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Рис. 7. Схема неравномерного распределения температуры
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ной теìпературой. В таких сëу÷аях приìенение
преäëоженноãо способа рас÷ета äает зна÷итеëü-
ный выиãрыø, поскоëüку ìожно поëу÷итü äовоëü-
но крутой фронт изìенения теìпературы при пе-

рехоäе от оäной обëасти к äру-
ãой, ÷то зна÷итеëüно сокращает
обëасти «сøивки» и позвоëяет
избежатü ãроìозäких выкëаäок,
характерных, наприìер, äëя па-
рабоëи÷еской аппроксиìаöии.
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Рис. 8. Графики аппроксимирующей функции (x, y) и соответствующего ей рас-

пределенного воздействия f *(x, y) для неравномерного температурного поля N = 35,
M = 15:
а – рас÷ет без ìножитеëей схоäиìости; б – r = 1; в – r = 2; г – r = 3
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