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В заäа÷ах управëения систеìаìи с распреäеëен-
ныìи параìетраìи и поäвижныì управëяþщиì
возäействиеì рассìатриваþтся объекты, состоя-
ние которых описывается äвуìерныì уравнениеì
тепëопровоäности с конöентрированныì исто÷-
никоì тепëа, который переìещается вäоëü неко-
торой траектории на ãрани÷ной поверхности обра-
батываеìоãо изäеëия [1, 2]. Эффективные разìеры
исто÷ника возäействия зна÷итеëüно ìенüøе раз-
ìеров объекта управëения, а закон äвижения ис-
то÷ника — периоäи÷еский иëи бëизкий к перио-
äи÷ескоìу. С поìощüþ таких исто÷ников при вы-
сокой скорости их äвижения ìожно созäатü анаëоã
управëяþщеãо пространственно распреäеëенноãо
возäействия на объект. Поäобные возäействия
требуþтся во ìноãих проöессах и устройствах äëя
коìпенсаöии краевых эффектов, äëя обеспе÷ения
заäанноãо пространственноãо распреäеëения ìе-
хани÷еских, физико-хиìи÷еских и äруãих свойств
объекта, äëя коìпенсаöии ëокаëüных возìуще-
ний [3]. Физи÷ески исто÷ники — это эëектронные,
ионные иëи ëазерные ëу÷и, созäаваеìые управëя-
еìыìи «пуøкаìи». Проöессы, как правиëо, про-
исхоäят в вакууìе, в соответствуþщих установках.

Пробеãание конöентрированныì исто÷никоì
всей фиксированной траектории с заäанныì зако-

ноì äвижения составëяет оäин öикë поäвижноãо
возäействия, ìноãократное повторение котороãо
буäеì называтü ìноãоöикëовыì поäвижныì уп-
равëяþщиì возäействиеì. Рассìотрениþ особен-
ностей такоãо управëяþщеãо возäействия в äву-
ìерных заäа÷ах наãрева теë и посвящена настоя-
щая статüя.

1. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÎÁÚÅÊÒÀ

Пустü требуется поëу÷итü заäанное распреäеëе-
ние теìпературы (теìпературное поëе) на фикси-
рованной äвуìерной открытой пëоской обëасти D
с ãраниöей Γ = дD на поверхности некотороãо из-
äеëия путеì поäа÷и на обëастü D опреäеëенноãо
коëи÷ества тепëа (заäанной интенсивности), äо-
ставëяеìоãо посреäствоì поäвижных управëяеìых
исто÷ников. Сна÷аëа рассìотриì оäин поäвижный
исто÷ник, хотя существуþт установки с нескоëü-
киìи поäвижныìи исто÷никаìи, как правиëо, их
не боëее äвух иëи трех.

Ввеäеì некоторуþ поäхоäящуþ систеìу коор-
äинат, наприìер, äекартову пряìоуãоëüнуþ и пря-
ìоëинейнуþ (рис. 1). Обëастü D ÷асто иìеет виä
пряìоуãоëüника, кваäрата иëи круãа. Дëя опреäе-
ëенности буäеì с÷итатü обëастü D пряìоуãоëüной
(рис. 2).

Дано ìатеìати÷еское описание внеøнеãо поäвижноãо управëяþщеãо возäействия. При-

веäены приìеры рас÷ета разëи÷ных траекторий еãо äвижения на пëоскости. Показано,

÷то при ìноãоöикëовоì управëяþщеì возäействии обеспе÷ивается перехоä к квазиста-

ти÷ескоìу уравнениþ тепëопровоäности, т. е. к рас÷ету усреäненноãо распреäеëения

теìпературы на поверхности объекта.

Ключевые слова: систеìа, распреäеëенные параìетры, ìноãоöикëовое поäвижное управëяþщее
возäействие, траектория, конöентрированный исто÷ник возäействия, поверхностü.

ïðàâëåíèå òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìèÓ

pb0112.fm  Page 47  Monday, February 13, 2012  12:25 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

48 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2012

Распреäеëение теìпературы в обëасти D буäеì
описыватü функöией Q = Q(x

1
, x

2
, t), (x

1
, x

2
) ∈ D,

t — вреìя. В обëасти D она уäовëетворяет неста-
öионарноìу уравнениþ тепëопровоäности

cρ  = λ  – ϕ(Q) + f(x
1
, x

2
, t),

x = (x
1
, x

2
) ∈ D. (1.1)

Зäесü c, ρ, λ и α — тепëотехни÷еские параìетры
ìатериаëа изäеëия, соответственно тепëоеìкостü,
пëотностü, тепëопровоäностü и коэффиöиент теп-
ëообìена поверхности и внеøней среäы, зави-
сящие в общеì сëу÷ае от коорäинат то÷ки x и
теìпературы Q, а f(x

1
, x

2
, t) — внеøнее управëяþ-

щее возäействие, которое поäробно опиøеì äаëее.
Функöия ϕ(Q) характеризует отток тепëа (тепëоот-
воä) со всей обëасти D во внеøнþþ среäу по за-

кону Стефана—Боëüöìана ϕ[Q] = εσ[Q4 – ], ãäе

ε — относитеëüная изëу÷атеëüная способностü
(степенü ÷ерноты) поверхности, σ — постоянная

Стефана—Боëüöìана, Q
o
 — теìпература окружаþ-

щей среäы.

Уравнение (1.1) äëя оäнозна÷ности еãо реøе-
ния äопоëняется ãрани÷ныìи и на÷аëüныìи усëо-
вияìи, соответствуþщиìи усëовияì проöесса в
установке. Наприìер, на÷аëüное усëовие при t = 0
иìеет виä:

Q(x
1
, x

2
, 0) = Q

0
(x

1
, x

2
) = Q

0
 = const,

а ãрани÷ное усëовие в то÷ках ãраниöы Γ обëасти D
выãëяäит, наприìер, так:

 = αQ
Γ
, Γ = дD,

 — произвоäная по направëениþ внеøней нор-

ìаëи к ãраниöе Γ обëасти D.

2. ÂÍÅØÍÅÅ ÏÎÄÂÈÆÍÎÅ ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÅ
ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅ

В общеì виäе функöиþ f(x
1
, x

2
, t), преäставëя-

þщуþ внеøнее поäвижное управëяþщее возäейс-
твие, ìожно записатü сëеäуþщиì образоì:

f(x
1
, x

2
, t) = u(t)ψ[x

1
 – x

1ö
(t), x

2
 – x

2ö
(t), p],

(x
1
, x

2
) ∈ D, t ≥ t

0
.

Зäесü u(t) — интенсивностü исто÷ника, изìеря-
еìая в еäиниöах ìощности, x

ö
(t) = [x

1ö
(t), x

2ö
(t)] —

поëожение поäвижноãо öентра исто÷ника в каж-
äый ìоìент вреìени, ψ[x

1
 – x

1ö
(t), x

2
 – x

2ö
(t), p] —

безразìерная функöия форìы, характеризуþщая
закон распреäеëения интенсивности исто÷ника в

обëасти D ⊂ R2, p — некоторый, вообще ãоворя,
векторный параìетр.

Возäействие образуется в резуëüтате суììиро-
вания боëüøоãо ÷исëа эëеìентарных возäействий,
наприìер, в резуëüтате возäействия ìножества
эëектронов в эëектронноì пу÷ке иëи фотонов в
опти÷ескоì ëу÷е, претерпеваþщих некоторое рас-
сеяние. Приìеì, ÷то иìеет ìесто закон норìаëü-
ноãо (ãауссова) распреäеëения интенсивности ис-

то÷ника возäействия по пëоскости R2:

Ψ(x
1
 – x

1ö
(t), x

2
 – x

2ö
(t), p

1
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2
] =

= exp exp  =

= exp .
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Рис. 1. Двумерная открытая плоская область поверхности

Рис. 2. Двумерная ограниченная плоская область поверхности
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Зäесü параìетры p
1
 и p

2
 иãраþт роëü среäне-

кваäрати÷еских откëонений по соответствуþщиì
осяì x

1
 и x

2
. В ÷астности, есëи p

1
 = p

2
 = p, то закон

äвуìерноãо сиììетри÷ноãо норìаëüноãо распре-
äеëения приìает виä:

Ψ[x
1
 – x

1ö
(t), x

2
 – x

2ö
(t), p] =

= exp ,

ãäе x
1ö

 = x
1ö

(t) и x
2ö

 = x
2ö

(t) — коорäинаты öентра

распреäеëения интенсивности поäвижноãо ис-
то÷ника. Поäвижная то÷ка M = M(x

1ö
(t), x

2ö
(t)) =

= M(t) ⊂ D — это öентр норìаëüноãо сиììетри÷-
ноãо распреäеëения интенсивности поäвижноãо
исто÷ника.

Но ãауссово распреäеëение не явëяется финит-
ныì. По известноìу «правиëу трех σ» äëя ãаусов-
скоãо распреäеëения, 99 % изëу÷ения поäвижно-
ãо исто÷ника тепëа буäет ëежатü в круãе раäиуса
R = 3p с öентроì в то÷ке M. Этот круã назовеì
«пятном воздействия», а то÷ку M — центром пятна
воздействия (ЦПВ).

При переìещении öентра исто÷ника пятно воз-
äействия, жестко с ниì связанное, также переìе-
щается по обëасти D (рис. 3).

Обëастü G назовеì обëастüþ äопустиìых поëо-
жений то÷ки M внутри обëасти D. Граниöа дG об-
ëасти G опреäеëяется как внутренняя эквиäистан-
та по отноøениþ к ãраниöе дD обëасти D, при÷еì
расстояние ìежäу ãраниöаìи дG и дD äоëжно бытü
не ìенüøе раäиуса пятна возäействия (рис. 4).

В äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то ЦПВ M(x
ö
(t)),

x
ö
(t) = (x

1ö
(t), x

2ö
(t)) при своеì переìещении при-

наäëежит обëасти G.

В ка÷естве приìера конкретной обëасти D вы-
береì пряìоуãоëüник со сторонаìи a и b (рис. 5).

Траектория L преäставëяет собой заìкнутуþ
кусо÷но-ëинейнуþ ëоìануþ несаìопересекаþщу-
þся ëиниþ, äостато÷но пëотно запоëняþщуþ об-
ëастü G так, ÷то расстояние ëþбой то÷ки x ∈ G äо
траектории L не превыøает ìаëой веëи÷ины η > 0,
при÷еì η ≤ 2R. Обëастü G äопустиìых поëожений
ЦПВ M исто÷ника оãрани÷ена пунктироì.

1

2πp
2

------------

x1 x1ö–( )2 x2 x2ö–( )+

2p
2

----------------------------------------------------------–

Рис. 3. График нормального симметричного распределения ин-
тенсивности источника воздействия на плоскости в фиксирован-
ный момент времени

Рис. 5. Пример выбора областей D и G и траектории L движения
ЦПВ источника — точки M

Рис. 4. Область G допустимых положений центра M распреде-
ления интенсивности подвижного источника
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3. ÒÐÀÅÊÒÎÐÈß ÄÂÈÆÅÍÈß
ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß

Пустü ЦПВ исто÷ника переìещается вäоëü фик-
сированной траектории L, которая ëежит в обëа-
сти G ⊂ D на пëоскости, и то÷ки l

0
 и l

1
 — конöы

этой траектории. Есëи эти то÷ки совпаäаþт, то
траектория заìкнутая. Заäаäиì траекториþ L па-
раìетри÷ескиìи уравненияìи:

x = X(s),  0 ≤ s ≤ S,  x = (x
1
, x

2
) ∈ G,

X = (X
1
, X

2
), (3.1)

ãäе s — переìенная äëина кривой, отс÷итываеìая
от то÷ки l

0
 вäоëü кривой L. Поëожение ЦПВ ис-

то÷ника на траектории L буäеì заäаватü коорäи-
натой s(t), t

0
 ≤ t ≤ t

0
 + T, s(t

0
) = 0, s(t

0
 + T ) = S; T —

вреìя äвижения ЦПВ исто÷ника от то÷ки l
0
 äо

то÷ки l
1
, S — äëина всей траектории. О÷евиäно,

s(t) = v(τ)dτ, t
0
 ≤ t ≤ t

0
 + T, (3.2)

ãäе v(t) — скоростü äвижения ЦПВ исто÷ника
вäоëü траектории.

Из уравнений (3.1) и (3.2) ìожно вы÷исëитü ко-
орäинаты поëожения ЦПВ исто÷ника в кажäый
ìоìент вреìени t:

x
i
 = X

i
, i = 1, 2, x ∈ G, t

0
 ≤ t ≤ t

0
 + T.

Даëее, наì буäет уäобнее заäаватü траекториþ
натураëüныìи уравненияìи, т. е. зависиìостüþ,
которая связывает кривизну χ с äëиной s äуãи тра-
ектории, отс÷итываеìой от ее на÷аëüной то÷ки l

0
.

Преиìущество такоãо описания закëþ÷ается, пре-
жäе всеãо, в тоì, ÷то натураëüное уравнение тра-
ектории инвариантно к выбору систеìы коорäи-
нат. Это позвоëит, наприìер, раз и навсеãäа в
станäартноì виäе записатü уравнения «типовых»
траекторий (окружностü, спираëü, ëоìаная и äр.) и
в äаëüнейøеì поëüзоватüся иìи в ëþбой систеìе
коорäинат.

Натураëüное уравнение ëинии (траектории) L
на пëоскости заäается сëеäуþщей функöионаëü-
ной зависиìостüþ [4]:

χ = χ(s),  0 ≤ s(t) ≤ S,  t
0
 ≤ t ≤ t

0
 + T, (3.3)

ãäе χ — кривизна ëинии L, переìенная s(t) — äëи-
на ëинии, отс÷итываеìая от фиксированной на-

÷аëüной то÷ки l
0
 траектории L äо то÷ки M(t). В своþ

о÷ереäü, кривизна опреäеëяется выражениеì

χ = , (3.4)

ãäе β(s) — уãоë накëона касатеëüной к опреäеëен-
ной фиксированной оси [5]. Из опреäеëения кри-
визны (3.4) иìееì

β(s) = β
0
 + χ(λ)dλ,  0 ≤ s ≤ S. (3.5)

Дëя тоãо ÷тобы зафиксироватü кривуþ, заäан-
нуþ натураëüныì уравнениеì (3.3), äостато÷но,
наприìер, выбратü на÷аëüнуþ то÷ку l

0
(x

10
, x

20
)

этой ëинии и на÷аëüный уãоë накëона β
0
 касатеëü-

ной к этой ëинии в на÷аëüной то÷ке l
0
 [6].

Поëожив β
0
 = 0, из выражений (3.3)—(3.5) по-

ëу÷иì

x
1
(t) = x

10
 + v(t)cosβ(t)dt,

x
2
(t) = x

20
 + v(t)sinβ(t)dt,  t

0
 ≤ t ≤ t

0
 + T. (3.6)

Заìетиì, ÷то зäесü β(t) — уãоë накëона каса-
теëüной к оси {x

2
 = 0}. 

В ÷астности, при äвижении вäоëü пряìой, па-
раëëеëüной оси x

1
 (β

0
 = 0, χ = 0), уравнения (3.6)

приниìаþт виä

x
1
(t) = x

10
 + v(t)dt, 

x
2
(t) = x

20
,  t

0
 ≤ t ≤ t

0
 + T.

Дëя äвижения ЦПВ исто÷ника вäоëü окруж-
ности (раäиуса R с öентроì в на÷аëе коорäинат) из
на÷аëüной то÷ки x

10
 = 0, x

20
 = –R (äвижение про-

тив ÷асовой стреëки) поëу÷иì

x
1
(t) = Rsin ,

x
2
(t) = –Rcos ,  t

0
 ≤ t ≤ t

0
T.

Рассìотриì траекториþ, состоящуþ из сопряãа-
þщихся äуã окружностей с кривизной χ(s), рис. 6, а.
Буäеì аппроксиìироватü кривизну χ(s) кусо÷но-

t
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1
R
---- v t( ) td

t
0

t

∫
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

1
R
---- v t( ) td

t
0
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постоянной функöией χa(s). Это соответствует
разбиениþ ëинии L на N у÷астков, кажäый из ко-
торых аппроксиìируется опреäеëенной коне÷ной

äуãой окружности раäиуса R
i
 = 1/ , иëи отрезкоì

пряìой, есëи кривизна äостато÷но ìаëа (бëизка к
нуëþ), рис. 6, б.

Дëя приìера рассìотриì систеìу, в которой
обеспе÷ивается переìещение ЦПВ исто÷ника
вäоëü произвоëüно заäанной траектории с заäан-
ныì распреäеëениеì скоростей äвижения вäоëü
этой траектории. Необхоäиìостü в такоì режиìе
ìожет возникнутü, наприìер, при реаëизаöии
проöесса перепëава с испоëüзованиеì проìежу-
то÷ной еìкости с ìетаëëоì, распëавëяеìыì
эëектронныì ëу÷оì. Проìежуто÷ная еìкостü со
сëивныì носкоì ìожет бытü öиëинäри÷еской,
пряìоуãоëüной, иëи кваäратной (в пëане) форìы.
Траекториþ äвижения ЦПВ исто÷ника (эëект-
ронноãо ëу÷а) выбереì в соответствии с этой
форìой.

При аппроксиìаöии этой траектории отрезка-
ìи пряìых (χ = 0) и сопряженных с ниìи äуãаìи
окружностей (χ = const ≠ 0) вся заìкнутая траек-
тория общей äëины S разбивается на N у÷астков
äëиной Δs

i
, i = 1, ..., N, на кажäоì из которых зна-

÷ения скорости v
i
 и кривизны χ

i
 остаþтся посто-

янныìи.

Даëее в соответствии с выражениеì (3.2) стро-
иì (вы÷исëяеì) зависиìостü пройäенноãо пути от
вреìени в виäе кусо÷но-ëинейной функöии s(t),
опреäеëяþщей отрезки вреìени Δt

i
, за которые

öентр исто÷ника прохоäит i-й у÷асток с соответс-
твуþщей этоìу у÷астку скоростüþ переäвижения
(рис. 7).

Танãенс уãëа накëона i-ãо отрезка равен ско-
рости äвижения ЦПВ исто÷ника на этоì отрезке

, а äëина i-ãо отрезка s
i
 при χ ≠ 0 за-

висит от кривизны траектории и равна s
i
 = •ϕ

i
,

ãäе ϕ
i
 — уãоë (в раäианах) поворота вектора ско-

рости ЦПВ исто÷ника на аппроксиìаöионноì от-
резке äуãи окружности, при÷еì signϕ

i
 = signχ

i
.

На рис. 8 преäставëены расс÷итанные такиì
способоì траектории äвижения ЦПВ исто÷ника
и законы äвижения еãо вäоëü этих траекторий
äëя проìежуто÷ных еìкостей разëи÷ной форìы.
В табë. 1 äëя приìера привеäен ìассив äанных,
необхоäиìый äëя рас÷ета траектории, изображен-

χi

a

Рис. 6. Пример аппроксимации кривизны траектории: а — кусо÷но-постоянной функöией χa(s); б — резуëüтируþщая кривая

Δsi
Δti
-------

ds

dt
-----≡ vi=⎝ ⎠

⎛ ⎞

1
χi

----

Рис. 7. Графическое отображение вычисления времени Dt
i
 про-

хождения ЦПВ источника i-го отрезка траектории
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ной на рис. 8, а. На рисунках то÷каìи отìе÷ено
поëожение ЦПВ исто÷ника ÷ерез равные проìе-
жутки вреìени, т. е. скоростü еãо äвижения вäоëü
траектории отображается сãущениеì (уìенüøение
скорости) иëи разрежениеì (увеëи÷ение скорости
äвижения) то÷ек, соответствуþщих поëожениþ
ЦПВ исто÷ника.

Преäставëяет интерес оöенка относитеëüных
поãреøностей вы÷исëений коорäинат то÷ек траек-
тории x

1
 и x

2
 в зависиìости от форìы траектории

и абсоëþтных зна÷ений скоростей:

 = ,   = , (3.7)

ãäе maxΔx
1
 и maxΔx

2
 — ìаксиìаëüные абсоëþтные

поãреøности вы÷исëения коорäинат x
1
 и x

2
, maxΔx

1

и maxΔx
2
 — ìаксиìаëüные разìеры (ãабариты)

траектории по осяì x
1
 и x

2
.

В табë. 2 привеäены резуëüтаты рас÷етов äëя
траекторий, преäставëенных на рис. 8, а, б. Быëи
иссëеäованы по äва закона äвижения äëя кажäой
из привеäенных траекторий. Диапазон скоростей
äëя первой (а) траектории 30—45 ì/с (I вариант) и
10—90 ì/с (II вариант), äëя второй (б) траектории
30—45 ì/с (I вариант) и 20—90 ì/с (II вариант).

Можно сäеëатü сëеäуþщие вывоäы:

— на пряìоëинейных у÷астках траектории уве-
ëи÷ение скорости не вëияет на относитеëüные
поãреøности (3.7);

— на кривоëинейных у÷астках с ìаëой кривиз-
ной траектории оøибки (3.7) накапëиваþтся тоëü-
ко при äовоëüно боëüøих зна÷ениях скоростей;

Рис. 8. Примеры рассчитанных траекторий для промежуточных емкостей различной формы

δx
1

maxΔx1

maxx1

--------------------- δx
2

maxΔx2

maxx2

---------------------
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— на кривоëинейных у÷астках с боëüøой кри-
визной траектории (наприìер, пиëообразной)
оøибки резко возрастаþт äаже при ìаëых ско-
ростях.

То÷ностü выбранноãо способа форìирования
управëяþщих сиãнаëов обусëовëивается äиапазо-
ноì изìенения скорости и кривизны траектории
äвижения исто÷ника, то÷ностüþ испоëüзуеìоãо
ìетоäа интеãрирования, разìероì øаãа по вреìе-
ни DT.

Избежатü увеëи÷ения относитеëüных поãреø-
ностей äëя пиëообразных траекторий ìожно, заìе-
нив кривоëинейные у÷астки, ãäе кривизна о÷енü
веëика, ëоìаныìи ëинияìи.

4. ÌÍÎÃÎÖÈÊËÎÂÎÅ ÏÎÄÂÈÆÍÎÅ
ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÅ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅ

Дëя опреäеëенности рассìотриì сëу÷ай, коãäа
траектория исто÷ника L выбрана, как показано на
рис. 5, äëя пряìоуãоëüной обëасти G ⊂ D. Зäесü
L — заìкнутая траектория встре÷и ëу÷а с пëасти-
ной, описываеìая поäвижной то÷кой M.

Есëи то÷ка M оäин раз обеãает всþ заìкнутуþ
траекториþ L с постоянной скоростüþ v = const
при постоянной интенсивности (ìощности) ис-
то÷ника тепëа u(t) = const, возвращаясü в исхоä-
нуþ то÷ку, поëу÷аеì оäин öикë наãрева поверх-
ности G. Буäеì повторятü этот öикë ìноãократно
äостато÷но боëüøое ÷исëо раз. Этот режиì ìно-
ãократноãо повторения äанноãо öикëа назовеì
многоцикловым подвижным воздействием иëи мно-
гоцикловым подвижным управлением ëу÷евыì ис-
то÷никоì тепëа.

Рассìотриì еãо поäробнее.

Пустü периоäи÷еское äвижение исто÷ника про-
исхоäит по некоторой заìкнутой траектории L
(рис. 5) с постоянной (äостато÷но высокой) ско-
ростüþ с периоäоì öикëа T (äостато÷но ìаëыì), и
это äвижение повторяется ìноãократно, т. е. иìе-
еì ìноãоöикëовый режиì. Рассìотриì произ-
воëüнуþ фиксированнуþ то÷ку M с коорäинатаìи
(x

M1
, x

M2
) на заìкнутой траектории L. График теì-

пературы Q
M
 в этой то÷ке в зависиìости от вреìе-

ни t изображен на рис. 9.

Есëи скоростü äвижения исто÷ника äостато÷но
веëика (переä T äостато÷но ìаë), то ясно, ÷то раз-
ìах q

M
 коëебаний теìпературы в то÷ке M буäет äо-

стато÷но ìаë, и иì ìожно пренебре÷ü.

Такиì образоì, ясно, ÷то по проøествии äоста-
то÷но боëüøоãо ÷исëа öикëов N . 1 (т. е. при äо-
стато÷но боëüøоì зна÷ении вреìени t) и äоста-
то÷но высокой скорости äвижения исто÷ника v
(по сравнениþ со скоростüþ распространения
тепëа в обëасти G) в обëасти G установится опре-

Таблица 1

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè

i v
i

R
i

χ
i
 = signϕ

i
/R

i
ϕ
i

Δs
i

1 40 ∞ 0 0 80
2 30 ∞ 0 0 80
3 40 ∞ 0 0 110

4 45 30 1/30 π/2

5 45 ∞ 0 0 55

6 45 20 –1/20 –π/2

7 40 ∞ 0 0 30

8 40 20 1/20 π

9 40 ∞ 0 0 30

10 45 20 –1/20 –π/2

11 45 ∞ 0 0 55

12 45 30 1/20 π/2

13 40 ∞ 0 0 110
14 30 ∞ 0 0 80
15 40 ∞ 0 0 80

16 45 30 1/30 π/2

17 45 ∞ 0 0 190

18 45 30 1/30 π/2

R
ϕ
4

R
ϕ
6

R
ϕ
8

R
ϕ
10

R
ϕ
12

R
ϕ
16

R
ϕ
18

Таблица 2

Ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò õ
1
 è õ

2

Траектория

I вариант 
скоростей

II вариант 
скоростей

, % , % , % , %

I траектория
(рис. 7, а)

Шаã DT = 0,3 с 0,54 0,604 3,11 2,38
Шаã DT = 0,06 с 0,112 0,012 0,21 0,09

II траектория
(рис. 7, б)

Шаã DT = 0,06 с 0,23 0,15 0,497 0,604

δ
x
1

δ
x
2

δ
x
1

δ
x
2

Рис. 9. График температуры в произвольной фиксированной точ-
ке траектории
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äеëенное стати÷еское распреäеëение теìпературы

Q
стат

 = (x
1
, x

2
) = (x), x = (x

1
, x

2
), не зависящее

от вреìени t. Это распреäеëение уäовëетворяет
квазистати÷ескоìу уравнениþ тепëопровоäности:

–λ  + ϕ[ (x)] = f(x, t),

x = (x
1
, x

2
) ∈ D. (4.1)

Поскоëüку ëевая ÷астü не зависит от вреìени t,
то проöесс, описываеìый этиì уравнениеì, буäет
уже квазистати÷ескиì, а вреìя t вхоäит как вне-
øний параìетр в функöиþ f(x, t). Эта функöия
f(x, t) зависит от вреìени t тоëüко ÷ерез изìенение
интенсивности исто÷ника u(t). Поскоëüку в äан-
ноì сëу÷ае интенсивностü исто÷ника принята на-
ìи постоянной u(t) = const, то уравнение (4.1) при-
ниìает виä

–λ  + ϕ[ (x)] = f(x),

x = (x
1
, x

2
) ∈ D. (4.2)

Это уравнение описывает установивøийся ста-
ти÷еский режиì и позвоëяет расс÷итатü усреäнен-

ное распреäеëение теìпературы (x).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе рассìатривается поäвижное управëя-
þщее возäействие в виäе норìаëüноãо сиììетри÷-
ноãо распреäеëения интенсивности поäвижноãо
исто÷ника возäействия на пëоскости.

Дëя построения траектории äвижения ЦПВ ис-
то÷ника преäëожен поäхоä, при котороì понятие
собственно траектории äвижения ЦПВ M исто÷-
ника отделено от понятия закона еãо äвижения
вäоëü этой траектории. Разäеëение этих понятий
позвоëяет независимо заäаватü траекториþ L äви-
жения ЦПВ исто÷ника и закон еãо äвижения вäоëü
траектории L. Станäартные траектории L расс÷и-
тываþтся в терìинах натуральных уравнений. Пре-
иìущество такоãо поäхоäа в тоì, ÷то уравнения
траекторий L становятся инвариантными по отно-
øениþ к выбору систеìы коорäинат.

Привеäены приìеры рас÷ета разëи÷ных траек-
торий äвижения ЦПВ исто÷ника и анаëиз относи-
теëüной поãреøности вы÷исëения коорäинат то-
÷ек этих траекторий.

Рассìотрено понятие многоциклового режима
подвижного управляющего воздействия, при кото-
роì ЦПВ исто÷ника ìноãократно обеãает неиз-
ìеннуþ заìкнутуþ траекториþ. Закон äвижения
ЦПВ исто÷ника при этоì остается неизìенныì от
öикëа к öикëу, периоä прохожäения всей траекто-
рии T äостато÷но ìаë, а среäняя скоростü переäви-
жения äостато÷но высока.

Показано, ÷то уравнение äëя теìпературноãо
поëя объекта соответствует установивøеìуся (ста-
ти÷ескоìу) режиìу. Друãиìи сëоваìи, при ìноãо-
öикëовоì режиìе поäвижноãо управëяþщеãо воз-
äействия появëяется возìожностü расс÷итатü усреä-

ненное теìпературное поëе (x), x = (x
1
, x

2
) ∈ D

на поверхности объекта наãрева (сì. форìуëу).

Автор выражает благодарность ведущему мате-
матику Н.С. Поликарповой за действенную помощь,
оказанную при расчетах.
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