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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Коìпüþтерные ре÷евые техноëоãии äостиãëи в
настоящее вреìя äостато÷но высоких показатеëей
ка÷ества, позвоëяþщих на÷атü их практи÷еское
приìенение. Ре÷евые портаëы с äанныìи техно-
ëоãияìи позвоëяþт обеспе÷итü в автоìати÷ескоì
режиìе, без у÷астия операторов, поëное обсëужи-
вание боëüøой äоëи вхоäящих запросов. Операто-
ры обсëуживаþт оставøуþся ÷астü вхоäноãо пото-
ка, а также те заявки, которые не быëи обсëужены
автоìатаìи по при÷ине оøибок распознаватеëя
иëи по жеëаниþ кëиента, иëи при занятости всех
портов саìообсëуживания, иëи в сëу÷ае запросов,
не вхоäящих в функöионаë автоìата. Приìераìи
систеì обработки вызовов с сервисаìи саìообсëу-
живания на базе ре÷евых техноëоãий ìожет сëу-
житü систеìа «Автоäиспет÷ер» äëя приеìа заявок
на поäа÷у такси [1], систеìа «Автосекретарü» äëя
äиспет÷еризаöии вызовов [2], и äр. [3, 4].

В работе [5] äан обзор ìоäеëей äëя рас÷етов
öентров обсëуживания вызовов кëасси÷еской ар-
хитектуры, а также привеäена ìоäеëü контакт-
öентра с сервисаìи саìообсëуживания с оãрани-
÷енныì ÷исëоì ìест äëя ожиäания в первоì узëе
и бесконе÷ныì ÷исëоì ìест ожиäания во второì.

В äанной работе иссëеäуется открытая экспо-
ненöиаëüная ìноãоëинейная сетü ìассовоãо об-
сëуживания с бесконе÷ныì ÷исëоì ìест ожиäания

в узëах, описываþщая функöионирование ре÷е-
воãо портаëа совреìенной архитектуры с сервиса-
ìи саìообсëуживания на базе ре÷евых техноëо-
ãий, архитектура котороãо привеäена на рис. 1.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

Рассìотриì открытуþ экспоненöиаëüнуþ сетü
ìассовоãо обсëуживания с äвуìя узëаìи (рис. 2).
Узеë i сети преäставëяет собой ìноãоëинейнуþ
систеìу ìассовоãо обсëуживания с n1 иäенти÷ны-
ìи прибораìи, i = 1, 2. Чисëо ìест äëя ожиäания
в первоì и второì узëах неоãрани÷ено.

Поток заявок из внеøнеãо исто÷ника явëяется
пуассоновскиì интенсивности λ и поступает в
узеë 1 иëи 2 в зависиìости от ÷исëа свобоäных
приборов в узëе 2.

Есëи в узëе 2 естü свобоäные приборы, то заяв-
ки из внеøнеãо исто÷ника поступаþт на узеë 2, в
противноì сëу÷ае заявки поступаþт на узеë 1. Ес-
ëи также в узëе 2 освобожäается прибор и нет за-
явок в о÷ереäи узëа, то заявка, стоящая первой в
о÷ереäи узëа 1 (есëи о÷ереäü не пуста), перехоäит
в узеë 2 и заниìает освобоäивøийся прибор. Вре-
ìя обсëуживания заявки в узëе i экспоненöиаëüно
распреäеëено с параìетроì μ

i
.

Преäпоëаãаеì также, ÷то с вероятностüþ 1 – p
обсëуживание заявки в первоì узëе успеøно, и в
ìоìент заверøения обсëуживания эта заявка по-
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киäает систеìу. В противноì сëу÷ае, с вероятнос-
тüþ p обсëуживание неуäа÷но (в хоäе обработки
запроса произоøëа оøибка, и запрос äоëжен бытü
обработан оператороì), и заявка перехоäит во вто-
рой узеë.

Ввеäеì сëу÷айный проöесс, описываþщий со-
стояние сети в ìоìент вреìени t:

{X(t)}
t l 0 = {Q1(t), Q2(t)}t l 0,

ãäе Q
i
(t) — ÷исëо заявок в i-ì узëе, i = 1, 2. Сëу-

÷айный проöесс {X(t)}
t l 0

 явëяется оäнороäныì,
ìарковскиì проöессоì. Усëовие еãо эрãоäи÷ности
буäет привеäено äаëее.

Рассìотриì стаöионарные вероятности

π(i, j) = P[X(t) = (i, j)],  i l 0,  j l 0.

Систеìа уравнений равновесия (СУР) иìеет
сëеäуþщий виä:

λπ(0, 0) = (1 – p)μ
1
π(1, 0) + μ

2
π(0, 1), (1)

(λ + iμ
1
 + jμ

2
)π(i, j) = λπ(i, j – 1) + (i + 1) Ѕ

Ѕ (1 – p)μ1π(i + 1, j) + (i + 1)pμ1π(i + 1, j – 1) +
+ ( j + 1)μ

2
π(i, j + 1),  0 m i < n

1
,  0 < j < n

2
, (2)

(λ + iμ
1
)π(i, 0) = (i + 1)(1 – p)μ

1
π(i + 1, 0) +

+ μ
2
π(i, 1),  0 m i < n

1
, (3)

(λ + n1μ1)π(n1, 0) = μ2π(n1, 1), (4)

(λ + n
1
μ

1
 + jμ

2
)π( n

1
, j) = λπ( n

1
, j – 1) +

+ ( j + 1)μ
2
π( n

1
, j + 1),  0 < j < n

2
, (5)

(λ + n1μ1 + n2μ2)π(n1, n2) = λπ(n1, n2 – 1) +
+ λπ(n

1
 – 1, n

2
) + n

1
(1 – p)μ

1
π(n

1
 + 1, n

2
) +

+ n2μ2π(n1, n2 + 1) + n2μ2π(n1 + 1, n2), (6)

(λ + iμ1 + n2μ2)π(i, j) = λπ(i – 1, j)I{i > 0} +

+ λπ(i, j – 1)  + min{i + 1, n1}μ1(1 – p) Ѕ

Ѕ π(i + 1, j) + min{i + 1, n
1
}μ

1
pπ(i + 1, j – 1) +

+ n2μ2π(i, j + 1) + (j + 1)μ2π(i, j + 1),
0 m i m n

1
,  j l n

2
,  (i, j) ≠ (n

1
, n

2
), (7)

(λ + n
1
μ

1
 + n

2
μ

2
)π(i, j) =

= λπ(i – 1, j)I{i > 0} + n1 (1 – p)μ1π(i + 1, j) +

+ n1pμ1π(i + 1, j – 1)  + n2μ2π(i, j + 1) +

+ n2μ2π(i + 1, n2) ,  i > n1,  j l n2, (8)

ãäе I
{A}

 обозна÷ает инäикаторнуþ функöиþ, при-
ниìаþщуþ зна÷ение 1, есëи выпоëнено усëовие A,
и 0 — в противноì сëу÷ае.

Теорема. Если выполнено условие ρ
1
 =  < 1,

ρ2 =  < 1, то процесс {X(t)}
t l 0 является эрго-

дическим, а решение СУР представляется в форме

π(i, j) = π(0, n
2
 + 1),

0 m i m n
1
 – 1,  j l n

2
 + 1,

π(i, j) = π(0, n
2
 + 1),

i l n1,  j l n2 + 1,

Рис. 1. Архитектура центра обслуживания вызовов на основе сов-
ременных технологий
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2
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Рис. 2. Схема сети массового обслуживания с двумя узлами
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π(i, n2) = π(0, n2 + 1),

i l n1 + 1, (9)

π(i, j) =  – (n
1
(1 – p)μ

1
 + n

2
μ

2
) π Ѕ

Ѕ (n
1
 + 1, n

2
) e

i
,

0 m i m n
2
,  0 m j m n

2
, (10)

где вектор-строка  = (π(0, n
2
 + 1), π(1, n

2
 + 1),

..., π(n1, n2 + 1)).

Матрицы G
i
 определяются рекуррентными соот-

ношениями

G
0
 = –Q

1,0
,

G
j
 = –Q

j + 1, j ,  1 m j m n2,

 = (Q
j, j + G

j – 1Qj – 1, j)
–1,

где матрицы Q
i, j, i ∈ {j – 1, j + 1}, имеют вид

Q
j – 1, j

 = diag  = diag–{pμ
1
, p2μ

1
, ..., pn

1
μ

1
},

j = ,

Q
j, j = diag{q0, j, q1, j, ..., } +

+ diag–{(1 – p)μ
1
, 2(1 – p)μ

1
, p2μ

1
, ..., n

1
(1 – p)μ

1
} +

+ diag+{λ, ..., λ},  j = ,

Q
j + 1, j

 =

= diag ,

j = ,

где q
j, j = –(λ + iμ1 + jμ2), diag{a1, ..., an} — диагональ-

ная матрица размера n с диагональными элементами

a1, ..., an, diag–{a1, ..., an – 1} и diag+{a1, ..., an – 1} —
соответственно, нулевые матрицы размера n с под-
и наддиагональными элементами a1, ..., an – 1. ei —
вектор-столбец, i-я координата которого (начиная
с 0) равна 1.

Вероятность π(0, n
2
 + 1) вычисляется из условия

нормировки

π(i, j) + π(i, n
2
) + π(i, j) +

+ π(i, j) = 1,

причем бесконечные суммы сходятся, если ρ
i
 < 1,

i = 1,2 и

π(i, n
2
) = π(0, n

2
 + 1),

π(i, j) =

= Γ π(0, n
2
 + 1),

π(i, j) =

= π(0, n2 + 1).

Доказатеëüство. Заìетиì, ÷то есëи ÷исëо заявок
во второì узëе буäет боëüøе n2 + 1, систеìа фун-
кöионирует как кëасси÷еская сетü Джексона, иìе-
þщая äва узëа с интенсивностяìи поступëения
λ

1
= λ и λ

2
 = pλ, поэтоìу преäпоëожиì, ÷то äëя со-

стояний x = (i, j), ãäе i l 0, j l n2 + 1, иìеет ìесто
ìуëüтипëикативное преäставëение стаöионарных
вероятностей

π(i, j) = π(0, n2 + 1),

0 m i m n1 – 1,  j l n2 + 1,

π(i, j) = π(0, n
2
 + 1),

0 l n1,  j l n2 + 1. (11)

Даëее преобразуеì уравнения (7) и (8) СУР.
Выражая из правых ÷астей этих равенств вероят-
ности π(i, n2), i l n1 + 1, а остаëüные вероятности
выражая ÷ерез π(0, n

2
 + 1), испоëüзуя поëу÷енные

форìуëы, посëе эëеìентарных преобразований
поëу÷иì выражение (9).

Оставøиеся вероятности состояний ниже ãра-
ниöы (n1, n2) вы÷исëяþтся с поìощüþ ìатри÷ноãо
поäхоäа. Ввеäеì в рассìотрение векторы стаöио-
нарных вероятностей π

j
 = (π(0, j), π(1, j), ..., π(n1, j)),

0 m j m n
2
.

Преобразуя уравнения (1)—(7) СУР äëя 0 m i m n
1

и 0 m j m n
2
 в векторно-ìатри÷нуþ форìу, поëу÷а-

еì сëеäуþщие уравнения äëя векторов π
j
, 0 m j m n2:

π0Q0,0 + π1Q1,0 = 0,

π
j – 1Qj – 1, j + π

j
Q
j, j + π

j + 1Qj + 1, 1 = 0,
0 m j m n

2
 – 1,

λ
μ1

-----⎝ ⎠
⎛ ⎞ i n2μ2

λp
------------

1

n1!n1

i n
1

–
---------------------

πn
2

1+ Gn
2

G
ˆ

n
2

k 1=

n
2
j–

∏ Gn
2
k–

πn
2

1+

Q0,0
1–

G
ˆ

j

G
ˆ

j

λ ... λ, ,{ }

n
1
 + 1

1 n2,

qn
1
j,

I j n
2

={ } 0 n2,

min j 1 n2,+{ }μ2 ... min j 1 n2,+{ }μ2, ,{ }

n
1
 + 1

0 n2,

i 0=

n
1

∑
j 0=

n
2

∑
i n

1
1+=

∞

∑
i 0=

n
1

1–

∑
j n

2
1+=

∞

∑

i n
1

=

∞

∑
j n

2
1+=

∞

∑

j n
1

1+=

∞

∑
n2μ2

p n1μ1 λ–( )n!
-----------------------------------

λ
μ1

-----⎝ ⎠
⎛ ⎞

n
1

i 0=

n
1

1–

∑
j n

2
1+=

∞

∑

n2μ2

n2μ2 λp–( ) n1 1–( )!
--------------------------------------------------- e

λ

μ
1

------

n1
λ
μ1

-----,

i n
1

=

∞

∑
j n

2
1+=

∞

∑

n2μ2μ1
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 +  +  +

+ (n
1
(1 – p)μ

1
 + n

2
μ

2
) π(n

1
 + 1, n

2
) = 0,

ãäе ìатриöы Q
i, j

, i ∈ { j – 1, j, j + 1} иìеþт при-

веäеннуþ в утвержäении форìу. Осуществëяя ре-
куррентнуþ поäстановку в посëеäнþþ систеìу,
поëу÷иì соотноøения äëя векторов π

j
 в виäе

π
j
 = π

j + 1
G
j
,  0 m j m n

2
 – 1,

 =  – (n1(1 – p)μ1 + n2μ2) Ѕ

Ѕ π(n
1
 + 1, n

2
).

Из посëеäней систеìы поëу÷аеì

π
j
 = [  – (n

1
(1 – p)μ

1
 + n

2
μ

2
) Ѕ

Ѕ π(n
1
 + 1, n

2
)] .

Отсþäа непосреäственно сëеäует форìуëа (10).
Такиì образоì, все вероятности систеìы преä-

ставëяþтся в виäе функöии, зависящей от вероят-
ности π(0, n

2
 + 1), которая, в своþ о÷ереäü, вы÷ис-

ëяется из усëовия норìировки (11). Леãко пока-
затü, ÷то äëя схоäиìости вхоäящих в выражение
бесконе÷ных суìì необхоäиìо, ÷тобы веëи÷ины
ρ1 и ρ2 быëи ìенüøе 1. Даëüнейøая поäстановка

поëу÷енных выражений в СУР поäтвержäает спра-
веäëивостü сäеëанных преäпоëожений относитеëü-
но ìуëüтипëикативной форìы (11), ÷то заверøает
äоказатеëüство теореìы. ♦

2. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

Вы÷исëив стаöионарное распреäеëение вероят-
ностей состояний систеìы, äаëее ìожно найти
сëеäуþщие характеристики произвоäитеëüности.
� Среäнее ÷исëо занятых приборов в первоì и

второì узëах

N1 = min{i, n1}π(i, j),

N2 = min{ j, n2}π(i, j).

� Среäнее ÷исëо заявок в систеìе

L = (i + j)π(i, j).

� Вероятности тоãо, ÷то заявка, поступив в сис-
теìу, попаäает в первый узеë и второй узеë, со-
ответственно,

τ1 = π(i, j),  τ2 = 1 – τ1.

� Среäнее вреìя ожиäания в систеìе ìожет бытü
поëу÷ено по форìуëе Литтëа W = L/λ.

� Среäнее вреìя ожиäания заявки во второì узëе

W
2
 = .

3. ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ввеäеì сëеäуþщуþ структуру øтрафов за фун-
кöионирование систеìы:

c0, k — стоиìостü в еäиниöу вреìени ожиäания
в о÷ереäи узëа k;

c
u, k — стоиìостü в еäиниöу вреìени испоëüзо-

вания прибора в узëе k;
c
e, k — стоиìостü в еäиниöу вреìени простоя

прибора в узëе k;
c
f
 — фиксированная стоиìостü вкëþ÷ения сис-

теìы ìониторинãа состояний.
Заäа÷а состоит в ìиниìизаöии функöионаëа

потерü

(n1, n2) = (λ, μ1, μ2, p, n1, n1) → ,

который в äанноì сëу÷ае иìеет виä

(n1, n2) = c0,1  + c0,2  + c
u,1  + c

u,2  +

+ c
e,1

 + c
e,2

 + c
f
/B,

ãäе  = jp(i + n
1
, j) и  = jπ(i, j +

+ n
2
) — среäнее ÷исëо заявок в о÷ереäи k-ãо узëа,

 = min{i, n1}π(i, j) и  = min{i,

n2}π(i, j) — среäнее ÷исëо занятых приборов в k-ì

узëе,  = (n
1
 – i)π(i, j) и  = (n

2
 –

– i)π(i, j) — среäнее ÷исëо свобоäных приборов в

k-ì узëе,  = 1/λπ(0, 0) — среäняя äëитеëüностü
öикëа ìежäу сосеäниìи посещенияìи состояния
(0, 0).

В ка÷естве приìера рассìотриì систеìу со
сëеäуþщиì набороì параìетров: (λ, μ

1
, μ

2
, p,

πn
2

1– Qn
2

1– n
2

, πn
2
Qn

2
n
2

, πn
2

1+ Qn
2

1+ n
2

,

en
1

t

πn
2

πn
2

1+ Gn
2

en
1

t
G
ˆ

n
2

πn
2

1+ Gn
2

en
1

t
G
ˆ

n
2

k 1=

n
2
j–

∏ Gn
2
k–

i 0=

n
1

∑
j 0=

∞

∑

i 0=

n
1

∑
j 0=

∞

∑

i 0=

∞

∑
j 0=

∞

∑

i 0=

∞

∑
j n

2
=

∞

∑

π i j,( )
j 0=

∞

∑
i 0=

∞

∑

λ 1 τ1 1 p–( )–( )
----------------------------------------

V V min
n
1
n
2

,

V Q1 Q2 C1 C2

Z1 Z2

Q1

i 0=

∞

∑
j 0=

∞

∑ Q2

i 0=

∞

∑
j 0=

∞

∑

C1

i 0=

∞

∑
j 0=

∞

∑ C2

i 0=

∞

∑
j 0=

∞

∑

Z1

i 0=

n
1

∑
j 0=

n
2

∑ Z2

i 0=

n
1

∑
j 0=

n
2

∑

B
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c
0,1

, c
0,2

, c
u,1

, c
u,2

, c
e,1

, c
e,2

, c
f
) = (0,9; 0,5; 0,7; 0,001;

5,5; 2,5; 0,001; 0,005; 0,001; 0,005; 0,9). В этоì сëу-

÷ае оптиìаëüное ÷исëо приборов ( , ) = (3, 4),
и оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа потерü

( , ) = 0,247 (рис. 3, a).

Дëя сëу÷ая (λ, μ
1
, μ

2
, p, c

0,1
, c

0,2
, c

u,1
, c

u,2
, c

e,1
,

c
e,2, cf) = (2,5; 0,5; 0,7; 0,001; 5,5; 2,5; 0,01; 0,05;

0,01; 0,05; 2,9) оптиìаëüные зна÷ения опреäеëяþт-

ся как ( , )= (6, 4), ( , )= 1,011 (рис. 3, б).

Зависиìостü функöии (n1, n2) от ÷исëа приборов
показана на рис. 3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожены ìатеìати÷еские ìоäеëи, позвоëя-
þщие иссëеäоватü характеристики теëефонных
систеì ìассовоãо обсëуживания с коìбинаöией
траäиöионных ìетоäов обсëуживания и иннова-
öионноãо обсëуживания: сервисов саìообсëужи-

вания на основе коìпüþтерных ре÷евых техноëо-
ãий и совреìенных интерактивных среäств взаи-
ìоäействия. Преäëоженные ìоäеëи у÷итываþт
спеöифику, вносиìуþ новейøиìи техноëоãияìи.
Иссëеäована открытая экспоненöионаëüная ìноãо-
ëинейная сетü ìассовоãо обсëуживания с бесконе÷-
ныì ÷исëоì ìест ожиäания в узëах. Опреäеëены
стаöионарные распреäеëения вероятностей состо-
яний систеìы, найäены основные характеристики
произвоäитеëüности систеìы.

Авторы наäеþтся, ÷то поëу÷енные резуëüтаты
буäут поëезны спеöиаëистаì äëя проектирования,
иссëеäования и орãанизаöии высокоэффективной
работы öентров обсëуживания и обработки вызо-
вов совреìенной архитектуры на основе новых те-
ëекоììуникаöионных и ре÷евых техноëоãий.
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Рис. 3. Значение функции (n
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, n
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) в зависимости от числа при-

боров
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