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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Орãанизаöия äеятеëüности крупноìасøтабных
сетевых структур (транспортных сетей, трубопро-
воäных сетей, эëектросетей, боëüøих ëоãисти÷ес-
ких структур, вы÷исëитеëüных сетей и äр.), в сиëу
их сëожности и пространственной распреäеëен-
ности, привоäит к необхоäиìости äеöентраëиза-
öии управëения. Деöентраëизаöия, по сути, закëþ-
÷ается в разбиении сети на поëиãоны управëения.
Такиì образоì, наä сетüþ возникаþт иерархи÷ес-
кие структуры, в которых необхоäиìо соãëасова-
ние реøений и интересов, как по вертикаëи, так и
по ãоризонтаëи.
Существует еще оäин аспект пробëеìы соãëа-

сования. Разбиение на поëиãоны во ìноãих сëож-
ных орãанизаöионных систеìах явëяется ìноãо-
вариантныì. Наприìер, в такоãо роäа систеìах
÷асто управëение осуществëяется как на основе
пространственной (реãионаëüной) äеöентраëиза-
öии, так и на основе разëи÷ноãо функöионаëüноãо
разäеëения. В ÷астности, в транспортных сетевых
структурах это управëение техни÷ескиì обсëужи-
ваниеì äороã и управëение äвижениеì.
У÷итывая взаиìозависиìостü разëи÷ных функ-

öий управëения, необхоäиìо соãëасовыватü струк-
туры разных типов разбиений сети, относящихся
к этиì функöияì в öеëях обеспе÷ения ìаксиìаëü-
ной эффективности функöионирования сетевой
структуры.
Заäа÷а разбиения крупноìасøтабной сети

(в ÷астности, жеëезноäорожной сети) на поëиãо-
ны управëения рассìотрена в работах [1—10].

В работах [1, 2] ввеäено понятие сëожности
управëения и сфорìуëирован принöип равно-
сëожности инфорìаöионноãо управëения, на ос-
нове котороãо преäëожено провоäитü разбиение
сети на поëиãоны с ìиниìаëüныìи разëи÷ияìи в
сëожности управëения.
В работах [4, 5] преäëожены ìетоäы форìиро-

вания оöенок сëожности поëиãонов, в виäе коìп-
ëексной свертки технико-эконоìи÷еских показа-
теëей эëеìентов рассìатриваеìой систеìы.
В работах [1, 2, 6, 10] преäëожены ìетоäы и аë-

ãоритìы разбиения на поëиãоны, в которых ис-
поëüзуется так называеìая проöеäура реäукöии се-
ти. Аëãоритìы позвоëяþт нахоäитü ëокаëüно-оп-
тиìаëüные реøения заäа÷и разбиения сети на
поëиãоны.
Основные принöипы форìирования ãраниö по-

ëиãонов управëения äëя жеëезноäорожных сетей
преäставëены в работе [7]. Таì же, в ÷астности,
сфорìуëирован принöип кратноãо вëожения струк-
туры поëиãонов обсëуживания сети в структуру
поëиãонов управëения äвижениеì в сети.
В работах [8, 9] привеäены ìатри÷ное преäстав-

ëение проöеäур посëеäоватеëüной реäукöии сети и
ãеоìетри÷еская интерпретаöия реаëизаöии при-
нöипа равносëожности управëения.
В статüе [10] сфорìуëированы заäа÷и анаëиза и

синтеза структур и ìеханизìов инфорìаöионноãо
управëения в крупноìасøтабных сетевых систе-
ìах, преäставëены постановки заäа÷ соãëасования
разëи÷ных разбиений сети.
Резуëüтаты иссëеäований [1—13] ëежат в ос-

нове заäа÷, рассìатриваеìых в настоящей работе.

Рассìотрена заäа÷а соãëасования ãраниö поëиãонов управëения в крупноìасøтабных се-
тевых структурах ìежäу разëи÷ныìи типаìи разбиений сети на поëиãоны. Опреäеëены
усëовия, обеспе÷иваþщие ìенüøие затраты на управëение при совпаäении ãраниö по-
ëиãонов оäноãо типа разбиения с ãраниöаìи поëиãонов äруãоãо типа разбиения. Отìе-
÷ено, ÷то реøение такоãо роäа заäа÷ актуаëüно при иссëеäовании заäа÷ управëения äви-
жениеì и обсëуживаниеì инфраструктуры в транспортных, в ÷астности, жеëезноäорож-
ных сетях.

Ключевые слова: иерархия, поëиãон управëения, инфорìаöионная сëожностü управëения, разбие-
ние сети, соãëасованностü разбиений, равновесные систеìы разбиений, оптиìизаöия.
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При форìировании ìатеìати÷еской ìоäеëи и пос-
тановки заäа÷и (сì. § 1) приìеняëасü ìетоäоëо-
ãия синтеза оптиìаëüных иерархи÷еских структур
[14—17].
Отìетиì, ÷то в работах [18, 19] заäа÷и разбие-

ния сети рассìатриваëасü äëя äруãих приëожений,
в тоì ÷исëе äëя заäа÷ орãанизаöии параëëеëüных
вы÷исëений. Хотя эти заäа÷и реøаëисü на основе
äруãих критериев эффективности разбиения, отëи-
÷аþщихся от инфорìаöионной равносëожности,
резуëüтаты реøения заäа÷ разбиения äëя вы÷исëи-
теëüных и транспортных сетей ìоãут взаиìно äо-
поëнятü äруã äруãа.
В настоящей работе опреäеëены усëовия соãëа-

сованности (совпаäения) ãраниö поëиãонов раз-
ëи÷ных типов разбиений и усëовия существования
оптиìаëüной соãëасованной равновесной по Нэøу
систеìы разбиений.

1. ÌÎÄÅËÜ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

1.1. Ìîäåëü

Рассìотриì сетü S, состоящуþ из n верøин.
Преäпоëожиì, ÷то иìеется нескоëüко орãанов уп-
равëения разëи÷ныìи функöионаëüныìи типаìи
äеятеëüности на сети. Приìеì, ÷то таких орãанов
и, соответственно, типов äеятеëüности иìеется в
коëи÷естве M. Дëя кажäоãо из орãанов необхоäи-
ìо разбитü сетü на поëиãоны управëения. Пустü

g1 = { } — разбиение сети S первыì функöио-

наëüныì орãаноì управëения на N1 поëиãонов пер-

воãо типа (i = 1, …, N1), g2 = { } — разбиение сети

S вторыì орãаноì управëения на N2 поëиãонов

второãо типа и так äаëее, gm = { } — разбиение

сети m-ì орãаноì на N m поëиãонов m-ãо типа,

m = 1, ..., M, i = 1, ..., Nm.
Поëожиì, ÷то кажäое разбиение на поëиãоны

уäовëетворяет усëовияì

 = S и    = ∅, (1)

ãäе i ≠ j, i, j = 1, ..., Nm, m — ноìер типа разбиения,
m = 1, ..., M. Граниöы разбиений прохоäят ÷ерез
верøины сети. Преäпоëожиì, ÷то в кажäой вер-
øине рассìатриваеìой сети иìеется ребро, преä-
ставëяþщее собой петëþ. При этоì äëя кажäоãо
типа разбиения петëя, соответствуþщая верøине,
÷ерез которуþ прохоäит ãраниöа, ìожет относитü-
ся тоëüко к оäноìу поëиãону соответствуþщеãо
типа. У кажäоãо поëиãона иìеется öентр управëе-
ния поëиãоноì, т. е. äëя кажäоãо разбиения m-ãо

типа иìееì Nm поëиãонов m-ãо типа, m = 1, ..., M.

На рисунке изображена структура управëения
при разбиении рассìатриваеìой сети на разëи÷-
ные типы поëиãонов.
Центраëüный орãан (ЦО) в первоì варианте осу-

ществëяет öентраëизованное управëение, а иìенно,
опреäеëяет приоритетностü орãанов управëения
разбиенияìи (ОУР) и, соответственно, типов раз-
биения, и такиì образоì заäает поряäок «хоäов»,
т. е. опреäеëяет о÷ереäностü выбора разбиений
разëи÷ных типов. В äруãоì варианте орãанизаöии
он ìожет не вìеøиватüся в поряäок разбиений,
преäоставëяя ОУР саìостоятеëüно осуществëятü,
и соãëасовыватü äруã с äруãоì разбиения. Даëее
сна÷аëа буäет преиìущественно рассìатриватüся
заäа÷а соãëасования типов разбиений äëя первоãо
варианта орãанизаöии — öентраëизованноãо уп-
равëения разбиенияìи, а затеì и äëя äеöентраëи-
зованноãо управëения.
Дëя кажäой верøины и ребра сети заäаны пока-

затеëи сëожности соответствуþщие кажäоìу ОУР,

т. е. типу разбиения сети. Обозна÷иì  показа-

теëи сëожности ребра (i, j) в äанной сети äëя каж-
äоãо m-ãо виäа разбиения (приìер форìуë äëя рас-
÷ета сëожности äуã и верøин привеäен в работах

[2, 5, 8]). Поëожиì, ÷то  = . В сëу÷ае, есëи в

рассìатриваеìой сети i-я верøина не соеäинена с
j-й верøиной реброì, äопоëниì сетü реброì (i, j)

нуëевой сëожности, т. е.  = 0. Сëожностü i-й

верøины сети (i = 1, ..., n) äëя разбиения m-ãо типа
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опреäеëяется как  = , ãäе  — сëожностü
петëи, соответствуþщей i-й верøине, m = 1, ..., M.

Обозна÷иì  ìножество ребер (i, j) поëиãона

с ноìероì km äëя m-ãо типа разбиения gm. Чисëо km

соответствуþт ноìеру öентра управëения соот-
ветствуþщеãо поëиãона (äаëее ноìеру поëиãона)
m-ãо типа разбиения. Опреäеëиì сëожностü уп-

равëения km-ì поëиãоноì. Приìеì ÷то, сëожностü
управëения поëиãоноì скëаäывается из сëожнос-
ти управëения эëеìентаìи («ребраìи») этоãо по-
ëиãона и сëожностей соãëасования работ с поëи-
ãонаìи äруãих разбиений, иìеþщиì общие эëе-

ìенты сети с km-ì поëиãоноì1.
Первуþ составëяþщуþ сложности управления

поëиãоноì опреäеëиì в виäе Lm( ) =

= Λm , ãäе Λm(•) — заäанные выпукëые,

неубываþщие функöии. Сëожностü управëения по-
ëиãоноì возрастает с увеëи÷ениеì еãо «ìасøтаба».
Вторуþ составëяþщуþ, сложность согласования

работ km-ãо поëиãона m-ãо типа разбиения со все-
ìи поëиãонаìи всех иìеþщихся типов разбиений,

обозна÷иì ( , ). Зäесü  = { , ...,

, , ..., } — совокупностü всех типов
разбиений, кроìе m-ãо типа, разäеëенная на

ãруппы по типаì разбиений . Набор (ãруппа)

 = { , ..., } опреäеëяет p-й тип разбиения g p;

 преäставëяет собой совокупностü ребер i-ãо по-
ëиãона в p-ì типе разбиения, ãäе p = 1, ..., M. Даëее

тип разбиения g p буäеì отожäествëятü с совокуп-

ностüþ  = { , ..., }.

Дëя описания сложности согласования работ

поëиãона km m-ãо типа разбиения с остаëüныìи

поëиãонаìи ( , ) приìеì, ÷то она

скëаäывается из сëожности соãëасования работ

 = ( , ) поëиãона km m-ãо типа с

поëиãоноì kp p-ãо типа, p ≠ m.
Поëожиì, ÷то функöия сëожности соãëасова-

ния  = ( , ) поëиãона m-ãо типа с

ноìероì km с поëиãоноì k p-ãо типа обëаäает сëе-
äуþщиìи свойстваìи.

А. Дëя сëу÷аев, коãäа    = ∅, т. е. по-

ëиãоны с ноìераìи km и kp не пересекаþтся, сëож-
ностü соãëасования этих поëиãонов равна нуëþ,

 = 0. С÷итается, ÷то в этоì сëу÷ае нет осно-

ваний äëя соãëасования работ.

Б. Дëя сëу÷аев    ≠ ∅ сëожностü соãëа-

сования этих поëиãонов  > 0. Такиì образоì,

затраты на соãëасование äействий ìоãут возникатü
тоëüко äëя тех эëеìентов сети, которые принаäëе-

жат ìножеству   .

В. Сëожностü соãëасования поëиãона km внутри

разбиения m-ãо типа с саìиì собой  = 0, так

как с÷итается, ÷то она у÷тена в первой составëя-

þщей сëожности, Lm( ) — сëожности управëе-

ния поëиãоноì,

( , ) > ( , ) = 0

при усëовии    ≠ ∅.

Г. В сëу÷ае «поëноãо» пересе÷ения, коãäа

  = , сëожностü соãëасования поëи-

ãонов не боëüøе по сравнениþ со сëу÷аеì непоë-

ноãо пересе÷ения    ≠ ∅, т. е.

( , ) ≥ ( , ).

Даëее äëя упрощения приìеì, ÷то в сëу÷ае

поëноãо пересе÷ения поëиãонов    = 

затраты на соãëасование ìежäу ниìи ( ,

) = 0.

Замечание. Усëовие Г отражает тот факт, ÷то в
сëу÷ае совпаäения ãраниö поëиãонов разных ти-
пов руковоäству этих поëиãонов ëеã÷е пëаниро-
ватü и коорäинироватü свои äействия, так как
отсутствует иëи, по крайней ìере, уìенüøается
вëияние сосеäних поëиãонов. Иìенно такие об-
стоятеëüства быëи обнаружены и отìе÷ены при
иссëеäовании и разработке вертикаëüно-интеãри-
рованных структур управëения жеëезноäорожны-
ìи перевозкаìи [7]. ♦

1 У÷ет сëожности взаиìоäействия с сосеäниìи поëиãонаìи
в раìках оäноãо и тоãо же разбиения иссëеäоваëся в работе [6].
В настоящей статüе в öеëях упрощения анаëиза заäа÷и это вза-
иìоäействие не рассìатривается.
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Такиì образоì, общая сëожностü управëения

km-ì поëиãоноì с у÷етоì сëожности соãëасования

( , ) = ( ) + ( , ) =

= ( ) + ( , ).

Соответственно, сëожностü управëения m-ì раз-

биениеì сети ( , ) = ( , ).

Возìожны разëи÷ные варианты преäставëения
функöий сëожности соãëасования. Привеäеì три
приìера описания этих функöий.
Пример 1.

( , ) =

= , (2)

ãäе  — сëожностü соãëасования äействий по ребру

(i, j) управëяþщиì орãаноì km-ãо поëиãона m-ãо типа с

управëяþщиì орãаноì kp-ãо поëиãона p-ãо типа,  —

заäанные веса эëеìентов (i, j) kp-ãо поëиãона, не вхоäя-

щих в состав km-ãо поëиãона. Зäесü m, p = 1, ..., M. Пер-
вый ìножитеëü в выражении (2) опреäеëяет сëожностü
соãëасования ìежäу öентраìи поëиãонов по всеì эëе-

ìентаì сети, общиìи äëя kp-ãо и km-ãо поëиãонов соот-
ветствуþщих типов. Второй ìножитеëü характеризует

степенü рассоãëасования (несовпаäения) kp-ãо и km-ãо

поëиãонов. Заìетиì, ÷то есëи kp-й и km-й поëиãоны
поëностüþ совпаäаþт, второй ìножитеëü равен нуëþ.
Пример 2.

( , ) = .

Пример 3.

( , ) = (3)

Зäесü С — заäанная константа. ♦
Пустü функöии поëезности äëя кажäоãо поëи-

ãона с ноìероì km иìеþт виä ( , ) =

= ( ) – ( , ) = ( ) –

– ( )– ( , ), ãäе ( ) —

заäанные функöии äохоäа äëя соответствуþщеãо

поëиãона. Обозна÷иì ( ) = ( ) –

– ( ) и назовеì ( ) «внутренней» при-

быëüþ поëиãона, тоãäа ( , ) = ( ) –

– ( , ).

Поëезностü разбиения  m-ãо типа преäста-
виì как

F m( , ) = ( , ) = Dm( ) –

– W m( , ) = H m( ) – Z m( , ),(4)

ãäе Dm( ) = ( ),

H m( ) = ( ),

Z m( , ) = ( , ),

( , ) = ( , ).

Соответственно, назовеì H m( ) «внутренней»
прибыëüþ разбиения m-ãо типа.

Приìеì, ÷то поëезностü разбиения  m-ãо ти-

па F m( , ) опреäеëяет öеëевуþ функöиþ
m-ãо ОУР, m = 1, ..., M.
Заäанное ìножество возìожных разбиений в 

и заäанный на этоì ìножестве набор функöий

поëезностей F m( ) = F m( , ) = H m( ) –

– Z m( , ) буäеì называтü системой разбие-
ний m-го типа.

Цеëевуþ функöиþ ЦО обозна÷иì Φ( ), ãäе

= { , ..., }.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Преäставиì функöионирование описанной сис-
теìы как иãру M ëиö на ìножестве äопустиìых
разбиений, в которой функöии поëезности иãро-

ков иìеþт виä F m( ), стратеãия кажäоãо m-ãо иã-
рока (т. е. ОУР) закëþ÷ается в выборе разбиения

gm = { } при оãрани÷ении на совокупностü ìно-

жеств  = { , ..., }:  ⊂ , ãäе  — заäанное

ìножество äопустиìых ìножеств . Заäа÷а закëþ-
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÷ается в иссëеäовании существования и еäинствен-
ности равновесных разбиений разëи÷ных типов в
этой иãре и опреäеëении усëовий, при которых
ãраниöы соответствуþщих поëиãонов разных ти-
пов разбиений совпаäаþт, а также в нахожäении
оптиìаëüных äëя ЦО равновесных разбиений (кри-
терии оптиìаëüности, опреäеëяþщие зна÷ения öе-
ëевой функöии ЦО на ìножестве равновесных
распреäеëений описаны äаëее).
Заäа÷а в такой общей постановке, с у÷етоì ее

äискретности и разìерности, преäставëяется сëож-
ной äëя реøения. Поэтоìу преäëаãается сна÷аëа
рассìотретü ÷астные постановки на основе фикса-
öии приоритетности выбора опреäеëенных типов
разбиений (заäания поряäка хоäов), оãрани÷ения
÷исëа типов разбиений äо äвух и принятия равны-
ìи ÷исëа поëиãонов в кажäоì разбиении.

2. ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈÅ ÄËß ÑËÓ×Àß 
ÄÂÓÕ ÒÈÏÎÂ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ

2.1. Ìàêñèìàëüíîå ñîãëàñîâàíèå

Сна÷аëа äëя простоты анаëиза преäпоëожиì,
÷то иìеется всеãо äва типа разбиений и ÷исëо по-
ëиãонов äëя обоих типов разбиений оäинаково, т. е.

M = 2 и N1 = N2 = N. Пустü  ìножество äопус-
тиìых разбиений сети на N поëиãонов, уäовëетво-
ряþщих усëовиþ (1).

Зафиксируеì некоторое разбиение g1 первоãо
типа. Рассìотриì все выãоäные äëя второãо ОУР

разбиения g2*, äоставëяþщие ìаксиìуì еãо öеëе-
вой функöии при фиксированноì разбиении пер-

воãо типа g1,

 ∈ R2( ) = Arg F 2( , ) =

= Arg F 2( , ) =

= Arg (H 2( ) – Z 2( , )).

Рассìотриì ìножество P12 = {  ∈  | F 2( ,

) ≤ F 2( , ), ∀  ∈ } разбиений первоãо
ОУР, которые выãоäны äëя второãо ОУР в тоì
сìысëе, ÷то он заинтересован выбратü свое разби-

ение такиì же:  = . Множество P12 назовеì
ìножествоì соãëасованных разбиений второãо ти-

па. Множество T 12 = R2( ) обозна÷ает все

выãоäные äëя второãо ОУР разбиения при всевоз-
ìожных разбиениях первоãо типа.
Даëее преäпоëаãается выпоëнение усëовия «бла-

гожелательности»: «Есëи при заäанноì разбиении

 первоãо типа существует разбиение  такое, ÷то

выпоëняется равенство F2( , ) = F2( , ),

то второй ОУР ìежäу разбиенияìи  и  вы-

берет ».
Определение 1. Систеìа разбиений второãо ти-

па явëяется максимально согласованной с систеìой

разбиения первоãо типа, есëи T12 = P12. ♦
Максиìаëüная соãëасованностü типов разбие-

ний озна÷ает, ÷то ìножество соãëасованных раз-
биений, обеспе÷иваþщих совпаäение разбиения
второãо типа с разбиениеì первоãо типа, «ìакси-
ìаëüно øирокое».

2.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 
ìàêñèìàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè

Теорема 1. Для максимальной согласованности
разбиения второго типа с разбиением первого типа
достаточно выполнения «неравенства треугольни-
ка» для функций сложности согласования разбиений
второго типа:

Z2( , ) ≤ Z2( , ) + Z2( , ) 

для всех , ,  ∈ . (5)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Воспоëüзуеìся поäхоäоì, из-
ëоженныì в работах [12, 13]. Так как в ìножество всех
выãоäных разбиений äëя второãо ОУР вхоäят соãëасо-

ванные разбиения, то P12 ⊆ T12, сëеäоватеëüно, äëя спра-

веäëивости равенства T12 = P12 äостато÷но показатü, ÷то

справеäëиво соотноøение T12 ⊆ P12. Преäпоëожиì про-
тивное, а иìенно, äëя некотороãо разбиения первоãо ти-

па  такоãо, ÷то  ∈ T12\P12 ∈ ∅, второй ОУР выберет

разбиение второãо типа  и  ≠ , ÷то озна÷ает

F 2( , ) > F 2( , ), (6)

так как  = . Строãое неравенство в выражении (6)
записано в сиëу преäпоëожения о «бëаãожеëатеëüности».

По опреäеëениþ ìножества T12, а также в сиëу

∈ T12, существует разбиение первоãо типа , при ко-

тороì второй ОУР выберет разбиение , т. е.

F 1( , ) ≥ F 2( , ). (7)

Скëаäывая неравенства (7) и (8) поëу÷аеì неравенство

F 2( , ) + F 2( , ) > F 2( , ) + F 2( , ). (8)

Поäставëяя в поëу÷енное неравенство (8) выраже-
ние äëя функöии поëезности (4) и у÷итывая свойства

функöии сëожности, поëу÷аеì неравенство Z 2( , ) >

> Z 2( , ) + Z2( , ), которое противоре÷ит усëовиþ

(5). Сëеäоватеëüно, равенство T12 = P12 выпоëняется. ♦
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Определение 2. Систеìа разбиения второãо типа,
уäовëетворяþщая усëовиþ (5), называется сильно
согласованной с систеìой разбиения первоãо типа. ♦
Такиì образоì, теореìа 1 показывает, ÷то äëя

ìаксиìаëüной соãëасованности äостато÷но сиëü-
ной соãëасованности соответствуþщей систеìы
разбиения.
Нетруäно проверитü, ÷то функöии сëожности

(3), уäовëетворяþт усëовияì теореìы 1.
Анаëоãи÷но рассìотренноìу выøе варианту

соãëасованности разбиения второãо типа с разби-
ениеì первоãо типа ìожно рассìотретü сиììет-
ри÷ный вариант соãëасованности разбиения пер-
воãо типа с разбиениеì второãо типа.
В этоì сëу÷ае систеìа разбиений первоãо типа

называется максимально согласованной с систе-

ìой разбиения второãо типа, есëи T 21 = P21, ãäе

T 21 = R1( ), P21 = {  ∈  | F 1( , ) ≤

≤ F1( , ), ∀  ∈ }, R1( ) = Arg F1( ,

) = Arg (H1( ) – Z 1( , )).

Определение 3. Систеìы разбиений первоãо и
второãо типов назовеì взаимно согласованными, ес-

ëи T 21 = P21 и T 12 = P12, а  = P21  P12 явëяется
ìножествоì взаимного согласования. ♦

Пара разбиений  первоãо типа и  второãо
типа явëяется равновесной по Нэøу, есëи выпоë-
няþтся соотноøения

 ∈ R1( ) и  ∈ R2( ). (9)

Теорема 2. Если система двух типов разбиений
взаимно согласована, то множество равновесий по

Нэшу содержится в множестве P = P21 Ÿ P12. Если

 ≠ ∅, то  определяет множество равновесных по

Нэшу совпадающих разбиений ,  первого и

второго типов таких, что  =  =  и  ∈ .
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Всëеäствие ìаксиìаëüной со-

ãëасованности: P21 = T 21 и P12 = T12. Множества T 21 и T12

соäержат все ìножества R1( ), R2( ) выборов первоãо
и второãо ОУР. Такиì образоì, все равновесные разби-
ения принаäëежат ìножеству P.

Рассìотриì некоторое разбиение  ∈ . Из

взаиìной соãëасованности сëеäует  ∈ P12 = T12 и

∈ P21 = T 21, но тоãäа äëя разбиения первоãо типа

 вторыì ОУР буäет выбрано разбиение второãо типа

 ∈ R2( ), равное . Анаëоãи÷но äоказывается,

÷то  ∈ R1( ). Сëеäоватеëüно,  = . ♦

2.3. Îïòèìàëüíîñòü ñîãëàñîâàííûõ ðàçáèåíèé

Рассìотриì äва варианта постановки заäа÷и
выбора оптиìаëüных разбиений.
В первом варианте установиì приоритетностü

типов разбиений в соответствии с их нуìераöией,
т. е. первый тип разбиений иìеет наибоëüøий
приоритет. В соответствии с приоритетностüþ, ус-
тановиì посëеäоватеëüностü реøения заäа÷и раз-
биения сети. Сна÷аëа реøается заäа÷а разбиения
сети на поëиãоны первоãо типа, затеì второãо.
При разбиении на поëиãоны первый ОУР проãно-
зирует и у÷итывает выбор вторыì ОУР своеãо раз-
биения.
Во втором варианте рассìотриì сëу÷ай, коãäа

ЦО и все ОУР äоãовариваþтся о выборе некоторой
равновесной совокупности всех типов разбиений.
При этоì ЦО из ìножества равновесных äëя ОУР
совокупностей разбиений всех типов ìожет уста-
навëиватü наибоëее äëя себя преäпо÷титеëüнуþ
совокупностü разбиений всех типов.
Дëя первоãо варианта в соответствии с посëе-

äоватеëüностüþ приоритетов приìеì, ÷то öеëевая
функöия ЦО обëаäает свойствоì [20]:

Φ( , ) ≥ Φ( , ) (10)

äëя всех äопустиìых зна÷ений арãуìентов.
Свойство (10) озна÷ает, ÷то ЦО ìожет нести по-

тери, равные Φ( , ) – Φ( , ), при несов-

паäении -ãо разбиения с разбиениеì .
При рассìотрении первоãо варианта преäпоëо-

жиì, ÷то первый ОУР явëяется аãентоì ЦО и вы-
бирает разбиение первоãо типа, исхоäя из усëовия
ìаксиìизаöии öеëевой функöии ЦО. В этоì вари-

анте ìожно с÷итатü, ÷то Φ( ) = F1( , ). Такиì
образоì усëовие (10) иìеет виä

F1( , ) ≥ F1( , ). (11)

Заìетиì, ÷то в этоì сëу÷ае усëовия (10), иëи
(11), наëи÷ия потерü в öеëевой функöии ЦО при

несовпаäении выбора второãо ОУР  с , в сиëу
преäпоëожения о наëи÷ии в öеëевой функöии
первоãо ОУР затрат на соãëасование разбиений и
усëовий А — Г, автоìати÷ески выпоëняется.

Опреäеëиì усëовия оптиìаëüности выбора .
Преäставиì критерий эффективности систеìы

разбиений в виäе ãарантированноãо зна÷ения öе-

ëевой функöии ЦО Φ( ) на ìножестве ëокаëüно-
оптиìаëüных разбиений äëя второãо ОУР:

K( ) = Φ( ).
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Заäа÷а опреäеëения оптиìаëüноãо разбиения
первоãо типа закëþ÷ается в нахожäении разбиения

, äоставëяþщеãо ìаксиìуì критерия K( ):

K( ) = Φ( , ( )) =

= Φ( ). (12)

Теорема 3. Если система разбиений второго
типа является максимально согласованной с систе-
мой разбиения первого типа, выполняется условие

(10), то оптимальное разбиение , ( ) в за-

даче (12) определяется как решение задачи K( ) =

= Φ( , ), и  =  = .

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Так как ìножество всех разби-

ений R2( ), «выãоäных» äëя второãо ОУР при ëþбых

äопустиìых выборах разбиений первыì ОУР соäержит-

ся в ìножестве T12, ìаксиìаëüная соãëасованностü оз-

на÷ает T12 = P12, сëеäоватеëüно, справеäëиво равенство

Φ( ) = Φ( , ). ♦

Во втором варианте постановки заäа÷и преäпо-
ëаãается, ÷то ЦО выбирает ëу÷øие äëя себя разби-
ения среäи равновесных по Нэøу разбиений (9)
первоãо и второãо типов.
Критерий эффективности разбиений в этоì

сëу÷ае иìеет виä

K( , ) = Φ( , ), (13)

ãäе  ∈ R1( ),  ∈ R2( ).

Обозна÷иì  ìножество равновесных разбие-

ний ( , ), уäовëетворяþщих усëовиþ (9).

Заäа÷а опреäеëения оптиìаëüных разбиений
äëя критерия (13) закëþ÷ается в нахожäении раз-

биений , , уäовëетворяþщих усëовиþ:

K( , ) = Φ( , ) =

= Φ( , ). (14)

Иссëеäования второãо варианта постановки за-
äа÷и (14) провеäеì äëя ÷астноãо сëу÷ая, коãäа öе-
ëевая функöия öентра иìеет виä

Φ( , ) = H 0( ) – Z 0( , ), (15)

ãäе функöия потерü от несовпаäения  с 

Z 0( , ) = (16)

Зäесü C0 > 0. В этоì сëу÷ае öеëевая функöия
öентра вìесто неравенства (10) уäовëетворяет бо-
ëее «жесткоìу» усëовиþ ìаксиìаëüной соãëасо-
ванности:

T 0 = P0, (17)

ãäе P0 = {  ∈  |Φ( , ) ≤ Φ( , ), ∀  ∈ } =

= {  ∈  |  – C0 ≤ H 0( )},

 = H 0( ), T 0 = R0( ),

R0( ) = Arg Φ( , ).

Теорема 4. Если система разбиений взаимно со-

гласована и P0   ≠ ∅, то для целевой функции цен-
тра (15), (16) решение задачи

K( , ) =

= Φ( , ) = H 0( ) (18)

является решением задачи определения оптималь-
ных равновесных разбиений по критерию (14), и

=  = .

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü пара разбиений ( , )

явëяется равновесной, т. е. ( , ) ∈ . По теореìе 2
ìножество равновесных разбиений соäержится во ìно-

жестве P = P21 Ÿ P12. Рассìотриì пару разбиений

( , ) ∈  такуþ, ÷то ( , ) ∉  = P21  P12, т. е.

( , ) ∈ P\ . В этоì сëу÷ае  ≠  и, сëеäоватеëüно,

Φ( , ) = H 0( ) – Z 0( , ) ≤  – C0.

Рассìотриì теперü пару разбиений ( , ') ∈ \P0.

В этоì сëу÷ае  =  = . Φ( , ) = H 0( ) –

– Z 0( , ) = H 0( ) <  – C0, так как  ∉ P0.

Наконеö, в сëу÷ае ( , ) =  ∈   P0, так как

 ∈ P0, иìееì Φ( , ) = H 0( ) ≥  – C0, ÷то

äоказывает теореìу.♦
Теореìа 4 показывает, ÷то при усëовии непус-

тоты пересе÷ения ìножеств ìаксиìаëüноãо соãëа-
сования всех типов разбиений и ìножества ìак-
сиìаëüноãо соãëасования (17) öеëевой функöии
ЦО заäа÷а (14)—(16) своäится к оптиìизаöионной
заäа÷е (18) и в оптиìаëüноì реøении заäа÷и (14)
разбиения всех типов совпаäаþт äруã с äруãоì.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëируеì поëу÷енные резуëüтаты:
z описана ìатеìати÷еская ìоäеëü соãëасования
разëи÷ных типов разбиений сети;

z поставëена заäа÷а соãëасования ãраниö поëиãо-
нов äëя разëи÷ных типов разбиения сети;

z поëу÷ены äостато÷ные усëовия ìаксиìаëüной
соãëасованности (совпаäения), ãраниö поëиãо-
нов äвух разëи÷ных типов разбиений;

z опреäеëены усëовия существования соãëасо-
ванных равновесных разбиений по Нэøу;

z иссëеäованы усëовия оптиìаëüности соãëасован-
ной равновесной по Нэøу систеìы разбиений.
Преäставëенные резуëüтаты ìоãут бытü поëез-

ны при анаëизе систеì управëения крупноìасø-
табныìи сетяìи в разëи÷ных прикëаäных заäа÷ах,
ãäе присутствуþт разëи÷ные типы разбиений. Ос-
новой äëя постановок и на÷аëа иссëеäования рас-
сìотренных выøе заäа÷ посëужиëи разработки
систеì управëения сетüþ российских жеëезных
äороã [3, 7, 9] и ряä резуëüтатов теории активных
систеì [11—13].
Даëüнейøее развитие иссëеäований виäится в

направëении äетаëизаöии усëовий сиëüноãо соãëа-
сования не тоëüко äëя разбиений (6), но и функöий
затрат поëиãонов, вхоäящих в эти разбиения. Это
позвоëиëо бы свести анаëиз соãëасованности к ана-

ëизу боëее простых функöий ( , ) пере-

секаþщихся поëиãонов km и kp по сравнениþ с ана-

ëизоì функöий затрат разбиений Zm( , ) =

= ( , ), ãäе ( , ) =

= ( , ).

Сëеäуþщее направëение развития иссëеäова-
ний состоит в обобщении резуëüтатов на сëу÷аи,
коãäа иìеется боëее äвух типов разбиений и коãäа
÷исëо поëиãонов в разных разбиениях разëи÷но,

т. е. Nm ≠ Np. Зäесü сëеäует рассìотретü усëовия
соãëасования äëя вариантов кратно вëоженных
поëиãонов, коãäа поëиãон оäноãо разбиения ìо-
жет скëаäывается как объеäинение нескоëüких по-
ëиãонов äруãоãо разбиения.
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