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Прежäе ÷еì перейти к описаниþ ìоäеëей сто-
хасти÷еской воëатиëüности, рассìотриì нескоëü-
ко поäробнее саìо понятие. Поä сëовоì волатиль-
ность ìоãут пониìатüся разëи÷ные финансовые
явëения. В зависиìости от контекста и то÷ки зре-
ния воëатиëüностü ìожет иìетü сìысë явëения
изìен÷ивости öен в виäе станäартноãо откëоне-
ния äохоäностей, параìетра финансовоãо риска
иëи öеновой ìоäеëи ëибо сëу÷айноãо проöесса
опреäеëенноãо виäа. Появивøаяся в 1973 ã. ìоäеëü
оöенки опöионов Бëэка — Шоуëза — Мертона [1]
изìениëа преäставëение о воëатиëüности. Бëэк и
Шоуëз в своей работе приìениëи непрерывное
ãеоìетри÷еское броуновское äвижение äëя пост-
роения ìатеìати÷еской ìоäеëи öен. Успех äанной
работы привеë к øирокоìу распространениþ сто-
хасти÷еских ìоäеëей в эконоìетрике. В äанной
работе поä терìиноì воëатиëüностü буäеì пони-
ìатü сëу÷айный проöесс, описываþщий изìен÷и-
востü öен.
Анаëиз äохоäности аìериканских инвестиöи-

онных фонäов показаë, ÷то основной характерис-
тикой, отëи÷аþщей успеøные фонäы, явëяется
уìение управëятü воëатиëüностüþ портфеëей та-
киì образоì, ÷тобы в периоäы высокой изìен÷и-
вости öен акöий снижатü äоëþ наибоëее воëатиëü-
ных активов в портфеëе [2]. Также стоит заìетитü,
÷то основанные на äинаìи÷ескоì изìерении во-
ëатиëüности активные инвестиöионные стратеãии
приносят зна÷иìуþ выãоäу [3, 4]. Все эти вывоäы
ãоворят о тоì, ÷то знание воëатиëüности иìеет
принöипиаëüное зна÷ение äëя эффективноãо кон-

троëя портфеëеì акöий, построения инвестиöи-
онных стратеãий и управëения рискаìи коìпаний
наряäу с äруãиìи вопросаìи.
В посëеäнее вреìя на÷аëи появëятüся работы

по непараìетри÷еской оöенке воëатиëüности. При-
ìераìи ìоãут сëужитü проãноз воëатиëüности ìе-
тоäоì ëокаëüноãо экспонентноãо оöенивания äëя
ìоäеëи Яо и Тонãа [5], преäëоженный Зиãеëüìан-
ноì [6], иëи оöенка параìетров стохасти÷еских
ìоäеëей Дþффе и äр. [7] и Жакüе и äр. [8] ÷ерез
инфинитезиìаëüные ìоìенты в статüе Банäи и
Рено [9]. В отëи÷ие от этих работ настоящая статüя
опирается на теориþ принятия реøений Ваëüäа, а
иìенно на наибоëее распространенноì в статис-
тике критерии ìиниìизаöии функöии риска. Ав-
тораìи рассìатривается ìоäеëü воëатиëüности в
виäе ненабëþäаеìоãо стохасти÷ескоãо проöесса с
неизвестныìи распреäеëениеì и уравнениеì со-
стояния, который (при опреäеëенных усëовиях)
ìожно оöениватü на основе эìпири÷ескоãо байе-
совскоãо поäхоäа, развитоãо приìенитеëüно к за-
äа÷аì теории непараìетри÷еской фиëüтраöии,
интерпоëяöии и проãноза ÷асти÷но набëþäаеìых
ìарковских проöессов [10]. В этой теории стохас-
ти÷еские ìоäеëи состояния поëезных сиãнаëов
преäпоëаãаþтся неизвестныìи, а ìоäеëи набëþäе-
ния, описываþщие приборы иссëеäоватеëя, преä-
поëаãаþтся поëностüþ известныìи. Есëи поëезный
сиãнаë в ÷истоì виäе не набëþäаеì, то в общеì
сëу÷ае восстановитü еãо распреäеëение невозìож-
но. Сëеäоватеëüно, напряìуþ воспоëüзоватüся оп-
тиìаëüной байесовской проöеäурой äëя восста-
новëения поëезноãо сиãнаëа по набëþäенияì не
уäается. Основное преиìущество äанноãо поäхоäа
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по сравнениþ с выøеуказанныìи параìетри÷ес-
киìи оöенкаìи закëþ÷ается в возìожности рас-
сìотрения проöесса воëатиëüности ëþбой ÷астоты
без преäпоëожений о ìоäеëи ненабëþäаеìой со-
ставëяþщей.

1. ÌÎÄÅËÈ ÎÏÈÑÀÍÈß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÂÎËÀÒÈËÜÍÎÑÒÈ

Цена актива на финансовоì рынке St в ìоìент
вреìени t, соãëасно опреäеëениþ, поëожитеëüна и

обы÷но рассìатривается в преäставëении St = S0 ,

ãäе Rt = ri, t = 0, 1, 2, ... Веëи÷ина rt называется

ëоãарифìи÷ескиì äохоäоì в ìоìент вреìени t и
опреäеëяется как

ri = log .

Простейøее преäпоëожение о вероятностноì
характере веëи÷ины rt состоит в тоì, ÷то ее ìоäеëü
описывается стохасти÷ескиì уравнениеì rt = σεt,
ãäе ε = (εt) — посëеäоватеëüностü независиìых оäи-
наково распреäеëенных N (0, 1) сëу÷айных веëи-
÷ин, а σ — параìетр, который в финансовой ëи-
тературе принято называтü воëатиëüностüþ.
Даëüнейøие иссëеäования показаëи, ÷то воëа-

тиëüностü саìа по себе «воëатиëüна» и ее повеäе-
ние хороøо описывается сëу÷айной функöией вре-
ìени. Воëатиëüностü, как характеристика изìен-
÷ивости, саìа по себе не набëþäается, но ìожет
бытü преäставëена сëу÷айныì проöессоì (σt) в ìо-
äеëи набëþäаеìой äохоäности

rt = μt + σtεt, (1)

ãäе μt и σt — заäанные сëу÷айные проöессы. В на-
стоящей работе рассìатриваþтся äве параìетри-
÷еские усëовно-ãауссовские ìоäеëи воëатиëüнос-
ти в äискретноì вреìени, опреäеëенные в раìках
конöепöии эффективноãо рынка: Generalized Auto-
Regressive Conditional Heteroscedasticity (GARCH)
[11], преäëоженная Боëëерсëевоì, и созäанная
Тейëороì Stochastic Volatility (SV) [12]. Первая из
них наибоëее попуëярна на практике, так как не
тоëüко описывает саìу воëатиëüностü, но и преä-
сказывает ее зна÷ение на øаã впереä. Оäнако в
этой ìоäеëи воëатиëüностü σt явëяется заäанной
функöией от набëþäаеìой äохоäности rt, ÷то не-
скоëüко оãрани÷ивает возìожности ее изìенения.
Особенностü второй ìоäеëи состоит в тоì, ÷то
воëатиëüностü σt в ней преäставëена в виäе отäеëü-
ноãо независиìоãо от äохоäа rt стохасти÷ескоãо

проöесса [13]. Такое преäпоëожение позвоëяет су-
щественно расøиритü разнообразие повеäения во-
ëатиëüности и приìенитü äëя ее описания боãатые
и хороøо развитые ìетоäы теории сëу÷айных про-
öессов и теории ìартинãаëов [14]. Даëее в п. 1.1 и
1.2 эти äве ìоäеëи рассìатриваþтся поäробнее.

1.1. Ìîäåëü GARCH

Преäпоëожиì, ÷то посëеäоватеëüностü ε = (εt)t ≥ 1

в ìоäеëи (1) явëяется еäинственныì исто÷никоì
сëу÷айности на рынке, а усëовное среäнее и усëов-
ная äисперсия равны соответственно

μt = E(rt |rt – 1, ..., r1) = 0,

 = E( |rt – 1, ..., r1) = α0 + αi , (2)

ãäе α0 > 0, αi ≥ 0, i = 1, ..., p и r1 – p, ..., r0 — заäанные
на÷аëüные константы. Усëовное среäнее μt при-
равнивается нуëþ, потоìу ÷то среäнесуто÷ная äо-
хоäностü и внутриäневные äохоäности акöий и ва-
ëþт в среäнеì равны нуëþ [15].
Такая ìоäеëü быëа ввеäена в 1982 ã. Робертоì

Энãëеì и называется ARCH(p) (AutoRegressive Con-
ditional Heteroskedastic Model — автореãрессион-
ная ìоäеëü усëовной неоäнороäности). Она оказа-
ëасü весüìа уäа÷ной при объяснении ряäа нетри-
виаëüных свойств вреìенных финансовых ряäов
таких, как эффект кëастеризаöии зна÷ений веëи-
÷ин rt.
Определение 1. Моäеëü ARCH(p) — это посëе-

äоватеëüностü r = (rt) виäа rt = σtεt, ãäе ε = (εt) —
посëеäоватеëüностü независиìых норìаëüно рас-

преäеëенных сëу÷айных веëи÷ин εt ∼ N (0, 1), a 

опреäеëяется из рекуррентноãо уравнения (2). ♦
Успех ìоäеëи ARCH(p) привеë к появëениþ раз-

ëи÷ных ее обобщений и ìоäификаöий. Оäной из
таких разновиäностей явëяется ввеäенная в 1986 ã.
Тиìоì Боëëерсëевоì ìоäеëü GARCH (Generalized
AutoRegressive Conditional Heteroskedastic Model —
обобщенная автореãрессионная ìоäеëü усëовной
неоäнороäности). Преиìущество ìоäеëи GARCH
(p, q) по сравнениþ с преäыäущей ìоäеëüþ со-
стоит в тоì, ÷то äëя поäãотовки ARCH к реаëü-
ныì äанныì требуется братü боëüøие зна÷ения p,
а обобщенная ìоäеëü позвоëяет оãрани÷итüся не-
боëüøиìи зна÷енияìи p и q.
Пустü по-прежнеìу с÷итается, ÷то μt = 0, но в

отëи÷ие от выражения (2) σt описывается уравне-
ниеì

 = ( |rt – 1, ..., r1) =

= α0 + αi  + βj , (3)

e
Rt

i 1=

t

∑

St

St 1–
-----------

σt
2 rt

2

i 1=

p

∑ rt i–
2

σt
2

σt
2 rt

2

i 1=

p

∑ rt i–
2

j 1=

q

∑ σt j–
2
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с α0 > 0, αi, βi ≥ 0 и на÷аëüныìи усëовияìи (r1 – p,

..., r0), ( , ..., ), которые ìоãут бытü констан-

таìи ëибо сãенерированы заранее.
Определение 2. Моäеëü GARCH(p, q) — это

посëеäоватеëüностü r = (rt), rt = σtεt, ãäе ε = (εt) —
посëеäоватеëüностü независиìых оäинаково рас-
преäеëенных N (0, 1) сëу÷айных веëи÷ин, а σt поä-
÷иняется соотноøениþ (3).

1.2. Ìîäåëü Òåéëîðà

В ìоäеëях типа ARCH существует тоëüко оäин
исто÷ник øуìа, который заäается ãауссовской
посëеäоватеëüностüþ независиìых сëу÷айных ве-
ëи÷ин ε = (εt)t ≥ 1. При этоì äисперсия проöесса
äохоäности преäпоëаãается в той иëи иной форìе
зависиìой от проøëых еãо реаëизаöий. Аëüтерна-
тивный способ ìоäеëирования состоит в тоì, ÷то-
бы заäатü äинаìику öен простой ìоäеëüþ, напри-
ìер, äифференöиаëüныì уравнениеì, как это сäе-
ëано в ìоäеëи Бëэка — Шоуëза, но воëатиëüностü
в неì с÷итатü не параìетроì, а отäеëüныì стохас-
ти÷ескиì проöессоì. Такиì образоì, появëяþтся
äва независиìых исто÷ника сëу÷айности. Моäеëи
стохасти÷еской воëатиëüности вкëþ÷аþт в себя
еще оäин исто÷ник øуìа δ = (δt)t ≥ 1, который в
простейøеì сëу÷ае также состоит из независиìых
N (0, 1)-распреäеëенных сëу÷айных веëи÷ин.
Пустü, как и в преäыäущих ìоäеëях, выпоëня-

ется первое из усëовий (2). Тоãäа

rt = σtεt, (4)

ãäе εt явëяþтся N (0, 1)-распреäеëенныìи сëу÷ай-
ныìи веëи÷инаìи.
Поëожиì,

σt = , (5)

отсþäа сëеäует, ÷то σt — поëожитеëüная сëу÷айная
веëи÷ина. Наибоëüøей попуëярностüþ поëüзуþт-
ся ìоäеëи зависиìых сëу÷айных веëи÷ин, в кото-
рых посëеäоватеëüностü (Δt)t ≥ 1 преäставëена в ви-
äе автореãрессионной ìоäеëи

Δt = a0 + a1Δt – 1 + ... + apΔt – p + cδt, (6)

ãäе c — äисперсия øуìовой составëяþщей. Из вы-
ражений (4)—(6) сëеäует, ÷то усëовное распреäе-
ëение rt при фиксированных преäыäущих зна÷е-
ниях rt – 1, ..., r1 явëяется ãауссовскиì с параìет-

раìи 0 и :

f(rt |rt – 1, ..., r1) = N (0, ).

Определение 3. Моäеëü стохасти÷еской воëа-
тиëüности — это посëеäоватеëüностü r = (rt) виäа

rt = σtεt, ãäе ε = (εt) — посëеäоватеëüностü незави-

сиìых оäинаково распреäеëенных N(0, 1) сëу÷ай-
ных веëи÷ин, а σt опреäеëяется уравнениеì авто-

реãрессии Δt, возбужäаеìой «беëыì» N (0, 1) øуìоì.

2. ÔÈËÜÒÐ ÊÀËÌÀÍÀ

Оäниì из øироко приìеняеìых в совреìенной
эконоìетрике способов реøения заäа÷и оöенки
воëатиëüности явëяется фиëüтр Каëìана [16, 17].
Рассìотриì еãо приìенитеëüно к заäа÷е оöенки
стохасти÷еской воëатиëüности. Данный ìетоä оöе-
нивания приìениì тоëüко к ëинейныì ãауссовс-
киì ìоäеëяì, поэтоìу необхоäиìо привести урав-
нение (4) к ëинейноìу виäу. Воспоëüзовавøисü
форìуëой (5), поëу÷иì

rt = σtεt = εt.

Лоãарифìируя кваäрат этоãо выражения, по-
ëу÷иì

log( ) = log( ) = log( ) + log( ) =

= Δt + log( ).

Обозна÷иì bt = log( ), a ξt = log( ). Тоãäа

уравнение (4) преäставëяется в виäе

bt = Δt + ξt, (7)

Дëя простоты уравнение (6) буäет преäставëено
в виäе автореãрессии первоãо поряäка с нуëевыì
ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì:

Δt = a1Δt – 1 + cδt. (8)

Оäно из обязатеëüных усëовий приìенения
фиëüтра Каëìана состоит в ãауссовости øуìовых

составëяþщих, но сëу÷айная веëи÷ина ξt = log( )

в ìоäеëи состояния не явëяется ãауссовской, по-

этоìу ее заìеняþт на ãауссовскуþ  со среäниì

Eξt = E  = –1,27 и äисперсией Dξt = D  =

= 4,93 = π2/2 [18] (вывоä этих зна÷ений привеäен
в Приëожении). Тоãäа систеìа (7), (8) заìеняется
на систеìу

σ1 q–
2 σ0

2

e
1
2
---Δt

σt
2

σt
2

e
1
2
---Δt

rt
2 e

Δt εt
2 e

Δt εt
2

εt
2

rt
2 εt

2

εt
2

ξt
g

ξt
g ξt

g

bt Δt ξt
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В итоãе фиëüтр Каëìана äëя ìоäеëи стохасти-
÷еской воëатиëüности буäет описыватüся систе-
ìой уравнений:

 = a1  +

+ (bn + 1,27 – a1 ), (9)

γt = 

с на÷аëüныìи усëовияìи

 = b1,

γ1 = .

В äанной систеìе оöенка  явëяется рекуррен-
тной, ÷то уäобно äëя вы÷исëений, но заìена на ãа-
уссовский øуì ìожет привоäитü к äопоëнитеëü-
ныì оøибкаì.
Поëу÷енные из систеìы уравнений (9) зна÷е-

ния поäставëяþтся в форìуëу (5) äëя поëу÷ения
оöенки саìой воëатиëüности:

 = exp a1  +  Ѕ

Ѕ (bn + 1,27 – a1 ) .

3. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ
ÏÐÈ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÎÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ 

ÏÎËÅÇÍÎÃÎ ÑÈÃÍÀËÀ

В 1960—1970-х ãã. преäприниìаëосü äостато÷но
ìноãо усиëий äëя разработки строãих ìетоäов
обу÷ения и саìообу÷ения автоìати÷еских систеì.
Оäно из направëений работы быëо наöеëено на
реøение заäа÷ саìообу÷ения при статисти÷еской
обработке сиãнаëов с неизвестныìи ìоäеëяìи со-
стояния. Оно привеëо к созäаниþ теории непа-
раìетри÷ескоãо оöенивания сиãнаëов, оäна из
первых работ которой опубëикована в 1983 ã. [19].
В этой теории стохасти÷еские ìоäеëи состояния
поëезных сиãнаëов (St) преäпоëаãаþтся неизвест-
ныìи, а ìоäеëи набëþäения, описываþщие изìе-
ритеëüные приборы, преäпоëаãаþтся поëностüþ
известныìи. Есëи поëезный сиãнаë в ÷истоì виäе
не набëþäаеì, то в общеì сëу÷ае восстановитü еãо

распреäеëение невозìожно. Сëеäоватеëüно, напря-
ìуþ воспоëüзоватüся оптиìаëüной байесовской
проöеäурой äëя восстановëения поëезноãо сиãна-
ëа по набëþäенияì не уäается. В параìетри÷еских
ìоäеëях äеëается преäëожение о ìатеìати÷еских
ìоäеëях ненабëþäаеìоãо сиãнаëа. К приìеру, в
ìоäеëях GARCH и стохасти÷еской воëатиëüности
ввоäятся уравнения состояния (3) и (6) соответст-
венно. Основное преиìущество непараìетри÷еско-
ãо ìетоäа оöенивания закëþ÷ается в возìожности
поëу÷ения оöенки ненабëþäаеìоãо стохасти÷ес-
коãо проöесса в сëу÷ае, коãäа еãо распреäеëение
поëностüþ неизвестно, т. е. реøается заäа÷а фиëü-
траöии ненабëþäаеìоãо сиãнаëа без ввеäения ìо-
äеëей описания проöесса и преäпоëожений о еãо
прироäе.
Пустü (Xt, St)t ≥ 1 — ÷асти÷но набëþäаеìый äвух-

коìпонентный проöесс, ãäе (Xt∈R)t≥1 и (St∈R)t≥1 —

набëþäаеìые и ненабëþäаеìые коìпоненты, ста-
тисти÷ески связанные усëовной пëотностüþ рас-
преäеëения f(xt |st) = f(xt |St = st). Заäатü усëовнуþ

пëотностü, зна÷ит заäатü äва объекта: распреäеëе-
ние øуìов ηt; ìоäеëü набëþäения, т. е. уравнение

связи набëþäения Xt с поëезныì сиãнаëоì St и øу-

ìоì ηt, Xt = φ(St, ηt). В зависиìости от форìы ìо-

äеëи набëþäения и распреäеëения øуìов поëу-
÷аþтся разëи÷ные кëассы заäа÷ фиëüтраöии. Рас-
сìотриì кëасс заäа÷, в которых статисти÷еское
уравнение связи и распреäеëение øуìов поäоб-
раны так, ÷то усëовная пëотностü f(xt |st) принаäëе-

жит экспонентноìу сеìейству:

f(xt |st) = (st)g(xt)exp{T(xt)Q(st)} (10)

при фиксированноì поëезноì сиãнаëе St = st. Зäесü

T, Q и g — заäанные бореëевские функöии, a (st) —

норìируþщий соìножитеëü. Параìетри÷еское се-
ìейство (10) соäержит, прежäе всеãо, ãауссовскуþ
пëотностü распреäеëения, еäинственнуþ, äëя ко-
торой известны оптиìаëüные среäнекваäрати÷ес-
кие оöенки в явноì виäе. Кроìе тоãо, туäа вхоäят

χ2-распреäеëение, бета-распреäеëение, ÷астü сис-
теìы распреäеëений Пирсона и äр. Есëи сëу÷ай-
ная веëи÷ина St иìеет вероятностный сìысë, то та-

куþ параìетризаöиþ сеìейства называþт естест-
венной. Сеìейство распреäеëений (10) äопускает и
боëее простуþ, так называеìуþ каноническую па-
раìетризаöиþ, коãäа в ка÷естве параìетра берется
θt = Q(St), ëинейно вхоäящее в выражение поä эк-

спонентой. В этоì сëу÷ае

f(xt |θt) = C(θt)g(xt)exp{T(xt)θt} (11)

Δ̂t Δ̂t 1–

2c2 2a1
2γt 1–+

π2 2c2 2a1
2γt 1–+ +

----------------------------------------------- Δ̂t 1–

π2 c2 a1
2γt 1–+( )

π2 2c2 2a1
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⎝
⎜
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и норìируþщий соìножитеëü опреäеëяется выра-
жениеì

C–1(θt) = g(xt)exp{T(xt)θt}dxt. (12)

При этоì ìножество зна÷ений θt, äëя которых
существует экспонентная пëотностü f(xt |θt), оãра-
ни÷ивается ìножествоì тех θt, äëя которых интеã-
раë (12) коне÷ен.
Основная иäея построения аëãоритìа оöенива-

ния в этоì сëу÷ае состоит в тоì, ÷тобы вìесто
проöесса St оöенитü проöесс (θt = Q(St))t ≥ 1, по-
рожäаþщий боëее простуþ канони÷ескуþ пара-
ìетризаöиþ в сеìействе распреäеëений (11), а за-

теì поëу÷итü оöенку  в виäе Q–1( ) с поìощüþ

обратной функöии Q–1, существование которой

обязатеëüно преäпоëаãается. Оöенка  = Q–1( )
также буäет оптиìаëüной, но с функöией потерü

(Q(θt) – Q( ))2.

Пробëеìа оöенивания проöесса θt буäет реøе-
на в раìках преäпоëожения, ÷то ненабëþäаеìая
посëеäоватеëüностü (St)t ≥ 1 явëяется ìарковской.
Отсþäа сëеäует, ÷то äвухкоìпонентный проöесс
(Zt)t ≥ 1 = (St, Xt)t ≥ 1 также явëяется ìарковскиì.

При поëностüþ известной статисти÷еской ин-
форìаöии äëя оöенки θt испоëüзуется оптиìаëü-
ная байесовская оöенка в виäе усëовноãо среäнеãо

 = θtwt(θt | )dθt, (13)

ãäе Θt — ìножество зна÷ений проöесса θt, a wt —
апостериорная пëотностü, уäовëетворяþщая ре-
куррентноìу уравнениþ

wt(θt | ) = wt(θt | ), t ≥ 2, (14)

ãäе wt(θt | ) = (θt|θt – 1)wt – 1(θt – 1| )dθt – 1 —

проãнозная апостериорная пëотностü, а — (θt|θt –

1) перехоäная пëотностü вероятности ìарковской
посëеäоватеëüности (θt)t ≥ 1.

Испоëüзуя байесовскуþ форìуëу, найäеì на-
÷аëüное усëовие äëя уравнения (14):

w1(θ1|x1) = . (15)

В сëу÷ае поëной статисти÷еской инфорìаöии
äëя поëу÷ения оптиìаëüной апостериорной оöен-
ки интеãраëы в уравнениях (14) и (15) заìеняþтся
на суììы. Такиì образоì поëу÷ается фиëüтр Куø-
нера — Стратонови÷а [20, 21].
Теперü проинтеãрируеì по θt обе ÷асти уравне-

ния (14) и перенесеì вëево соìножитеëü, который
зависит тоëüко от набëþäений:

f(xt | ) = f(xt |θt)wt(θt| )dθt. (16)

Проäифференöируеì поëу÷енное выражение
по xt:

(xt | ) = (xt |θt)wt(θt | )dθt. (17)

Как упоìинаëосü ранее, ìы преäпоëаãаеì, ÷то
усëовная пëотностü распреäеëения f(xt |θt) прина-
äëежит экспонентноìу сеìейству. Тоãäа

 = C(θt)exp(T(xt)θt)wt(θt | )dθt =

= (xt)θtC(θt)exp(T(xt)θt)wt(θt| )dθt, (18)

ãäе øтрих озна÷ает äифференöирование по xt.
Уìножиì ëевуþ и правуþ ÷асти уравнения (18)

на g(xt)/f(xt | ):

 =

= θtC(θt)g(xt)exp(T(xt)θt)wt(θt | )dθt.

Воспоëüзовавøисü опреäеëениеì байесовской
оöенки, поëу÷иì уравнение оптиìаëüной фиëüт-

раöии относитеëüно оöенки :

(xt)  = . (19)

Это уравнение не зависит в явноì виäе от ап-
риорной и перехоäной пëотностей распреäеëения
ненабëþäаеìой посëеäоватеëüности St, а зна÷ит, с
еãо поìощüþ ìожно поëу÷итü оптиìаëüнуþ оöен-

ку  по зна÷енияì набëþäаеìой коìпоненты Xt

без явноãо заäания перехоäной пëотности.
Еäинственной неизвестной характеристикой в

уравнении оптиìаëüной фиëüтраöии, поëу÷енноì
äëя кëасса ìоäеëей (11), явëяется усëовная пëот-

R
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Ŝt θ̂t
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ностü f(xt | ) набëþäения xn при фиксированных

преäыäущих набëþäениях  = (x1, x2, ..., xt – 1).

Поскоëüку (Xt) — набëþäаеìый проöесс, то по еãо
реаëизаöии эту характеристику ìожно восстано-
витü непараìетри÷ескиìи яäерныìи ìетоäаìи.
При этоì знания функöионаëüной форìы усëов-

ной пëотности f(xt | ) не требуется. Дëя приìе-

нения техники яäерноãо оöенивания необхоäиìо
ëиøü заäатü äва параìетра: коэффиöиент разìы-
тости и параìетр реãуëяризаöии. В äанной работе
äëя этих öеëей приìеняется ìетоä сãëаженной
кросс-ваëиäаöии [22] и реãуëяризаöия Тихонова
[23] соответственно. Иìея в распоряжении ìетоäы
оöенивания коэффиöиентов разìытости и пара-
ìетров реãуëяризаöии вìесте с непараìетри÷ес-
киìи аëãоритìаìи фиëüтраöии, ìы поëу÷аеì ра-
бо÷ий инструìент äëя реøения заäа÷ выäеëения
неизвестных поëезных сиãнаëов на фоне поìех,
который зависит тоëüко от набëþäаеìой выборки.
Иìенно поэтоìу непараìетри÷еские ìетоäы вы-
äеëения сиãнаëов ìожно назватü автоìати÷ескиìи
иëи саìообу÷аþщиìися.
При неизвестноì уравнении состояния усëов-

ная пëотностü набëþäений f(xt | ) не ìожет бытü

вы÷исëена то÷но. Оäнако ее ìожно прибëиженно
вы÷исëитü при поìощи непараìетри÷еской яäер-
ной проöеäуры с заäанной степенüþ то÷ности по

зависиìыì набëþäенияì . Соãëасно этой проöе-

äуре ìы äоëжны заìенитü неизвестнуþ пëотностü

f(xt | ) на «урезаннуþ» пëотностü f(xt | ), ãäе

τ — степенü зависиìости набëþäаеìоãо проöесса
(Xt). По существу, τ преäставëяет собой поряäок
связности ìарковскоãо проöесса, аппроксиìируþ-
щеãо неìарковский проöесс (Xt) (Dobrovidov, et al.,

2012). По опреäеëениþ f(xt | ) = f( )/f( ).

Тоãäа

(ln( f(xt | )  = . (20)

Знаìенатеëü посëеäней форìуëы преäставëяет
собой (τ + 1)-ìернуþ пëотностü.
Непараìетри÷еская яäерная оöенка äëя такой

пëотности иìеет виä:

( ) =

= K . (21)

Непараìетри÷еская оöенка ÷исëитеëя (21) за-
писывается как

t( ) = K'  Ѕ

Ѕ K , (22)

ãäе  и K' озна÷ает ÷астнуþ произвоäнуþ по пе-

реìенной xt.

Такиì образоì, äëя непараìетри÷еской оöенки
ëоãарифìи÷еской произвоäной пëотности поëу÷а-
еì выражение:

(ln( (xt | )  = .

Такая оöенка называется оöенкой поäстановки
(plug-in estimate). Дëя вы÷исëения отноøения(20)
остается тоëüко выбратü коэффиöиенты разìы-
тости ht äëя пëотности (21) и h1t — äëя ее ÷астной

произвоäной (22) [24].

4. ÍÅÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÂÎËÀÒÈËÜÍÎÑÒÈ

Дëя ëинейноãо варианта ìоäеëи Тейëора (7), (8)
усëовная пëотностü распреäеëения bt при фикси-

рованноì Δt буäет иìетü виä (вывоä привоäится в

Приëожении):

p(bt |Δt) = exp . (23)

Форìуëа (23) важна äëя построения непараìет-
ри÷еской оöенки воëатиëüности, так как оäниì из
усëовий явëяется принаäëежностü усëовноãо рас-
преäеëения к экспонентноìу сеìейству.
Нетруäно проверитü, ÷то пëотностü (23) отно-

сится к экспонентноìу сеìейству (11), ãäе

g(bt) = ;  (bt) =  = g(bt);

C(Δt) = ;

T(bt) = – ; (bt) = – ;

θ(Δt) = .
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Уравнение оптиìаëüной фиëüтраöии (19) при-
ниìает виä:

θ(Δt)Ѕ (bt) =  =

=  – . (24)

Поäставиì в уравнение (24) поëу÷енные выøе
выражения:

 =  – .

В итоãе непараìетри÷еская оöенка

Δt = log ,

а оöенка воëатиëüности приниìает виä:

σt = exp  = . (25)

Покажеì, ÷то знаìенатеëü поä корнеì прини-
ìает тоëüко поëожитеëüные зна÷ения, т. е.

1 –  > 0.

Дëя этоãо уìножиì обе ÷асти неравенства на

f( ):

f( ) – 2f '( ) > 0.

Затеì поäеëиì на f( ):

 –  = f(bt| ) – 2f '(bt| ) > 0.

С у÷етоì выражений (16) и (17) посëеäнее не-
равенство ìожно преäставитü в виäе:

p(bt|Δt)wt(Δt | )dΔt – 2 p'(bt|Δt)wt(Δt| )dΔt =

= (p(bt|Δt) – 2p'(bt|Δt))wt(Δt | )dΔt > 0,

ãäе p'(bt|Δt) произвоäная по bt. Поскоëüку wt(•) ≥ 0,
остается äоказатü, ÷то

p(bt|Δt) – 2p'(bt|Δt) > 0.

Дëя этоãо воспоëüзуеìся форìуëой (23) и по-
ëу÷иì:

exp  –

– exp  +

+ exp  =

= exp  > 0.

Ввиäу поëожитеëüности всех вхоäящих в это
выражение функöий неравенство справеäëиво при
ëþбых зна÷ения bt и Δt.

Дëя непараìетри÷ескоãо варианта то÷ноãо

уравнения (25) сëеäует заìенитü f( ) и f '( )

на их непараìетри÷еские оöенки ( ) и

) соãëасно форìуëаì (21) и (22). При такой
заìене знаìенатеëü поä корнеì в форìуëе (25) ìо-
жет оказатüся непоëожитеëüныì. Чтобы избежатü
этоãо на неãо наëаãается äопоëнитеëüное усëовие
отäеëиìости от непоëожитеëüных зна÷ений, кото-

рое форìуëируется сëеäуþщиì образоì: (υ)+ = ((υ

при υ > 0) ∨ (  при υ ≤ 0)), ãäе  — некоторое
ìаëое поëожитеëüное ÷исëо. Тоãäа форìуëа äëя
непараìетри÷еской оöенки воëатиëüности преä-
ставëяется в виäе:

 = . (26)

5. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

С öеëüþ ÷исëенной реаëизаöии разработанноãо
аëãоритìа оöенивания в соответствии с ìоäеëüþ
Тейëора (8) быëи сãенерированы t = 1500 зна÷ений
истинной воëатиëüности, на основании которых
впосëеäствии быëи поëу÷ены äанные äëя äохоäов
(4). Первые 1000 зна÷ений испоëüзоваëисü äëя
обу÷ения ìоäеëей, на оставøихся 500 провоäиëосü
тестирование резуëüтатов. Дëя проверки ка÷ества

оöенки воëатиëüности  äëя кажäоãо ìетоäа быëо
провеäено 100 повторных испытаний, по которыì
вы÷исëяëся коренü кваäратный от среäнекваäра-
ти÷еской оøибки (КСКО) откëонения от истин-
ной воëатиëüности σi:

КСКО( ) = .

Tbt
'

bt∂
∂ f bt τ–

t( )
g bt( )

-----------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ln
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

f' bt τ–
t( )

f bt τ–
t( )

-------------------
g' bt( )
g bt( )
--------------

bt( )exp
2 Δt( )exp
----------------------- 1

2
---

f' bt τ–
t( )

f bt τ–
t( )

-------------------

bt( ) 1
2f' bt τ–

t( )

f bt τ–
t( )

----------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

exp
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Δt

2
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞ bt( )exp
2

------------------- 1
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t( )
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t( )

----------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

2f' bt τ–
t( )

f bt τ–
t( )

----------------------
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t
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t bt τ–

t
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t

f bt τ–
t( )

f bt τ–
t 1–( )

------------------
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t( )

f bt τ–
t 1–( )

---------------------- bt τ–
t 1– bt τ–

t 1–

Δt

∫ b1
t 1–

Δt

∫ b1
t 1–

Δt

∫ b1
t 1–

bt/2( )exp

2π Δt/2( )exp
--------------------------------------
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⎛ ⎞

bt/2( )exp
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--------------------------------------
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По этоìу критериþ ниже строится табëиöа срав-
нения разëи÷ных ìетоäов оöенивания.

5.1. Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà

Непараìетри÷еская оöенка воëатиëüности (26)
(светëая ëиния) в сравнении с истинной воëатиëü-
ностüþ (теìная ëиния) преäставëена на рис. 1.
Заìетиì, ÷то непараìетри÷еская оöенка уëови-

ëа все у÷астки кëастеризаöии (инерöии) воëатиëü-
ности, которые характерны äëя эконоìи÷еских
кризисов и которые сиãнаëизируþт о сиëüных äëи-
теëüных коëебаниях äохоäности в эти периоäы.
Дëя 100 разëи÷ных тестов среäнее зна÷ение КСКО
составиëо 2,8471. При ÷исëенной реаëизаöии аë-

ãоритìа ÷исëо  выбираëосü равныì 0,005.

5.2. Ôèëüòð Êóøíåðà — Ñòðàòîíîâè÷à

На рис. 2 преäставëена оöенка фиëüтроì Куø-
нера — Стратонови÷а (13), (14) (светëая ëиния) и
истинная сãенерированная воëатиëüностü (теìная
ëиния). В äанноì сëу÷ае КСКО = 2,4674, ÷то ëу÷-
øе непараìетри÷еской оöенки. Такой резуëüтат
быë о÷евиäен, поскоëüку оöенка фиëüтроì Куøне-
ра — Стратонови÷а при испоëüзовании поëной ста-
тисти÷еской инфорìаöии явëяется оптиìаëüной.

5.3. Ôèëüòð Êàëìàíà

Резуëüтат оöенки фиëüтроì Каëìана преäстав-
ëен на рис. 3 (светëая ëиния). Как и в преäыäущих
äвух сëу÷аях уäаëосü уëовитü все у÷астки кëасте-
ризаöии, оäнако КСКО = 3,1614 по÷ти в äва с по-
ëовиной раза боëüøе, ÷еì у непараìетри÷ескоãо

Рис. 1. Непараметрическая оценка волатильности

Рис. 2. Оценка волатильности фильтром Кушнера — Стратоновича

ε0
+
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Рис. 3. Оценка волатильности фильтром Калмана

Рис. 4. Оценка волатильности с помощью GARCH

Рис. 5. Непараметрическая оценка волатильности индекса S & P500
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анаëоãа. Преäпоëожитеëüно это связано с äвуìя
при÷инаì:

— äëя возìожности приìенения фиëüтра Каë-
ìана в работе быëа сäеëана заìена истинноãо рас-
преäеëения на норìаëüное распреäеëение с теìи
же первыìи äвуìя ìоìентаìи;

— оöениваëасü не воëатиëüностü напряìуþ, а
ее ëоãарифì.

5.4. GARCH

Наконеö, рассìотриì оöенку воëатиëüности,
описаннуþ в п. 2.1 ìоäеëüþ GARCH. Чисëенная
реаëизаöия выпоëнена с поìощüþ станäартных
функöий garchset (настраивает ìоäеëü по переäан-
ныì на вхоä зна÷енияì p) q и garchfit (äеëает оöен-
ку воëатиëüности соãëасно настроенной ìоäеëи и
переäанноìу на вхоä вектору зна÷ений äохоäа) па-
кета прикëаäных проãраìì Matlab. На рис. 4 преä-
ставëен резуëüтат оöенки воëатиëüности ìоäеëüþ
GARCH (светëая ëиния) в сравнении с истинной
воëатиëüностüþ (теìная ëиния). Зна÷ение КСКО
составиëо 4,0727, а зна÷ит GARCH, как и фиëüтр
Каëìана, уступает непараìетри÷ескоìу ìетоäу.
Чисëенный аëãоритì выбираë зна÷ения p, q и при
которых КСКО быë ìиниìаëüныì.

5.5. Ïðèìåíåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè
íà ðåàëüíûõ äàííûõ

Дëя тоãо, ÷тобы бытü уверенныìи, ÷то преäëо-
женные ìетоäы непараìетри÷ескоãо оöенивания
äействитеëüно работаþт, провериì их на реаëüных
äанных. Рассìотриì зна÷ение ежеäневноãо инäек-
са S&P 500 за периоä с 01.01.2005 ã. äо 31.12.2010 ã.
В 2008 ã. на÷аëся ìировой эконоìи÷еский кризис,
во вреìя котороãо набëþäаëисü сиëüные коëебания
на рынке акöий. На рис. 5 виäно, ÷то, на у÷астке
с 900 по 1100 äенü, который соответствует ãëобаëü-
ной реöессии 2009 ãоäа, непараìетри÷еская оöен-
ка иìеет у÷асток кëастеризаöии, а зна÷ит, постав-
ëенная öеëü äостиãнута и äëя реаëüных äанных.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ниже преäставëена табëиöа сравнения трех раз-
ëи÷ных ìетоäов с КСКО äëя фиëüтра Куøнера —
Стратонови÷а (К — С):

Resi = ,

ãäе i = 1, 2, 3 — это непараìетри÷еская оöенка,
фиëüтр Каëìана и GARCH соответственно. Такиì
образоì, наиëу÷øая оöенка воëатиëüности быëа
поëу÷ена непараìетри÷ескиì ìетоäоì. И это ес-
тественно, так как тоëüко в äанноì поäхоäе ìожно
работатü äаже при неизвестноì распреäеëении во-
ëатиëüности, т. е. нет необхоäиìости строитü отно-
ситеëüно нето÷ные ìоäеëи äëя ее описания. В па-
раìетри÷еских ìоäеëях äëя построения оöенки

ввоäятся уравнения состояния поëезноãо сиãнаëа.
В сëу÷ае с фиëüтроì Каëìана также прихоäится
заìенятü неãауссовские øуìы ãауссовскиìи с соот-
ветствуþщиìи параìетраìи. В то же вреìя непара-
ìетри÷еский ìетоä показывает хороøие резуëü-
таты при неизвестноì распреäеëении этоãо сиãна-
ëа. Кроìе тоãо, äанный резуëüтат ìожно объяснитü
теì, ÷то в сëу÷ае непараìетри÷ескоãо ìетоäа оöен-
ка ìожет строитüся и в неëинейноì варианте.

Cðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îöåíêè âîëàòèëüíîñòè 
ñ ôèëüòðîì Êóøíåðà—Ñòðàòîíîâè÷à

Хотя и быë поëу÷ен уäовëетворитеëüный ре-
зуëüтат, в настоящей работе рассìатриваëасü тоëü-
ко äиффузионная составëяþщая äохоäности и не
у÷итываëисü разрывная коìпонента и паìятü эф-
фектов преäыäущих периоäов. В äаëüнейøеì бу-
äет сäеëана попытка проанаëизироватü и эти ас-
пекты, основываясü на развиваеìых в äанной
работе поäхоäах теории непараìетри÷ескоãо оöе-
нивания сиãнаëов.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ï.1. Ðàñïðåäåëåíèå xt = log( )

В уравнении (7) сëу÷айная веëи÷ина ξt = log( ), ãäе

εt ∼ N (0, 1). Ввеäеì сëу÷айнуþ веëи÷ину ζt = , которая

иìеет χ2-распреäеëение с оäной степенüþ свобоäы.
Дëя поëу÷ения распреäеëения ξt = log(ζt) воспоëüзуеì-
ся форìуëой преобразования пëотностей распреäеëения

p(ξt)dξt = φ(ζt)dζt, ãäе φ(ζt) — пëотностü χ2-распреäеëе-
ния. Эта пëотностü записывается в виäе:

φ(ζt(ξt)) = exp exp .

Поскоëüку äифференöиаë

 =  = exp(ξt),

то p(ξt) = exp .

Из уравнения (7) сëеäует, ÷то bt – Δt = ξt. Так как в

äанноì сëу÷ае  = 1, то усëовная (при фиксирован-

ноì Δt) пëотностü набëþäений bt

p(bt|Δt) = exp  =

= exp .

KCKOi KCKOK—C–
KCKOK—C

--------------------------------------------------------

Метоä оöенки Непараìетри÷е-
ская оöенка

Фиëüтр 
Каëìана GARCH

Резуëüтат Resi 0,15 0,28 0,65

et
2

εt
2

εt
2

1

2π
-----------

ξt

2
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ ξt( )exp
2

-------------------–⎝ ⎠
⎛ ⎞

dζt

dξt
--------

d ξt( )exp( )
dξt

----------------------------

ξt/2( )exp

2π
--------------------------

ξt( )exp
2

-------------------–⎝ ⎠
⎛ ⎞

dξt

dbt
--------

bt Δt–( )/2( )exp

2π
------------------------------------------

bt Δt–( )exp
2

------------------------------–⎝ ⎠
⎛ ⎞

bt/2( )exp

2π Δt/2( )exp
--------------------------------------

bt( )exp
2 Δt( )exp
-----------------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
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Ï.2. Ïàðàìåòðû ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Матеìати÷еское ожиäание и äисперсиþ äëя ξt уäоб-

но вы÷исëитü ÷ерез произвоäящуþ функöиþ ìоìентов
Mξ(t) = E[exp(tξ)], äëя которой справеäëива форìуëа:

Ε[ ] = .

Произвоäящая функöия äëя ξt = log(ζt) иìеет виä:

Mξ(t) = Ε[exp(t log(ζ))] = Ε[ζt].

В своþ о÷ереäü, произвоäящая функöия äëя χ2 со
степенüþ свобоäы m

Mζ(t) = (1 – 2t)–m/2,

а ìоìент поряäка t

Ε[ζt] = 2t .

Тоãäа

Ε(ξt) =  =  =  =

=  =

= log2 + ψ(1/2) ≈ –1,2704,

ãäе ψ(1/2) — äиãаììа-функöия.

Дëя поäс÷ета äисперсии сна÷аëа вывеäеì Ε( ):

Ε( ) =  = log2 2t log2  +

+ 2t  + ψ(1/2 + t) 2tlog2  +

+ 2t  + 2t ψ'(1/2 + t) =

= log2(log2 + ψ(1/2)) + ψ(1/2)(log2 + ψ(1/2)) + ψ'(1/2) =
= (log2 + ψ'(1/2))2 + ψ'(1/2).

В итоãе

D(ξt) = Ε( ) – (E(ξt))
2 = ψ'(1/2) = π2/2 ≈ 4,9348.
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