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Опöион явëяется произвоäной (втори÷ной)
öенной буìаãой и преäставëяет собой контракт, по
котороìу покупатеëü опöиона приобретает право
покупки иëи проäажи некотороãо оãоворенноãо в
контракте базисноãо актива по оãоворенной öене,
а проäавеö за преìиþ, которая явëяется öеной оп-
öиона, обязан испоëнитü требование покупатеëя
при преäъявëении опöиона к испоëнениþ [1—4].
В первоì сëу÷ае иìееì опöион купëи (call option),
а во второì — опöион проäажи (put option). Есëи
пëатежные обязатеëüства характеризуþтся тоëüко
öеной базисноãо актива в фиксированный ìоìент
испоëнения опöиона (спотовой öеной — spot price)
и öеной испоëнения контракта (страйковой öе-
ной — striking price), то такие опöионы явëяþтся
станäартныìи опöионаìи европейскоãо типа. Раз-
витие рынка опöионных контрактов потребоваëо
боëее сëожных пëатежных обязатеëüств, у÷итыва-
þщих как жеëание эìитента оãрани÷итü выпëаты
по опöионаì, так и жеëание покупатеëя опöиона
иìетü ãарантированный äохоä. Пëатежные функ-
öии с äопоëнитеëüныìи усëовияìи пороäиëи кëасс
экзоти÷еских опöионов (exotic options) [5—7]. В об-
зорной работе [5], написанной по ìатериаëаì
иностранной нау÷ной пе÷ати, отìе÷ается, ÷то хотя
на запаäных финансовых рынках, особенно на вне-
биржевых, в настоящее вреìя иìеþт хожäение не-
скоëüко äесятков экзоти÷еских опöионов, теория
этих опöионов ìаëо разработана. Контракты по
ниì закëþ÷аþтся на основе эвристи÷еских сооб-

ражений и опыта работы äиëеров с корректиров-
кой кëасси÷еских форìуë Бëэка—Шоуëса [8] и
Кокса—Росса—Рубинøтейна [9], опреäеëяþщих
öены станäартных опöионов соответственно в äиф-
фузионной и биноìиаëüной ìоäеëях. В äанной ра-
боте рассìатриваþтся три виäа опöионов купëи на
äиффузионноì (B, S)-рынке: опöионов с оãрани-
÷ениеì выпëат, которые äаþт преиìущество про-
äавöу опöиона; опöионов с ãарантированной вы-
пëатой, которые äаþт преиìущество покупатеëþ
опöиона.

Принятые обозначения:

P(•) — вероятностü события; E(•) — ìатеìати-
÷еское ожиäание; I[A] — инäикатор события A, т. е.
I[A] = 1, есëи событие A происхоäит, и I[A] = 0,
есëи не происхоäит; N{a; b} — норìаëüная (ãауссов-

ская) пëотностü с параìетраìи a и b; a+ = max{a; 0};

Φ(x) = ϕ(y)dy,  ϕ(y) = exp . (В.1)

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Заäа÷а рассìатривается на стохасти÷ескоì ба-
зисе (Ω, F, F = (F

t
)
t l 0

, P) [1—3]. На финансовоì

рынке обращаþтся рисковые (акöии) и безриско-
вые (банковский с÷ет, ãосуäарственные обëиãа-
öии) активы, текущие öены которых S

t
 и B

t
 в те÷е-

Дано реøение заäа÷ хеäжирования äëя трех виäов экзоти÷еских опöионов купëи евро-
пейскоãо типа с оãрани÷ениеì выпëат и ãарантированныì äохоäоì в сëу÷ае выпëаты äи-
виäенäов по базисноìу активу. Поëу÷ены форìуëы, опреäеëяþщие стоиìости опöио-
нов, портфеëи (хеäжируþщие стратеãии) и соответствуþщие иì капитаëы. Рассìотрены
свойства реøения.

Ключевые слова: финансовый рынок, опöион, пëатежная функöия, капитаë, портфеëü, хеäжирова-
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ние фиксированноãо интерваëа вреìени t ∈ [0, T ]
опреäеëяþтся уравненияìи [1—3]

dS
t
 = S

t
(μdt + σdW

t
),  dB

t
 = rB

t
d
t
, (1.1)

ãäе первое уравнение естü стохасти÷еское äиффе-
ренöиаëüное уравнение Ито, W

t
 — станäартный ви-

неровский проöесс, σ > 0, r > 0, μ ∈ R = (–∞, + ∞),
S

0
 > 0, B

0
 > 0, реøения которых иìеþт виä

S
t
(μ) = S

0
exp{(μ – (σ2/2))t + σW

t
},

B
t
 = B

0
exp{rt}. (1.2)

С÷итаеì, ÷то текущее зна÷ение капитаëа ин-
вестора X

t
 опреäеëяется в виäе

X
t
 = β

t
B
t
 + γ

t
S
t
, (1.3)

ãäе π
t
 = (β

t
, γ

t
) естü пара F

t
-изìериìых проöессов,

составëяþщая портфеëü öенных буìаã инвестора
(стратеãиþ инвестирования). Анаëоãи÷но преäпо-
ëаãается [10], ÷то за обëаäание акöией выпëа÷ива-
þтся äивиäенäы в соответствии с проöессоì D

t
 со

скоростüþ δγ
t
S
t
, пропорöионаëüной рисковой ÷асти

капитаëа с коэффиöиентоì δ такиì, ÷то 0 m δ < r,
т. е. dD

t
 = δγ

t
S
t
dt. Тоãäа капитаë в заäа÷е с äиви-

äенäаìи изìеняется как dX
t
 = β

t
dB

t
 + γ

t
dS

t
 + dD

t
.

Так как dX
t
 = β

t
dB

t
 + γ

t
dS

t
 + B

t
dβ

t
 + S

t
dγ

t
, то B

t
dβ

t
 +

+ S
t
dγ

t
 = dD

t
, ÷то явëяется баëансовыì соотноøе-

ниеì, заìеняþщиì усëовие саìофинансируеìос-
ти B

t
dβ

t
 + S

t
dγ

t
 = 0 в станäартной заäа÷е [1—3]. Тоãäа

из выражений (1.1) и (1.3) сëеäует, ÷то капитаë оп-

реäеëяется уравнениеì dX
t
 = rX

t
dt + σγ

t
S
t
d ,

ãäе соãëасно теореìе Гирсанова [1—3] проöесс

 = W
t
 + ((μ – r + δ)/σ)t явëяется винеров-

скиì относитеëüно ìеры P μ–r+δ такой, ÷то

d  = dP
t
, (1.4)

 = exp . (1.5)

Так как Law(W μ – r + δ|P μ – r + δ) = Law(W |P), то
[1, 2]

Law S
0
exp ;

t m T |P μ – r + δ  =

= Law S
0
exp ; t m T |P .

Такиì образоì, Law(S(μ, r, δ)|Pμ – r + δ} =
= Law(S(r, δ)|P), т. е. вероятностные свойства про-
öесса S(μ, r, δ), опреäеëяеìоãо уравнениеì

d
t
S
t
(μ, r, δ) = S

t
(μ, r, δ)((r – δ)dt + σd ),

относитеëüно P μ – r + δ, совпаäаþт со свойстваìи
проöесса S

t
(r, δ), опреäеëяеìоãо уравнениеì

d
t
S
t
(r, δ) = S

t
(r, δ)((r – δ)dt + σdW

t
),

относитеëüно ìеры P. Это озна÷ает, ÷то ìера

P
μ – r + δ, опреäеëяеìая в виäе (1.4), (1.5), явëяется

риск-нейтраëüной (ìартинãаëüной) ìерой [1—4].
Ставится задача: такиì образоì управëятü ка-

питаëоì, т. е. сфорìироватü портфеëи (хеäжируþ-

щие стратеãии)  = ( , ), ÷тобы соответству-

þщие иì капитаëы  = B
t
 + S

t
 обеспе÷иëи

выпоëнение пëатежных обязатеëüств  = f
t
 отно-

ситеëüно пëатежных функöий

f
T
 = (S

T
) = min{(S

T
 – K

1
)+, K

2
}, (1.6)

f
T
 = (S

T
) = max{(S

T
 – K

1
), K

2
}, (1.7)

f
T
 = (S

T
) = max{(S

T
 – K

1
), K

2
}I[S

T
 > K

1
], (1.8)

ãäе K
1
 > 0, K

1
 > 0, а также найти стоиìости опöи-

онов  = ,  = ,  = 

и рассìотретü их свойства.
Соãëасно пëатежноìу обязатеëüству (1.6) есëи

S
T
 > K

1
, то вëаäеëеö опöиона преäъявëяет еãо к ис-

поëнениþ и поëу÷ает выпëату в разìере Δ = S
T
 – K

1
,

есëи S
T
 < K

1
 + K

2
, и в разìере Δ = K

2
, есëи

S
T
l K

1
+ K

2
. Соãëасно пëатежноìу обязатеëüству

(1.7) вëаäеëеö опöиона ìожет всеãäа преäъявитü
еãо к испоëнениþ, поëу÷ая ãарантированнуþ вы-
пëату Δ = K

2
, есëи S

T
 m K

1
 + K

2
, и выпëату в раз-

ìере Δ = S
T
 – K

1
, есëи S

T
 > K

1
 + K

2
. В сëу÷ае пëа-

тежноãо обязатеëüства (1.8) опöион преäъявëяет-
ся к испоëнениþ тоëüко при выпоëнении усëовия
S
T
 > K

1
, а äаëее выпëаты осуществëяþтся как и

äëя (S
T
).

Замечание 1. Допоëнитеëüные усëовия, вно-
сиìые в пëатежные обязатеëüства экзоти÷еских
опöионов, ìоãут бытü как в поëüзу покупатеëя,
так и в поëüзу проäавöа опöиона, ÷то в первоì
сëу÷ае äоëжно привоäитü к увеëи÷ениþ, а во вто-
роì — к уìенüøениþ öены опöиона относитеëü-
но станäартноãо опöиона с пëатежной функöией
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1
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тежной функöией (S
T
) соответствуþт пëатеж-

ныì обязатеëüстваì в поëüзу проäавöа опöиона, а

с пëатежныìи функöияìи (S
T
) и (S

T
) —

в поëüзу покупатеëя опöиона, при÷еì с (S
T
)

в боëüøей ìере, ÷еì с (S
T
). ♦

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Даëее всþäу

z
0
(t) = ,

z
1
(t) = ,

z
2
(t) = ,

z
3
(t) = , (2.1)

а z
0
, z

1
, z

2
, z

3
 опреäеëяþтся форìуëаìи (2.1) при

t = 0.

Теорема 1. Для опциона с платежной функцией

вида (1.6) стоимость опциона , капитал 

и портфель  = ( , ) определяются фор-

мулами

 = S
0
e–δT[Φ(z

3
) – Φ(z

2
)] –

– K
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1
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1
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t
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 = e–δ(T – t)[Φ(z
3
(t)) – Φ(z

2
(t))], (2.4)
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1
(t)). ♦ (2.5)

Теорема 2. Для опциона с платежной функцией

вида (1.7) стоимость опциона , капитал 

и портфель  = ( , ) определяются

формулами

 = S
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1
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Теорема 3. Для опциона с платежной функцией

вида (1.8) стоимость опциона , капитал 

и портфель  = ( , ) определяются

формулами

 = S
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(t)) – . ♦ (2.13)

Доказатеëüства теореì 1—3 сì. в Приëожении.
Следствие 1. Связь между решениями задач с

платежными функциями (1.7) и (1.8) определяется
формулами
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0
), (2.14)

 =  – K
2
e–r(T – t)Φ(z

0
(t)),

 =  + ϕ(z
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Данное утвержäение сëеäует непосреäственно
из форìуë (2.6)—(2.13).
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3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Пустü по опреäеëениþ (C
T
)α = ∂C

T
/∂α естü ко-

эффиöиент ÷увствитеëüности, опреäеëяþщий за-
висиìости стоиìостей опöионов от параìетра α.

Теорема 4. Коэффициенты чувствительности,
определяющие зависимости стоимостей опционов
от начальной цены S

0
 базисного актива, от цены ис-

полнения опционов K
1
 и от величины K

2
, ограничива-

ющей выплаты по опциону в случае платежной фун-
кции (1.6) и гарантирующей доход в случае платеж-
ных функций (1.7) и (1.8), определяются формулами
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)],

 = e–rTΦ(–z
1
), (3.1)

 = e–δTΦ(–z
3
),   = –e–rTΦ(–z

1
),

 = e–rTΦ(z
1
), (3.2)

 = e–δTΦ(–z
3
) + ϕ(z

0
),

 = –e–rTΦ(–z
1
) – ϕ(z

0
),

 = e–rT[Φ(z
1
) – Φ(z

0
)], (3.3)

при этом

 > 0,   < 0,   > 0,

 > 0,   < 0,   > 0, (3.4)

 > 0,   < 0,   > 0,

т. е. по S
0
 и K

2
 опционы являются возрастающими,

а по K
1
 — убывающими функциями. ♦

Форìуëы (3.1)—(3.3) сëеäуþт из форìуë (2.2),
(2.6) и (2.10) в резуëüтате äифференöирования по
S

0
, K

1
 и K

2
 с у÷етоì форìуë (2.1) и выражений

(П.6), (П.11) и (П.12) — сì. Приëожение, а свойс-
тва (3.4) сëеäуþт о÷евиäныì образоì из форìуë
(3.1)—(3.3) с у÷етоì, ÷то Φ(x) > 0, ϕ(y) > 0 (сì. фор-
ìуëы (В.1)), функöия Φ(x) ìонотонно возрастаþ-
щая от Φ(–∞) = 0 äо Φ(+∞) = 1 со свойствоì
Φ(x) + Φ(–x) = 1, а z

1
 > z

0
 и z

3
 > z

2
.

Эконоìи÷еская интерпретаöия свойств (3.4) за-
кëþ÷ается в сëеäуþщеì. Возрастание стоиìостей
опöионов с возрастаниеì на÷аëüной öены базис-
ноãо актива S

0
 объясняется теì, ÷то при этоì в

среäнеì возрастает S
T
, ÷то привоäит к увеëи÷ениþ

выпëат и к увеëи÷ениþ вероятности преäъявëения
к испоëнениþ опöионов с пëатежныìи функöия-
ìи (1.6) и (1.8) и к увеëи÷ениþ выпëат в сëу÷ае
функöии (1.7), а за уìенüøение риска и увеëи÷ение
äохоäа сëеäует боëüøе пëатитü. Увеëи÷ениеì äохо-
äа объясняется и рост öен опöионов с ростоì K

2
.

Поскоëüку при увеëи÷ении K
1
 уìенüøается разìер

возìожных выпëат по всеì опöионаì, а äëя опöи-
онов с пëатежныìи функöияìи (1.6) и (1.8) к тоìу
же уìенüøается и вероятностü их преäъявëения к
испоëнениþ, то этиì объясняется уìенüøение öен
опöионов с ростоì K

1
, так как за уìенüøение äо-

хоäа и увеëи÷ение риска сëеäует ìенüøе пëатитü.
Замечание 2. Из форìуë (1.6) и (1.8) сëеäует,

÷то

(S
T
) = (S

T
) = f

T
(S

T
) =

= (S
T
 – K

1
)+, (3.5)

ãäе f
T
(S

T
) — пëатежная функöия станäартноãо оп-

öиона купëи [1—4]. ♦
Следствие 2. Пусть C

T
, X

t
, γ

t
, β

t
 есть пределы

, , ,  при K
2
 → ∞ либо пределы

, , ,  при K
2
 → 0. Тогда

C
T
 = S

0
e–δTΦ(–z

2
) – K

1
e–rTΦ(–z

0
), (3.6)

X
t
 = S

t
e–δ(T – t)Φ(–z

2
(t)) – K

1
e–r(T – t)Φ(–z

0
(t)), (3.7)

γ
t
 = e–δ(T – t)Φ(–z

2
(t)),

β
t
 = –(K

1
/B

t
)e–r(T – t)Φ(–z

0
(t)).♦ (3.8)

Так как Φ(z
1
) = Φ(z

3
) = 1 при K

2
 → ∞, то фор-

ìуëы (3.6)—(3.8) сëеäуþт из форìуë (2.2) — (2.5)
с у÷етоì свойства Φ(x) + Φ(–x) = 1. Так как z

1
 = z

0

и z
3
 = z

2
 при K

2
 = 0, то анаëоãи÷ныì образоì фор-

ìуëы (3.6)—(3.8) сëеäуþт из форìуë (2.10)—(2.13).
Данный резуëüтат преäставëяет собой поëное

реøение заäа÷и хеäжирования äëя станäартноãо
опöиона купëи при наëи÷ии выпëат äивиäенäов.
В сëу÷ае δ = 0, коãäа выпëаты äивиäенäов отсутс-
твуþт, форìуëа (3.6) перехоäит в форìуëу Бëэ-
ка—Шоуëса [8].

Следствие 3. Для стоимостей рассмотренных оп-
ционов справедливы соотношения

 >  > C
T
 > . ♦ (3.9)

Свойство  >  сëеäует непосреäствен-

но из форìуëы (2.14). Свойства  > C
T
 > 

сëеäуþт из тоãо, ÷то соãëасно свойстваì (3.4)

 и  — возрастаþщие функöии K
2
 и при

CT
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S
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CT
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этоì, соãëасно сëеäствиþ 2, lim  = C
T
 при

K
2
↓ 0, а lim  = C

T
 при K

2
 ↑ ∞.

Эконоìи÷еская интерпретаöия свойств (3.9) за-
кëþ÷ается в сëеäуþщеì. Поскоëüку в сëу÷ае стан-
äартных опöионов с пëатежной функöией виäа
(3.5) отсутствуþт оãрани÷ения на разìер выпëаты

по опöиону, то  < C
T
, так как за наëи÷ие оã-

рани÷ений, уìенüøаþщих разìер возìожноãо äо-

хоäа, сëеäует ìенüøе пëатитü. Свойства  > C
T

и  > C
T
 объясняþтся теì, ÷то за возìожностü

поëу÷ения ãарантированноãо äохоäа сëеäует боëü-

øе пëатитü. Свойство  <  объясняется

наëи÷иеì äопоëнитеëüноãо усëовия S
T
 > K

1
, в ко-

тороì закëþ÷ена возìожностü непреäъявëения
опöиона к испоëнениþ, а за возрастаþщий риск
сëеäует ìенüøе пëатитü. На рисунке преäставëены

зависиìости , ,  и C
T
 от воëатиëü-

ности σ, вы÷исëенные при K
1
 = 8, K

2
 = 10 и S

0
 = 12.

Взаиìное распоëожение кривых отражает свой-
ство (3.9). Провеäенные вы÷исëения также поä-
тверäиëи свойства возрастания стоиìостей опöи-
онов по S

0
 и K

2
 и убывания по K

1
, т. е. свойства

(3.4), а также стреìëения  к C
T
 при K

2
 → ∞ и

 к C
T
 при K

2
 → 0, т. е. свойства сëеäствия 2.

Отриöатеëüные зна÷ения составëяþщих ìини-
ìаëüноãо портфеëя (ìиниìаëüноãо хеäжа) [1, 2]

 = ( , ), капитаë котороãо (сì. форìуëу (1.3))

 = B
t
 + S

t
 обеспе÷ивает выпоëнение пëа-

тежноãо обязатеëüства  = f
T
, озна÷аþт взятие

соответствуþщеãо актива в äоëã, при÷еì в соот-

ветствии с принöипоì безарбитражности в äоëã
оба актива оäновреìенно не ìоãут братüся. Анаëиз
форìуë (2.4) и (2.5), (2.8) и (2.9), (2.12) и (2.13), а
также (3.8) äает:

 > 0,   > 0,   > 0,  γ
t
 > 0;

 >< 0,   >< 0,   >< 0,  β
t
 < 0.

Такиì образоì, äëя опöионов купëи акöии в
äоëã братüся не ìоãут, а банковский с÷ет ìожет
бытü как активоì, так и пассивоì, т. е. взятыì в
äоëã, при÷еì в сëу÷ае станäартноãо опöиона он бе-

рется тоëüко в äоëã. Есëи  < 0, то

S
T
 =  + | |B

T
 = f

T
 + | |B

T
.

Сëеäоватеëüно, есëи у инвестора иìеется бан-
ковский äоëã, то в ìоìент T преäъявëения соот-
ветствуþщеãо опöиона купëи к испоëнениþ капи-

таë , соäержащийся в акöиях, расхоäуется на

выпëату по опöиону, равнуþ f
T
, и на возврат бан-

ковскоãо äоëãа, равноãо | |B
T
. Есëи  > 0, то на

выпëату по опöиону испоëüзуется суììа капита-

ëов, соäержащихся в акöиях  и на банковс-

коì с÷ете B
T
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Выпоëнено иссëеäование трех виäов экзоти÷ес-
ких опöионов купëи с оãрани÷ениеì выпëат äëя
проäавöа опöиона и ãарантированныì äохоäоì
äëя покупатеëя опöиона в äиффузионной ìоäеëи
(B, S)-финансовоãо рынка при наëи÷ии выпëаты
äивиäенäов по рисковыì активаì. Поëу÷ены фор-
ìуëы, опреäеëяþщие стоиìости опöионов, а также
эвоëþöиþ во вреìени капитаëов и портфеëей (тео-
реìы 1—3). Иссëеäованы зависиìости öен опöио-
нов от на÷аëüной öены базисноãо актива, от öены
испоëнения и от веëи÷ины, оãрани÷иваþщей вы-
пëаты и ãарантируþщей äохоä (теореìа 4). Иссëе-
äована связü ìежäу реøенияìи заäа÷ äëя экзоти÷ес-
ких и станäартных опöионов (сëеäствия 1—3). Дана
соäержатеëüная интерпретаöия свойств реøения.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказательство теоремы 1. Соãëасно общей теории
пëатежных обязатеëüств на поëных безарбитражных
рынках [1—3]

 = e–r(T – t)
E *{ f

T
|F

t
},   = ,

 = , (П.1)

CT
max2

CT
min

Соотношения между величинами , ,  и C
T

C
T

min
C

T

max1
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max2
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min
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max1
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max2
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max2
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Xt
*

γt
min γt
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max1 βt
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*
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ãäе E * усреäнение по риск-нейтраëüной (ìартинãаëü-

ной) ìере P *, а C
T
 = . Так как, соãëасно выраженияì

(1.4) и (1.5), P * = P μ – r + δ, то с у÷етоì соотноøений
(1.2), (1.5) и (1.6),

 = e–r(T – t)
E *{min{(S

T
 – K

1
)+, K

2
}|F

t
} =

= e
–r(T – t)

E{ min{(S
T
 – K

1
)+, K

2
}|F

t
} =

= e
–r(T – t)

E {exp – [W
T
 – W

t
] –

– min{S
t
exp{(μ – σ2/2)(T – t) +

+ σ[W
T
 – W

t
]} – K

1
)+, K

2
}|S

t
.

Так как ξ(T, t) = [W
T
 – W

t
] ∼ N{0; T – t}, то

 = exp – x  –

– min{(S
t
exp{(μ – σ2/2)(T – t) +

+ σx } – K
1
)+, K

2
}exp(–x

2/2)dx =

= exp(–αx – α2/2)exp(–x
2/2)min{(S

t
exp{(r – δ –

– σ2/2)(T – t) + σ (x + α)} – K
1
)+, K

2
}dx,

ãäе α = [(μ – r + δ)/σ] . Деëая заìену переìенных

z = x + α, поëу÷аеì

 = exp{–z
2/2)min{(S

t
exp{(r – δ – σ2/2) Ѕ

Ѕ (T – t) + zσ } – K
1
)+, K

2
}dz. (П.2)

О÷евиäно, ÷то

min{(S
t
exp{(r – δ – σ2/2)(T – t) + zσ } – K

1
)+, K

2
} =

= (П.3)

Тоãäа из выражений (П.2) и (П.3) сëеäует, ÷то

 = exp{–(z – σ )2/2}dz –

– exp(–z
2/2)dz +

+ exp{–z
2/2}dz, (П.4)

ãäе z
0
(t) и z

1
(t) — корни соответственно уравнений

S
t
exp{r – δ – (σ2/2))(T – t) + zσ } = K

1
 и

S
t
exp{r – δ – (σ2/2))(T – t) + zσ } = K

1
 + K

2

и иìеþт виä (2.1). Заìена переìенных x = z – σ
в первоì интеãраëе в выражении (П.4) с у÷етоì, ÷то

z
0
(t) – σ  = z

2
(t), z

1
(t) – σ  = z

3
(t), а также

свойств

(1/ ) exp(–x
2/2)dx = Φ(b) – Φ(a),

Φ(x) + Φ(–x) = 1,  Φ(∞) = 1, (П.5)

привоäит к форìуëе (2.3), а форìуëа (2.2) сëеäует из то-

ãо, ÷то  =  [1—3].

Так как

 = exp ,

 = – , (П.6)

то äифференöирование форìуëы (2.3) по s äает

 = e–δ(T – t)[Φ(z
3
(t)) – Φ(z

2
(t))] + ψ, (П.7)

ψ = ψ
1
 – ψ

2
, (П.8)

ψ
1
 = K

1
e
–r(T – t)  – se–δ(T – t) , (П.9)

ψ
2
 = (K

1
 + K

2
)e–r(T – t)  –

– se
–δ(T – t) . (П.10)

Из выражений (П.6) и (2.1) поëу÷иì

 = – ,  i = . (П.11)

Так как, соãëасно форìуëе (2.1), z
2
(t) = z

0
(t) – σ ,

z
3
(t) = z

1
(t) – σ , то из равенства (П.11) сëеäует, ÷то

 = – exp(– (t)/2) Ѕ

Ѕ exp[–(r – δ)(T – t)],

 = – exp(– (t)/2)exp[–(r – δ) Ѕ

Ѕ (T – t)]. (П.12)

У÷ет выражений (П.11) и (П.12) в форìуëах (П.9) и
(П.10) äает, ÷то ψ

1
 = 0 и ψ

2
 = 0, т. е. соãëасно форìуëе

(П.8), ψ = 0. Тоãäа форìуëа (2.4) сëеäует из выражений
(П.1) и (П.7), а форìуëа (2.5) — из выражений (П.1),
(2.3) и (2.4). Теореìа 1 äоказана.
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Доказательство теоремы 2. С у÷етоì форìуëы (1.7)
поëу÷аеì анаëоãи÷но выражениþ (П.2), ÷то

 = exp(–z
2/2)max{S

t
exp{(r – δ – σ2/2) Ѕ

Ѕ (T – t) + zσ } – K
1
, K

2
}dz. (П.13)

О÷евиäно,

max{S
t
exp{(r – δ – σ2/2)(T – t) + zσ } – K

1
, K

2
} =

= (П.14)

Тоãäа из выражений (П.13) и (П.14) с у÷етоì форìуë
(2.1) анаëоãи÷но выражениþ (П.4) сëеäует, ÷то

 = exp[–(z – σ )2/2]dz –

– exp(–z
2/2)dz +

+ exp(–z
2/2)dz. (П.15)

Заìена переìенных x = z – σ  в первоì интеã-
раëе в форìуëе (П.15) с у÷етоì выражения (П.5) и ÷то

z
1
(t) – σ  = z

3
(t), привоäит к форìуëе (2.7), а фор-

ìуëа (2.6) сëеäует из тоãо, ÷то  =  [1—3].

Дифференöирование (2.7) по s äает анаëоãи÷но
(П.7)—(П.10), ÷то

 = e–δ(T – t)Φ(–z
3
(t)) + ψ, (П.16)

ψ = se–δ(T – t)  – K
1
e
–r(T – t)  +

+ K
2
e
–r(T – t) . (П.17)

У÷ет выражений (П.11) и (П.12) в форìуëе (П.17) äа-
ет, ÷то ψ = 0. Тоãäа форìуëа (2.8) сëеäует из выражений
(П.1) и (П.16), а форìуëа (2.9) — из выражений (П.1),
(2.7) и (2.8). Теореìа 2 äоказана.

Доказательство теоремы 3. С у÷етоì форìуëы (1.8)
поëу÷аеì анаëоãи÷но выраженияì (П.2) и (П.13), ÷то

 = exp(–z
2/2)max{S

t
exp{(r – δ – σ2/2) Ѕ

Ѕ (T – t) + zσ } – K
1
, K

2
}I[S

t
exp{(r – δ – σ2/2) Ѕ

Ѕ (T – t) + zσ } > K
1
]dz. (П.18)

О÷евиäно, ÷то

max{S
t
exp{(r – δ – σ2/2)(T – t) + zσ } –

– K
1
, K

2
}I[S

t
exp{(r – δ – σ2/2)(T – t) + zσ } > K

1
] =

= (П.19)

Из выражений (П.18) и (П.19) с у÷етоì форìуë (2.1)
анаëоãи÷но выраженияì (П.4) и (П.15) сëеäует

 = exp{–(z – σ )2/2}dz –

– exp(–z
2/2)dz +

+ exp(–z
2/2)dz. (П.20)

Тоãäа форìуëа (2.11) сëеäует из выражения (П.20)
анаëоãи÷но тоìу, как форìуëа (2.7) сëеäоваëа из выра-
жения (П.15), а форìуëа (2.10) сëеäует из тоãо, ÷то

 =  [1—3].

Дифференöирование форìуëы (2.11) по s äает ана-
ëоãи÷но выражениþ (П.16), ÷то

 = e–δ(T – t)Φ(–z
3
(t)) –

– K
2
e
–r(T – t)  + ψ, (П.21)

ãäе ψ иìеет виä (П.17). Так как ψ = 0, то форìуëа (2.12)
сëеäует из выражений (П.1) и (П.21) с у÷етоì форìуëы
(П.11) при i = 0 и (В.1), а форìуëа (2.13) — из выраже-
ний (П.1), (2.11), (2.12). Теореìа 3 äоказана.
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