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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В теории и практике управëения и обработки
инфорìаöии важное ìесто заниìает теория не÷ет-
ких ìножеств, которая приìеняется в этих обëас-
тях в äвух направëениях.

В основе первоãо из них ëежит приìенение не-
÷етких ëоãи÷еских операöий в теории управëения
и обработки не÷еткой инфорìаöии, в форìирова-
нии не÷етких вывоäов из не÷етких усëовий и их
объеäинении в ãëобаëüный вывоä. В резуëüтате
проöеäур фаззификаöии (fz), ëоãи÷еской обработ-
ки с поìощüþ не÷етких «НЕ (ã)», «И (Ð)», «ИЛИ
(])», «иìпëикаöии (→)», «коìпозиöии (*, →)»,
ãäе * — какая-то ëоãи÷еская операöия, и проöеäу-

ры äефаззификаöии (dfz) происхоäит обработка
äанных от реаëüных äат÷иков äо выäа÷и управëя-
þщих сиãнаëов на испоëнитеëüные орãаны. Сис-
теìы управëения, построенные на проöеäурах «fz —
не÷еткой ëоãики — dfz», принято называтü систе-
ìаìи не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо управëения, а техни-
÷еские устройства, реаëизуþщие такие систеìы, —
не÷еткиìи контроëëераìи [1]. Это направëение
активно разрабатывается приìенитеëüно к реøе-
ниþ разнообразных заäа÷ управëения: синтез аäап-
тивных не÷етких ëоãи÷еских реãуëяторов, разра-
ботка ãибриäных реãуëяторов на базе кëасси÷ес-
ких П-, ПД- и ПИД-реãуëяторов и äруãих систеì.

Второе направëение приìенения теории не÷ет-
ких ìножеств связано с «ìяãкиìи» вы÷исëенияìи,
поä которыìи обы÷но поäразуìеваþтся не÷еткие

Аннотация. Отìе÷ено, ÷то не÷еткие систеìы ëинейных уравнений (НСЛУ) возникаþт
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функöии принаäëежностей треуãоëüной форìы; ìетоä разрезов, в котороì не÷еткие эëе-
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наиìенüøих кваäратов ìоäеëи с не÷еткиìи базисныìи функöияìи и не÷еткой ортоãо-
наëизаöии Граìа — Шìиäта, в которых появëяþтся поëные НСЛУ. Дëя иëëþстраöии
реøения этих заäа÷ рассìотрены äве не÷еткие базисные функöии: не÷еткая еäиниöа и
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арифìети÷еские операöии сëожения, вы÷итания,
уìножения, äеëения и операöии не÷еткоãо ìате-
ìати÷ескоãо анаëиза, такие как не÷еткий преäеëü-
ный перехоä, не÷еткое äифференöирование и не-
÷еткое интеãрирование.

Не÷еткие арифìети÷еские операöии в теории
не÷етких ìножеств трактуþтся как спеöиаëüные
типы не÷етких функöий (отображений), опреäе-
ëяеìые в оäноìерноì сëу÷ае как отображение
äействитеëüной переìенной R

1
 на не÷еткое ìно-

жество E
1
, заäаваеìое совокупностüþ функöий

принаäëежностей {r(x)} ∈ E
1
, r(•) ∈ [0; 1] ⊂ R

1
.

Обы÷но эти операöии реаëизуþтся в не÷еткоì
каëüкуëяторе, приìеняеìоì в коììер÷еской äе-
ятеëüности äëя прибëиженных вы÷исëений и про-
ãнозирования коììер÷еских показатеëей [1].

Операöии не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо анаëиза
ввоäятся путеì заäания векторноãо банаховоãо
пространства с ìетрикой в неì в виäе расстояния
D(x, y) ìежäу эëеìентаìи x, y ∈ E

1
 в форìе рас-

стояния Хаусäорффа (Hausdorff). Непрерывностü
не÷еткой функöии в то÷ке, äифференöируеìостü
не÷еткой функöии в то÷ке, интеãрируеìостü не-
÷еткой функöии по Риìану на проìежутке трак-
туþтся как операöии не÷еткоãо преäеëüноãо пере-
хоäа (lim) относитеëüно ìетрики Хаусäорффа.

В работах [2, 3] преäставëены разëи÷ноãо ти-
па äифференöируеìости относитеëüно ìетрики
Хаусäорффа, показана их эквиваëентностü и фор-
ìуëируется на÷аëüная заäа÷а äëя не÷еткоãо äиффе-
ренöиаëüноãо уравнения первоãо поряäка. Показа-
но, ÷то не÷еткая на÷аëüная заäа÷а иìеет не еäин-
ственное реøение, а äëя нахожäения неизвестных
параìетров реøается не÷еткая систеìа ëинейных
уравнений (НСЛУ). Показано [4], ÷то при реøе-
нии не÷етких äифференöиаëüных уравнений в
÷астных произвоäных первоãо поряäка также воз-
никает необхоäиìостü реøения НСЛУ.

При обработке ãибриäных äанных приìеняþт-
ся стохасти÷еские ìоäеëи с не÷еткиìи параìетра-
ìи [5]. При оöенивании их по ìетоäаì ìоìентов,
наиìенüøих кваäратов иëи ìаксиìаëüноãо правäо-
поäобия также возникаþт заäа÷и реøения НСЛУ.

Не÷еткие äифференöиаëüные уравнения высо-
ких поряäков привоäят к появëениþ произвоäных
по Хукухаре (Hukuhara) и, в сëу÷ае приìенения их
äëя реøения не÷еткоãо преобразования Лапëаса,
возникает заäа÷а реøения НСЛУ [6, 7].

В работах [8—14] преäставëены заäа÷и и ìетоäы
реøения не÷етких интеãраëüных уравнений Фреä-
ãоëüìа — Воëüтерра второãо роäа. Показано, ÷то
при их реøении прибëиженныìи ìетоäаìи появ-
ëяþтся непоëные и поëные НСЛУ. В обоих сëу÷а-
ях ìоãут возникнутü «сиëüные/сëабые» реøения.

При обработке не÷етких äанных во ìноãих сëу-
÷аях приìеняþтся не÷еткая интерпоëяöия и не-

÷еткие спëайны [15, 16]. В этоì сëу÷ае по анаëоãии
с преäыäущиìи сëу÷аяìи появëяþтся НСЛУ.

Реøение простейøих заäа÷ не÷еткоãо опти-
ìаëüноãо управëения также привоäит к необхоäи-
ìости реøения НСЛУ [17, 18].

Такиì образоì, в привеäенных сëу÷аях при
иäентификаöии не÷етких ìоäеëей везäе появëя-
þтся НСЛУ. В соответствии с работой [19] äëя них
принята сëеäуþщая кëассификаöия.

(i
1
) Поëные (fully) НСЛУ. Дëя них выäеëяþтся

ìетоäы поëу÷ения не÷етких и ÷етких реøений.
(i

2
) Непоëные НСЛУ. В этоì сëу÷ае при боëü-

øих объеìах инфорìаöии (dim A > 3, ãäе A — ìат-
риöа систеìы) приìеняþтся итераöионные ìето-
äы, а при dim A ≤ 3 — ìетоäы «вëожения» и еãо ìо-
äификаöии.

(i
3
) Вырожäенные НСЛУ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÁÀÇÎÂÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Иìееì ëинейнуþ ìоäеëü в форìе

AX = B, (1)

ãäе A = (a
ij
), i, j = , — ìатриöа с эëеìентаìи

a
ij
 ∈ R

1
, X — искоìый вектор, B — заäанный из-

вестный вектор. Дëя уравнения (1) необхоäиìо
рассìотретü ìоäеëü (i

1
) и разëи÷ные ìетоäы реøе-

ния НСЛУ с соответствуþщиìи приìераìи.
В соответствии с работой [19] приниìается

опреäеëение поëной НСЛУ: систеìа A
н
X

н
 = B

н

называется поëной НСЛУ, есëи не÷еткая ìатри-
öа A

н
 состоит из не÷етких эëеìентов (a

нij
 ∈ E

1
),

i, j = 1, ..., n, и вектор B
н
 иìеет не÷еткие коìпо-

ненты (b
нi
 ∈ E

1
), i = 1, ..., n, ãäе E

1
 — не÷еткое ìно-

жество, «н» — инäекс не÷еткости. Заäа÷а состоит в
нахожäении не÷еткоãо вектора X

н
 ∈ E

1
.

Базовые опреäеëения привеäены в работах
[1—19] и äаëее пере÷исëяþтся их наиìенования:
не÷еткое ìножество, типы функöий принаäëеж-
ностей, не÷еткое ÷исëо, не÷еткая функöия, не-
÷еткие ëоãи÷еские функöии, не÷еткое ëоãи÷еское
управëение, не÷еткое банахово пространство, ти-
пы не÷етких произвоäных, не÷еткие на÷аëüные
и краевые заäа÷и, не÷еткое преобразование Лап-
ëаса, не÷еткое оптиìаëüное управëение, не÷еткий
интеãраë Риìана, не÷еткие интеãраëüные уравне-
ния Фреäãоëüìа — Воëüтерра второãо роäа.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÏÎËÍÛÕ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

2.1. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû [20]

Дëя поëу÷ения основных соотноøений этоãо
ìетоäа буäеì поëüзоватüся ряäоì опреäеëений [20].

1 n,
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Определение 2.1. Не÷еткое ÷исëо u
н
 = (m|α|β)

называется треуãоëüныì не÷еткиì ÷исëоì, есëи

еãо функöия принаäëежностей (x) иìеет виä,

преäставëенный на рис. 1, т. е.

(x) = 

С поìощüþ опреäеëения 2.1 äаþтся опреäеëе-
ния сëеäуþщих ÷исеë:

— поëожитеëüное не÷еткое ÷исëо u
н
 > 0 ⇔

⇔ m – α > 0;
— отриöатеëüное не÷еткое ÷исëо u

н
 < 0 ⇔

⇔ m + β < 0;
— нуëевое не÷еткое ÷исëо u

н
 = 0 ⇔ m = 0, α ≠ 0,

β ≠ 0;
— равенство äвух не÷етких ÷исеë u

н
(m|α|β) =

= ω
н
(n|γ|δ) ⇔ m = n, α = γ, β = δ.

Определение 2.2. Матриöа U
н
 = (u

нij
)
(nЅn)

 назы-

вается не÷еткой ìатриöей, есëи все ee эëеìенты
явëяþтся не÷еткиìи ÷исëаìи, т. е. иìеþт треуãоëü-
ные функöии принаäëежностей:

U
н
 = (u

нij
)
(nЅn)

 =

= (A = (m
ij
)
(nЅn)

|M = (α
ij
)
(nЅn)

|N = (β
ij
)
(nЅn)

).

Определение 2.3. Иìеþт ìесто сëеäуþщие
арифìети÷еские операöии наä не÷еткиìи тре-
уãоëüныìи ÷исëаìи в соответствии с принöипоì
расøирения Заäе [1]:

j
1
) сëожение: u

н
(m|α|β) = ω

н
(n|γ|δ) ⇔ m = n, α = γ,

β = δ;
j
2
) отриöатеëüное не÷еткое ÷исëо: ϕ

н
 = –ω

н
 =

= –(n|γ|δ) = (–n|γ|δ);
j
3
) вы÷итание: u

н
 – ω

н
 = (m|α|β) – (n|γ|δ) = (m –

– n|α + δ|β + γ);

j
4
) уìножение äвух не÷етких поëожитеëüных

÷исеë: u
н
ω

н
 = (m|α|β)(n|γ|δ) = (mn|αn + mγ|βn + mδ),

u
н
 > 0, ω

н
 > 0, которое ëеãко поëу÷ается из ãеоìет-

ри÷еских построений (рис. 2) (так, äëя коорäинаты
то÷ки K поëу÷иì тожäество: mn + αγ = (m – α) Ѕ
Ѕ (n – γ) ⇒ nα + mγ ≡ 0, анаëоãи÷но äëя коорäинаты
то÷ки L: mn + βδ = (m + β)(n + δ) ⇒ nβ + mδ ≡ 0);

j
5
) уìножение не÷еткоãо ÷исëа u

н
 на скаëяр

λ ∈ R
1
: λu

н
 = λ(m|α|β) = 

Опреäеëения 2.1—2.3 позвоëяþт реаëизоватü
ìетоä обратной ìатриöы реøения поëной НСЛУ.
Итак, иìееì уравнение поëной НСЛУ:

A
н
X

н
 = B

н
, (2)

ãäе

A
н
 = (A

ij
)
(nЅn)

|(M
ij
)
(nЅn)

|(N
ij
)
(nЅn)

) ≥ 0, 

B
н
 = (b

н1
, ..., b

нn
)T = ((b

1
|h

1
|g

1
), ..., (b

n
|h

n
|g

n
)T ≥ 0,

X
н
 = (x

н1
, ..., x

нn
)T = ((x

1
|y

1
|z

1
), ..., (x

n
|y

n
|z

n
)T ≥ 0.

В соответствии с правиëоì j
4

A
н 
X

н
 = B

н
 ⇒  i = , (3)

откуäа поëу÷иì не÷еткое реøение поëной НСЛУ
(3):

 = (A
ij
)–1b

i
;   = (A

ij
)–1[h

i
 – (M

ij
) ]; 

 = (A
ij
)–1[g

i
 – (N

ij
) ];  i = . (4)

ru
н

ru
н

1 α 1–
m x–( )– m α x m≤ ≤– α 0,>,,

1 β 1–
m x–( )– m x m β+≤< β 0,>, ,

0 ина÷е.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Рис. 1. Треугольное положительное число и
н
 = (m |a |b) > 0

λm λα λβ( ) λ 0,>,

λm λβ λα( ) λ 0.<,⎩
⎨
⎧

Рис. 2. Геометрическое представление арифметической операции
умножения u

н 
w

н
 = (m |a |b)(n |g |d) = (mn |(m – a)(n – g)|(m + b)

(n + d)

Aij( )xi bi,=

Aij( )yi Mij( )xi+ hi,=

Aij( )zi Nij( )xi+ gi,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1 n,

xi
* yi

* xi
*

zi
* xi

* 1 n,
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Пример 1. Пустü äëя простоты иìееì уравнение (2)
в виäе поëной НСЛУ второãо поряäка:

 =

= .

Необхоäиìо найти реøение X
н
.

Нахоäиì эëеìенты уравнения (3):

(A
ij
) = ;  (M

ij
) = ;  (N

ij
) = ; 

b = ;  h = ;  g = .

Из выражения (4) нахоäиì:

 = ;   = ;   = .

Есëи некоторые эëеìенты не÷еткой ìатриöы A
н
 иëи

некоторые из коìпонент не÷еткоãо вектора B
н
 явëяþтся

отриöатеëüныìи не÷еткиìи ÷исëаìи, тоãäа с у÷етоì
свойств j

2
 и j

3
 соотноøения (3) и (4) буäут также спра-

веäëивы.

Пример 2. Иìееì исхоäные äанные из приìера 1, в
котороì A

11
 < 0. В соответствии со свойстваìи j

2
 и j

3
 бу-

äеì иìетü поëнуþ НСЛУ в виäе:

 =

= .

Нахоäиì эëеìенты уравнения (3):

(A
ij
) = ;  (M

ij
) = ;  (N

ij
) = ;

b = ;  h = ;  g = .

Из выражения (4) нахоäиì:

 = ;   = ;   = .

2.2. Ìåòîä ðàçìàõîâ [21]

Реøение поëной НСЛУ (2) ищется в виäе

(х
i
(r) – α

i
(r), (х

i
(r) + β

i
(r)), i = , ãäе х

i
(r), α

i
(r),

β
i
(r) — неизвестные, поäëежащие опреäеëениþ,

α
i
(r), β

i
(r) — разìах реøения относитеëüно х

i
(r) [21].

Веëи÷ины x
i
(r) нахоäятся из траäиöионной

НСЛУ (2) при r = 1. Ее реøение обозна÷иì как
(r). Уравнение (2) ìожно преäставитü в виäе:

(5)

Зäесü (r), (r) — реøения уравнения (5), яв-

ëяþщиеся неëинейныìи функöияìи относитеëü-

но a
ij
(r) и (r):

(r) = α
i
( , a

ij
(r), (r));

(r) = β
i
( , a

ij
(r), (r)),  i, j = ,

ãäе a
ij
(r) и (r) — нижняя и верхняя ветви не÷ет-

кой переìенной a
нij

 — эëеìента ìатриöы A
н
.

Разìах реøений α–(r), α+(r) и β–(r), β+(r) отно-
ситеëüно х(r) поëной НСЛУ поëу÷ается как:

α–(r) = {| (r)|};  β–(r) = {| (r)|};

α+(r) = {| (r)|};  β+(r) = {| (r)|}.

Не÷еткий вектор реøения поëной НСЛУ (5):

(r) = [ (r) – α–(r), (r) + β–(r)]; 

(r) = [ (r) – α+(r), (r) + β+(r)],  i = .

2.3. Ìåòîä ST-äåêîìïîçèöèè [22]

Метоä ST (the symmetric triangular) äекоìпози-
öии основан на разëожении (äекоìпозиöии) ìат-
риöы A

н
 поëной НСЛУ в уравнении (2):

A
н
 = S

н
T

н
, (6)

ãäе S
н
 — сиììетри÷ная, а T

н
 — еäини÷ная верх-

нетреуãоëüная ìатриöы. Соотноøение (6) äоказы-
вается по инäукöии в работах [22, 23].

Есëи в равенстве (2) A
н
 > 0 и B

н
 > 0, то иìееì

поëожитеëüнуþ поëнуþ НСЛУ. Во ìноãих при-
кëаäных заäа÷ах инженеры иìеþт некоторуþ ин-
форìаöиþ о äиапазоне не÷етких реøений. В этих
сëу÷аях с фиксированныìи y ≥ 0 и z ≥ 0 в ка÷естве
ëевой и правой ветвей x исхоäная заäа÷а (2) пре-

A
11

= 15|1|4( ) A
12

= 5|2|9( )

A
21

= 10|5|6( ) A
22

= 25|3|4( )
A
н

x
н1

= x
1
|y

1
|z
1

( )

x
н2

= x
2
|y

2
|z
2

( )
X
н

b
н1

= (10|15|25)

b
н2

= (20|30|40)
B
н

15 5

10 25

1 2

5 3

4 9

6 4

10

20

15

30

25

40

x
1
*

x
2
*

0,46

0,61

y
1
*

y
2
*

0,62

0,78

z
1
*

z
2
*

0,82

1,06

A
11

= 15– |4|1( ) A
12

= 5|2|9( )

A
21

= 10|5|6( ) A
22

= 25|3|4( )
A
н

x
н1

= x
1
|y

1
|z
1

( )

x
н2

= x
2
|y

2
|z
2

( )
X
н

b
н1

= (10|15|25)

b
н2

= (20|30|40)
B
н

15– 5

10 25

4 2

5 3

1 9

6 4

10

20

15

30

25

40

x
1
*

x
2
*

0,4–

0,8

y
1
*

y
2
*

0,7–

1,2

z
1
*

z
2
*

0,69–

1,6

1 n,

xi
*

aij xj
* αi–( )

j 1=

n

∑ bi,=

a
ij

xj
* βi+( )

j 1=

n

∑ b
i
,  i 1 n, .= =

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

αi
* βi

*

a
ij

αi
* xj

* a
ij

βi
* xj

* a
ij

1 n,

a
ij

min
r 0 1;[ ]∈

αi
* min

r 0 1;[ ]∈
βi

*

max
r 0 1;[ ]∈

αi
* max

r 0 1;[ ]∈
βi

*

xi
* xi

* xi
*

xi
* xi

* xi
* 1 n,
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образуется в поиск вектора x, который уäовëетво-
ряет систеìе:

Преäставив A = A
1
 – A

2
 = ST и выпоëнив ряä

äопоëнитеëüных усëовий [22], поëу÷иì реøение
систеìы (2) äëя X

н
:

Пример 3. Иìееì уäвоеннуþ поëнуþ НСЛУ:

 =

=  + .

Необхоäиìо найти вектор . В соответствии с вы-

раженияìи (2), (3)

A
н1

 = (( )|( )|( )); A
н2

 = (( )|( )|( ));

( ) = ;  ( ) = ;  ( ) = ;

( ) = ;  ( ) = ;  ( ) = ;

b = ;  h = ;  g = .

Приìеняя ST-äекоìпозиöиþ к ìатриöе (A
ij
) =

= ( ) – ( ), поëу÷иì

(A
ij
) = ( ) – ( ) =  –  = .

В еäини÷ной верхнетреуãоëüной ìатриöе T = [1 t
12

;

0 1] эëеìент t
12

 = (a
12

 – a
21

)  = 0,25, поэтоìу ìатриöа

S =  =  ⇒ S –1 = .

В резуëüтате поëу÷иì X
н
 = (x

н1
, x

н2
)Т:

x = T –1
S

–1
b = (x

1
 = 3, x

2
 = 2)T;

y = T –1
S

–1(g – NT
–1

S
–1

b) = (y
1
 = 1, y

2
 = 1)T;

z = T –1
S

–1(h – NT
–1

S
–1

b) = (z
1
 = 4, z

2
 = 4)T,

откуäа реøение систеìы:

 = (x
1
 = 3|y

1
 = 1|z

1
 = 4);   = (x

2
 = 2|y

2
 = 1|z

2
 = 4).

2.4. Ìåòîä ðàçðåçîâ [24]

Иìееì поëнуþ НСЛУ типа (2)

A
н
X

н
 = B

н
, (7)

ãäе A
н
 = (a

ij
), i, j = , B

н
 = (b

н1
, ..., b

нn
)T,

a
нij

= ( | ), b
нi
 = ( | ) — не÷еткие эëеìен-

ты, преäставëенные в оäной из форì: объеäинение

(Ÿ) пар (•|•), ,  ∈ [0;1] ⊂ R
1
 — функöии при-

наäëежностей äëя k-ãо разреза [24]. Зäесü функöии

принаäëежностей не÷етких эëеìентов не обяза-

теëüно треуãоëüной форìы в отëи÷ие от ìетоäов

обратной ìатриöы, разìахов и ST-äекоìпозиöии.

Преäставиì систеìу (7) в виäе не÷етких правиë

äëя разрезов (уровней) α
k
, k = 1, ..., m:

R =  =

= (8)

Зäесü «и», «иëи» — не÷еткие ëоãи÷еские функ-

öии по Заäе [1]. В резуëüтате поëу÷иì m траäиöи-

онных ëинейных систеì относитеëüно α
k
 разрезов

äëя не÷етких эëеìентов:

α
k 
: X =  ⇒  = ,  k = .

Приìенение оператора äефаззификаöии (dfz)

к кажäой коìпоненте не÷еткоãо вектора реøения

, поëу÷енноãо из уравнения (8), äает:

dfz( ) = dfz ( | ) ,  i = ,  k = .

Ax b,=

Mx Ay+ g,=

Nx Az+ h.=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

x A1 A2–( ) 1–
b T

1–
S

1–
b,= =

y A1 A2–( ) 1–
g M A1 A2–( ) 1–

b–( ),=

z A1 A2–( ) 1–
h N A1 A2–( ) 1–

b–( ).=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

6|5|6( ) 9|2|8( )
6|4|9( ) 8|5|9( )

A
н1

x
1
|y

1
|z
1

( )

x
2
|y

2
|z
2

( )
X
н

2|2|1( ) 3|0|1( )
1|1|3( ) 3|3|2( )

A
н2

x
1
|y

1
|z
1

( )

x
2
|y

2
|z
2

( )
X
н

b
н1

(23|23|26)

b
н2

(25|23|27)
B
н

X
н
*

Aij
1

Mij
1

Nij
1

Aij
2

Mij
2

Nij
2

Aij
1 6 9

6 8
Mij

1 5 2

4 5
Nij

1 6 8

9 9

Aij
2 2 3

1 3
Mij

2 2 0

1 3
Nij

2 1 1

3 2

24

25

23

23

26

27

Aij
1

Aij
2

Aij
1

Aij
2 6 9

6 8

2 3

1 3

a
11

= 4 a
12

= 6

a
21

= 5 a
11

= 5

a
11

1–

a
11

a
12

a
21

a
22

a
12

t
12

–

4 5

5 3,5

3,5– 5/11

5/11 4/11–

x
н1
* x

н2
*

1 n,

k
Ÿ aij

k
rij
k

k
Ÿ bi

k
ri
k

rij
k

ri
k

Rk{ }
k 1=

m

 иëи

Rk: есëи r aij

αk( ) r
αk и r b

αk( ) r
αk,≤ ≤

то Aαk
X Bαk

=

 иëи

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ...

...

Aαk
Bαk

Xαk

* Aαk

1–
Bαk

1 m,

xi
*

xi
*

k
Ÿ xαk

* rαk
1 n, 1 m,
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Это привоäит к реøениþ в виäе не÷еткоãо век-
тора X *, кажäая коìпонента  котороãо преäстав-

ëяется в виäе интерваëа

 = (dfz( ) – α
m
, dfz( ) + α

m
),  i = .

Замечание. При реøении поëных НСЛУ воз-
никает реøение «сиëüное/сëабое», коãäа функöия
принаäëежностей «отве÷ает/не отве÷ает» опреäе-
ëениþ не÷еткоãо ÷исëа. Рассìотриì простейøий
приìер, коãäа dim A

н
 = (1Ѕ1):

a
н
x = b

н
, a

н
, b

н
 = (3|2|4) — не÷еткие ÷исëа.

Иìееì:

α = 0 äëя ëевой (left — l) ветви: 1 x = 1 ⇒  = 1;

α = 1 äëя öентра (center — c): 2 x = 3 ⇒  = 1,5;

α = 0 äëя правой (right — r) ветви: 5 x = 7 ⇒
⇒  = 1,4;

Из-за тоãо, ÷то  < , а äоëжно бытü  ≥ ,

÷то сëеäует из опреäеëения не÷еткоãо ÷исëа, по-
этоìу не÷еткое реøение не явëяется не÷еткиì
÷исëоì. Посëе заìены  = 1,5 поëу÷иì «сëабое»

реøение поëной НСЛУ x* = (1,5|0,5|0).

2.5. Ìåòîä ÷åòêîãî ðåøåíèÿ [19]

Иìееì поëнуþ НСЛУ:

A
н
X

н
 = B

н
 ⇔ a

нij
x
j
 = b

нi
,  i = . (9)

Зäесü, в отëи÷ие от преäыäущих ìетоäов, не-
÷еткие эëеìенты иìеþт ëевуþ и правуþ ветви
функöии принаäëежности в виäе поëиноìов сте-
пени m относитеëüно r ∈ [0; 1] ⊂ R

1
:

(left) : a
ij
(r) = c

ijk
rk;  (right) : (r) = d

ijk
rk;

(left) : b
i
(r) = e

ik
rk;  (right) : (r) = f

ik
rk,

i, j = .

В äруãой форìе уравнение (9) иìеет виä:

(a
ij
(r), (r))x

j
 = (b

i
(r), (r)),  i = ,

иëи в эквиваëентной форìе:

(10)

Опреäеëиì заìену:

x
j
 =  – ,   =   = 

в резуëüтате которой, о÷евиäно, ÷то  ≥ 0,  ≥ 0,

и тоãäа уравнение (10) буäет иìетü виä:

иëи в ìатри÷ной форìе:

Sx = D, (11)

ãäе

D = (e f )T,  e = (e
10

, ..., e
1m

, e
n0

, ..., e
nm

), 

f = (f
10

, ..., f
1m

, f
n0

, ..., f
nm

),

x' = ( , ..., ),  x'' = ( , ..., ),  S = ,

C = ,

D = .

Анаëиз разìерностей показывает, ÷то ÷исëо
уравнений в систеìе (11) боëüøе, ÷еì ÷исëо неиз-
вестных, поэтоìу äëя ее реøения приìеняется тра-
äиöионный ìетоä наиìенüøих кваäратов (МНК):

 ⇔ (STS)x = STD,  |STS | ≠ 0.

Зäесü о÷евиäно, ÷то

STS = ;  STD = ; 

L = CTC + DTD;  M = CTD + DTC.

Пример 4. Заäана поëная НСЛУ второãо поряäка:

xi
*

xi
* xi

* xi
* 1 n,

xi
*

xc
*

xr
*

xr
* xc

* xr
* xc

*

xr
*

j 1=

n

∑ 1 n,

k 0=

m

∑ a
ij

k 0=

m

∑

k 0=

m

∑ b
i

k 0=

m

∑

1 n,

j 1=

n

∑ a
ij

b
i

1 n,

aij r( )xj
xj 0≥
∑ a

ij
r( )xj

xj 0<
∑+ bi r( );=

a
ij

r( )xj
xj 0≥
∑ aij r( )xj

xj 0<
∑+ b

i
r( );  i 1 n, .= =

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

xj' xj'' xj'
xj xj 0,≥,

0 xj 0,<,⎩
⎨
⎧

xj''
xj– xj 0,<,

0 xj 0,≥,⎩
⎨
⎧

xj' xj''

aij r( )xj'
j 1=

n

∑ a
ij

r( )xj''
j 1=

n

∑– bi r( );=

a
ij

r( )xj'
j 1=

n

∑ aij r( )xj''
j 1=

n

∑– bi r( );  i 1 n, ,= =

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

x1' xm' x1'' xm''
C C–

D D–

c10 ... c11m ... cn10 ... cn1m

. . . . . . .

c1n ... c1nm ... cnn0 ... cnnm

T

d110 ... d11m ... dn10 ... dn1m

. . . . . . .

d1nn ... d11m ... dnn0 ... dnnm

T

min
x

Sx D– E
2n

2

L M–

M– L

C D

C– D–

e

f

1 2r+– 4 2r–,( )x
1

2 3r+– 3 2r–,( )x
2

+ =

8 13r+– 17 10r–,( ),=

1 r+ 4 r–,( )x
1

2r 5 2r–,( )x
2

+ 2 8r+ 23 8r–,( ).=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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Нахоäиì коìпоненты уравнения (11):

 ⇒ C = ;

 ⇒ D = ;

 ⇒ e = ;  ⇒ f = .

В резуëüтате поëу÷ается поëная НСЛУ с эëеìента-

ìи S, D. Четкое реøение: (ST
S)x = ST

D, X = (x' x'')T, по-

этоìу x
1
 =  –  = 2; x

2
 =  –  = 3.

Анаëоãи÷ныì способоì реøается поëная НСЛУ äëя
парабоëи÷ескоãо (m = 2) иëи ëинейноãо преäставëения
не÷етких эëеìентов систеìы.

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÎËÍÛÕ ÍÑËÓ

3.1. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè 
ïî íå÷åòêèì ñëó÷àéíûì äàííûì

Оäна из актуаëüных заäа÷ управëения закëþ÷а-
ется в обработке äанных в öеëях иäентификаöии
параìетров ìоäеëи. Рассìотриì приìенение МНК
äëя обработки ãибриäных äанных. Эти äанные
появëяþтся в сëу÷ае, коãäа неопреäеëенностü преä-
ставëяется в виäе äвух коìпонент: оäна — сëу÷ай-
ная, а äруãая — неопреäеëенная. Такое преäстав-
ëение возникает, есëи оøибка изìерений тракту-
ется как сëу÷айная составëяþщая, а нето÷ностü
ìоäеëи — как некоторая не÷еткостü. Приìенение
МНК äëя поëу÷ения оöенок по ãибриäныì äан-
ныì привоäит к появëениþ поëной НСЛУ и не-
обхоäиìости ее реøения.

Пустü не÷еткие сëу÷айные äанные y
нi
, i = ,

связаны ìежäу собой ëинейной ìоäеëüþ

y
н
(t) = x

нi
f
нi
(t) + e

н
(t),  t ∈ [0, T ] ⊂ R

1
,(12)

ãäе e
н
(t) — не÷еткая сëу÷айная переìенная с сиì-

ìетри÷ной пëотностüþ вероятностей и не÷еткиìи

параìетраìи: Ee
н
(t) = 0

н
, De

н
(t) = I. Зäесü I —

÷еткая еäини÷ная ìатриöа,  — заäанная не÷ет-

кая константа, E и D — операторы ìатеìати÷ес-

коãо ожиäания и äисперсии соответственно. Не-
÷еткостü e

н
(t) заäается с поìощüþ функöии при-

наäëежностей r(e
н
), которая äëя простоты иìеет

треуãоëüнуþ форìу. Функöии f
нi
(t), i = , — за-

äанный не÷еткий базис ìоäеëи (12), x
нi
, i =  —

неизвестные не÷еткие параìетры ìоäеëи, поäëе-
жащие опреäеëениþ по m не÷еткиì сëу÷айныì из-
ìеренияì:

Y
н
 = (y

н
(t

1
), ..., y

н
(t

m
))T = (y

н1
, ..., y

нm
)T,

которые поëу÷ены при усëовии, ÷то m > n, т. е.
÷исëо изìерений m боëüøе ÷исëа неизвестных па-
раìетров n ìоäеëи (12). В отëи÷ие от заäа÷и оöе-
нивания [5], в которой поëаãаëосü, ÷то базисные
функöии явëяþтся ÷еткиìи переìенныìи, в пос-
тановке (12) базисные функöии явëяþтся не÷ет-
киìи переìенныìи.

Не÷еткий вектор оöенок в ìоäеëи (12) нахоäит-
ся из усëовия:

e
н
 = ,

ãäе F
н
 = (f

нi
(t

j
))

(mЅn)
 — пряìоуãоëüная ìатриöа из

не÷етких эëеìентов, ÷то привоäит к необхоäиìос-
ти реøения поëной НСЛУ

A
н
X

н
 = B

н
, (13)

ãäе A
н
 = (a

нij
 = (f

нi
, f

нj
)
(nЅn)

, i, j =  — кваäратная

ìатриöа, (f
нi
, f

нj
) — скаëярное произвеäение не÷ет-

ких базисных функöий, которое буäет опреäеëено

äаëее, B
н
 = (b

н1
 = (f

н1
, Y

н
), ..., b

нn
 = (f

нn
, Y

н
))T — век-

тор не÷етких переìенных.
В НСЛУ (13) испоëüзуþтся сëеäуþщие опреäе-

ëения теории не÷етких ìножеств [5].
Определение 3.1. Не÷еткая функöия ϕ

н
(x) опре-

äеëяется как не÷еткое отображение ϕ
н
: R

1
 → E

1
 =

= {r(x)}, ãäе E
1
 — не÷еткое ìножество, в виäе сово-

купности функöий принаäëежностей r ∈ [0; 1] ⊂ R
1
.

Это соотноøение параìетризуется относитеëüно r:

ϕ
н
(x) = ϕ(x, r) = ( (x, r), (x, r)|r ∈ [0; 1],

ãäе (x, r) — нижняя, а (x, r) — верхняя ветви не-

÷еткой функöии соответственно.
Определение 3.2. Пустü иìеется не÷еткое

отображение (ϕ
н
(x), ω

н
(x)), опреäеëенное выøе.

Дëя кажäоãо разбиения Р = (x
0
, ..., x

n
) ∈ [a, b] и

d(u, v) = {max[|u(r) – v(r)|, | (r) – (r)|]} äо-

пускается преäставëение R
p
 = ϕ

н
(ξ

i
)(x

i
 – x

i – 1
),

a
11

c
110

c
111

r+≡ 1 2r;+–=

a
12

c
120

c
121

r+≡ 2 3r;+–=

a
21

c
210

c
211

r+≡ 1 r;+=

a
22

c
220

c
221

r+≡ 0 2r;+=

c
110

= 1– c
210

= 1

c
111

= 2 c
211

= 1

c
120

= 2– c
220

= 0

c
121

= 3 c
221

= 2

a11 4 2r;–=

a12 3 2r;–=

a21 4 r;–=

a22 5 2r;–=

4 4

2– 1–

3 5

2– 2–

b
1

8 13r;+–=

b
2

2 8r;+=

8–

13

2

8

b1 17 10r;–=

b2 23 8r;–=

17

10–

23

8–

x
1
' x

1
'' x

2
' x

2
''

1 m,

i 1=

n

∑

σн
2

σн
2

1 n,

1 n,

min
x
н

eн
T

min
x
н

Yн FнXн–
Em

2

1 n,

ϕ ϕ

ϕ ϕ

sup
r

u v

i 1=

n

∑
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∀ξ ∈ [x
i – 1

, x
i
], i = , Δ = max|x

i
 – x

i – 1
|, i = ,

тоãäа не÷еткий интеãраë

ϕ
н
(x)dx = R

p
, (14)

ãäе операöия lim опреäеëяется в ìетрике Хаус-
äорффа:

d(u, v) = {max[|u(r) – v(r)|, | (r) – (r)|]}.

Есëи ϕ
н
(x) непрерывна в ìетрике d и интеãраë

(14) существует, то иìеþт ìесто соотноøения:

 = dx;   = dx,

ãäе  и  — нижний и верхний не-

÷еткие интеãраëы, а  и  — нижняя и

верхняя поäынтеãраëüные не÷еткие функöии.
Определение 3.3. Скаëярное произвеäение

(ϕ
н
(x), ω

н
(x)) не÷етких функöий ϕ

н
(x), ω

н
(x) заäа-

ется в виäе:
(ϕ

н
(x), ω

н
(x)) =

= 

Определение 3.4. Не÷еткие функöии ϕ
н
(x),

ω
н
(x) называþтся ортоãонаëüныìи, ÷то обозна÷а-

ется ϕ
н
(x) ⊥ ω

н
(x), есëи выпоëняþтся соотноøения:

ϕ
н
(x)ω

н
(x)dx =  ⇔

⇔ (x, r)ω(x, r)dx, (x, r) (x, r)dx |r∈[0; 1] =

=  (непрерывный сëу÷ай);

ϕ
н
(x

i
)ω

н
(x

i
) =  ⇔

⇔ (x
i
, r)ω(x

i
, r), (x

i
, r) (x

i
, r), 

|r ∈ [0; 1]  =  (äискретный сëу÷ай).

Пример 5. Иìееì ìоäеëü типа (12):

y
н
(t) = x

н1
f
н1

(t) = 1
н
 + x

н2
f
н2

(t) + е
н
(t) =

= x
н1

1
н
 + x

н2
t
н
 + е

н
(t),  t ∈ [0, T] ⊂ R

1
,

ãäе f
н1

(t) = 1
н
, f

н2
(t) = t

н
 — не÷еткие базисные функöии.

В ìоìенты вреìени t = t
1
,..., t

m
 известны составëяþщие

не÷еткоãо сëу÷айноãо вектора изìерений Y
н
 = (y

н1
, ...,

y
нm

)T. Не÷еткие базисные функöии заäаны в виäе:

f
н1

(t) = 1
н
 = ( (t, r) = r1, (t, r) = (2 – r)1|r ∈ [0, 1]);

f
н2

(t) = t
н
 = ( (t, r) = rt, (t, r) = (2 – r)t |r ∈ [0, 1]).

Найäеì в этих усëовиях не÷еткие эëеìенты a
нij

,

i, j = 1, 2 ìатриöы A
н
. В резуëüтате поëу÷иì:

A
н
 = .

Вы÷исëения не÷етких коìпонент, i = 1, 2 вектора B
н

с у÷етоì äискретной форìы скаëярноãо произвеäения
äаþт:

b
н1

 = (f
н1

(t), Y
н
) = f

н1
(t)y

нi
 =

= (r1, (2 – r)1)(y
mi

|y
αi
|y

βi
) =

= y
mi

| (y
mi

 + y
αi
)| (y

mi
 + y

βi
) ;

b
н2

 = (f
н2

(t), Y
н
) = f

н2
(t)y

нi
 =

= (rt
i
, (2 – r)t

i
)(y

mi
|y

αi
|y

βi
) =

= t
i
y
mi

| t
i
(y

mi
 + y

αi
)| t

i
(y

mi
 + y

βi
) .

В резуëüтате поëу÷иì:

A
н
X

н
 = B

н
 ⇔

⇔  =

= .

1 n, 1 n,

a

b

∫ Δ 0→
lim

sup
r 0 1;[ ]∈

u v

ϕ x r,( ) xd
a

b

∫
a

b

∫ ϕ x r,( ) ϕ x r,( ) xd
a

b

∫
a

b

∫ ϕ x r,( )

ϕ x r,( ) xd
a

b

∫ ϕ x r,( ) xd
a

b

∫

ϕ x r,( ) ϕ x r,( )

ϕн x( )ωн x( ) xd
a

b

∫ ϕ x r,( )ω x r,( ) x,d
a

b

∫⎝
⎜
⎛

≡

ϕ x r,( )ω x r,( ) x |r 0; 1[ ]∈d
a

b

∫ ⎠
⎟
⎞
 —

непрерывный сëу÷ай;

ϕн xi( )ωн xi( )
i 1=

n

∑ ϕ xi r,( )ω xi r,( ),
i 1=

n

∑
⎝
⎜
⎛

≡

ϕ xi r,( )ω xi r,( ),|r 0; 1[ ]∈
i 1=

n

∑
⎠
⎟
⎞
 —

äискретный сëу÷ай.⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

a

b

∫
0 ϕн x( ) ωн x( ),≠,

1 ина÷е,⎩
⎨
⎧

⎝
⎜
⎛

a

b

∫ ϕ
a

b

∫ ϕ ω
⎠
⎟
⎞

0 ϕ ω≠ ϕ ω;≠, ,

1 ина÷е,⎩
⎨
⎧

i 1=

n

∑
0 ϕн x( ) ωн x( ),≠,

1 ина÷е,⎩
⎨
⎧

⎝
⎜
⎛

i 1=

n

∑ ϕ
i 1=

n

∑ ϕ ω

⎠
⎟
⎞ 0 ϕ ω≠ ϕ ω;≠, ,

1 ина÷е,⎩
⎨
⎧

f
1

f
1

f
2

f
2

a
н11

= T |T |3T( ) a
н12

= 0,5T
2
|0,5T

2
|1,5T

2( )

a
н21

= a
н12

a
н22

= T
3
/3|T

3
/3|T

3( )

i 1=

m

∑

i 1=

m

∑

⎝
⎜
⎛

i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
⎠
⎟
⎞

i 1=

m

∑

i 1=

m

∑

⎝
⎜
⎛

i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
⎠
⎟
⎞

T |T |3T( ) 0,5T
2
|0,5T

2
|1,5T

2( )

0,5T
2
|0,5T

2
|1,5T

2( ) T
3
/3|T

3
/3|T

3( )

x
н1

x
н2

ymi | ymi yαi+( ) | ymi yβi+( )
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑

tiymi | ti ymi yαi+( ) | ti ymi yβi+( )
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑

pb419.fm  Page 10  Tuesday, August 6, 2019  3:48 PM



ОБЗОРЫ

11ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2019

Не÷еткое реøение систеìы ìожет бытü найäено ìе-
тоäоì обратной ìатриöы (п. 2.1) иëи по ìетоäу ÷еткоãо
реøения (п. 2.4).

3.2. Íå÷åòêàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ 
Ãðàìà — Øìèäòà

Метоä Граìа — Шìиäта реøения систеìы ëи-
нейных уравнений явëяется наиìенее вы÷исëи-
теëüно затратныì из известных рекуррентных и
нерекуррентных ìетоäов, поскоëüку эти затраты
пропорöионаëüны уäвоенноìу кваäрату ÷исëа опе-
раöий. Этот ìетоä приìеняется äëя реøения ìно-
ãих прикëаäных заäа÷. Конструирование не÷еткой
ортоãонаëизаöии состоит в расøирении траäиöи-
онной проöеäуры на ее не÷еткий анаëоã.

Определение 3.5. Набор из не÷етких функöий
c
н1

f
н1

(t) + ... + c
нn

f
нn

(t) ≠ 0
н
 называется ëинейно

независиìыì, есëи существуþт не÷еткие ÷исëа
с
нi

∈ E
1
, äëя которых не÷еткая ëинейная коìбина-

öия c
н1

f
н1

(t) + ... + c
нn

f
нn

(t) ≠ 0
н
, ãäе операöия уì-

ножения не÷етких переìенных с треуãоëüныìи
функöияìи принаäëежностей быëа опреäеëена ра-
нее. В противноì сëу÷ае эти не÷еткие уравнения
называþтся ëинейно зависиìыìи, есëи хотя бы äëя
оäноãо с

нi
 ∈ E

1
 ≠ 0, c

н1
f
н1

(t) + ... + c
нn

f
нn

(t) = 0
н
. ♦

Пустü иìееì исхоäные f
н1

(t), ..., f
нn

(t) ëинейно

независиìые не÷еткие базисные функöии. Необ-
хоäиìо построитü систеìу не÷етких ортоãонаëü-
ных базисных функöий ϕ

н1
(t), ..., ϕ

нn
(t), которые

явëяëисü бы ëинейной коìбинаöией заäанной сис-
теìы исхоäных функöий.

Проöесс конструирования строится инäуктив-
но. Первые äве не÷еткие ортоãонаëüные функöии
ϕ

н1
(t), ϕ

н2
(t) опреäеëяþтся такиì образоì:

ϕ
н1

(t) ≡ f
н1

(t);  ϕ
н2

(t) ≡ f
н2

(t) + a
н11

f
н1

(t), (15)

ãäе a
н11

 нахоäится из усëовия ϕ
н1

(t) ⊥ ϕ
н2

(t):

(ϕ
н1

(t), ϕ
н2

(t)) = (f
н1

(t), f
н2

(t)) + a
н11

f
н1

(t) = 0,

откуäа, с у÷етоì свойств не÷еткоãо скаëярноãо
произвеäения, поëу÷иì äëя опреäеëения a

н11
 поë-

нуþ НСЛУ первоãо поряäка:

(f
н1

(t), f
н1

(t))a
н11

 = –(f
н1

(t), f
н2

(t)).

Ее реøение:

 = –(f
н1

(t)f
н2

(t))/(f
н1

(t), f
н1

(t)),

а не÷еткая функöия ϕ
н2

(t) ⊥ ϕ
н1

(t)

ϕ
н2

(t) = f
н2

(t) + f
н1

(t).

Даëее поëаãается

ϕ
н3

(t) = f
н3

(t) + a
н21

f
н1

(t) + a
н22

f
н2

(t), (16)

ãäе a
н21

, a
н22

 нахоäятся из усëовий ортоãонаëüнос-

ти ϕ
н3

(t) ⊥ ϕ
н2

(t) и ϕ
н1

(t) ⊥ ϕ
н2

(t), и которые посëе

заìены (15) буäут иìетü виä:

(ϕ
н1

(t), ϕ
н3

(t))  = (f
н1

(t), ϕ
н3

(t)) = 0;

(ϕ
н2

(t), ϕ
н3

(t))  =

= (f
н2

(t), ϕ
н3

(t)) + a
н11

f
н1

(t) = 0.

Это соотноøение привоäится к виäу:

(ϕ
н3

(t), f
н2

(t) + a
н11

f
н1

(t)  =

= (f
н2

(t), ϕ
н3

(t)) + a
н11

(ϕ
н1

(t), ϕ
н3

(t))= 0,

которое, так как ϕ
н1

(t) ⊥ ϕ
н3

(t) = 0 äает ((f
н1

(t),

ϕ
н3

(t))) = 0. Поэтоìу в резуëüтате поëу÷иì:

(f
н2

(t), ϕ
н3

(t)) = 0;  (f
н1

(t), ϕ
н3

(t)) = 0.

Эти соотноøения с у÷етоì форìуëы (16) при-
воäят к поëной НСЛУ второãо поряäка относи-
теëüно a

н21
 и a

н22
:

ãäе, о÷евиäно, опреäеëитеëü не равен нуëþ и 

и  естü реøение систеìы.

На n-ì øаãе поëаãается

ϕ
нn

(t) = f
нn

(t) + a
нn1

f
н1

(t) + ... + a
нnn

f
нn – 1

(t)

и äаëее a
нni

, i = , нахоäятся из поëной НСЛУ

n-ãо поряäка.

Пример 6. Опираясü на проöесс ортоãонаëизаöии,

построиì не÷еткие базисные функöии ϕ
н1

(t) ⊥ ϕ
н2

(t)

äëя исхоäных базисных функöий f
н1

(t) = 1
н
, f

н2
(t) = t

н
,

t ∈ [0, T ]:

f
н1

(t) = 1
н
 = ( (t, r) = r1,

(t, r) = (2 – r)1|r ∈ [0; 1]) = (1|1|3),

f
н2

(t) = t
н
 = ( (t, r) = rt,

(t, r) = (2 – r)t|r ∈ [0; 1]) = (t|t|3t).

aн11
*

aн11
*

ϕ
н1

t( ) f
н1

t( )=

ϕ
н2

t( ) f
н2

t( ) a
н11

f
н1

t( )+=

f
н1

t( ) ϕ
н1

t( )=

aн21 fн1 t( ) fн1 t( ),( ) aн22 fн2 t( ) fн1 t( ),( )+ =

fн3 t( ) fн1 t( ),( ),–=

aн21 fн1 t( ) fн2 t( ),( ) aн22 fн2 t( ) fн1 t( ),( )+ =

fн3 t( ) fн2 t( ),( ),–=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

aн21
*

aн22
*

1 n,

f
1

f
1

f
2

f
2
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Иìееì

ϕ
н1

(t) = f
н1

(t) = 1
н
;  ϕ

н2
(t) = f

н2
(t) + a

н11
f
н1

(t),

(f
н1

(t)f
н1

(t)) = f
н1

(t)f
н1

(t)dt =

= (t, r) (t, r)dt, (t, r) (t, r)dt .

Поëу÷еннуþ поëнуþ НСЛУ первоãо поряäка реøаеì

ìетоäоì обратной ìатриöы (п. 2.1). Дëя этоãо преобра-

зуеì ее к станäартной форìе. Иìееì:

(f
н1

(t)f
н1

(t)) = f
н1

(t)f
н1

(t)dt =

= (t, r) (t, r)dt, (t, r) (t, r)dt  =

= (r1)(r1)dt, (2 – r)1(2 – r)1dt  =

= (r2T, (2 – r)2T) = (T |T |3T);

(f
н1

(t)f
н2

(t)) = f
н1

(t)f
н2

(t)dt =

= (t, r) (t, r)dt, (t, r) (t, r)dt  =

= (r1)(rt)dt, (2 – r)1(2 – r)tdt  =

= (0,5r
2
T

2, 0,5(2 – r)2T2) = (0,5T
2|0,5T

2|1/5T
2).

Такиì образоì, поëная НСЛУ первоãо поряäка äëя
опреäеëения (A

11
 = T |M

11
 = T |N

11
 = 3T)a

н11
 = –(b

1
 =

= 0,5T
2|h

1
 = 0,5T2|g

1
 = 1,5T2) в станäартной форìе иìеет

виä:
(A

11
 = T |M

11
 = T |N

11
 = 3T)a

н11
 =

= –(b
1
 = 0,5T

2|h
1
 = 0,5T

2|g
1
 = 1,5T2),

откуäа по ìетоäу обратной ìатриöы поëу÷иì:

 = –(x
1
 = b

1
|y

1
 = (h

1
 – M

11
x

1
)|z

1
 =

= (g
1
 – N

11
x

1
) = –(x

1
 = 0,5T |y

1
 = 0|z

1
 = 0) = –0,5T.

В резуëüтате функöия

ϕ
н2

(t) = f
н2

(t) + f
н1

(t) = t
н
 – 0,5Т1

н
,

а не÷еткие функöии ϕ
н1

(t) и ϕ
н2

(t) образуþт ортоãонаëü-

ный не÷еткий базис, äëя котороãо справеäëиво соотно-
øение (ϕ

н1
(t), ϕ

н2
(t)) = 0. Действитеëüно, иìееì:

ϕ
н1

(t)ϕ
н2

(t)dt = 1
н
(t

н
 – 0,5Т1

н
)dt =

= 1
н
t
н
dt – 0,5Т1

н
1

н
dt = 1(r)t(r)dt –

– 0,5Т 1(r)1(r)dt, (r) (r)dt – 0,5Т (r) (r)dt  =

= r
2
tdt – 0,5Т r

2
dt, (2 – r)(2 – r)tdt –

– 0,5Т (2 – r)dt  = (0, 0).

Это озна÷ает, ÷то ϕ
н1

(t) ⊥ ϕ
н2

(t).

Замечание. Изëоженная теория реøения поë-
ных не÷етких систеì справеäëива äëя сëу÷ая, коã-
äа не÷еткие переìенные поëожитеëüные. В сëу÷ае,
коãäа появëяþтся не÷еткие отриöатеëüные пере-
ìенные, нетруäно ìоäифиöироватü рассìотрен-
ные аëãоритìы с у÷етоì, ÷то при μ ∈ R

1
 выпоëня-

ется соотноøение:

μL
н
 = 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Отìе÷ено, ÷то в теории не÷етких ìножеств оä-
но из важных нау÷ных и прикëаäных направëений
закëþ÷ается в реøении заäа÷ не÷еткоãо ìатеìати-
÷ескоãо анаëиза. Указано, ÷то при их реøении воз-
никает пробëеìа реøения не÷етких систеì ëиней-
ных уравнений. Дëя них привеäена общая кëас-
сификаöия и äëя оäноãо из кëассов рассìотрены
основные ìетоäы реøения поëных НСЛУ: обрат-
ной ìатриöы, разìаха, ST-äекоìпозиöии, разре-
зов, ÷етких реøений. Отìе÷ено, ÷то в некоторых
сëу÷аях возникаþт «сиëüные/сëабые» реøения
поëных НСЛУ.

Сфорìуëированы и реøены заäа÷и, при рас-
сìотрении которых возникаþт поëные НСЛУ:
оöенивание параìетров по ìетоäу наиìенüøих
кваäратов не÷еткой ìоäеëи и не÷еткая ортоãонаëи-
заöия Граìа — Шìиäта. Их реøения иëëþстриру-
þтся на приìерах не÷еткой реãрессионной ìоäеëи
с не÷еткиìи базисныìи функöияìи в виäе не÷ет-
кой еäиниöы и не÷еткой ëинейной зависиìости.

В ÷асти 2 буäут изëожены ìетоäы реøения не-
поëных не÷етких систеì ëинейных уравнений.
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METHODS OF SOLVING FUZZY SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS. 
Part 1. Fully Systems

N.P. Demenkov1,#, E.A. Mikrin2,1, I.A. Mochalov1

1Bauman Moscow State Technical University, 2S.P. Korolev Rocket and Space Corporation «Energia»
#
� dnp@bmstu.ru

Abstract. It is noted that fuzzy systems of linear equations (FSLE) arise when solving fuzzy initial
problems, fuzzy partial differential equations of the first order; when processing hybrid data in
stochastic systems by the method of least squares or of maximum likelihood estimation; when
using the fuzzy Laplace transform to solve fuzzy differential equations of high order; when using
the approximate methods of solving fuzzy integral Fredholm-Volterra equations of the 2nd kind;
when fuzzy interpolation and fuzzy splines are applied to data processing; when solving fuzzy op-
timal control problems. The basic methods of solving complete FSLE are considered: inverse ma-
trix, span and ST decomposition, in which fuzzy elements have triangular membership function;
cuts, in which membership functions of fuzzy elements are not necessarily triangular; crisp so-
lutions, in which left and right branches of the membership function of fuzzy elements are in the
polynomial form. The application of the methods is illustrated by computational examples. Using
the least squares method for the model with fuzzy basis functions and the method of fuzzy Gram-
Schmidt orthogonalization, the problems are formulated and solved of fuzzy estimation, in which
complete FSLE appear. To illustrate the solution of these problems, two fuzzy basic functions
are considered: a fuzzy unit and a fuzzy linear dependence.

Keywords: complete fuzzy system of linear equations, fuzzy methods of solving complete fuzzy systems, fuzzy
estimation, fuzzy orthogonalization.
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