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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В первой ÷асти обзора [1] в основноì рассìат-
риваëисü прибëиженные ìетоäы оöенки состояний
не÷етких интеãраëüных уравнений, коãäа неизвест-
ная не÷еткая функöия поä знакоì интеãраëа преä-
ставëяется в виäе некоеãо не÷еткоãо ìноãо÷ëена
с известныìи ÷еткиìи базисныìи функöияìи и
не÷еткиìи весовыìи коэффиöиентаìи, кваäра-
турной форìуëы, поäëежащиìи опреäеëениþ. Это
привоäиëо к реøениþ не÷етких систеì ëинейных
уравнений (НСЛУ) по ìетоäу «вëожения», преä-
ëоженноìу М. Фриäìаноì (M. Friedman). Оäнако
в практи÷еской äеятеëüности øирокое распро-
странение поëу÷иëи также и äруãие ìетоäы реøе-
ния НСЛУ, ÷то эквиваëентно реøениþ не÷етких

интеãраëüных уравнений. Ниже äается описание
некоторых из них [2—4].
В работе [2] ìетоä вëожения Фриäìана, изëо-

женный в первой ÷асти обзора [1], приìеняется
äëя уäвоенной НСЛУ, коãäа по ëинейной коìби-
наöии нижней и верхней неизвестных переìен-
ных и по найäенныì с поìощüþ вëоженноãо ìе-
тоäа зна÷енияì нахоäятся искоìые не÷еткие пе-
реìенные. Этот ìетоä быë преäëожен Р. Еззати
(R. Ezzati) [3].
В работе [4] С. Аббасбанäи (S. Abbasbandy) преä-

ëожиë ìетоä, который преäставëяет собой ìоäи-
фикаöиþ ìетоäа Еззати и приìеняется, как пра-
виëо, äëя сиììетри÷ных не÷етких функöий при-
наäëежностей не÷етких переìенных, заäаþщих
правуþ ÷астü НСЛУ.

Аннотация. Дëя оöенивания состояний не÷етких ìоäеëей, описываеìых интеãраëüныìи
уравненияìи, рассìотрен ìетоä наиìенüøих кваäратов (МНК) и еãо ìоäификаöии: МНК
с ÷исëенныì интеãрированиеì, рекуррентный и неëинейный МНК, не÷еткий МНК, ос-
нованный на не÷етких правиëах при нахожäении äиаãонаëüных эëеìентов весовой ìат-
риöы в обобщенноì МНК. Привеäены приìеры реøения не÷етких систеì ëинейных
уравнений (НСЛУ), возникаþщих при оöенивании состояний интеãраëüных уравнений.
Дëя прибëиженной оöенки состояния интеãраëüной ìоäеëи реаëизован не÷еткий ìетоä
Гаëеркина, в резуëüтате ÷еãо появëяется поëная НСЛУ. На приìере показано появëение
«сиëüных/сëабых» систеì. Рассìотрены ìетоäы структурноãо оöенивания прибëижен-
ноãо состояния не÷етких интеãраëüных ìоäеëей: кваäратур Чебыøева, функöии sinc. От-
ìе÷ено, ÷то ìетоäика синтеза аëãоритìов оöенивания не÷етких интеãраëüных ìоäеëей
также ìожет бытü реаëизована анаëоãи÷но äëя ìетоäов невязки, коëëокаöии, энерãети-
÷ескоãо, Ритöа, Куранта и äр.
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В работе [5] реаëизуется ìетоä «не÷еткоãо öент-
ра» реøения систеìы уравнений, который явëяет-
ся ãеоìетри÷ескиì и приìеняется äëя сиììетри÷-
ных и несиììетри÷ных треуãоëüных ÷исеë в пра-
вой ÷асти НСЛУ.
Характерной особенностüþ пере÷исëенных

выøе ìетоäов явëяется приìенение их к НСЛУ с
относитеëüно невысокой разìерностüþ, как пра-
виëо, dimA ≤ 3, ãäе A — ìатриöы ÷етких переìен-
ных НСЛУ, ÷то соответствует разìерности dimS =
= 2n ≤ 6, ãäе S — расøиренная ìатриöа ìетоäа
«вëожения» и еãо ìоäификаöий. Друãая особен-
ностü ìетоäов состоит в появëении «сиëüных/сëа-
бых» реøений (сì. ссыëки на работы [8], [17] в
первой ÷асти обзора [1]).
При увеëи÷ении разìерности dimS, связанной

с увеëи÷ениеì то÷ности оöенивания, обы÷но äëя
ìатриöы S приìеняþтся траäиöионные итераöи-
онные ìетоäы реøения НСЛУ [6, 7].
Боëüøинство этих ìетоäов основано на QT рас-

щепëении ìатриöы S, ãäе Q — ìатриöа из äиаãо-
наëüных эëеìентов S, а T = Q – S. Расщепëение
QT привоäит к ìетоäаì Ри÷арäсона, Якоби, Гаус-
са — Зейäеëя, реëаксаöионныì и их ìоäификаöи-
яì. Друãая ÷астü итераöионных ìетоäов связана с
преäставëениеì ìатриöы S в виäе HS*S расщепëе-
ния, ãäе H — эрìитова (Hermitian), S* — скеëевс-
кая (Skew) ìатриöы и S — расщепëенная (splitting)
ìатриöа. Зäесü H — среäнее арифìети÷еское ìат-
риö S и Sт, а S* — их усреäненная разностü.
При оöенке состояний траäиöионных интеã-

раëüных уравнений важное ìесто заниìаþт пря-
ìые ìетоäы вариаöионноãо ис÷исëения типа ìето-
äа Гаëеркина и кваäратурных форìуë, связанные с
÷исëенныì вы÷исëениеì собственноãо интеãраëа.
Эти же ìетоäы нахоäят приìенение и в не÷еткоì
сëу÷ае [8, 9].
Траäиöионный ìетоä Гаëеркина øироко при-

ìеняется в заäа÷ах прикëаäной ìатеìатики и ìо-
äеëировании как оäин из пряìых ìетоäов ва-
риаöионноãо ис÷исëения [10], при иссëеäовании
коëебатеëüных проöессов в поисковых систеìах
автоìати÷еской оптиìизаöии [11], äëя прибëи-
женноãо реøения уравнений в ÷астных произвоä-
ных, возникаþщих при ìоäеëировании воëновых
тверäотеëüных ãироскопов [12—14], при реøении
траäиöионных интеãраëüных уравнений [15] и т. ä.
В настоящее вреìя появëяется небоëüøое коëи-
÷ество работ по ìоäификаöии этоãо ìетоäа äëя не-
÷етких сëу÷аев. В ка÷естве оäной из таких работ
привеäеì статüþ [16]. В ней не÷еткий ìетоä Га-
ëеркина приìеняется äëя иссëеäования не÷етких
коëебатеëüных проöессов в поисковой систеìе ав-
тоìати÷еской оптиìизаöии. Можно поëаãатü, ÷то
сäерживание коëи÷ества иссëеäований по испоëü-
зованиþ не÷етких ìетоäов, в ÷астности, äëя реøе-

ния не÷етких интеãраëüных уравнений связано с
относитеëüно небоëüøиì коëи÷ествоì работ в об-
ëасти разработки не÷етких ìетоäов при реøении
прикëаäных заäа÷. Даëее äеëается попытка в рас-
øирении возìожностей приìенения не÷етких ìе-
тоäов äëя иäентификаöии не÷етких ìоäеëей, опи-
сываеìых интеãраëüныìи уравненияìи.
При оöенке состояний не÷етких интеãраëüных

ìоäеëей ÷асто возникает заäа÷а реøения поëных
(fully) НСЛУ. В разäеëе, посвященноì не÷еткоìу
ìетоäу Гаëеркина, буäут рассìотрены некоторые
реøения поëных НСЛУ.
Неизвестные переìенные вìесте с соответст-

вуþщиìи яäраìи преäставëяþт собой некий оп-
реäеëенный интеãраë, поэтоìу äëя еãо вы÷исëения
ìоãут бытü испоëüзованы разëи÷ные ÷исëенные
схеìы в виäе кваäратурных форìуë с не÷еткиìи
весовыìи коэффиöиентаìи при ÷етких базисных
функöиях. Простейøиìи не÷еткиìи кваäратурны-
ìи форìуëаìи явëяþтся не÷еткие форìуëы пряìо-
уãоëüников, трапеöий, парабоë и äр. Дëя простей-
øих кваäратурных форìуë обы÷но испоëüзуþтся
÷асти÷ные отрезки аппроксиìаöии. Это уìенüøает
поãреøностü. На ее веëи÷ину также вëияет сте-
пенü интерпоëяöионноãо ìноãо÷ëена, их ÷исëо и
распоëожение, испоëüзование разëи÷ных типов
спëайнов и äруãие факторы. Даëее буäут испоëü-
зованы некоторые из пере÷исëенных факторов äëя
прибëиженноãо оöенивания не÷етких интеãраëü-
ных ìоäеëей. Эти факторы (ìетоäы) преäставëяþт
собой естественное проäоëжение ìетоäов, кото-
рые быëи преäставëены в первой ÷асти обзора [1].

1. ÁÀÇÎÂÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

По анаëоãии с работой [10], äаëее буäеì ис-
поëüзоватü опреäеëение нечеткого функционала Jн
на ìножестве E. Он опреäеëяется, как отображение
Jн : E → R, ãäе E — ìножество не÷етких функöий.
Дëя ìножества E ввоäятся опреäеëения не÷ет-

кой непрерывности, не÷еткой äифференöируе-
ìости в то÷ке, проìежутке. Дëя этоãо испоëüзуþт-
ся опреäеëения не÷еткоãо векторноãо пространст-
ва Банаха и ìетрики в неì в виäе расстояния
Хаусäорфа ìежäу эëеìентаìи этоãо пространства.
Отображение fн : R → E опреäеëяет не÷еткуþ

функöиþ fн(t), t ∈ R; E = {r(t)}, r ∈ [0, 1] ⊂ R, которая
преäставëяется в эквиваëентной параìетри÷еской

форìе: fн(t) = f(t, r) = ( f(t, r), (t, r)|r ∈ [0, 1]), ãäе
r(•) — функöия принаäëежности.

Совокупностü не÷етких функöий  явëя-

ется полной, есëи fнn(t) → fн(t), ãäе схоäиìостü (→)
опреäеëяется в ìетрике Хаусäорфа.

f

fнi{ }i 1=
n
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Не÷еткие функöии xнi(s) = xi(s, r) = (xi(s, r),

(s, r)|r ∈ [0, 1]), xнj(s) = xj(s, r) = (xj(s, r),

(s, r)|r ∈ [0, 1]) называþтся ортогональными, ес-
ëи выпоëняþтся соотноøения

xнi(s)xнj(s)ds =  ⇔

⇔  = 

∀r ∈ [0, 1] ⊂ R.

Зäесü собственный интеãраë по Риìану пони-
ìается в не÷еткоì сìысëе и еãо опреäеëение äано
в § 1 первой ÷асти обзора [1].
Друãие базовые опреäеëения, испоëüзуеìые в

статüе, äаþтся в работе [6].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Требуется рассìотретü ÷исëеннуþ схеìу оöени-
вания состояния не÷еткой интеãраëüной ìоäеëи 

xн(s) = fн(s) + λ K(s, τ)xн(τ)dτ (1)

с поìощüþ ìетоäа наиìенüøих кваäратов (МНК)
и еãо ìоäификаöий, не÷еткоãо ìетоäа Гаëеркина и
не÷етких кваäратурных форìуë.

3. ÌÅÒÎÄÛ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ ÎÖÅÍÊÈ

3.1. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì

Данный ìетоä преäставëен в работе [17].
Иìееì не÷еткуþ ìоäеëü (1) в форìе не÷еткоãо

интеãраëüноãо уравнения, которое в параìетри-
÷еской форìе иìеет виä:

ãäе

U(τ, r) = 

(τ, r) =  λ = 1.

Зäесü поëаãается, ÷то äëя яäра K(s, τ), ãäе τ ∈
∈ [a, b] — проìежуток интеãрирования, выпоëне-
ны такие типы неравенства:

(i) : K(s, τ) ≥ 0, a ≤ τ ≤ b;

(ii) : K(s, τ) ≤ 0, a ≤ τ ≤ b;

(iii) : K(s, τ) ≥ 0, есëи a ≤ τ ≤ с, K(s, τ) < 0, 
есëи с < τ ≤ b.

Дëя сëу÷ая (i) буäеì иìетü:

U(τ, r) = K(s, τ)x(τ, r);

(τ, r) = K(s, τ) (τ, r),  τ ∈ [a, b].

Дëя сëу÷ая (ii):

U(τ, r) = K(s, τ) (τ, r);

(τ, r) = K(s, τ) (τ, r),  τ ∈ [a, b].

Дëя сëу÷ая (iii):

U(τ, s) = K(s, τ)x(τ, r),  a ≤ τ ≤ с;

U(τ, s) = K(s, τ) (τ, r),  c < τ ≤ b;

(τ, s) = K(s, τ) (τ, r),  a ≤ τ ≤ с;

(τ, s) = K(s, τ)x(τ, r),  c < τ ≤ b.

Дëя сëу÷ая (i) иìееì:

xн(s) = fн(s) + λ K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ 

Не÷еткое реøение x(s, r), (s, r) ищется в виäе
не÷еткоãо прибëиженноãо соотноøения

x(s, r) g ai(r)hi(s);  (s, r) g (r)hi(s), (2)

xi

xj

a

b

∫
0 i j,≠,
1 i, j,=⎩

⎨
⎧

xi s r,( )xj s r,( ) s,d
a

b

∫

xi s r,( )xj s r,( ) s,d
a

b

∫⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0 i j,≠,
1 i, j,=⎩

⎨
⎧

a

b

∫

x s r,( ) f s r,( ) λ U τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=

x s r,( ) f s r,( ) λ U τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=

r 0 1,[ ] R — параìетр,⊂∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

K s τ,( )x τ r,( ) K •( ) 0,≥,

K s τ,( )x τ r,( ) K •( ) 0;<,⎩
⎨
⎧

U K s τ,( )x τ r,( ) K •( ) 0,≥,
K s τ,( )x τ r,( ) K •( ) 0;<,⎩

⎨
⎧

U x

x

U x

x

U x

U

a

b

∫

x s r,( ) λ K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

b

∫– f s r,( ),=

x s r,( ) λ K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

b

∫– f s r,( ),=

r 0 1,[ ] R.⊂∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

x

i 1=

n

∑ x
i 1=

n

∑ ai
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ãäе  — посëеäоватеëüностü независиìых

и поëных функöий; ai(r), (r) — не÷еткие пере-
ìенные, поäëежащие опреäеëениþ.
Поäставив соотноøение (2) в ìоäеëü (1), äëя

сëу÷ая (i) поëу÷иì:

Переставив ìестаìи сиìвоëы  и Σ, буäеì
иìетü:

Испоëüзуеì обозна÷ения:

ki(s) = λ K(s, τ)hi(τ)dτ;

li(s) = hi(s) – ki(s),

i = , (4)

тоãäа систеìа (3) буäет иìетü виä:

 ⇔

⇔ (5)

ãäе ,  — оøибки прибëижения в соотноøении

(2). Веëи÷ины li(s), i = , в выражении (4) ìоãут
бытü поëожитеëüныìи иëи отриöатеëüныìи, по-
этоìу с у÷етоì свойств операöии уìножения кон-

станты li(s) ∈ R на не÷еткие переìенные ai(r), (r)
поëу÷иì:

f(s, r) – bi(r)li(s) = ,  li(r) = 

(s, r) – ci(r)li(s) = ,  ci(r) = 

Ищеì неизвестные переìенные bi(r), ci(r),

i = , с поìощüþ траäиöионноãо МНК. Преä-

ставиì арãуìент s в виäе s = si, i = , тоãäа с у÷е-
тоì обозна÷ений li(sj) = lij поëу÷иì ëинейные сис-
теìы уравнений äëя нахожäения зна÷ений пере-
ìенных bi(r), ci(r):

(6)

В соответствии с МНК, зна÷ения переìенных

bi(r), ci(r), i = , опреäеëяþтся из усëовия ìини-

ìизаöии кваäрата оøибки ,  на проìежутке

[a, b] интеãрирования исхоäноãо уравнения (6):

 ⇔  ⇔

⇔  ⇔

⇔ (7)

hi s( ){ }i 1=
n

ai

ai r( )hi s( )
i 1=

n

∑ λ K s τ,( ) ai r( )hi τ( )
i 1=

n

∑ τ   f s r,( ),d
a

b

∫–

ai r( )hi s( )
i 1=

n

∑ λ K s τ,( ) ai r( )hi τ( )
i 1=

n

∑ τ   f s r,( ).d
a

b

∫–

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

g

g

∫

ai r( )hi s( )
i 1=

n

∑ ai r( ) λ K s τ,( )hi τ( ) τd
a

b

∫
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

   f s r,( ),
i 1=

n

∑–

ai r( )hi s( )
i 1=

n

∑ ai r( ) λ K s τ,( )hi τ( ) τd
a

b

∫
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

   f s r,( ).
i 1=

n

∑–
⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

g

g

(3)

a

b

∫

1 n,

ai r( )li s( )   f s r,( ),
i 1=

n

∑

ai r( )li s( )   f s r,( ),
i 1=

n

∑
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

g

g

f s r,( ) ai r( )li s( )
i 1=

n

∑– rn,=

f s r,( ) ai r( )li s( )
i 1=

n

∑– rn,=
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

rn rn

1 n,

ai

i 1=

n

∑ rn

ai r( ) li s( ) 0,≥,

ai r( ) li s( ) 0;<,⎩
⎨
⎧

f
i 1=

n

∑ rn
ai r( ) li s( ) 0,≥,

ai r( ) li s( ) 0.<,⎩
⎨
⎧

1 n,

1 n,

f sj r,( ) bi r( )lij
i 1=

n

∑– rj,=

f sj r,( ) ci r( )lij
i 1=

n

∑– rj,=

j 1 n, .=⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

1 n,

rj
2 rj

2

min rj
2 s( ) s,

bi

d
a

b

∫

min rj
2

s( ) s,
ci

d
a

b

∫
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧ min f sj r,( ) bi r( )lij

i 1=

n

∑– s,
bi

d
a

b

∫

min f sj r,( ) ci r( )lij
i 1=

n

∑– s,
ci

d
a

b

∫
⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

bi∂
∂ f sj r,( ) bi r( )lij

i 1=

n

∑–
2

sd
a

b

∫
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

0,=

ci∂
∂ f sj r,( ) ci r( )lij

i 1=

n

∑– sd
a

b

∫
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

0,=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

bi li lj,( )
i 1=

n

∑ f lj,( )
i 1=

n

∑= j, 1 n, ,=

ci li lj,( )
i 1=

n

∑ f lj,( )
i 1=

n

∑= j, 1 n, .=
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧
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Зäесü

(li, lj) = li(s)lj(s)ds;  (f, lj) = f(s)lj(s)ds;

( , lj) = (s)lj(s)ds,  i, j = . (8)

— скаëярные произвеäения.
Соотноøение (7) в ìатри÷ной форìе буäет

иìетü виä:

SA = Y, detS ≠ 0, (9)

ãäе

S = ;  L = (lij);  A = (b1, ..., bn c1, ..., cn)
т;

Y = (Y ),  Y = ( , ..., )т;   = ( , ..., )т;

 = ( , li).

Из соотноøения (9) поëу÷иì реøение äëя век-
тора A*:

A* = S–1Y, A* = ( , ...,  , ..., ).

Прибëиженное реøение не÷еткоãо уравнения
(1) буäет иìетü виä (2), в котороì весовые коэф-

фиöиенты ai, , i = , иìеþт соответственно

коìпоненты ,  вектора A*:

 g hi(s);  g hi(s).

Отìетиì, ÷то в систеìе (7) необхоäиìо вы÷ис-
ëятü собственные интеãраëы в виäе скаëярных
произвеäений, которые затеì испоëüзуþтся при
вы÷исëении не÷еткоãо вектора A*. Дëя этой öеëи
испоëüзуеì не÷еткуþ кваäратурнуþ форìуëу в ви-
äе не÷еткой форìуëы трапеöий. Дëя опреäеëен-
ности рассìотриì форìуëы в систеìе (7) типа

(f, lj) = f(s)lj(s)ds;  ( , lj) = (s)lj(s)ds. (10)

В этоì сëу÷ае отрезок [a, b] разбивается на рав-
ные ÷асти то÷каìи si:

a = s0 < s1 < ... < sn – 1 < sn = b,

ãäе

si = a + ih,  si – si – 1 = (b – a)/h,  i = .

Пустü иìееì:

(f, lj) = (r) = h ;

( , lj) = (r) = h ,

ãäе ,  — поäынтеãраëüные функöии в вы-

ражении (10), тоãäа äëя ëþбоãо фиксированноãо
r ∈ [0, 1] ⊂ R иìееì:

(r) = F(r) = ϕ(s, r)ds;

(r) = (r) = (s, r)ds.

В работе [17] äоказывается теореìа о равноìер-
ной схоäиìости в ìетрике Хаусäорфа (s), (s)

соответственно к F(r), (r). Поäобныì способоì
ìожет бытü рассìотрен и сëу÷ай (ii). В сëу÷ае (iii)
проìежуток интеãрирования разбивается на äва
соответствуþщих проìежутка.
По анаëоãи÷ной ìетоäике не÷еткоãо интеãри-

рования в выражениях (8) приìеняется не÷еткая
спëайн-интерпоëяöия [8]. Наприìер, не÷еткая ëи-
нейная спëайн-функöия сëеäует из не÷еткой вари-
аöионной заäа÷и

[ (s)]2ds,  si ∈ [a, b],  i = ,

с ãрани÷ныìи усëовияìи ϕ(s0) = ϕн0, ϕ(sn) = ϕнn.

Не÷еткая куби÷еская спëайн-функöия сëеäует
из не÷еткой вариаöионной заäа÷и

[ (s)]2ds

с заäанныìи не÷еткиìи непоäвижныìи ãрани÷-
ныìи усëовияìи и усëовиеì непрерывности фун-
кöии ϕн(x) в узëах. Зäесü произвоäные (s), (s)

опреäеëяþтся по Хукухара [18, 19].
Пример 1. Иìееì:

xн(s) = fн(s) + (0,1sins•sin0,5τ)xн(τ)dτ,

a

b

∫
a

b

∫

f
a

b

∫ f 1 n,

L B
B L⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

Y y1 yn Y y1 yn

yi f

b1
* bn

* c1
* cn

*

ai 1 n,

bi
* ci

*

xi
*

i 1=

n

∑ bi
* xi

*

i 1=

n

∑ ci
*

a

b

∫ f
a

b

∫ f

1 n,

ϕn ϕ a r,( ) ϕ b r,( ) ϕ si r,( )
i 1=

n

∑+ +

f ϕn ϕ a r,( ) ϕ b r,( ) ϕ si r,( )
i 1=

n

∑+ +

ϕn ϕn

n ∞→
lim ϕn

a

b

∫

n ∞→
lim ϕn F

a

b

∫ ϕ

ϕn ϕn

F

min
ϕн s( ) s0 = a

sn = b

∫ ϕ· н 0 n,

min
ϕн s( ) s0 = a

sn = b

∫ ϕ·· н

ϕ· н ϕ·· н

0

2π

∫
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ãäе

fн(s) = f(s, r) = (f(s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]);

f(s, r) = sin(0,5s)•[(13/15)•(r2 + r) +

+ (2/15)•(4 – r3 – r)];

(s, r) = sin(0,5s)•[(2/15)•(r2 + r) +

+ (13/15)•(4 – r3 – r)].

Это уравнение описывает вынужäенные коëебания
струны заäанной äëины l = 2π при возäействии на нее
внеøнеãо не÷еткоãо возìущения fн(s). В уравнении

K(s, τ) = 0,1sins•sin0,5τ — сìещение струны в то÷ке τ
поä возäействиеì ãарìони÷еской сиëы, приìененной в
то÷ке s. При нуëевоì внеøнеì возìущении ( fн(s) = 0)

эта ìоäеëü преäставëяет собой свобоäные коëебания
струны.

Чтобы найти реøение, заäаäиì: h1(s) = 1; h2(s) = s. 

Из выражения (4) нахоäиì:

k1(s) = K(s, τ)h1(τ)dτ =

= [(0,1sins•sin0,5τ)•1]dτ = 0,4sins;

k2(s) = K(s, τ)h2(τ)dτ =

= –[(0,1sins•sin0,5τ)•τ]dτ = 0,4πsins.

Вы÷исëения зна÷ений веëи÷ин l1(s), l2(s) из выраже-

ния (4) äаþт:

l1(s) = h1 – k1(s) = 1 – 0,4sins;

l2(s) = h2 – k2(s) = s – 0,4πsins,

при этоì

l1(s) > 0, есëи s ∈ [0, 2π], 

а l2(s) = 

По выраженияì (8) опреäеëяеì правуþ ÷астü систе-
ìы (7). Так как l1(s) ≥ 0, ∀s ∈ [0, 2π], то

(f, l1) = (f, l1)ds = {(sin0,5s)[(13/15)(r2 + r) +

+ (2/15)(4 – r3 – r)]•[1 – 0,4sins]}ds =

= 4[(13/15)(r2 + r) + (2/15)(4 – r3 – r)];

( , l1) = ( , l1)ds = 4[(2/15)(r2 + r) +

+ (13/15)(4 – r3 – r).

Вы÷исëения по форìуëаì трапеöии äаþт:

(f, l2) = f•l2ds g –0,3r3 + 12,5r2 + 12,5r + 0,1;

( , l2) = •l2ds g –12,5r3 + 0,03r2 – 12,5r + 50,2.

Скаëярные произвеäения (li, lj), i, j =  в систеìе

(7) нахоäиì по выраженияì (8):

(l1, l2) = l1(s)•l2(s)ds =

= [(1 – 0,4sins)•(1 – 0,4sins)]ds g 6,8;

(l1, l2) = (l2, l1) = l1(s)•l2(s)ds =

= [(1 – 0,4sins)•(s – 0,4πsins)]ds g 23,8;

(l2, l2) = l2(s)•l2(s)ds =

= [(s – 0,4πsins)•(s – 0,4πsins)]ds g 103,4.

В резуëüтате вы÷исëений появëяется НСЛУ (9) с не-
известныìи эëеìентаìи bi(r), ci(r), i = 1, 2:

 = , |S | ≠ 0,

ãäе с поìощüþ систеìы (6) опреäеëяþтся коìпоненты

вектора A* = ( , , , )т и äаëее нахоäится при-

бëиженное реøение не÷еткоãо интеãраëüноãо уравнения

x*(s, r) g h1(s) + h2(s) = •1 + s;

(s, r) g h1(s) + h2(s) = •1 + s.

Наприìер, заäав r = 0,5; s = π, поëу÷иì: x*(s, r) g 1,1;

(s, r) g 3. ♦

3.2. Ðåêóððåíòíûé è íåëèíåéíûé ìåòîäû
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Данные ìетоäы преäставëены в работах [13, 14].
Метоä, изëоженный в п. 3.1, приìеняется при

небоëüøих объеìах инфорìаöии — обы÷но, коãäа
si = 1, 2. При si, i > 2 приìеняется рекуррентный
МНК.

f

f

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

l2 s( ) 0= s 0 π/2±,[ ],∈,

l2 s( ) 0> s π/2± 2π,[ ].∈,⎩
⎨
⎧

a

b

∫
0

2π

∫

f
a

b

∫ f

a

b

∫

f
a

b

∫ f

1 n,

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

0

2π

∫

6,8 23,8
23,8 103,4

B

B 6,8 23,8
23,8 103,4⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

b1

b2

c1

c2⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ f l1,( )

f l2,( )

f l1,( )

f l2,( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

a1
* a2

* a1
* a2

*

a1
* a2

* a1
* a2

*

x* a1
* a2

* a1
* a2

*

x*
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Пустü соотноøение (9) по k и k + 1 изìеренияì
иìеет соответственно станäартнуþ форìу:

SkAk = Yk, Sk + 1Ak + 1 = Yk + 1 ⇔ LkBk = Vk, (11)

ãäе

Lk = Xk;  Vk = Yk,  Xk = (li(sj)),  i, j = .

Тоãäа äëя рекуррентноãо МНК заäа÷а состоит в
поëу÷ении зависиìости Φ: Bk + 1 = Φ(Bk). 

Иìееì эëеìенты соотноøения (11) в виäе
бëо÷ноãо преäставëения:

Vk + 1 = (u1, ..., uk uk + 1)
т = (Vk uk + 1)

т;

Xk + 1 = ;  Xk = (li(sj)),  i, j = ;

 = (l1(sk + 1), ..., lk + 1(sk + 1)).

Из правиëа уìножения бëо÷ных ìатриö [20]

(a b)•  = ac + bd

иìееì в правой ÷асти выражения (11):

•Vk + 1 = •  =

= (  xk + 1)•  = ( Vk + xk + 1uk + 1). (12)

Поäставив выражение (12) в форìуëу (11), по-
ëу÷иì:

Bk + 1 = Mk + 1( Vk + xk + 1uk + 1), 

Mk + 1 =  ⇔  = Lk + 1. (13)

Преобразование  äает:

 = [( , Xk + 1)
–1]–1 = , 

Xk + 1 =  = (  xk + 1)  =

= Xk + xk + 1  =  + xk + 1I ,

ãäе I — еäини÷ная ìатриöа, испоëüзуеìая äëя
вспоìоãатеëüных öеëей.

В резуëüтате буäеì иìетü:

 =  + xk + 1I  ⇔

⇔ Lk + 1 = (  + xk + 1I )–1.

Дëя обращения ìатриöы в правой ÷асти пос-
ëеäнеãо соотноøения испоëüзуется известная фор-
ìуëа из аëãебры ìатриö [20]:

A–1 = (B + CDG)–1 = 

= B–1 – B–1C(D–1 + GB–1C)–1GB–1, 

откуäа буäеì иìетü:

Lk + 1 =  = (  + xk + 1I )–1 =

=  – xk + 1[I
–1 + ]

–1
 Ѕ

Ѕ = Mk – Mkxk + 1 Ѕ

Ѕ (I + Mkxk + 1)
–1 Mk.

Анаëиз разìерностей äëя эëеìента в скобках
показывает, ÷то dim(•) = (1Ѕ1), поэтоìу

(I + Mkxk + 1)
–1 = γk ∈ R,

ãäе коэффиöиент

γk = (1 + αk)
–1.

В резуëüтате выражение (13) буäет иìетü виä:

Mk + 1 = Mk – γkMkxk + 1 Mk. (14)

Поäставëяя выражения (14) и (12) в форìуëу
(11), поëу÷иì посëе преобразований:

Bk + 1 = Vk + 1 ⇔

⇔ Bk + 1 =Mk + 1 Vk + 1=

= (Mk – γkMkxk + 1 Mk)( Vk + xk + 1uk + 1) =

= Mk Vk + Mkxk + 1uk + 1 –

– γkMkxk + 1 Mk Vk + 1 –

– γkMkxk + 1 Mkxk + 1uk + 1 =

= Bk + γkMkxk + 1[ uk + 1 – αkuk + 1] –

– γkMkxk+1 Bk = Bk + γkMkxk+1(uk+1 – Bk).

Такиì образоì, поëу÷ена зависиìостü Bk + 1 =

= Φ(Bk), ãäе Φ(Bk) = Bk + γkMkxk + 1(uk + 1 – Bk),

ãäе γk ∈ R — коэффиöиент аäаптаöии.

Xk
T

Xk
T Xk

T 1 n,

Xk

Xk 1+
т

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 k,

xk 1+
т

c
d⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

Vk 1+
т Xk

xk 1+
т

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Vk

uk 1+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xk
т Vk

uk 1+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xk
т

Xk
т

Lk 1+
1– Mk 1+

1–

Mk 1+
1–

Mk 1+
1– Xk 1+

т Xk 1+
т

Xk

xk 1+
т

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ т Xk

xk 1+
т

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xk
т Xk

xk 1+
т

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xk
т xk

т Mk
1– xk 1+

т

Mk 1+
1– Mk

1– xk 1+
т

Mk
1– xk 1+

т

Mk 1+
1– Mk

1– xk 1+
т

Mk
1–( )

1–
Mk

1–( )
1–

xk 1+
т Mk

1–( )
1–

xk 1+
т Mk

1–( )
1–

xk 1+
т xk 1+

т

xk 1+
т

xk 1+
т

Lk 1+
1– Xk 1+

т

Xk 1+
т

xk 1+
т Xk

т

Xk
т

xk 1+
т Xk

т

xk 1+
т

γk
1–

xk 1+
т xk 1+

т

xk 1+
т
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Дëя неëинейноãо МНК испоëüзуется рекуррен-
тная форìа

Bj + 1 = Bj + ΔBj,  j = ,

ãäе ΔBj = ( Xj)
–1 Vj, j = , опреäеëены из

форìуëы (11) с то÷ностüþ äо обозна÷ений, B0 —
заäанный вектор на÷аëüноãо прибëижения.

3.3. Íå÷åòêèé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Данный ìетоä изëожен в работе [21].
Иìееì исхоäные äанные поäобно теì, которые

привеäены в п. 3.1, — не÷еткуþ ëинейнуþ ìате-
ìати÷ескуþ ìоäеëü типа (6), которая в векторной
форìе иìеет виä:

f(s, r) = (B(r), L(s)) + (s);

(s, r) = (C(r), L(s)) + (s), (15)

ãäе B(r) = (b1(r), ..., bn(r)), C(r) = (c1(r), ..., cn(r)) —
векторы неизвестных переìенных, поäëежащих
опреäеëениþ; L(s) = (l1(s), ..., ln(s)) — вектор за-

äанных базисных функöий; (s), (s) — оøибки

ìоäеëи; (B(r), L(s)), (C(r), L(s)) — скаëярные про-
извеäения.
Даëее äëя простоты рассìатривается нижняя

÷астü ìоäеëи (15), обозна÷енной сиìвоëоì «_». Дëя

верхней ÷асти ìоäеëи (15) с сиìвоëоì «–» äаëü-
нейøие рассужäения и преобразования выпоëня-
þтся анаëоãи÷но.

Пустü при зна÷ениях арãуìента s = si, i = 
(m ≥ n), в ëевой ÷асти ìоäеëи (15) быëи поëу÷ены
äанные (изìерения):

s1 < s2 < ... < sm,

f(s1, r), f(s2, r), ..., f(sm, r).

Посëе поäстановки этих äанных в ìоäеëü (15)
поëу÷иì НСЛУ:

f(sj, r) = bi(r)•li(sj) + r(sj) ⇔ R = Y – XB, (16)

ãäе R = (r(s1), ..., r(sm)); Y = ( f(s1), ..., f(sm))т, а

Х = (xij), xij = li(xj), i = , j = , — пряìоуãоëü-
ная ìатриöа dimX = (mЅn), m — ÷исëо äанных,
n — ÷исëо неизвестных параìетров.
Заäается взвеøенный кваäрат оøибок:

RтΛ–1R, Λ = diag(λij) — äиаãонаëüная весовая
ìатриöа.

Заäа÷а нахожäения неизвестноãо вектора B в
НСЛУ (16) состоит из äвух этапов.
На этапе 1 äëя кажäой базисной функöии

li(s = sj) = lij, i = , j = , форìируþтся не-
÷еткие правиëа «есëи — то». Заäавая äëя не÷ет-

кой переìенной lij не÷еткие иäентификаторы ,

ε = , — ÷исëо иäентификаторов äëя i-й не÷ет-
кой переìенной при s = sj, ìожет бытü сфорìиро-

вана не÷еткая база правиë Rj = . Напри-

ìер, при s = s1 она буäет иìетü виä:

Зäесü «и», «иëи» преäставëяþт собой не÷еткие
ëоãи÷еские функöии по Заäе:

r1(x) и r2(x) = min(r1(x), r2(x)); 

r1(x) и r2(x) = max(r1(x), r2(x)).

База правиë R1 =  при s = s1 соäержит

p = 2n правиë äëя «и» базисных функöий.
Поëу÷енные коэффиöиенты g11, g12, ..., g1p нор-

ìируþтся, ÷то привоäит к весовыì коэффиöиен-

таì λ11 = g11/ g1i, ..., λ1p = g1p/ g1i. 

0 k,

Xj
т Xj

т 0 k,

rn

f rn

rn rn

1 m,

i 1=

n

∑

1 n, 1 m,

1 n, 1 m,

rij
ε

1 f,

Rjp{ }p 1=
p = 2

n

R11: есëи l11 r11
1( ) и l21 r21

1( ) = =

      и ... и ln 1– 1, rn 1– 1,
1( )  и ln1 rn1

1( ),= =

то g11 min r11
1( ) r21

1( ) ... rn 1– 1,
1( ) rn1

1( ), , , ,{ },=

иëи

R12: есëи l11 r11
1( ) и l21 r21

1( )= =

      и ... и ln 1– 1, rn 1– 1,
1( )  и ln1 rn1

2( ),= =

то g12 min r11
1( ) r21

1( ) ... rn 1– 1,
1( ) rn1

2( ), , , ,{ },=

иëи

иëи

R1p 1– : есëи l11 r11
f( ) и l21 r21

f( )= =

         и ... и ln 1– 1, rn 1– 1,
f( )  и ln1 rn1

f 1–( ),= =

то g1p 1– min r11
f( ) r21

f( ) ... rn 1– 1,
f( ) rn1

f 1–( ), , , ,{ },=

иëи

R1p: есëи l11 r11
f( ) и l21 r21

f( )= =

      и ... и ln 1– 1, rn 1– 1,
f( )  и ln1 rn1

f( ) ,= =

то g1p min r11
f( ) r21

f( ) ... rn 1– 1,
f( ) rn1

f( ), , , ,{ }.=⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

...

...

R1p{ }p 1=
p = 2

n

i 1=

p

∑
i 1=

p

∑
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Даëее анаëоãи÷ныì образоì при s: s2, s3, ..., sm
форìируþтся соответственно не÷еткие базы пра-
виë R2, R3, ..., Rm. По кажäой не÷еткой базе правиë
нахоäятся норìированные весовые коэффиöиен-
ты, из которых с у÷етоì R1 форìируется табëиöа
разìерностüþ (m Ѕ p): 

На этапе 2 по совокупности весовых ìатриö

 с приìенениеì обобщенноãо МНК нахо-

äятся неизвестные параìетры bi(r), i = , ìоäеëи

(6). Параìетры ci(r), i = , в ìоäеëи (6) нахоäят-
ся так же, как и bi(r).

Ранее в п. 3.1 поëаãаëосü, ÷то не÷еткая ìо-

äеëü оøибки rn = ( (s), (s)) иìеет параìетры

E (s) = E (s) = 0, D (s) = D (s) = σ2I, ãäе E,

D — операторы ìатеìати÷ескоãо ожиäания и äис-
персии соответственно; I — еäини÷ная ìатриöа;

σ2 — коэффиöиент пропорöионаëüности. Это при-

воäиëо к оöенкаì МНК (r), (r) ìоäеëи (9).

Теперü при наëи÷ии весовых ìатриö ,

поëу÷енных äëя s: s1, ..., sm(dimΛq = (mЅm)), ìат-
ри÷ная ìоäеëü оøибки Rq в выражении (12) при-
ниìает виä:

ERq = 0, DRq = σ2Λq,

ãäе Λq — поëожитеëüно опреäеëенная ìатриöа

Λq ∈ .

Это озна÷ает, ÷то äëя Λq существует ëинейное
преобразование Pq:

•Pq = Pq•Pq =  = Λq;   = Pq.

Поэтоìу, приìеняя к ìоäеëи (16) ëинейное

преобразование  в виäе ее уìножения сëева,

поëу÷иì:

Rq = Yq – XBq ⇔ Yq = XBq + Rq ⇒

⇒ Yq = XBq + Rq ⇒

⇒  = Bq + ,   = ;

 = Xq;   = Rq. (17)

Нахоäиì ìоäеëü äëя оøибки . Дëя этоãо

вы÷исëяþтся ìатеìати÷еское ожиäание E  и

äисперсия D . Иìееì:

E  = E( •Rq) = •(ERq) = 0; 

так как  = •Rq, ERq = 0,

D  = D( •Rq) = •(DRq)( )т =

= σ2 Λq( )т = σ2( Pq)(Pq( )т) = σ2I;

так как  = •Rq, DRq = σ2Λq, Λq = Pq•Pq.

Такиì образоì, справеäëива ìоäеëü

 = X(1)Bq +  : E  = 0;  D  = σ2I,

поэтоìу äëя нее ìожно воспоëüзоватüся равното÷-
ныì МНК, приìененныì в п. 3.1, и поëу÷итü
уравнения типа (9) при нахожäении коìпонент
вектора Bq:

(  )Bq = .

Поäставëяя затеì в это уравнение старые пере-
ìенные из форìуëы (17), поëу÷иì с у÷етоì свойств
операöии транспонирования и ìатриöы Pq урав-
нение:

[( Xq)
т•( Xq)]Bq = ( Xq)

–1( Yq) ⇒

⇒ [( )( Xq)]Bq = Yq) ⇒

⇒ ( Xq)Bq = Yq, (18)

ãäе Vq, q = , — весовые ìатриöы, найäенные из
не÷етких правиë этапа 1.
Действия, анаëоãи÷ные при поëу÷ении уравне-

ния (18), выпоëняþтся относитеëüно вектора Cq.
Тоãäа поëу÷иì:

( V –1Xq)Cq = . (19)

Объеäиняя выражения (18), (19), буäеì иìетü:

Sq•Aq = Yq,  |Sq| ≠ 0,  q = , (20)

s = s1, λ11, ..., λ1p

s = s2 λ21, ..., λ2p

s = sm λm1, ..., λmp

...
...

Λq{ }q 1=
p

1 n,

1 n,

rn rn

rn rn rn rn

ci
^ bi

^

Λq{ }q 1=
p

Λq{ }q 1=
p

Pq
т Pq

2 Pq
т

Pq
1–

Pq
1– Pq

1– Pq
1–

Yq
1( ) Xq

1( ) Rq
1( ) Yq

1( ) Pq
1–

Xq
1( ) Pq

1– Rq
1( ) Pq

1–

Rq
1( )

Rq
1( )

Rq
1( )

Rq
1( ) Pq

1– Pq
1–

Rq
1( ) Pq

1–

Rq
1( ) Pq

1– Pq
1– Pq

1–

Pq
1– Pq

1– Pq
1– Pq

1–

Rq
1( ) Pq

1–

Yq
1( ) Rq

1( ) Rq
1( ) Rq

1( )

Xq
1( )т Xq

1( ) Xq
1( )т Yq

1( )

Pq
1– Pq

1– Pq
1– Pq

1–

Xq
т Pq

1– Pq
1– Xq

т Pq
1–

Xq
т Vq

1– Xq
т Vq

1–

1 p,

Xq
т Xq

т Vq
1– Yq

1 p,
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ãäе

Sq = ; Lq = ( Xq);  Aq = (Bq Cq)
т;

Bq = (bq1, ..., bqn cq1, ..., cqn)
т;

Yq = (  );  = V –1Yq;   = V –1Yq.

В резуëüтате из систеìы (20) поëу÷иì совокуп-
ностü реøений:

 = ,

которые привоäят к совокупности не÷етких реøе-
ний интеãраëüноãо уравнения (1):

(21)

ãäе  = ( , ..., );  = (cq1, ..., cqn);

Hj = (h1(sj), ..., hn(sj)); (•, •) — скаëярное произве-
äение.
За не÷еткое реøение уравнения (1) приниìает-

ся обобщенное усреäненное реøение, поëу÷аеìое
из совокупности (21):

j = .

3.4. Íå÷åòêèé ìåòîä Ãàëåðêèíà

Иìееì не÷еткуþ ìоäеëü

xн(s) = fн(s) + λ K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ 

оöенка состояния которой ищется в виäе не÷етко-
ãо прибëижения.
Возìожны äва варианта реøения.

Вариант 1:

x(s, r) g ai(r)hi(s, r);  (s, r) g (r) (s, r),

ãäе {hнi(s) = hi(s, r) = (hi(s, r), (s, r))  — не÷ет-

кие независиìые поëные ортоãонаëüные функ-

öии; aнi = ai(r) = (ai(r), (r)) — не÷еткие коэффи-
öиенты, поäëежащие опреäеëениþ.
Вариант 2:

x(s, r) g ai(r)hi(s);  (s, r) g (r)hi(s),

ãäе  — ÷еткие независиìые поëные ор-

тоãонаëüные функöии, пониìаеìые в траäиöион-

ноì сìысëе; ai(r), (r) — коэффиöиенты в пара-
ìетри÷ескоì преäставëении не÷еткости.
Рассìотриì вариант 1. Посëе преобразований,

анаëоãи÷ных в поëу÷ении систеìы (5) из выраже-
ний (1)—(4), буäеì иìетü:

(22)

ãäе

li(s) = hi(s, r) – ki(s); ki(s) = K(s, τ)hi(τ)dτ,

(s) = (s, r) – (s);  (s) = K(s, τ) (τ)dτ.

Зна÷ения не÷етких переìенных li(s), (s) ìоãут

бытü поëожитеëüныìи иëи отриöатеëüныìи, по-
этоìу систеìа (22) ìожет бытü преäставëена в виäе:

(23)

Неизвестные переìенные bi(r), ci(r), i = , в
выражении (2) нахоäятся из усëовия ортоãонаëü-

ности функöий hi, hj и , . Дëя этоãо, посëеäо-

Lq 0

0 Lq⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xq
т Vq

1–

Yq
B Yq

C
Yq

B Xq
т Yq

C
Xq
т

Aq
*{ }q 1=

p
Bq

* Cq
*{ }q 1=

p

xq
* sj r,( ) Bq

* Hj,( ),=

xq
* sj r,( ) Cq

* Hj,( ),=

q 1 p, ;  sj 1 m, ,==⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

Bq
* bq1

* bqn
* Cq

*

x* sj r,( ) λ1qxq
* sj r,( ),

q 1=

p

∑=

x* sj r,( ) λ1qxq
* sj r,( ),

q 1=

p

∑=
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

1 m,

a

b

∫

x s r,( ) λ K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

b

∫+ f s r,( ),=

x s r,( ) λ K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

b

∫+ f s r,( ),=
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

i 1=

n

∑ x
i 1=

n

∑ ai hi

hi }i 1=
n

ai

i 1=

n

∑ x
i 1=

n

∑ ai

hi s( ){ }i 1=
n

ai

ai r( ) li s( )   f s r,( ),
i 1=

n

∑

ai r( )li s( )   f s r,( ),
i 1=

n

∑
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

g

g

a

b

∫

li hi ki ki
a

b

∫ hi

li

bi r( ) li s( )  f s r,( )
i 1=

n

∑ bi r( ),
ai r( ) li s( ) 0,≥,

ai r( ) li s( ) 0,<,⎩
⎨
⎧

=

ci r( )li s( )   f s r,( )
i 1=

n

∑ ci r( ),
ai r( ) li s( ) 0,≥,

ai r( ) li s( ) 0.<,⎩
⎨
⎧

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

g

g

1 n,

hi hj
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ватеëüно уìножая систеìу (23) на функöии hi(s, r),

(s, r), поëу÷иì поëнуþ НСЛУ:

(diagH)B = F; (diag )C = , (24)

ãäе B = (b1, ..., bn)
т; С = (с1, ..., сn)

т; F = (( f , l1), ...,

( f , ln))
т;  = (( , ), ..., ( , ))т — векторы с эëе-

ìентаìи из скаëярных произвеäений; H = ((li, hj));

= (( , )), i, j = , — ìатриöы из не÷етких

скаëярных произвеäений; параìетры li,  опреäе-

ëены в выражении (8).
Зäесü систеìа (24) — поëная НСЛУ, которая

опреäеëена в работе [22]. Дëя нее, как известно,
существуþт äва реøения: а) не÷еткое; б) ÷еткое.
Случай «а».
В настоящее вреìя теория поëных НСЛУ äо-

стато÷но хороøо изу÷ена. Некоторые из пубëика-
öий на эту теìу привеäены в работах [23—26].
Преäставиì систеìу (24) в станäартной форìе:

HD = F,

ãäе H = diag ; D = (C |D)т; F = ((fi, l1), ..., (fn,

ln)|( , ), ..., ( , ))т.

Зäесü ìатриöа H и вектор F соäержат не÷еткие
эëеìенты и, соответственно, коìпоненты.
Заìетиì, ÷то ранее рассìатриваëисü НСЛУ при-

ìенитеëüно к не÷еткиì интеãраëüныì уравнени-
яì, коãäа ìатриöа H соäержаëа ÷еткие эëеìенты,
а вектор F состояë из не÷етких коìпонент. Появ-
ëение терìина «поëная НСЛУ» указывает на то,
÷то ìатриöа H и вектор F иìеþт не÷еткие эëеìен-
ты. Обзор ìетоäов реøения поëных и непоëных
НСЛУ привеäен в работах [27, 28] соответственно.
Случай «б».
Метоä ÷еткоãо реøения äëя поëной НСЛУ

[22, 27] путеì заìены переìенных привоäит к то-
ìу, ÷то ÷исëо уравнений становится боëüøе, ÷еì
÷исëо неизвестных, поэтоìу äëя ее реøения при-
ìеняется траäиöионный МНК.
Преäëоженная ìетоäика испоëüзуется также

äëя неëинейных функöий принаäëежностей.
Вариант 2. Зäесü в раìках не÷еткоãо ìетоäа Га-

ëеркина поëаãается, ÷то базисные функöии hi(s),

i = , преäставëяþт собой траäиöионные фун-
кöии, äëя которых поëнота и ортоãонаëüностü по-
ниìается в обы÷ноì сìысëе. В этоì сëу÷ае поëная
НСЛУ (24) преобразуется в НСЛУ

(diag H) C = Fн, (25)

ãäе H — ìатриöа с ÷еткиìи эëеìентаìи; Fн = (F | ).

Систеìа (25) реøается оäниì из не÷етких ìе-
тоäов äëя НСЛУ, изëоженных в работах [27, 28].

3.5. Íå÷åòêèé ìåòîä êâàäðàòóð ×åáûøåâà

В траäиöионноì сëу÷ае этот ìетоä øироко
приìеняется при реøении ÷етких интеãраëüных
уравнений, коãäа интеãраë в уравнении заìеняется
кваäратурной форìуëой с узëаìи в то÷ках Чебы-
øева [10]. Метоä также ìожет бытü испоëüзован в
не÷еткоì сëу÷ае, коãäа не÷еткая интеãраëüная ìо-
äеëü преäставëяется в эквиваëентной параìетри-
÷еской форìе. При этоì нижнее и верхнее преä-
ставëения образуþт систеìу интеãраëüных ìоäе-
ëей, реøаеìых траäиöионныì ìетоäоì кваäратур,
поëаãая, ÷то интеãраëы пониìаþтся в не÷еткоì
сìысëе.
С÷итается, ÷то äëя не÷еткой интеãраëüной ìо-

äеëи справеäëиво параìетри÷еское ее преäставëе-
ние и äëя яäер выпоëняþтся три типа неравенств
(i)—(iii), поäобно тоìу, как это быëо реаëизовано
в п. 3.1, 3.3 первой ÷асти обзора [1].
Дëя сëу÷ая (i), коãäа K(s, τ) ≥ 0, a ≤ τ ≤ b, иìееì:

xн(s) = fн(s) + λ K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ 

ãäе V(τ, r) = K(s, τ)•x(τ, r); (τ, r) = K(s, τ)• (τ, r),
K(s, τ) ≥ 0 на проìежутке интеãрирования [a, b],
r ∈ [0, 1] ⊂ R — параìетр.
В уравнении относитеëüно нижней ветви x(s, r)

переìенной заìениì интеãраë кваäратурной фор-
ìуëой Чебыøева:

Ψ(x)dx = A Ψ(xk)dx + ρ, 

xk = 0,5(b – a)[1 + ],  A = n–1(b – a),

ãäе  — то÷ки Чебыøева, которые табуëирова-

ны, ρ — остато÷ный ÷ëен. В резуëüтате с то÷нос-
тüþ äо ρ поëу÷иì:

x(si, r) – λA K(si, τk) (si, r) = (si, r),  i = .

В ìатри÷ной форìе систеìа буäет иìетü виä:

K•X = Φ,

hi

H F

F f l1 f ln

H li hj 1 n,

li

H

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

fi l1 fn ln

1 n,

F

a

b

∫

x s r,( ) f s r,( ) λ V τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=

x s r,( ) f s r,( ) λ V τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

V x

a

b

∫
k 1=

n

∑

xk
n( )

xk
n( )

k 1=

n

∑ x f 1 n,
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ãäе

X = (x(s1), ..., x(sn)| (s1), ..., (sn))
т; 

Φ = (f(s1), ..., f(sn)| (s1), ..., (sn))
т;

K = ; R = rij = 1 – λA K(si, τk)  —

ìатриöа.

В резуëüтате опреäеëяется не÷еткое реøение в
äискретной форìе xн∂(si) g x∂(si, r) = (xg(si, r),

(si, r)| r ∈ [0, 1]), i = .

Даëее с поìощüþ не÷еткоãо интерпоëирова-
ния [26] ìожно указатü прибëиженное реøение

 = x*(s, r) = (x*(s, r), (s, r)| r ∈ [0, 1]).
Сëу÷аи (ii): K(s, τ) ≤ 0 и (iii): K(s, τ) ≥ 0, a ≤ τ ≤ с;

K(s, τ) < 0, c < τ ≤ b, c ∈ [a, b], рассìатриваþтся по-
äобно тоìу, как это быëо сäеëано в первой ÷асти
обзора [1].

3.6. Ìåòîä àïïðîêñèìàöèè íå÷åòêîãî ðåøåíèÿ 
ôóíêöèåé sinc

Данный ìетоä изëожен в работе [29]. Как и
ранее, испоëüзуется параìетри÷еская форìа äëя
исхоäной не÷еткой интеãраëüной ìоäеëи, которая
затеì преобразуется к систеìе из интеãраëüных
уравнений и äаëее приìеняется sinc-поäхоä к этой
систеìе, коãäа неизвестное не÷еткое реøение ап-
проксиìируется по базисныì функöияì с неиз-
вестныìи не÷еткиìи коэффиöиентаìи. Базисные
функöии преäставëяþтся коìпозиöией функöий
sinc и спеöиаëизированной функöией, опреäеëяþ-
щих функöиþ Кронекера. Такое разëожение ре-
øения позвоëяет в итоãе поëу÷итü НСЛУ относи-
теëüно неизвестных коэффиöиентов разëожения.
Ее реøение опреäеëяет искоìое прибëиженное со-
стояние не÷еткой интеãраëüной ìоäеëи в параìет-
ри÷еской форìе.
Функöия sinc wavelet трактуется как функöия

«небоëüøой воëны». Ее основные свойства, при-
веäенные ниже, справеäëивы на öеëой äействи-
теëüной оси [29]:

i1 : sinc(t) = 

i2 : S( j, h) = sinc((t – jh)/h), j = 0, ±1, ±2, ...;
h > 0 — øаã ìежäу узëаìи t;

i3 : C( f, h)(t) = f( jh)•sinc((t – jh)/h) — кар-

äинаëüное разëожение Уиттакера (Whittaker cardi-
nal expansion) äëя функöии f(t) в преäпоëожении,
÷то ряä схоäится;

i4 : C(f, h)(t) = f(jh)•sinc((t – jh)/h) — коне÷-

ное разëожение Уиттакера äëя f(t).
Дëя конструирования аппроксиìаöии на про-

ìежутке [a, b] ⊂ R рассìатривается конфорìное
отображение

ϕ(t) = ln((t – a)/b – t),

которое перевоäит обëастü DE в форìе петëи (eye-
shaped) на (onto) обëастü Dd в форìе поëосы (strip).
Зäесü:

DE = {z = x + iy :| arg(z – a/b – z)| < d ≤ π/2};

Dd = {ς = ζ + iη :| η | < d ≤ π/2}, (26)

ãäе h = (πd/αn)0,5, 0 < α ≤ 1, n — öеëое ÷исëо.
Базисные функöии на отрезке [a, b] иìеþт виä:

S(j, h) é ϕ(t) = sinc , (27)

ãäе сиìвоë é обозна÷ает коìпозиöиþ функöий.
То÷ки на отрезке [a, b] опреäеëяþтся из систе-

ìы (25) путеì разреøения выражения (27) отно-
ситеëüно t:

tj = ϕ–1( jh) = (a + be jh)/(1 + e jh).

Относитеëüно базисных функöий (27) иìеет
ìесто кронекерово (Kronecker) преäставëение

[S(j, h) é ϕ(t)]|t = ti
 =  = 

Пере÷исëенные выøе опреäеëения и свойства
испоëüзуþтся в ìетоäе sinc äëя прибëиженной
оöенки не÷еткой интеãраëüной ìоäеëи

xн(s) = fн(s) + λ K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ (28)

ãäе

K1(s, τ, x(τ, r), (τ, r)) = 

K2(s, τ, x(τ, r), (τ, r)) = 

äëя ∀r ∈ [0, 1] ⊂ R1 и a ≤ τ, s ≤ b.

x x

f f
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Преäставиì x(s, r), (s, r) в виäе аппроксиìа-
öии по базисныì функöияì (27) с соответствуþ-
щиìи коэффиöиентаìи αj, βj:

(29)

Поëüзуясü свойствоì (27), поëу÷иì:

x(s, r) = αj;  (s, r) = βj,  j = . (30)

Поäставëяя систеìу (29) в форìуëу (28) с у÷етоì
выражения (30), поëу÷иì систеìу траäиöионных
интеãраëüных уравнений, которая затеì превраща-
ется в (4n + 2) аëãебраи÷еских уравнений, из кото-

рой нахоäятся коэффиöиенты , .

Аëãоритì ìетоäа sinc состоит из сëеäуþщих
øаãов.
Шаг 1. Дëя не÷еткоãо интеãраëüноãо уравнения

приìеняется параìетри÷еская форìа (28).

Шаг 2. Функöии x(s, r), (s, r) аппроксиìиру-
þтся посреäствоì систеìы (29).
Шаг 3. Форìируется систеìа аëãебраи÷еских

уравнений äëя поëу÷ения коэффиöиентов

,  и реøения заäа÷и.

Пример 2. Иìееì: a = 0; b = 2; λ = 1; K(s, τ) =
= (13)–1(s2 + τ2 – 2); 0 ≤ τ, s ≤ 2; f(s, r) = r•s[1 – (2/13)–1s];

(s, r) = (2 – r)•s[1 – (2/13)s].
Решение. Выбираеì äëя соотноøений (26) α = 0,5;

d = π/2, тоãäа поëу÷иì h = π•n.
В параìетри÷еской форìе иìееì:

Нахоäиì то÷ное реøение по ìетоäу вырожäенных
яäер (сì. п. 3.4 первой ÷асти обзора [1], сëу÷ай (i)):

xn(s, r) = r•s;  (s, r) = (2 – r)s.

Прибëиженное реøение по ìетоäу sinc при n = 10
äает:

♦

В работе [29] показано хороøее совпаäение
то÷ноãо и прибëиженноãо реøений.

4. ÂÛÂÎÄÛ

В öеëоì относитеëüно рассìотренных ìетоäов
ìожно констатироватü, ÷то они преäставëяþтся в
виäе äвух кëассов, оäин из которых объеäиняет
то÷ные ìетоäы, а äруãой — прибëиженные. Пос-
ëеäние характеризуþтся ìетоäаìи по опреäеëениþ
не÷етких коìпонент заäанной структуры реøений
и ìетоäаìи по выбору структуры реøений. То÷-
ные ìетоäы составëяþт относитеëüно небоëüøуþ
ãруппу, которая связана, как правиëо, с типоì яä-
ра не÷еткоãо уравнения. Есëи яäро уравнения типа
свертки, то обы÷но приìеняется оäин из то÷ных
ìетоäов в виäе не÷еткоãо преобразования Лапëаса.
Есëи же яäро явëяется вырожäенныì, то путеì со-
ответствуþщей заìены переìенных яäра исхоäное
не÷еткое уравнение трансфорìируется в НСЛУ и
äаëее реøается ìетоäоì «вëожения» иëи еãо ìо-
äификаöияìи.
В прибëиженных ìетоäах реøение уравнения

преäставëяется в виäе неопреäеëенной структуры,
коãäа искоìое не÷еткое реøение ищется в виäе
некотороãо разëожения по заäанной ÷еткой иëи
не÷еткой систеìе базисных функöий с неопреäе-
ëенныìи не÷еткиìи коэффиöиентаìи. Поäста-
новка этоãо разëожения в исхоäнуþ не÷еткуþ ин-
теãраëüнуþ ìоäеëü опреäеëяет НСЛУ ëибо поëнуþ
НСЛУ в зависиìости от типа базисных функöий:
есëи базисные функöии ÷еткие, тоãäа появëяется
НСЛУ; есëи базисные функöии не÷еткие — появ-
ëяþтся поëные НСЛУ. По этой ìетоäике в статüе
привеäены ìетоäы «вëожения» (сì п. 3.2 [1]); тей-
ëоровской аппроксиìаöии (сì п. 3.3 [1]); аппрок-
сиìаöии (сì п. 3.1—3.3); Гаëеркина (сì п. 3.4).
Пере÷исëенные прибëиженные ìетоäы ìоãут

бытü äопоëнены äруãиìи ìетоäаìи [22]: невязки,
коëëокаöии, энерãети÷еские, Ритöа, Куранта, раз-
ностно-анаëити÷еские. Метоäика и приìенения
äëя реøения не÷етких интеãраëüных уравнений ре-
аëизуется по той же схеìе, ÷то и ранее, а иìенно:
разëожение реøения по базисныì функöияì ⇒
преäставëение исхоäноãо уравнения в виäе НСЛУ
ëибо поëной НСЛУ ⇒ поëу÷ение не÷еткоãо реøе-
ния этой систеìы какиì-ëибо ìетоäоì из изëо-
женных в работах [25—28].
Рассìотрены ìетоäы по выбору структуры при-

бëиженноãо реøения, а иìенно ìетоäы кваäратур
Чебыøева, функöии sinc (сì. п. 3.5, 3.6). Соãëасно
общеìу поäхоäу по выбору базисных функöий вы-
äеëяþтся äва основных типа базисных функöий
[15]: ãëобаëüные (аëãебраи÷еские, триãоноìетри-
÷еские поëиноìы, спеöиаëüные функöии) и фи-
нитные (B-спëайны, вейвëеты, автоìорфные и äр.).

x
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О÷евиäно, посëеäнее направëение иìеет опреäе-
ëенные перспективы в приìенении ìетоäов äëя
öеëей поëу÷ения реøения не÷етких интеãраëüных
уравнений из-за их вы÷исëитеëüной простоты и
приеìëеìой то÷ности реøения.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На основе опреäеëения не÷еткоãо функöиона-
ëа рассìотрен МНК äëя оöенки состояний не÷ет-
ких интеãраëüных ìоäеëей. В ка÷естве ìоäифика-
öий МНК преäëожены рекуррентный и неëиней-
ный ìетоäы.
Дëя уëу÷øения то÷ности реаëизован не÷еткий

обобщенный МНК, в котороì äиаãонаëüные эëе-
ìенты весовой ìатриöы нахоäятся из не÷етких
правиë. Затеì по совокупности найäенных весо-
вых ìатриö нахоäятся неизвестные параìетры ìо-
äеëи по обобщенноìу МНК.
На основе опреäеëения не÷еткой ортоãонаëü-

ности не÷етких функöий сконструирован не÷ет-
кий ìетоä Гаëеркина прибëиженной оöенки не-
÷еткой интеãраëüной ìоäеëи, в резуëüтате ÷еãо по-
явëяется поëная НСЛУ.
Рассìотрены ìетоäы структурной иäентифика-

öии при анаëизе аëãоритìа прибëиженноãо реøе-
ния: кваäратур Чебыøева и функöий sinc. Отìе÷ена
перспективностü ìетоäов структурной иäентифи-
каöии в поëу÷ении не÷етких оöенок äëя не÷етких
интеãраëüных ìоäеëей, обусëовëенных вы÷исëи-
теëüной простотой и то÷ностüþ.
При реаëизаöии ëинейных ìетоäов оöенивания

заäанная функöия принаäëежности не изìеняет
своþ форìу, оäнако äëя неëинейных ìетоäов за-
äанная форìа функöии трансфорìируется неëи-
нейныì образоì, и ее форìа ìожет бытü найäена,
наприìер, по ìетоäу се÷ений.
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STATE ESTIMATION METHODS FOR FUZZY INTEGRAL MODELS. 
Part II: Least Squares Method and Direct Variational 

Calculus Methods

N.P. Demenkov1, , and I.A. Mochalov2

1,2 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia
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Abstract. This paper considers the least squares method (LSM) and its modifications for esti-
mating the states of fuzzy integral models, namely, LSM with numerical integration, recurrent
and nonlinear LSM, and fuzzy LSM, which is based on fuzzy rules for finding diagonal elements
of the weight matrix in generalized LSM. Some examples of fuzzy systems of linear equations
(FSLE) that arise in state estimation problems for fuzzy integral models are given and solved. The
fuzzy Galerkin method is implemented for the approximate state estimation of a fuzzy integral
model. This method leads to a complete FSLE. The emergence of «strong» and «weak» systems
is explained using an illustrative example. Chebyshev quadrature methods and sinc functions for
the approximate structural estimation of fuzzy integral models are considered. As noted in the pa-
per, the same methodology can be applied to develop other algorithms for estimating fuzzy integral
models based on the following methods: residuals, collocation, energy, Ritz, Courant, etc.

Keywords: fuzzy least squares method, fuzzy Galerkin method, fuzzy Chebyshev method, fuzzy sinc method.
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