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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В теорети÷еской и прикëаäной ìатеìатике кра-
евая заäа÷а второãо поряäка реøается траäиöион-
ныì ìетоäоì, т. е. нахоäится общее реøение оä-
нороäноãо уравнения и ÷астное реøение неоäно-
роäноãо. Константы интеãрирования нахоäятся из
ãрани÷ных усëовий. С÷итается, ÷то краевая заäа÷а
боëее сëожная, ÷еì на÷аëüная, поэтоìу ÷асто при-
ìеняется приеì трансфорìаöии краевой заäа÷и к
на÷аëüной. Этот приеì приìеняется äëя оäноìер-
ноãо уравнения второãо поряäка. В не÷еткоì сëу-
÷ае приìенение этоãо приеìа невозìожно, так как
не÷еткая функöия иìеет нижнþþ и верхнþþ вет-
ви оäнозна÷ности, т. е. явëяется äвуìерной. По-
этоìу появиëся ìноãоìерный вариант не÷еткой
краевой заäа÷и второãо поряäка [1], рассìатрива-
еìый äаëее в п. 2.1.

В вариаöионноì ис÷исëении при оптиìизаöии
функöионаëов с интеãрантоì, зависящеì от иско-
ìой функöии и ее произвоäных, реäко уäается по-
ëу÷итü уравнение Эйëера, которое ìожно быëо бы
проинтеãрироватü в коне÷ноì виäе. Поэтоìу воз-

никает потребностü в иных ìетоäах. Такиìи явëя-
þтся пряìые ìетоäы: Эйëера, Ритöа, Гаëеркина и
äр. Эти прибëиженные ìетоäы поìиìо вариаöи-
онных заäа÷ также øироко приìеняþтся äëя ре-
øения неëинейных äифференöиаëüных уравне-
ний и их систеì.

В теории аäаптивных систеì, которые приìе-
няþтся äëя оптиìизаöии функöионирования раз-
ëи÷ных объектов ìетаëëурãии, хиìии, ракетостро-
ения и äр., как правиëо, приìеняþтся поисковые
систеìы автоìати÷еской оптиìизаöии. Дëя рас÷е-
та периоäи÷ескоãо режиìа таких систеì приìе-
няется ìетоä Гаëеркина. Оäнако при не÷еткости
параìетров äинаìи÷еской ÷асти объекта и äруãих
параìетров возникает необхоäиìостü в ìоäифика-
öии ìетоäа Гаëеркина в еãо не÷еткий анаëоã. Эта
пробëеìа реøается в п. 2.2.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

� Моäифиöироватü известный оäноìерный на-
÷аëüный ìетоä реøения траäиöионных краевых
заäа÷ второãо поряäка в ìноãоìерный анаëоã,

Рассìотрен на÷аëüный ìетоä реøения äвухто÷е÷ной краевой заäа÷и äëя ëинейноãо не-
÷еткоãо äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряäка и äан приìер еãо приìенения.
Дëя неëинейноãо сëу÷ая преäëожен не÷еткий ìетоä Гаëеркина, который явëяется ìоäи-
фикаöией еãо траäиöионноãо анаëоãа. В ка÷естве приìера реаëизаöии не÷еткоãо ìетоäа
привеäен рас÷ет не÷етких периоäи÷еских режиìов äëя систеìы автоìати÷еской опти-
ìизаöии с поисковыì экстреìаëüныì реãуëятороì с запоìинаниеì экстреìуìа. По-
казано, ÷то при рас÷ете возникает поëная не÷еткая систеìа ëинейных аëãебраи÷еских
уравнений.

Ключевые слова: не÷еткий на÷аëüный ìетоä, не÷еткий ìетоä Гаëеркина, периоäи÷еский режиì,
не÷еткая систеìа автоìати÷еской оптиìизаöии, не÷еткая систеìа ëинейных аëãебраи÷еских урав-
нений.
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позвоëяþщий реøатü не÷еткие краевые заäа÷и
второãо поряäка.

� Дëя реøения не÷еткой неëинейной краевой за-
äа÷и разработатü не÷еткий ìетоä Гаëеркина и с
еãо поìощüþ расс÷итатü периоäи÷еский режиì
не÷еткой аäаптивной систеìы.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅ×ÅÒÊÈÕ 
ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÕ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

2.1. Íà÷àëüíûé ìåòîä [1, 2]

Этот ìетоä явëяется обобщениеì оäноìерноãо
сëу÷ая. Не÷еткая краевая заäа÷а записывается в
станäартной ìатри÷ной форìе

L  ≡ – (t) + p(t) (t) + q(t)x(t) + r(t),

t ∈ [a, b], (1)

ãäе L — оператор, p(t), q(t) — кваäратные ìатриöы
разìера nЅn, x(t), r(t) — векторы разìера nЅ1.

Краевые усëовия заäаþтся в виäе

A
0
x(a) — A

1
(a) = α, B

0
x(b) + B

1
(b) = β, (2)

ãäе A
0
, A

1
, B

0
, B

1
 — ìатриöы разìера nЅn, α, β —

векторы разìероì nЅ1. Преäпоëаãается, ÷то при
α = β = r(0) = 0 заäа÷а (1), (2) иìеет тривиаëüное
реøение x(t) = 0.

Рассìатриваþтся векторы функöий x
(v)(t) =

= (x(0)(t), ..., x(n)(t))T разìерности 1 Ѕ (n + 1), ãäе
кажäая коìпонента преäставëяет собой вектор ре-
øений соответствуþщих на÷аëüных заäа÷.

Иìееì:

— нуëевой вектор x(0)(t) реøения на÷аëüной за-
äа÷и:

Lx
(0)(t) = r(t) ⇔ – (t) + p(t) (t) +

+ q(t)x0(t) = 0, (3)

A
0
x

(0)(t = a) – A
1

(t = a) = α; 

x
(0)(t = a) = (0, 0, ..., 0)T;

— первый вектор x(1)(t) реøения неоäнороäной
на÷аëüной заäа÷и:

Lx
(1)(t) = 0 ⇔ – (t) + p(t) (t) +

+ q(t)x(1)(t) + r(t) = 0,

A
0
x
(1)(t = a) – A

1
(t = a) = 0;

x
(1)(t = a) = (1, 0, ..., 0)T;

. . .

— n-й вектор x(n)(t) реøения неоäнороäной на-
÷аëüной заäа÷и:

Lx
(n)(t) = 0 ⇔ – (t) + p(t) (t) +

+ q(t)x(n)(t) + r(t) = 0,

A
0
x

(n)(t = a) – A
1

(t = a) = 0; 

x
(n)(t = a) = (0, 0, ..., 1)T.

Из поëу÷енных векторов x(i)(t) = ( (t), (t),

..., (t)), i = 1, 2, ..., n, составëяется ìатриöа X(t):

X(t) =  =

= ( (t), ..., (t))
(nЅn)

, (4)

опреäеëяется вектор

x
(n + 1)

(t, s) = (t) + X
(nЅn)

(t = s)V
(nЅ1)

 ≡

≡ (t) + (x(1)(t), ..., x(n)(t))
(nЅn)

 ≡

≡  + , (5)

в котороì вектор V = (v
1
, ..., v

n
)T

(1Ѕn)
 нахоäится из

уравнения

ФV = ([–B
0
x

(0)(t = b) + B
1

(t = b)] + β), (6)

в котороì ìатриöа Ф = [B
0
X(t = b) + B

1
X(t = b)].

В уравнении (6) X(t) нахоäится из уравнения (4),

а вектор x(0)(t) — из уравнения (3).
Дëя уравнения (6) рассìатриваþтся äва сëу÷ая.
Случай 1. Есëи опреäеëитеëü ìатриöы Ф ≠ 0 в

уравнении (6), то вектор V нахоäится из выра-
жения

V = [B
0
X(t = b) + B

1
X(t = b)]–1 Ѕ

Ѕ ([–B
0
x
(0)(t = b) + B

1
(t = b)] + β), (7)

a реøение краевой заäа÷и опреäеëяется по выра-
жениþ (5):

x(t, s)
(nЅ1)

 = (t) + X
(nЅn)

(t = s)V
(nЅ1)

.
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Случай 2. Есëи опреäеëитеëü ìатриöы Ф в
уравнении (6) равен нуëþ, то стоëбöы в ìатриöе
[B

0
X(t = b) + B

1
X(t = b)]

(nЅn)
 ëинейно зависиìые,

сëеäоватеëüно, äëя них äоëжен существоватü ÷ис-

ëовой вектор a
ν(1Ѕn)

ν = , не все коìпоненты

котороãо обращаþтся в нуëü, так ÷то справеäëиво
соотноøение

a
ν(1Ѕn)

[–B
0
x
(ν)(t = b) + B

1
(t = b)]

(nЅ1)
 = 0,

ãäе инäекс ν — ноìер стоëбöа в ìатриöе уравнения

(6). Это озна÷ает, ÷то функöия z(t) = a
ν
x
(ν)(t)

уäовëетворяет уравнениþ B
0
z(t = b) + B

1
(t = b) = 0

и также явëяется реøениеì оäнороäной краевой
заäа÷и, поëу÷аеìой из заäа÷и (1), (2). Это приво-
äит к тоìу, ÷то иìеет ìесто равенство

z(t) = a
ν
I

(ν),

ãäе I (ν) = (1, 0, ..., 0)T, ..., I(ν) = (0, ..., 1, ..., 0)T, ...,

I
(ν) = (0, 0, ..., 1)T, откуäа сëеäует, ÷то a

ν
 = 0,

ν = .

Из этоãо противоре÷ия относитеëüно a
ν
 сëеäу-

ет, ÷то уравнение (6) иìеет еäинственное реøение
и оно опреäеëяется тоëüко по уравнениþ (7), по-
этоìу реøение краевой заäа÷и нахоäится по выра-
жениþ (5).

Пример 1. Найти не÷еткое реøение x
н
(t) = x(t, r) =

(x(t, r), (t, r))T, r ∈ [0; 1] äвухто÷е÷ной краевой заäа÷и
äëя äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряäка

(t) = – (t) + 2x(t) + (2t + 3) = 0,  0 ≤ t ≤ 1,

с не÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи

x
н
(t = 0) = x(0, r) = (x(0, r) = 0,1r + 0,9, (0, r) =

= 1,2 – 0,2r)T,  r ∈ [0; 1];

x
н
(t = 1) = x(1, r) = (x(1, r) = 0,2r + 1, (1, r) =

= 2,1 – 0,1r)T,  r ∈ [0; 1].

Зäесü ÷ерез x(t, r) обозна÷ена нижняя ветвü, а ÷ерез

(t, r) — верхняя ветвü не÷еткой переìенной x
н
(t) = x(t, r).

Исхоäная заäа÷а привоäится к станäартной ìатри÷-
ной форìе:

(t) = P(t) (t) + Q(t)X(t) + R(t),

ãäе

X(t) = (x(t), (t))T;  R(t) = (2t + 3, 2t + 3)T; 

P(t) = ;  Q(t) = .

По усëовиþ заäа÷и иìеþтся ãрани÷ные усëовия пер-

воãо роäа, т. е. (t = a = 0) = 0, (t = b = 1) = 0, поэтоìу

из краевых усëовий (2) иìееì:

A
0
x(t = 0) – A

1
(t = 0) = α ⇔ A

0
x(t = 0) = α,

B
0
x(t = 1) – B

1
(t = 1) = β ⇔ B

0
x(t = 1) = β,

ãäе

x(t = 0) = (x(0), (0))T, 

α = (x(0) = 0,1r + 0,9, (0) = 1,2 – 0,2r)T,

x(t = 1) = (x(1), (1))T,

β = (x(1) = 0,2r + 1, (1) = 2,1 – 0,1r)T,

A
0
 = ,  B

0
 = .

Реøение исхоäной заäа÷и ищется в виäе

X(t, s) = X (0)(t) + X(t = s)V,

и аëãоритì ее реøения состоит из трех этапов.

Этап 1. Нахоäится вектор X (0)(t) реøения оäнороä-
ной на÷аëüной заäа÷и (ν = 0):

LX
(0)(t) = R(t) ⇔ – (t) + P(t) (t) + Q(t)X(0)(t) = 0 ⇔

⇔ (t) – (t) – X
(0)(t) = 0, (8)

ãäе

(t) = X (0)(t, r) = (x(0)(t, r), (t, r))T.

На÷аëüные усëовия äëя уравнения (8) иìеþт виä

 =

= , (9)

 = .

Дëя нахожäения реøения уравнения (8) опреäеëяþт-
ся корни векторноãо характеристи÷ескоãо уравнения

 –  –  =  ⇔

⇔ λ2 +  – 2 = 0,  + λ – 2 = 0, (10)

1 n,

ν 1=

m

∑ x·
ν( )

ν 1=
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∑
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∑
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0 2
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X
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⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎬ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎫
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0 r,( )
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0 r,( )⎭ ⎪ ⎬ ⎪ ⎫

X
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0 r,( ) 0,1r 0,9+=
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0 r,( )

x
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0 r,( )
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.
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откуäа посëе вы÷итания уравнений (10) поëу÷иì соот-
ноøения

(λ – )(λ + ) + (λ – ) = 0 ⇔

⇔ (λ – )(λ +  + 1) = 0 ⇒ (i
1
): λ = ; λ = ; 

(i
2
): λ = –(  + 1).

У÷итывая выражения (i
1
), (i

2
) и уравнение (10), най-

äеì:

λ
1
 = 2;  λ

2
 = –1;   = a;   = b;

a = 0,5(1 + );  b = 0,5(1 – ),

откуäа общее реøение уравнения (8) иìеет виä:

x
(0)(t) = C

1
e
2t + C

2
e
–t;  (t) = e

at + e
bt.

Константы C
1
, C

2
, ,  нахоäятся из на÷аëüных ус-

ëовий

C
1
 + C

2
 = 0,1r + 0,9;  2C

1
 – C

2
 = 0;

 +  = 1,2 = 0,2r;  a  + b  = 0,

откуäа поëу÷иì, ÷то

(r) =  + ; (r) =  + ;

(r) = b(1,2 + 0,2r);  (r) = a(1,2 + 0,2r).

В резуëüтате иìееì реøение уравнения (8) в форìе
вектора:

X
(0)(t) = . (11)

Этап 2. Нахоäится вектор X
(1)(t) из реøения неоäно-

роäной на÷аëüной заäа÷и

LX
(1)(t) = 0 ⇔ (t) – (t) –

– X
(1)(t) –  = 0 (12)

с на÷аëüныìи усëовияìи

 = ,

 = . (13)

Соãëасно ìетоäу Лаãранжа вариаöии постоянной на-
хожäения неоäнороäной систеìы [3] нахоäится общее
реøение соответствуþщеãо оäнороäноãо äифференöи-
аëüноãо уравнения, поëу÷аеìоãо из выражения (12) при
R(t) ≡ 0. Оäнороäное уравнение в этоì сëу÷ае совпаäает
с уравнениеì (8) с то÷ностüþ äо обозна÷ений:

LX
(1)(t) ⇔ (t) – (t) – X

(1)(t) = 0,

поэтоìу еãо реøение буäет иìетü виä, поäобный реøе-
ниþ (11) этапа 1:

X
(1)(t) = ,

ãäе C
i
(r), (r), i = 1, 2, — варüируеìые параìетры.

В соответствии с аëãоритìоì варüирования äëя ко-

орäинат x(1)(t), (t) записывается вронскиан:

W
(1)(t) = det  = –3et ≠ 0;

(t) = det  = –5et ≠ 0.

Даëее кажäый из стоëбöов вронскианов посëеäова-

теëüно заìеняется стоëбöоì R(t) = (2t + 3, 2t + 3)T и вы-
÷исëяþтся соответствуþщие опреäеëитеëи:

M
(1)(t) = det  = –2(2t + 3)e–t;

(t) = det  = –(2t + 3)e2t;

(t) =  = be–bt;

(t) = det  = a(2t + 3)eat.

В резуëüтате параìетры C
i
(t), (t), i = 1, 2, нахоäят-

ся из соответствуþщих äифференöиаëüных уравнений:

(t) = (t)W (1)(t) = –2(2t + 3)e–2t;

(t) = (t)W (1)(t) = –(2t + 3)et;

λ λ λ
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(t) = (t)/ (t) = 0,2a(2t + 3)e–at;

(t) = (t)/ (t) = –0,2b(2t + 3)e–bt.

Их интеãрирование äает

(t) = 2(t + 2)e–2t + C
10

;  (t) = –2(t + 1)et + C
20

;

(t) = – [0,4at + 0,2(2 + 3a)e–at + ;

(t) = – [0,4bt + 0,2(2 + 3b)e–bt + ,

ãäе C
i0
, , i = 1, 2, — константы интеãрирования. Дëя

их нахожäения записывается общее реøение неоäно-

роäноãо äифференöиаëüноãо уравнения

X
(1)(t) =  =

= (14)

и еãо произвоäной

(t) =  = .

Поäставëяя на÷аëüные усëовия (13) в эти выраже-

ния, поëу÷иì систеìу уравнений äëя нахожäения кон-

стант C
i0
, , i = 1, 2:

A
0

(0, r) = [3; –0,4 ]T, (0, r) = I = [1; 0]T ⇔ 

⇔ GC = F, G = , C = , F = ,

detG = –3  ≠ 0.

Систеìа иìеет еäинственное реøение:

 = – ;   = – ;   = 0,4b;   = –0,4a.

Общее реøение неоäнороäноãо äифференöиаëüноãо

уравнения (14) иìеет виä:

X
(1)(t) = ,

ãäе a и b быëи опреäеëены ранее.

Этап 3. Нахоäится вектор V = [ν, ]T из уравнения
(6), которое при b = 1, B

1
 = 0 приниìает виä:

 =

= ,

откуäа поëу÷аеì

ν = β[(0,2r + 1,8)x(1)(1)]–1 – x(0)(1),

 = [(1 – 0,1r) (1)]–1 – (1),

ãäе x(ν)(1), (1), ν = 0,1 нахоäятся из выражений (11),
(14) соответственно при t = 1.

Посëе объеäинения резуëüтатов вы÷исëений по эта-
паì 1—3 буäеì иìетü реøение не÷еткой äвухто÷е÷ной
краевой заäа÷и:

 =  + .

2.2. Íå÷åòêèé ìåòîä Ãàëåðêèíà

Рассìатривается не÷еткое неëинейное äиффе-
ренöиаëüное уравнение ëþбоãо поряäка, систеìа
äифференöиаëüных уравнений иëи уравнений в
÷астных произвоäных

L(x
н
) = f(t) (15)

с не÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи на конöах
проìежутка [t

0
, t

k
]

x(t = t
0
) = x

н0
,  x(t = t

k
) = x

нk
. (16)

Зäесü L — äифференöиаëüный оператор, инäекс
«н» — инäекс не÷еткости, f — неëинейная функ-
öия.

Прибëиженное реøение уравнения (15) ищется
в виäе

x
нn

 ≈ a
н1

ϕ
1
(t) +... + a

нn
ϕ
n
(t), (17)

ãäе a
нi
, i = 1, 2, ..., n, — не÷еткие неизвестные ко-

эффиöиенты, поäëежащие опреäеëениþ, ϕ
i
(t) —

коорäинатные функöии, тип которых заäан и со-
ставëяет поëнуþ на отрезке [t

0
, t

k
] систеìу траäиöи-

онных ëинейных независиìых функöий, уäовëет-
воряþщих ãрани÷ныì усëовияì (16) с функöияìи
принаäëежностей оäино÷ноãо типа ϕ

i
(t = t

0
) = x

0
,

ϕ
i
(t = t

k
) = x

k
, i = 1, 2, ..., n.

Обы÷но в ìетоäе Гаëеркина в ка÷естве функ-
öий ϕ

i
 испоëüзуþтся ëибо ìноãо÷ëены, ëибо три-

ãоноìетри÷еские функöии, явëяþщиеся äопусти-
ìыìи [4, 5]. Дëя нахожäения неизвестных коэф-
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фиöиентов a
нi
 аппроксиìаöия (17) поäставëяется в

уравнение (15) и äаëее из усëовия ортоãонаëüности
L(•) и ϕ(•)

ϕ
i
(t)dt,  i = 1, 2, ..., n (18)

форìируется не÷еткая систеìа ëинейных аëãебра-
и÷еских уравнений (НСЛАУ), из которой и опре-
äеëяþтся коэффиöиенты a

нi
, i = 1, 2, ..., n.

Замечание. В практи÷еских заäа÷ах поìиìо кри-
терия (18) ÷асто приìеняþтся: не÷еткий кваäра-

ти÷ный критерий , ìоäуëüный

критерий  и äр.

Пример 2. Рассìотриì объект управëения (рис. 1), в
котороì иìеется неëинейная (Н) ÷астü со стати÷еской
характеристикой y = f(x) и ëинейная (Л) ÷астü, преäстав-
ëенная апериоäи÷ескиì звеноì первоãо поряäка с не-
÷еткой постоянной вреìени T

н
. Наëи÷ие не÷еткости ìо-

äеëирует возìущения в заäании постоянной вреìени T.
Дëя простоты рассìотрения буäеì поëаãатü отсутствие
каких-ëибо ìонотонных возìущений, возäействуþщих
на объект, которые äефорìируþт характеристику f(x) и
переìещаþт ее в коорäинатной пëоскости (x, y). Обы÷-
но äëя нахожäения то÷ки (x*, y*) оптиìуìа зависиìости
y = f(x) приìеняется экстреìаëüный реãуëятор ЭР не-
прерывноãо типа с разëи÷ныìи аëãоритìаìи поиска: с
äифференöированиеì, заäержкой, запоìинаниеì экс-
треìуìа, вреìенной сеëекöией и äр.

Даëее рассìотрен реãуëятор с запоìинаниеì экстре-
ìуìа [6—9], в соответствии с аëãоритìоì работы кото-
роãо испоëнитеëüный ìеханизì ИМ характеризуется

постоянной скоростüþ переìещения  = ±k
1
, ÷то соот-

ветствует ëинейно изìеняþщеìуся во вреìени управëя-

þщеìу сиãнаëу x(t) = x
0
 ± k

1
t, ãäе k

1
 — константа скоро-

сти изìенения вхоäа, x
0
 — на÷аëüная коорäината вхоäа,

знак «±» характеризует направëение скорости испоëни-
теëüноãо ìеханизìа ИМ, опреäеëяеìое реëе Р с зоной
не÷увствитеëüности z

не÷
.

Экстреìаëüный реãуëятор работает в äвух режиìах —
перехоäноì и периоäи÷ескоì. Первый из них в не÷ет-
кой интерпретаöии поäробно иссëеäован в работе [9].
Второй иссëеäуется ниже.

Пустü в систеìе установиëся периоäи÷еский ре-
жиì, который возникает в систеìе при äостижении ок-
рестности оптиìаëüной то÷ки стати÷еской характе-
ристики f(x) объекта. Буäеì поëаãатü, ÷то вхоäной сиã-
наë иìеет кусо÷но-ëинейный виä, а выхоäной y(t) при

y(t) = f(x(t)) = –kx
2(t).

Динаìи÷еская ÷астü объекта нахоäится поä воз-

äействиеì возìущения f(x) = –kx
2(t), –0,5T

н
 ≤ x ≤ T

н
 и

буäет изìенятüся по парабоëе от то÷ки М
1
 äо то÷ки М

2

(знак «+» на вхоäе бëока ИМ), затеì по парабоëе от то÷-
ки М

2
 äо то÷ки М

1
 (знак «–») и äаëее периоäи÷ески про-

äоëжается.
Этот проöесс форìаëизуется с поìощüþ не÷еткой

äвухто÷е÷ной краевой заäа÷и äëя неëинейноãо äиффе-
ренöиаëüноãо уравнения первоãо поряäка:

±k
1н

T
вых.н

(х(t)) = –k
н
x

2(t), (19)

z(x = x
1
) = z

н1
,  z(x = x

2
) = z

н2
,

ãäе k
н1

 — не÷еткая скоростü испоëнитеëüноãо ìеханизìа

ИМ, T
н
 — не÷еткая постоянная вреìени объекта, k

н
 —

не÷еткая константа характеристики объекта, z
н1

, z
н2

 —

не÷еткие ãрани÷ные усëовия периоäи÷ескоãо режиìа.

Зäесü поëаãается, ÷то первая произвоäная  заäается в

виäе произвоäной по Сейккаëа [10].
Не÷еткая неëинейная краевая заäа÷а (19) реøается

прибëиженныì ìетоäоì Гаëеркина в виäе еãо не÷еткой
ìоäификаöии. Дëя этоãо не÷еткое реøение z

н
(x) ищется

в виäе периоäи÷еской функöии с периоäоì  = 2π/ ,
преäставëяеìой в виäе коне÷ноãо разëожения по ãарìо-
ни÷ескиì функöияì с не÷еткиìи коэффиöиентаìи b

н
,

A
iн
, B

iн
, i = 1, 2, ..., n,

z
н
(x) = b

н
 + (A

iн
sini x + B

iн
cosi x). (20)

Дëя нахожäения коэффиöиентов b
н
, A

iн
, B

iн
, i = 1,

2, ..., n, аппроксиìаöия (20) поäставëяется в уравнение
(19) и äаëее, с у÷етоì ортоãонаëüности ãарìони÷еских
функöий

sini xcosi xdx = 0,  i = 1, 2, ..., n,

поëу÷иì не÷еткуþ систеìу уравнений äëя нахожäения
искоìых коэффиöиентов:

b
н
 = K

н
/12,

Λ
iн
X
iн
 = Y

iн
,  i = 1, 2, ..., n, (21)

t
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Рис. 1. Структурная схема системы автоматической оптимизации
(САО) в составе: объект управëения (ОУ) типа неëинейностü
(Н)/ëинейностü (Л), экстреìаëüный реãуëятор (ЭР) с запоìи-
наþщиì устройствоì (ЗУ) экстреìуìа z

m
 и реëе (Р) с зоной не-

÷увствитеëüности z
не÷

, испоëнитеëüный ìеханизì (ИМ)
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ãäе X
iн

 = (A
iн
B
iн

)T, Y
iн
 = (0

н
 – (–1)i ,

Λ
iн

 = .

Выражение (21) преäставëяется не÷еткой систеìой
ëинейных аëãебраи÷еских уравнений (НСЛАУ) с ìатри-
öей Λ

iн
, составëенной из не÷етких эëеìентов и правой

÷асти с вектороì Y
iн
, иìеþщиì не÷еткие коìпоненты.

В настоящее вреìя НСЛАУ нахоäят øирокое приìе-
нение при реøении разëи÷ных заäа÷ не÷еткой интерпо-
ëяöии, не÷еткой спëайн-аппроксиìаöии, не÷еткоãо ва-
риаöионноãо ис÷исëения, иäентификаöии при наëи÷ии
ãибриäных äанных и äр. [11—13]. Это обусëовëено но-
выìи поäхоäаìи в преäставëении неопреäеëенности и
необхоäиìости разработки аëãоритìов реøения соот-
ветствуþщих НСЛАУ, возникаþщих в приëожениях.

В теории НСЛАУ приняты нескоëüко типов систеì,
(рассìотриì их на приìере систеìы управëений (21)).
Есëи ìатриöа Λ

iн
 соäержит эëеìенты с функöией при-

наäëежностей синãëтон (singlton), а вектор Y
iн

 иìеет не-

÷еткие коìпоненты, как правиëо, с треуãоëüной функ-
öией принаäëежностей, то такуþ систеìу принято на-
зыватü НСЛАУ. Эта систеìа характеризуется наëи÷иеì
сиëüных/сëабых реøений [14, 15]. При боëüøой разìер-
ности ìатриöы Λ

iн
 äëя поëу÷ения реøения приìеняется

боëüøое ÷исëо разнообразных не÷етких итераöионных
ìетоäов, явëяþщихся ìоäификаöияìи хороøо извест-
ных траäиöионных ìетоäов, таких как ìетоäы Ри÷арä-
сона, Якоби, реëаксаöионные и äр., которые аäаптиру-
þтся äëя реøения НСЛАУ [16—18]. Дëя этоãо же типа
систеì рассìатривается сëу÷ай пряìоуãоëüной не÷ет-
кой ìатриöы Λ

iн
, и äëя этой систеìы ввоäится в рас-

сìотрение не÷еткое псевäореøение. В сëу÷ае, коãäа в
ìатриöе Λ

iн
 иìеþтся не÷еткие эëеìенты и вектор Y

iн
 со-

стоит из не÷етких коìпонент, такуþ НСЛАУ называþт
поëной не÷еткой ëинейной систеìой (fully fuzzy linear
systems — FFLS). Приìенитеëüно к систеìе уравнений
(21) о÷евиäно иìеется FFLS. Она реøается ìетоäоì об-
ратной ìатриöы (matrix inversion method — MIM), изëо-
женныì в работе [19].

Пустü не÷еткие эëеìенты  ìатриöы Λ
iн
 в уравне-

нии (21) иìеþт треуãоëüные функöии принаäëежностей

 =  = 0,5  = ( | | );

 =  = –0,5ik
н1

Т
н1

 = ( | | ),

а не÷еткие коìпоненты не÷етких векторов X
iн

, Y
iн

 соот-

ветственно преäставëяþтся также в виäе не÷етких ÷исеë
с треуãоëüныìи функöияìи принаäëежностей:

X
iн

 = (A
iн
B
iн
)T = (a

1i
|a

2i
|a

3i
; b

1i
|b

2i
|b

3i
)T;

Y
iн
 = ( |  = 0|yi = ; | | )T.

С у÷етоì свойств наä арифìети÷ескиìи операöия-
ìи с не÷еткиìи ÷исëаìи с треуãоëüныìи функöияìи
принаäëежностей ìатриöу Λ

iн
 ìожно преäставитü в ви-

äе Λ
iн

 = (Λ
1i
|Λ

2i
|Λ

3i
), ãäе

Λ
1i
 = ,   = ,   = ,

Λ
2i
 = ,   = ;   = ,

Λ
3i
 = ,   = ,   = .

Анаëоãи÷но äëя векторов X
iн

, Y
iн

 буäеì иìетü:

X
iн
: (a

1i
|b

1i
)T, (a

2i
|b

2i
)T, (a

3i
|b

3i
)T;

Y
iн
: ( | )T, ( | )T, ( | )T.

В этих трансфорìаöиях относитеëüно не÷етких ìат-
риö и векторов в соответствии с теорией реøения поë-
ных не÷етких систеì буäеì иìетü эквиваëентностü сис-
теìы (21) систеìе уравнений

 = , (22)

 +  = , (23)

 +  = . (24)
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)T, r = 1,
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Поëожиì в (20) äëя простоты вы÷исëений n = 1,
b

н
= 0, тоãäа

 = sin x + cos x.

Пустü äëя исхоäной систеìы заäаны ее эëеìенты

Λ
iн
X
iн

 = Y
iн

 ⇔  =

=  ⇔

⇔ 

откуäа поëу÷иì:

,  ,

,

,  ,  .

Из выражений (22)—(24) иìееì

 =  ⇒ ,

 =  –  ⇒ ,

 =  –  ⇒ .

Такиì образоì, реøение поëной не÷еткой систеìы
Λ

н
X

н
 = Y

н
 иìеет виä:

 =  = ,

а периоäи÷еский проöесс в систеìе автоìати÷еской оп-
тиìизаöии ìожно записатü в виäе:

 = (0,46|0,63|0,82)sin x + (0,62|0,78|1,06)cos x =

= N
н
sin , (25)

ãäе

N
н
 = [(0,62|0,78|1,06)2 + (0,62|0,78|1,06)2]1/2,

θ
н
 = arctg[(0,62|0,78|1,06)/(0,46|0,63|0,82)].

Арифìети÷еские операöии возвеäения в кваäрат, из-
вëе÷ения кваäратноãо корня и äеëения наä треуãоëüны-

ìи не÷еткиìи ÷исëаìи в форìуëе (25) выпоëняþтся в
соответствии с принöипоì расøирения Л. Заäе [20].

На рис. 2 изображена не÷еткая траектория автокоëе-
баний при переìещении изображаþщей то÷ки от то÷ки
M

1
 к то÷ке M

2
.

Рас÷ет не÷етких переìещений от то÷ки M
2
 к то÷ке M

1

выпоëняется по ìетоäике, анаëоãи÷но изëоженной вы-

øе. Периоä автокоëебаний  опреäеëяется по зоне не-

÷увствитеëüности z
не÷

 с у÷етоì зависиìости z
не÷

 = f( ),

построенной äëя разных зна÷ений .

Замечание. Изëоженная теория реøения поë-
ных не÷етких систеì справеäëива äëя сëу÷ая, коã-
äа не÷еткие переìенные поëожитеëüные. В сëу÷ае,
коãäа появëяþтся не÷еткие отриöатеëüные пере-
ìенные, нетруäно ìоäифиöироватü рассìотрен-
ный аëãоритì с у÷етоì тоãо, ÷то при μ ∈ R

1
 вы-

поëняется соотноøение:

μL
н
 = 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëоженная ìетоäика реøения не÷еткой
краевой заäа÷и на÷аëüныì ìетоäоì преäставëяет
собой обобщение траäиöионноãо оäноìерноãо сëу-
÷ая на еãо ìатри÷ный анаëоã. Она позвоëяет ре-
øатü не÷еткие краевые заäа÷и äëя ëинейных äиф-
ференöиаëüных уравнений. Рассìотренный ìетоä
проäеìонстрирован на приìере реøения не÷еткой
краевой заäа÷и äëя ëинейноãо äифференöиаëüно-
ãо уравнения второãо поряäка.

Дëя реøения не÷етких краевых заäа÷ приìени-
теëüно к неëинейныì äифференöиаëüныì уравне-
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нияì разработан не÷еткий ìетоä Гаëеркина. По-
казано еãо приìенение äëя рас÷ета не÷еткоãо пе-
риоäи÷ескоãо режиìа в систеìе автоìати÷еской
оптиìизаöии.

Привеäенные в ÷асти 1 [21] статüи и ÷асти 2 не-
÷еткие ìетоäы реøения краевых заäа÷, возникаþ-
щих при ìатеìати÷ескоì ìоäеëировании и опти-
ìизаöии управëения, и приìеры их реаëизаöии
показываþт, ÷то по простоте приìенения, траäи-
öионности инженерной терìиноëоãии и опреäе-
ëений, наибоëее перспективен ìетоä не÷еткоãо
преобразования Лапëаса. Он в опреäеëенной сте-
пени осуществëяет прееìственностü инженерных
ìетоäов в управëении.

Преäставëяет зна÷итеëüный теорети÷еский и
практи÷еский интерес внеäрение не÷етких ìето-
äов реøения ëинейных и неëинейных краевых и
на÷аëüных заäа÷, ìоäеëируþщих разëи÷ные техни-
÷еские и эконоìи÷еские систеìы, функöиониру-
þщих в усëовиях неопреäеëенностей. Наприìер, в
траäиöионных ìоäеëях воëновоãо тверäотеëüноãо
ãироскопа [22] весüìа перспективна ìоäификаöия
уравнения äинаìики воëновых проöессов в усëо-
виях неопреäеëенности в виäе не÷еткости. Цеëе-
сообразныì становится ìоäеëирование не÷етких
уравнений äвижения косìи÷еских ëетатеëüных
аппаратов [23], ÷то позвоëит поëу÷атü боëее обос-
нованные реøения при управëении. Траäиöион-
ные заäа÷и оптиìаëüноãо управëения ìоãут бытü
ëеãко ìоäифиöированы в соответствуþщие не÷ет-
кие заäа÷и. Наприìер, не÷еткая заäа÷а Чапëыãина
о аэрофотосъеìке, не÷еткая посаäка ëетатеëüноãо
аппарата и äр. [24]. Все они ìоãут бытü реøены
преäëоженныìи в статüе ìетоäаìи.
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