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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Интеãраëüные ìоäеëи, поä которыìи в настоя-
щей статüе пониìаþтся ìоäеëи, описываеìые ин-
теãраëüныìи уравненияìи, øироко приìеняþтся
в разëи÷ных разäеëах прикëаäной физики, ìеха-
ники, эконоìики и äруãих обëастях, иìеþщих
äеëо с ìатеìати÷ескиìи описанияìи разëи÷ных
объектов. В теории äифференöиаëüных уравнений
утвержäение о существовании и еäинственности
реøения äоказывается с поìощüþ принöипа сжа-
тых отображений, коãäа исхоäная на÷аëüная за-
äа÷а преäставëяется в виäе эквиваëентной интеã-
раëüной ìоäеëи [1].

В теории управëения интеãраëüные ìоäеëи
обы÷но преäставëяþт систеìы управëения, охва-
÷енные обратной связüþ [2]. Интеãраëüные ìоäе-
ëи Винера — Хопфа испоëüзуþтся при описании
äействуþщих на систеìу возìущений, которые
преäставëяþт собой оäну из ìатеìати÷еских ìо-
äеëей в описании неопреäеëенности при обработ-
ке текущей инфорìаöии от объекта [3]. Интеãраëü-

ные уравнения Фреäãоëüìа и Воëüтерра испоëü-
зуþтся в теории упруãости, ãазовой äинаìике и
эëектроäинаìике, экоëоãии, т. е. везäе, ãäе äейст-
вуþт законы сохранения ìассы, иìпуëüса и энер-
ãии. Во всех пере÷исëенных сëу÷аях неизвестные
переìенные нахоäятся поä знакоì интеãраëа.

В реаëüных усëовиях систеìы управëения на-
хоäятся поä возäействиеì разëи÷ноãо роäа возìу-
щений. Дëя их преäставëения испоëüзуþтся раз-
ëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи, теория которых
в настоящее вреìя интенсивно разрабатывается и
активно приìеняется в разëи÷ных объектовых при-
ëожениях. Наибоëее интенсивно äëя этих öеëей
испоëüзуется теория интерваëов [4, 5], теория не-
÷етких ìножеств [6], теория возìожностей [7], ãиб-
риäная вероятностная теория, теория не÷еткой
ìатеìати÷еской статистики и не÷етких сëу÷айных
проöессов [8] и äр.

Дëя описания неопреäеëенностей в статüе ис-
поëüзуется теория не÷етких ìножеств, явëяþщая-
ся наибоëее аäекватной и универсаëüной в преä-
ставëении разëи÷ноãо роäа возìущений. Дейст-
витеëüно, нетруäно показатü, ÷то пере÷исëенные
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выøе ìоäеëи сëеäуþт из ìоäеëи теории не÷етких
ìножеств. Наприìер, в статüе [9] реøается не÷ет-
кая систеìа ëинейных уравнений (НСЛУ), оäна из
коорäинат реøения которой поëу÷ается в виäе не-
÷еткой функöии принаäëежности. Оäнако, фикси-
руя у нее основание, поëу÷иì реøение äëя этой
коорäинаты в виäе интерваëа.

Анаëоãи÷ныìи рассужäенияìи ìожно поëу÷итü
интерваëы реøения äëя не÷етких äифференöи-
аëüных уравнений. В теории возìожностей функ-
öия принаäëежности трактуется как некая пëот-
ностü распреäеëения вероятностей, äëя которой,
оäнако, не выпоëняþтся аксиоìы вероятностей,
принятые в траäиöионной статисти÷еской тео-
рии. Поэтоìу поëаãается, ÷то теория возìожнос-
тей описывает не ìассовые явëения, а возìожнос-
ти инäивиäуаëüноãо объекта.

Гибриäная теория вероятностей преäставëяет
траäиöионное вероятностное пространство äëя
сëу÷айных веëи÷ин в виäе траäиöионных пëот-
ностей вероятностей с на÷аëüныìи иëи öентраëü-
ныìи ìоìентаìи в виäе не÷етких переìенных с
заäанныìи функöияìи принаäëежностей, как пра-
виëо, в виäе треуãоëüников. Приìенитеëüно к тра-
äиöионныì сëу÷айныì проöессаì ãибриäная тео-
рия äëя не÷етких ìарковских сëу÷айных проöессов
оперирует не÷еткиìи состоянияìи, поëу÷аеìыìи
путеì укрупнения ÷етких состояний. Это позвоëя-
ет уìенüøитü разìерностü перехоäной ìатриöы и,
как сëеäствие этоãо, соответствуþщие вы÷исëи-
теëüные труäности при ее обращении.

В öеëоì ìожно констатироватü, ÷то теория не-
÷етких ìножеств в нынеøнеì ее состоянии преä-
ставëяет собой некое яäро, вокруã котороãо ãруп-
пируþтся разëи÷ные ìоäеëи неопреäеëенностей.

Исхоäя из сказанноãо, сëеäует, ÷то основная
öеëü настоящей статüи закëþ÷ается в преäставëе-
нии разëи÷ных ìетоäов, как существуþщих, так
и вновü преäëаãаеìых, оöенивания интеãраëüных
ìоäеëей в усëовиях неопреäеëенностей, которые
преäставëяþтся не÷еткиìи ìоäеëяìи.

Нау÷ная новизна преäëаãаеìой статüи состоит
в новых ìетоäах оöенивания состояния интеãраëü-
ных ìоäеëей, разработанных автораìи, — таких
как оöенивание состояния ìетоäоì вырожäенных
яäер, не÷еткий ìетоä наиìенüøих кваäратов, не-
÷еткий ìетоä Гаëеркина. Кроìе тоãо, в тех сëу÷а-
ях, коãäа в резуëüтате оöенивания появëяþтся не-
÷еткие систеìы ëинейных аëãебраи÷еских урав-
нений, автораìи показано, ÷то ìоãут возникатü
«сиëüные/сëабые» резуëüтаты оöенивания. Впер-
вые это быëо иссëеäовано автораìи ранее при ре-
øении НСЛУ и затеì быëо приìенено äëя оöени-
вания интеãраëüных ìоäеëей.

Ниже ввоäятся не÷еткие интеãраëüные ìоäеëи
в виäе уравнений Фреäãоëüìа — Воëüтерра и при-
воäятся некоторые ìетоäы их реøения.

1. ÁÀÇÎÂÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Основные опреäеëения теории не÷етких ìно-
жеств äаны в работе [6]. Ниже привоäятся опре-
äеëения, которые испоëüзованы в настоящей ста-
тüе. Приняты сëеäуþщие обозна÷ения: не÷еткие
переìенные (÷исëа) иìеþт нижний инäекс «н»,
наприìер, xн — не÷еткая переìенная (эëеìент),
yн(x) — не÷еткая функöия ìноãих переìенных, ãäе

x = (x1, x2, ..., xn
)Т, (x) — не÷еткая произвоäная

по переìенной x
i
, (t) — не÷еткая произвоäная

вектора xн по вреìени.

Принаäëежностü эëеìента x некотороìу ìно-
жеству X (x ∈ X ) форìаëизуется с поìощüþ функ-
ции принадлежности r(x), r ∈ [0,1], x = xн ∈ Х äëя
не÷еткоãо эëеìента хн:

r(x) = ,

ãäе r(x) — ìноãозна÷ная функöия: r(x) — ëевая
ветвü, (x) — правая ветвü соответственно относи-
теëüно r(x) = 1.

Дëя r(x) ÷асто испоëüзуется еãо уровневое преä-

ставëение в виäе обратноãо отображения r–1(x) =

= x(r) = (x(r), (r) | r ∈ [0, 1]). Совокупностü {xн} за-
äает не÷еткое ìножество Xн. Дëя обозна÷ения xн
иноãäа испоëüзуется öепо÷ка эквиваëентных преä-

ставëений xн ⇔ r(x), r ∈ [0, 1] ⇔ (r(x), (x) | r,  ∈

∈ [0, 1] ⇔ (x(r), (r) | r ∈ [0, 1]) и т. ä.
Нечеткая функция (отображение) ÷етких пере-

ìенных yн(x). Пустü E — ìножество всех не÷етких
переìенных с заäанной функöией принаäëежнос-
ти r(x), r ∈ [0, 1], x ∈ R. Тоãäа yн(х): R → E опре-
äеëяет не÷етко-зна÷иìуþ функöиþ. В параìетри-
÷еской форìе иìеет ìесто преäставëение

yн(x) = y(x, r) = ( (x, r), (x, r) | r ∈ [0, 1]).

Банахово пространство не÷етких переìенных
ввоäится в соответствии с поäхоäоì, принятыì в
функöионаëüноì анаëизе [10]. Cовокупностü {xн} с
операöияìи сëожения и уìножения, с существо-
ваниеì противопоëожноãо эëеìента образует век-
торное (ëинейное) пространство E. В пространст-
ве E опреäеëена ìетрика

d(xнi
, xнj

) = {max[|x
i
(r) – (r)|, | (r) – x

j
(r)|]}

и норìа

||xнi
 – xнj

|| = d(xнi
, xнj

).
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Даëее опреäеëяется не÷еткая посëеäоватеëü-
ностü Коøи

{xнn
}: {d(xнn

, xнm
) → 0}

n, m → ∞ 

и поëнота E: xнn
  xн,  xн ∈ E.

Это привоäит к банахову пространству не÷ет-
ких переìенных (E, d). Пара (E, d) образует поë-
ное ìетри÷еское пространство.

Нечеткая непрерывность в то÷ке опреäеëяется с
поìощüþ ëокаëüноãо преäеëüноãо перехоäа в этой
то÷ке, который трактуется относитеëüно ìетрики
Хаусäорфа. Не÷еткая непрерывностü в интерваëе
опреäеëяется как не÷еткая непрерывностü äëя всех
зна÷ений интерваëа.

Нечеткая производная функöии по ее ÷еткоìу
арãуìенту соãëасно общеìу поäхоäу нахоäится пу-
теì опреäеëения äëя некоторой не÷еткой функ-
öии, опреäеëенной ранее, операöий: вы÷итания
иëи существования противопоëожноãо эëеìента,
уìножения на константу, преäеëüноãо перехоäа
относитеëüно заäанной ìетрики. В статüе испоëü-

зуется äва типа не÷етких произвоäных: (x) —

Сейккаëа (Seikkala — S) и (x) — Бакëей-Фей-

ринãа (Buckley-Feuring — BF). Иìеет ìесто утвер-
жäение: есëи не÷еткие произвоäные существуþт
при x = x* и непрерывны в этой то÷ке, то обе не-

÷еткие произвоäные при x = x* равны ìежäу собой.

Поä нечетким интегралом пониìается еãо ри-
ìановско-не÷еткая трактовка [11].

Пустü иìеется не÷еткое отображение fн: [a, b] ⊂
⊂ R → E, ãäе E — не÷еткое ìножество. Есëи äëя
кажäоãо разбиения P = {t0, ..., tн} ∈ [a, b] и ∀ξ

i
 ∈

∈ [t
i – 1, t

i
], i =  äопускается преäставëение

R
p

= fн(ξi
)(t

i
 – t

i – 1), Δ = max{|t
i
 – t

i – 1|, i = },

тоãäа не÷еткий интеãраë (Риìана) äëя fн(t) преä-

ставëяет собой

fн(t)dt = R
p
, (1)

ãäе «lim» опреäеëяется в ìетрике d(u, v) Хаусäор-
фа, т. е. äëя u, v ∈ E ⇒ d(u, v) = sup{max[|u(r) – v(r)|,

| (r) – (r)|]}, r ∈ [0, 1] ⊂ R, u, , v,  — непара-
ìетри÷еские преäставëения не÷етких переìен-
ных u, v.

Дëя не÷еткой непрерывной в ìетрике Хаусäорфа

функöии fн(t) = f(t, r) = ( (t, r), (t, r)| r ∈ [0, 1]) при

выпоëнении соотноøения (1) иìеþт ìесто соот-
ноøения

 = (t, r)dt;  = (t, r)dt,

r ∈ [0, 1] ⊂ R,

ãäе сиìвоëы «_» и «—» — обозна÷аþт объекты ниж-
неãо и верхнеãо зна÷ений соответственно.

Есëи не÷еткая переìенная zн(t), t ∈ [a, b] ⊂ R,

нахоäится поä знакоì не÷еткоãо интеãраëа, то иìе-
ет ìесто не÷еткое интеãраëüное уравнение

zн(t) + K(t, τ)zн(τ)dτ = f(t).

По анаëоãии с траäиöионной кëассификаöией
разëи÷аþт нечеткие интегральные модели, описы-
ваеìые уравненияìи Фреäãоëüìа — Воëüтерра I и
II роäов:

K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеãраëüная

ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Фреäãоëüìа I ро-
äа, t ∈ [t1, t2] ⊂ R; K(t, τ) — ÷еткое иëи не÷еткое яäро;

zн(t) – λ K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеã-

раëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Фреä-
ãоëüìа II роäа; λ ∈ K — параìетр.

Преäеëы интеãрирования ìоãут бытü как ко-
не÷ныìи, так и бесконе÷ныìи. Переìенные уäов-
ëетворяþт неравенству: t1 ≤ t, τ ≤ t2, а яäро K(t, τ)
и свобоäный ÷ëен uн(t) äоëжны бытü непрерыв-
ныìи ëибо уäовëетворятü усëовияì, называеìыì
фреäãоëüìовыìи.

В общеì сëу÷ае из не÷етких уравнений Фреä-
ãоëüìа I, II роäов сëеäуþт не÷еткие уравнения
Воëüтерра I, II роäов. Уравнения Воëüтерра отëи-
÷аþтся от уравнений Фреäãоëüìа теì, ÷то оäин из
преäеëов интеãрирования в них — переìенный:

K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t), t1 ≤ t ≤ t2 — не÷еткая ин-

теãраëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Воëü-
терра I роäа; K(t, τ) — ÷еткое иëи не÷еткое яäро;

zн(t) – λ K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеã-

раëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Воëü-
терра II роäа.

Интеãраëüное уравнение Воëüтерра ìожно с÷и-
татü ÷астныì сëу÷аеì уравнения Фреäãоëüìа, есëи
соответствуþщиì образоì äостроитü яäро. У÷и-

n ∞→
→

yн
 S
'

yн
 BF
'

1 n,

i 1=

n

∑ 1 n,

a

b

∫
Δ 0→
lim

u v u v

f f

f t r,( ) td
a

b

∫
a

b

∫ f f t r,( ) td
a

b

∫
a

b

∫ f

a

b

∫

t1

t2

∫

t1

t2

∫

t1
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тывая, ÷то уравнения Воëüтерра обëаäаþт ряäоì
важных свойств, которые не присущи уравненияì
Фреäãоëüìа и не вывоäятся из них, в äаëüнейøеì
буäеì испоëüзоватü тоëüко общие свойства урав-
нений Фреäãоëüìа и Воëüтерра.

Достато÷ные усëовия существования и еäинс-
твенности реøения не÷етких интеãраëüных урав-
нений Фреäãоëüìа — Воëüтерра второãо роäа при-
веäены в работах [12—14]. Пустü äëя опреäеëен-
ности иìееì не÷еткое уравнение Воëüтерра II роäа.
Дëя существования не÷еткоãо реøения приìеня-
ется ìетоä посëеäоватеëüных не÷етких прибëиже-
ний, при этоì поëаãается, ÷то не÷еткие прибëи-
жения опреäеëены в пряìоуãоëüнике П = [τ, t], на
котороì они иìеþт не÷еткуþ непрерывностü и оã-
рани÷енностü не÷еткой произвоäной по Сейккаëа.
Тоãäа посëеäоватеëüностü не÷етких прибëижений
схоäится в ìетрике Хаусäорфа к не÷еткоìу реøе-
ниþ и, кроìе тоãо, из-за оãрани÷енности произ-
воäной сëеäует схоäиìостü по t, т. е. посëеäова-
теëüностü не÷етких прибëижений схоäится равно-
ìерно к искоìой не÷еткой переìенной, которая и
приниìается за не÷еткое реøение исхоäноãо не-
÷еткоãо интеãраëüноãо уравнения. Еäинственностü
не÷еткоãо реøения äоказывается ìетоäоì от про-
тивноãо.

Привеäенные выøе не÷еткие уравнения Фреä-
ãоëüìа — Воëüтерра I и II роäа соответственно
ìожно преäставитü в краткой (операторной) фор-
ìе [15]:

λ(Kzн)(t)zн(t) = uн(t), 

[I – λ(Kzн)(t)]zн(t) = uн(t), (2а)

ãäе

(Kzн)(t) = K(t, τ)zн(τ)dτ (2б)

— оператор äëя не÷етких уравнений Фреäãоëüìа;

(Kzн)(t) = K(t, τ)zн(τ)dτ (2с)

— оператор äëя не÷етких уравнений Воëüтерра I,
II роäа соответственно, I — еäини÷ный оператор.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Иìеется не÷еткая ìоäеëü, описываеìая интеã-
раëüныì уравнениеì, заäанныì в оäной из форì —
(2а), (2б) иëи (2с). Необхоäиìо рассìотретü раз-
ëи÷ные ìетоäы не÷еткой оöенки ее состояния.

3. ÌÅÒÎÄÛ ÍÅ×ÅÒÊÎÃÎ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

3.1. Îöåíèâàíèå ìåòîäîì íå÷åòêîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Опреäеëение не÷еткоãо преобразования Лап-

ëаса и еãо свойства поäробно изëожены в статüях
[16, 17]. Таì же привеäены приìеры приìенения
этоãо преобразования äëя нахожäения реøения
разëи÷ных не÷етких интеãраëüных уравнений Воëü-

терра типа свертки с ÷еткиìи и не÷еткиìи яäра-
ìи. Заäа÷а обобщена на сëу÷ай наëи÷ия в не÷ет-
коì интеãраëüноì уравнении не÷еткой äифферен-

öиаëüной составëяþщей в ÷астных произвоäных.
Это позвоëяет распространитü ìетоäику приìене-
ния не÷еткоãо преобразования Лапëаса на сëу÷ай
не÷етких ëинейных уравнений в ÷астных произ-
воäных второãо поряäка парабоëи÷ескоãо и ãипер-
боëи÷ескоãо типов.

3.2. Îöåíèâàíèå ìåòîäîì «âëîæåíèÿ (embedding)»

Рассìатривается не÷еткая ìоäеëü в форìе ин-

теãраëüноãо уравнения Фреäãоëüìа II роäа

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ, (3)

существование и еäинственностü реøения которо-
ãо, усëовия на функöии fн и K(s, τ), опреäеëение

реøения äëя уравнения с не÷еткиìи параìетраìи,

пространство функöий, в котороì ищется реøе-
ние, а также усëовия, при которых уравнение (3)

существует, поäробно изëожены в работах [13, 14].

То÷ное не÷еткое реøение уравнения (4) ищется
в виäе бесконе÷ной суììы [13]

xн(s) = aнi
h

i
(s), (4)

ãäе {h
i
(�)} — посëеäоватеëüностü функöий в про-

странстве L2(a, b), aнi
 — не÷еткие коэффиöиенты.

Прибëиженное реøение уравнения (4) преäста-
виì в виäе аппроксиìируþщей коне÷ной суììы

xн(s) g (s) = h
i
(s),

ãäе  — не÷еткие коэффиöиенты, поäëежащие

оöенке, h
i
(s) — известные функöии. Дëя их нахож-

äения поäставиì выражение (s) в уравнении (3)

t1

t2

∫

t1

t

∫

a

b

∫

i 1=

∞

∑

xнn
∼

i 1=

n

∑ aнi
∼

aнi
∼

xнn
∼
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вìесто xн. В итоãе поëу÷иì уравнение виäа (3), ре-
øениеì котороãо явëяется

h
i
(s) = fн(s) + K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ. (5)

В резуëüтате иìееì n неизвестных не÷етких пе-

реìенных , ...,  в уравнении (5). Дëя их на-
хожäения необхоäиìо иìетü n уравнений, поэтоìу
испоëüзуется n то÷ек s1, ..., sn ∈ [a, b]. Поëу÷иì

НСЛУ относитеëüно :

h
i
(s

j
)  = fнi

(s
j
) + K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ ,

j = ,

иëи в ìатри÷ной форìе:

A  = fн + B , (6)

ãäе A = (a
ij
), B = (b

ij
) — ìатриöы с ÷еткиìи эëе-

ìентаìи; a
ij
 = h

i
(s

j
); b

ij
 = K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ, i, j = ;

 = ( , ..., )Т; fн = (fн(s1), ..., fн(sn))
T — вектор

с не÷еткиìи коìпонентаìи.
Матри÷ное уравнение (6) привоäится к стан-

äартной форìе

aн = fн,   = A – B, (7)

и äаëее поëу÷енная систеìа реøается ìетоäоì
«вëожения» [9, 18].

Соãëасно ìетоäу «вëожения» уравнение (7)
преобразуется к расøиренной (вëоженной) систе-
ìе:

S(2nЅ 2n)�Хн(2nЅ 2n) = Yн(2nЅ 2n),

ãäе Хн = ( , ..., | , ..., )T; 

Yн = ( , ..., | , ..., )T.

Матриöа S иìеет бëо÷нуþ структуру: S =

= . Матриöа S1 поëу÷ается из ìатриöы

А — В, есëи в ней все отриöатеëüные эëеìенты за-
ìенитü нуëяìи; ÷тобы построитü ìатриöу S2, в
ìатриöе А — В отриöатеëüные эëеìенты заìеняþт
их ìоäуëяìи, остаëüные эëеìенты — нуëяìи:

s
ij
 = a

ij
 – b

ij
,  s

i + n, j + n
 = a

ij
 – b

ij
,  a

ij
 – b

ij
 > 0;

s
i, j + n

 = –(a
ij
 – b

ij
),  s

i + n, j
 = –(a

ij
 – b

ij
),

a
ij
 – b

ij
 < 0.

Есëи |S | ≠ 0, т. е. S не вырожäена, то

Xн = S–1
Yн,

ãäе S–1 = ; U = 0,5[(S1 + S2)
–1 + (S1 – S2)

–1];

V = 0,5[(S1 + S2)
–1 – (S1 – S2)

–1].

Сëу÷ай, коãäа ìатриöа S явëяется вырожäен-
ной, поäробно рассìотрен в статüях [19, 20].

Оöенка то÷ности прибëиженноãо реøения по-
ëу÷ается из сëеäуþщих соотноøений.

Векторы остатков r
n
 и оøибки ε

n
 опреäеëяþтся

посреäствоì ìетрики Хаусäорфа:

rн = D(fн, L ) = (d(fн, L ), ..., d(fн, L ))T,

ε
n
 = D( , xн) = (d( , xн1), ..., d( , xнn

))T,

ãäе

L = I – K, а K = (Kxн)(s) = K(s, τ)xн(τ)dτ.

Оöенка то÷ности прибëиженноãо реøения по-
ëу÷ена в работе [21]:

||ε
n
|| ≤ ||r

n
||�[1 – ||K ||]–1 при ||K || < 1.

Пример 1. Иìееì

xн(s) = fн(s) + (s + 1)xн(τ)dτ,

ãäе a = –1, b = 1, а

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r)) = s3(r2 + r),

(s, r) = s3(4 – r3 – r)|r ∈ [0, 1]),  –1 ≤ s, τ ≤ 1.

Необхоäиìо найти оöенку состояния по ìетоäу «вëо-
жения».

Решение. Выбираеì в ка÷естве h1(s) = 1, h2(s) = s3 и
поëаãаеì, ÷то s1 = –1; s2 = 1, тоãäа эëеìенты уравнения
(5) буäут иìетü виä:

(s1) = –(r2 + r),  (s2) = (r2 + r),

(s1) = –(4 – r3 – r),  (s2) = (4 – r3 – r);

A =  = ; 

B = ,

i 1=

n

∑ aнi
∼

i 1=

n

∑ aнi
∼

a

b

∫

aн1
∼

aнn
∼

aнi
∼

i 1=

n

∑ aнi
∼

i 1=

n

∑
⎝
⎜
⎛

a

b

∫
⎠
⎟
⎞
aнi
∼

1 n,

aн
∼

aн
∼

a

b

∫ 1 n,

aн
∼

aн1
∼

aнn
∼

A
∼

A
∼

a1
∼

an
∼

a1
∼

an
∼

f
1

f
n

f1 fn

S1 S2

S2 S1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

U V

V U⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xн
∼

xн1
∼

xнn
∼

xн
∼

xн
∼

xн
∼

a

b

∫

1–

1

∫

f

f

f f

f f

h1 s1( ) h2 s1( )

h1 s2( ) h2 s2( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 1–

1 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

b11 = 1– 1+( )1 τd
1–

1

∫ b12 = 1– 1+( ) 1–( )3 τd
1–

1

∫

b21 = 1 1+( )1 τd
1–

1

∫ b22 = 1 1–( )13 τd
1–

1

∫
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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B =  ⇒  = A – B =  ⇒ S =  ⇒

⇒ (S1 + S2)
–1 =  = 0,5 ,

(S1 – S2)
–1 =  = 0,5  ⇒

⇒  = ;

V = 0,5[(S1 + S2)
–1 – (S1 – S2)

–1] = .

На основании этоãо поëу÷иì:

 = ,

(8)

Прибëиженная оöенка состояния

xн(s) g xнn = 2(s) = aн1h1(s) +  =

= aн1 + aн2s
3,

ãäе aн1, aн2 быëи поëу÷ены ранее в систеìе уравнений (8).

Можно показатü, ÷то эта оöенка ìожет бытü сиëü-
ной/сëабой по ìетоäике, изëоженной автораìи в статü-
ях [19, 20]. ♦

3.3. Òåéëîðîâñêîå îöåíèâàíèå

В общеì виäе этот ìетоä обы÷но рассìатрива-
ется äëя не÷еткой систеìы интеãраëüных уравне-
ний [21]. Дëя простоты ниже буäет реаëизован
÷астный сëу÷ай этой систеìы, коãäа она заäается
в виäе оäноãо уравнения Фреäãоëüìа II роäа:

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ, (9)

ãäе a ≤ s, τ ≤ b; K(s, τ) — заäанное ÷еткое яäро, äиф-
ференöируеìое по своиì арãуìентаì на отрезке
[a, b] ⊂ R; хн(s) — не÷еткое неизвестное, поäëежа-
щее нахожäениþ из уравнения (9).

Даëее поëаãаеì, ÷то fн(s), xн(s) преäставëены в
параìетри÷еской форìе:

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r), (s, r) |r ∈ [0, 1]), 

xн(s) = x(s, r) = (x(s, r), (s, r) |r ∈ [0, 1]).

Тоãäа уравнение (9) в параìетри÷еской форìе
буäет иìетü виä:

(10)

r ∈ [0, 1],

в котороì

U(τ, r) = 

(τ, r) = 

Пустü äаëее на отрезке [a, b] ⊂ R выпоëнены не-
равенства:

Тоãäа систеìа уравнений (10) ìожет бытü пре-
образована к виäу:

(11)

Теперü преäставиì функöии x(τ, r), (τ, r), ко-
торые нахоäятся поä знакоì интеãраëов в систеìе
уравнений (11), в виäе тейëоровских поëиноìов

0 0

4 0
A
∼ 1 1–

3– 1

1 0 0 1

0 1 3 0

0 1 1 0

3 0 0 0

1 1

3 1

1–
1 1–

3– 1

1 1–

3– 1

1–
1 1

3 1

a
1

a
2

a1–

a2–

0,5– 0 0 0,5

0 0,5– 1,5 0

0 0,5 0,5– 0

1,5 0 0 0,5–

r
2

r+( )–

r
2

r+( )

4 r
3

– r–( )–

4 r
3

– r–( )

0 0,5

1,5 0

a
1

a
2

a1–

a2–

0,5– 0 0 0,5

0 0,5– 1,5 0

0 0,5 0,5– 0

1,5 0 0 0,5–

r
2

r+( )–

r
2

r+( )

4 r
3

– r–( )–

4 r
3

– r–( )

aн1
a

1 r( ) a1 r( ),( ) (0,25r
3

0,25r
2

0,5r 1,–+ += =

0,25r
3

0,25r
2

– 0,5r– 1 | r 0 1,[ ]),∈+–

aн2
a

2 r( ) a2 r( ),( ) (0,25r
3

0,75r
2

0,5r 1,+ + += =

0,75r
3

0,25r
2

0,5r– 3 | r 0 1,[ ]).∈+ +–⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

aн2h2 s( )
h1

.( ) 1=

h2
.( ) s

3
=

a

b

∫

f f

x

x s r,( ) f s r,( ) U τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=

x s r,( ) f s r,( ) U τ r,( ) τ,d
a

b

∫+=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

K s τ,( )x τ r,( ) K s τ,( ) 0,≥,

K s τ,( )x τ r,( ) K s τ,( ) 0;<,⎩
⎨
⎧

U
K s τ,( )x τ r,( ) K s τ,( ) 0,≥,
K s τ,( )x τ r,( ) K s τ,( ) 0.<,⎩

⎨
⎧

K s τ,( ) 0≥ a τ c,≤ ≤,
K s τ,( ) 0< c τ b.≤<,⎩

⎨
⎧

x s r,( ) f s r,( ) K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

c

∫+ +=

K s τ,( )x τ r,( ) τ,d
c

b

∫+

x s r,( ) f s r,( ) K s τ,( )x τ r,( ) τd
a

c

∫+ +=

K s τ,( )x τ r,( ) τ.d
c

b

∫+
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

x
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по степеняì n, тоãäа äëя фиксированной то÷ки
τ = z поëу÷иì:

ãäе (τ, r) = , (τ, r) = .

Дифференöируя оба уравнения (12) p =  раз
по переìенной s, поëу÷иì:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ (τ – z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ – z)idτ,

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ(τ– z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ– z)idτ, (13)

ãäе (s, r) = , (s, r) = ,

(s, τ) = , p = .

Посëе переìены ìест сиìвоëов интеãраëа и
суììы систеìу уравнений (13) ìожно преäставитü
в виäе:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r)Ѕ

Ѕ(τ – z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ – z)idτ,

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ(τ– z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ– z)idτ, (14)

иëи, ввеäя обозна÷ения

 = (s, τ)(τ – z)idτ,

 = (s, τ)(τ – z)idτ,

запиøеì уравнение (14) в виäе:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) +

+ (τ, r),

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) +

+ (τ, r),  p = . (15)

Ввеäя в уравнение (15) векторы

X(s, r) = ( , ..., )T, (s, r) = ( , ..., )T,

F(s, r) = ( , ..., )T, (s, r) = ( , ..., )T,

и ìатриöы

S
1 = ( ),  S2 = ( ), (p, i) = ,

поëу÷иì при s, z = a* ∈ [a, b] уравнение (15) в ìат-
ри÷ной форìе:

X = F + (S1 + S2)X, X = (X, )T, F = (F, )T, (16)

откуäа поëу÷иì реøение:

X = F + SX, S =  ⇒ (S – I)X = –F ⇒

⇒ X * = –(S – I)–1
F,  |S – I | ≠ 0.

Схоäиìостü реøения X * к то÷ноìу реøениþ

(X *  ) äоказывается в работе [22].

Пример 2. Рассìотриì интеãраëüное уравнение

xн(s) = fн(s) + s
2(1 + τ)xн(τ)dτ, (17)

в котороì

fн(s) = f(s, r) = (s, r) = sr, (s, r) = s
2(r – 2) ;

r ∈ [0,1] ⊂ R1.

x s r,( ) f s r,( ) K s τ,( ) 1
i!
---xτ

i( ) τ r,( ) τ z–( )i

i 0=

N

∑ τd
a

c

∫+ +=

K s τ,( ) 1
i!
---xτ

i( )
τ r,( ) τ z–( )i

i 0=

N

∑ τ,d
c

b

∫+

x s r,( ) f s r,( ) K s τ,( ) 1
i!
---xτ

i( )
τ r,( ) τ z–( )i

i 0=

N

∑ τd
a

c

∫+ +=

K s τ,( ) 1
i!
---xτ

i( ) τ r,( ) τ z–( )i

i 0=

N

∑ τ,d
c

b

∫+
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

(12)

xτ
i( ) x

i τ r,( )∂

τi∂
--------------------

τ z=

xτ
i( ) x

i
τ r,( )∂

τi∂
--------------------

τ z=

0 n,

xs
p( )

f
s

p( )

i 0=

N

∑ 1
i!
---

a

c

∫ Ks
p( )

xτ
i( )

i 0=

N

∑ 1
i!
---

c

b

∫ Ks
p( )

xτ
i( )

xs

p( )
f s

p( )

i 0=

N

∑ 1
i!
---

a

c

∫ Ks
p( )

xτ
i( )

i 0=

N

∑ 1
i!
---

c

b

∫ Ks
p( )

xτ
i( )

xs
p( ) x

p
s r,( )∂

s
p∂

--------------------
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Необхоäиìо найти xн(s) = x(s, r) = (x(s, r), (s, r)).

Чтобы найти реøение, преäставиì уравнение (17) в
параìетри÷еской форìе:

x(s, r) = sr + s
2(1 + τ)x(τ, r)dτ,

(s, r) = s
2(r – 2) s

2(1 + τ) (τ, r)dτ. (18)

В этих выражениях яäро K(s, τ) = s
2(1 + τ) ≥ 0

∀τ ∈ [0, 2], ãäе проìежуток [0,2] опреäеëяет преäеëы
интеãрирования в уравнении (18), поэтоìу этот проìе-
жуток не иìеет то÷ки разбиения с, которая преäставëена
в систеìе уравнений (12).

Преäставиì неизвестные функöии x(τ, r), (τ, r),
которые в уравнении (17) нахоäятся поä знакоì интеã-
раëа в виäе тейëоровскоãо поëиноìа по степеняì n, по-
ëожив при этоì äëя простоты вы÷исëений n = 1. Тоãäа
при τ = z ∈ [0,2] поëу÷иì:

x(τ, r) = 1 + (τ – z),

(τ, r) = 1 + (τ – z),  0 ≤ τ, z ≤ 2, r ∈ [0, 1].

Так как n = 1, ÷исëо äифференöирований p по s каж-
äоãо из уравнений (18) äает зна÷ения p = 0,1, сëеäова-
теëüно,

p = 0 ⇒  ⇒ 

p = 1 ⇒  ⇒ 

Даëее рассìатриваþтся векторы X, F и эëеìенты ìат-
риöы S:

X = (x |s = a*, r), (s = a*, r); ( |s = a*, r), (s = a*,

r)T— вектор не÷етких переìенных, поäëежащий опреäе-
ëениþ; a* ∈ [a, b];

F = (s = a*, r) = a*r,  = 1�r; (s = a*, r) =

= a*
2(r – 2),  = a*(r – 2)  — заäанный вектор

не÷етких переìенных.

Эëеìенты  ìатриöы S2 равны нуëþ, так как про-

ìежуток [0,2] не иìеет то÷ки разбиения с. Это äает

S
2 = (  = 0). Эëеìенты  ìатриöы S1 преäставëяþт

собой

 = (s, τ)(τ – z)idτ =

= [(s = a* = 0)2(1 + τ) (τ – z = a* = 0)idτ = 0, 

p, i = 0, 1,

поэтоìу S1 = ( ) = 0. Это озна÷ает, ÷то

S = ,

откуäа из уравнения (16) поëу÷иì:

S – I |
s = 0 = –I.

В резуëüтате ìатри÷ное уравнение

(S – I)|
S = 0�X = –F ⇒ IX = F

буäет иìетü виä:

 =  ⇒ xн = x(s, r) =

= x(s, r)|
a = s = sr, (s, r) = s

2(r – 2)|r ∈ [0,1] .

В общеì сëу÷ае заäается не÷еткая систеìа интеã-
раëüных уравнений [22, 23]

xнi
(s) = fнi

(s) + K
ij
(s, τ)xнi

(τ)dτ,  i = . (19)

Зäесü поëаãается a ≤ s, τ ≤ b, K
ij
(s, τ), i, j = , — за-

äанные ÷еткие яäра, äифференöируеìые по своиì арãу-
ìентаì на проìежутке [a, b]; fнi

 — заäанные не÷еткие

функöии; xнi
(s) = (xн1(s),..., xнm

(s))T — не÷еткий вектор,
поäëежащий опреäеëениþ. Не÷еткие переìенные fнi

(s),

xнi
(s) преäставëяþтся в параìетри÷еской форìе

fнi
(s) = f

i
(s, r) = ( (s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]),

xнi
(s) = x

i
(s, r) = (x

i
(s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]),  i = ,

и äаëее приìеняется ìетоäика преобразований, которая
быëа реаëизована в оäноìерноì сëу÷ае: разбиение пре-
äеëов интеãрирования проìежутка [a, b] с поìощüþ то-

÷ек c
ij
, i, j = ; преäставëение неизвестных переìен-

ных x
i
(s, r), (s, r) в виäе тейëоровских поëиноìов по

степеняì n в произвоëüной то÷ке τ = z ∈ [a, b] ⊂ R; äиф-

ференöирование p =  раз по s кажäоãо из уравнений
(19), преäставëенных в параìетри÷еской форìе; пере-

x
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ìена ìестаìи сиìвоëов  и ; ввеäение соответствуþ-

щих обозна÷ений äëя векторов и ìатриö.

В резуëüтате пере÷исëенных преобразований появят-
ся НСЛУ типа (16):

SX = F, (20)

ãäе X(�) = ( (�), (�), ..., (�), (�))T — неизвес-

тный вектор не÷етких переìенных; сиìвоë (�) обозна-
÷ает (s = a, r); (n) — ноìер произвоäной и степенü тей-

ëоровскоãо разëожения; (�) = (x
k
(�), ..., (�))T;

(�) = ( (�), ..., (�))T, k = , — коìпоненты

вектора X;

F(�) = ( (�), (�), ..., (�), (�))T — заäан-

ный вектор не÷етких переìенных;

=–( (�), ..., (�))T;

=–( (�), ..., (�))T;

S =  — ìатриöа с ìатри÷ныìи эëе-

ìентаìи

W
(i, j) = ;

 =  = ;

 =  = . ♦

Пример 3. Иìееì

(s, r) = s�r – s
2(r3 – 2) – s

2
r – s

2
r(r4 + 2);

(s, r) = s
2(r – 2) + s

2(r3 – 2) – s(r – 2) +

+ s
2
r(r4 + 2);

(s, r) = s(s5 + 2r) – 14,1(s – 2)2(r3 – 2) – (s2 + 1)r –

– 0,3(s – 2)3r(r4 + 2);

(s, r) = (s2 + 1)(r – 2) – s(3r
3 – 6) +

+ 0,9(s – 2)2(r3 – 2) + 4,7(s – 2)r(r4 + 2);

K11(s, τ) = s2(1 + τ); K12(s, τ) = s2(1 – τ2); 

K21(s, τ) = (1 + s2)τ; K22(s, τ) = (s – 2)(1 – τ3),

0 ≤ s, τ ≤ 2, — совокупностü яäер.
Решение. В этих усëовиях при z = 0 (z — то÷ка тей-

ëоровскоãо разëожения) поëу÷иì:

W
(1,1) = ; W (1,2) = (0)

i, j;  i, j = ;

W
(2,1) = ;  W (2,1) = .

Реøение НСЛУ (20) äает:

X = S–1
F,

ãäе

X = X(a = 0, r) = (x1, , , , x2, , , )T;

S
–1

F = (0, r, 0, 2 – r, 0, r5 + 2r, 0, 6 – r3)T. ♦

3.4. Îöåíèâàíèå íå÷åòêîãî ñîñòîÿíèÿ 
ìåòîäîì âûðîæäåííûõ ÿäåð

Поëаãается, ÷то есëи яäро уравнения преäстав-
ëяется в виäе коне÷ной суììы произвеäений функ-
öий от τ на функöиþ от s, тоãäа уравнение (19) с

яäроì K(s, τ) = a
i
(s)b

i
(τ) преäставëяет собой

не÷еткое интеãраëüное уравнение Фреäãоëüìа с
÷еткиì вырожäенныì яäроì [22, 23]. Зäесü, как
и ранее (сì. п. 3.2) äëя существования и еäинст-
венности не÷еткоãо реøения по ìетоäу посëеäо-
ватеëüных прибëижений поëаãается, ÷то a

i
(s) оп-

реäеëено, кусо÷но-непрерывно по Хаусäорфу и
оãрани÷ено первой произвоäной по Сейккаëа на
s ∈ [a, b] ⊂ R, b

i
(τ) иìеет анаëоãи÷ное оãрани÷ение

на τ ∈ [0, t] ⊂ R.

Моäифиöируеì известный ìетоä реøения тра-
äиöионноãо уравнения с вырожäенныì яäроì äëя
реøения соответствуþщеãо не÷еткоãо уравнения
[24].

Пустü иìееì не÷еткое интеãраëüное уравнение
(19), яäро котороãо

K(s, τ) = a
i
(s)b

i
(τ),

∫ ∑
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и на проìежутке интеãрирования [a, b] выпоëнены
такие типы неравенств:

(i):  (ii): 

(iii): 

Тоãäа в сëу÷ае (i) äëя систеìы уравнений (19)
буäут справеäëивы соотноøения

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ (21)

Уìножив соотноøения (21) на b
i
(τ) и затеì про-

интеãрировав их на проìежутке [a, b], поëу÷иì со-
отноøения

x
i
 =  + x

i
,   = (τ)b

i
(τ)dτ,

 = b
i
(τ)a

j
(τ)dτ,

 = ,   = (τ)b
i
(τ)dτ,  i = .

Эти соотноøения привоäят к НСЛУ

Xн = АХн + Fн,

ãäе

Xн = (X | )T;  X = (x1, ..., xn
);   = ( , ..., );

Fн = (F | )T,

Fн = (F | );  F = ( , ..., ),   = ( , ..., );

A = ;  A1 = ( ),   = b
i
(τ)a

j
(τ)dτ,

i, j = , 

и которое ìожно преäставитü в траäиöионной
форìе, принятой в теории не÷етких вы÷исëений
[19, 20]:

(I – A)Xн = Fн, I — еäини÷ная ìатриöа. (22)

В статüях [19, 20] рассìотрен сëу÷ай, коãäа
|I – A| = 0.

Пример 4. Рассìотриì интеãраëüное уравнение виäа
(21):

xн(s) = fн(s) + sτxн(τ)dτ,  s ∈ [0, 0,5],

в котороì

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]);

K(s, τ) = sτ ≥ 0,  a
i
(s) = s,  b

i
(τ) = τ.

Реøение нахоäится из не÷еткоãо ìатри÷ноãо урав-
нения (22), в котороì эëеìенты ìатриö преäставëяþт
собой

Xн = X(s, r) = (x | )T; 

Fн = F(s, r) =  = (τ)τdτ  = (τ)τdτ ;

 = τ2dτ =  = ; 

I – A = 1 –  = 1 –  = .

Сëеäоватеëüно,

x1 = (τ)τdτ,  = (τ)τdτ

и реøение уравнения иìеет виä:

xн(s) = (х(s, r), (s, r) | r ∈ [0, 1]),

в котороì

х(s, r) = (s, r) + sx1,  (s, r) = (s, r) + s . 

В сëу÷ае (ii) посëе вы÷исëений, анаëоãи÷ных (i), с
у÷етоì свойства уìножения äëя не÷етких переìенных x
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поëу÷иì

( |X )T = (–IX |–I )T,

откуäа посëе преобразований буäеì иìетü:

 =  +  ⇔  =

=  +  ⇔ (I + A)Xн = –Fн. ♦

3.5. Îöåíêà íå÷åòêîãî ñîñòîÿíèÿ 
ìåòîäîì íåâûðîæäåííîãî ÿäðà, 

àïïðîêñèìèðóåìîãî âûðîæäåííûì

Пустü в соотноøении (21) яäро иìеет виä
K(s, τ) = K(s�τ), тоãäа в соответствии с тейëоров-
скиì разëожениеì при (s�τ) g 0 поëу÷иì:

K(s�τ) e
i
(s�τ)i = a

i
(s)b

i
(τ).

Сëеäоватеëüно, äëя уравнения

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ

ìожет бытü приìенен ìетоä из п. 3.4.
Пример 5. Иìееì

xн(s) = fн(s) + sin(s�τ)xн(τ)dτ.

Испоëüзуеì тейëоровскуþ аппроксиìаöиþ яäра
K(s�τ) g s�τ, тоãäа äаëее приìеняþтся резуëüтаты при-
ìера 4.

При аппроксиìаöии

K(s�τ) g s�τ – (s�τ)3 =  + 

интеãраëüное уравнение также реøается ìетоäоì, опи-
санныì в п. 3.4. ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На основе опреäеëения не÷еткоãо интеãраëа
Риìана сфорìуëирована постановка заäа÷и об оöе-
нивании состояний ìоäеëей, описываеìых не÷ет-
киìи интеãраëüныìи уравненияìи Фреäãоëüìа —
Воëüтерра в преäпоëожении существования и
еäинственности их реøений.

Рассìотрены разëи÷ные ìетоäы оöенивания
не÷етких интеãраëüных уравнений, а иìенно: не-
÷еткое преобразование Лапëаса, ìетоä «вëожения»
ìоäеëей, тейëоровское оöенивание вырожäенных
яäер, оöенивание невырожäенных яäер вырожäен-
ныìи форìаìи. Дëя них реøены тестовые приìе-

ры и показано, ÷то некоторые реøения связаны с
реøениеì не÷етких систеì ëинейных аëãебраи-
÷еских уравнений.

В ÷асти 2 статüи буäут рассìотрены äруãие не-
÷еткие ìетоäы оöенивания состояний ëинейных и
неëинейных ìоäеëей интеãраëüных уравнений,
связанные с ìетоäоì наиìенüøих кваäратов и еãо
ìоäификаöияìи, оöениваниеì по ìетоäаì Гаëер-
кина, Чебыøева и функöияì sinc.
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