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Краевые заäа÷и возникаþт при реøении раз-
ëи÷ных пробëеì ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
и управëения — наприìер, при управëении поëо-
жениеì спутника с ìиниìаëüныì расхоäоì энер-
ãии, приöеëüныì артиëëерийскиì оãнеì, при рас-
÷ете параìетров автокоëебаний в поисковых систе-
ìах автоìати÷еской оптиìизаöии, реøении заäа÷
вариаöионноãо ис÷исëения, привоäящих к раз-
ëи÷ноãо роäа спëайн-интерпоëяöияì и оптиìаëü-
ныì реãуëятораì, и ìноãих äруãих [1—3]. Опти-
ìизаöия функöионаëов, зависящих от искоìой
функöии и ее произвоäных, привоäит к краевыì
заäа÷аì äëя äифференöиаëüных уравнений второ-
ãо поряäка [4—6].
Пере÷исëенные заäа÷и описываþтся, как пра-

виëо, траäиöионныìи äифференöиаëüныìи урав-
ненияìи с траäиöионныìи краевыìи усëовияìи.

Дëя их реøения разработаны соответствуþщие
ìетоäы — сì., наприìер, работы [7, 8].
Оäнако на практике на объект управëения äей-

ствуþт возìущения, а äинаìи÷еские параìетры
äифференöиаëüных уравнений и краевые усëовия
заäаþтся с некоторой неопреäеëенностüþ.
Дëя преäставëения возìущений испоëüзуþтся

разëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи, теория кото-
рых интенсивно разрабатывается и активно при-
ìеняется в разëи÷ных приëожениях. Наибоëее
интенсивно äëя этих öеëей приìеняþтся ìетоäы
теории интерваëов [9], теории не÷етких ìножеств
[10], теории возìожностей [11], ãибриäной веро-
ятностной теории [12], теории не÷етких сëу÷ай-
ных проöессов [13] и äр.
Наибоëее аäекватной, простой и универсаëü-

ной в преäставëении разëи÷ноãо роäа возìущений
явëяется теория не÷етких ìножеств. Она сëужит
некиì яäроì, вокруã котороãо ãруппируþтся су-
ществуþщие ныне ìоäеëи возìущений и их ìоäи-
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фикаöии. Наприìер, в ãибриäной вероятностной
ìоäеëи [12] äва коìпонента: оäин из них — веро-
ятностный и описывает поìехи изìерений, а äру-
ãой — это не÷еткий, который описывает нето÷нос-
ти ìатеìати÷еской ìоäеëи. Такое преäставëение
неопреäеëенности боëее аäекватно по сравнениþ
с траäиöионной вероятностной ìоäеëüþ. Друãой
приìер связан с не÷еткиì преäставëениеì сëу÷ай-
ных проöессов — не÷еткий сëу÷айный проöесс
Маркова в форìе öепей с не÷еткиìи состояния-
ìи позвоëяет уìенüøитü разìерностü перехоäной
ìатриöы состояний, ÷то привоäит к уìенüøениþ
объеìа вы÷исëений при ее обращении [13].
Можно привести и äруãие приìеры äостоинств

приìенения не÷етких ìетоäов äëя реøения заäа÷
ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования и управëения.
По наøеìу ìнениþ, основные преиìущества при-
ìенения не÷етких ìетоäов в инженерных рас÷етах
состоят в поëу÷ении äиапазона искоìых реøений
по не÷еткой ìоäеëи, которые в ëинãвисти÷еских
терìинах трактуþтся как наихуäøие и наиëу÷øие
реøения. Такое преäставëение резуëüтатов не÷ет-
ких рас÷етов иìеет похожие ÷ерты с резуëüтатаìи
робастной теории управëения и ãарантированноãо
оöенивания в теории иäентификаöии. Оäнако не-
÷еткая теория боëее простая в рас÷етах по сравне-
ниþ с робастной и ãарантированной теорияìи, ÷то
äеëает не÷еткуþ теориþ привëекатеëüной äëя ин-
женерной äеятеëüности.
Существенный неäостаток не÷етких ìетоäов

состоит в некоеì произвоëе и отсутствии статисти-
÷еской повторяеìости в описании типа функöий
принаäëежностей, преäставëяþщих оäну из ìоäе-
ëей неконтроëируеìых возìущений в систеìе.
В öеëоì же простота, универсаëüностü и аäек-

ватностü в описании возìущений коìпенсируþт
неäостатки не÷етких ìетоäов. Они заниìаþт äо-
стойное ìесто в инструìентарии инженерной äе-
ятеëüности.
Оäниì из способов у÷ета вëияния возìущений

закëþ÷ается в испоëüзовании ìоäеëей неопреäе-
ëенности, построенных на основе теории не÷етких
ìножеств, ÷то привоäит к не÷еткиì äифференöи-
аëüныì уравненияì и не÷еткиì систеìаì управ-
ëения [14—16].
В практи÷еской äеятеëüности äифференöиаëü-

ные уравнения обы÷но неëинейные, поэтоìу äëя
реøения неëинейных краевых заäа÷ приìеняþтся
прибëиженные пряìые ìетоäы, такие как ìетоäы
Ритöа, Гаëеркина, не÷еткий ìетоä наиìенüøих
кваäратов. Реøение yi(x) на i-й итераöии ищется
в виäе

yi(x) = akϕk(x),  i = 1, 2, ..., n, ...,

ãäе ϕk(x) — коорäинатные (базисные) функöии за-
äанноãо типа ak — неизвестные коэффиöиенты,
поäëежащие опреäеëениþ. В ìетоäе Ритöа они на-
хоäятся из усëовия äопустиìости функöий ϕk(x), в
ìетоäе Гаëеркина — из усëовия их ортоãонаëüнос-
ти, а в не÷еткоì ìетоäе наиìенüøих кваäратов из
не÷етких правиë относитеëüно эëеìентов весовой
ìатриöы.
Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в ìоäифи-

каöии известных траäиöионных ìетоäов äëя ре-
øения не÷етких ëинейных и неëинейных äвухто-
÷е÷ных краевых заäа÷ (коãäа äопоëнитеëüные ус-
ëовия на реøение наëаãаþтся в то÷ках на конöах
отрезка), которые возникаþт как при реøении
не÷етких заäа÷ ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
(÷астü 1), так и при конструировании не÷етких оп-
тиìаëüных реãуëяторов, анаëизе периоäи÷еских
режиìов не÷етких систеì автоìати÷еской опти-
ìизаöии (÷астü 2) и äр.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Даëее буäеì поëüзоватüся базовыìи опреäеëе-
нияìи, поäробно изëоженныìи в работах [10, 14].
При ìатеìати÷ескоì ìоäеëировании и анаëи-

зе не÷етких систеì автоìати÷еской оптиìизаöии
÷асто возникаþт äвухто÷е÷ные не÷еткие краевые
заäа÷и äëя äифференöиаëüных уравнений иëи их
систеì. В некоторых сëу÷аях эти заäа÷и ìоãут
бытü преобразованы в оäното÷е÷ные (на÷аëüные).
Оäнако ÷асто öеëесообразно реøатü исхоäнуþ
äвухто÷е÷нуþ краевуþ заäа÷у.
В настоящей статüе рассìотрены некоторые

ìетоäы реøения äвухто÷е÷ных краевых заäа÷: ìе-
тоä не÷еткоãо преобразования Лапëаса, не÷еткий
вариаöионно-итераöионный ìетоä, не÷еткий на-
÷аëüный ìетоä и не÷еткий ìетоä Гаëеркина, поз-
воëяþщие синтезироватü не÷еткие оптиìаëüные
систеìы управëения [17—19].
Оäна из таких оптиìизаöионных заäа÷ возни-

кает при построении аäекватных не÷етких ìате-
ìати÷еских ìоäеëей äëя не÷еткой вариаöионной
заäа÷и с непоäвижныìи ãраниöаìи. Они, в ÷аст-
ности, форìуëируþтся äëя не÷етких спëайн-ап-
проксиìаöий разëи÷ных типов, нахожäения не-
÷еткоãо проãраììноãо управëения и äруãих не÷ет-
ких оптиìизаöионных заäа÷.
Определение 1. Оäноìерная функöия прина-

äëежности не÷еткоãо ìножества A заäается отоб-
ражениеì rA: A ⊂ R1 → [0; 1] ⊂ R1. Поëаãается, ÷то

rA(x) = (rA(x), (x)), x ∈ A, ãäе rA(x) — ëевая, а

(x) — правая ветви функöии rA(x) относитеëüно
яäра ìножества A (core A). В параìетри÷еской фор-k 1=

i

∑

rA

rA
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ìе с испоëüзованиеì обратноãо отображения :

xA(r) = (xA(r), (r) | r ∈ [0; 1]). Мноãоìерный сëу÷ай

заäается отображениеì rA: A ⊂ Rm → [0; 1] ⊂ R1. ♦

Дëя не÷еткоãо ìножества принято обозна÷ение
Em = {rA(x), x ∈ Rm}.

Определение 2. Оäноìерная не÷еткая функöия
заäается отображениеì fн: R1 → E1 и обозна÷ается:

fн(x) = f(x, r) = ( (x, r), (x, r)) | r ∈ [0; 1]), ãäе

«н» — инäекс не÷еткости, а (x, r), (x, r) — ветви

не÷еткой функöии. ♦
По анаëоãии с траäиöионныì банаховыì про-

странствоì äëя совокупности ÷етких функöий вво-
äится еãо не÷еткий анаëоã, в котороì заäается ìет-
рика Хаусäорфа:

Lx( fн1(t), fн2(t)) = { [| (t, r) – (t, r)|,

| (t, r) – (t, r)|]},

а операöии сëожения и уìножения на константу
выпоëняþтся по правиëаì, принятыì в теории не-
÷етких ìножеств.
Определение 3. Не÷еткий функöионаë Jн за-

äается отображениеì Jн: { fн} ∈ E1 → R1. Оäна из

еãо форì — не÷еткий интеãраëüный функöионаë:

Jн = f(xн(t))dt, а f(xн(t)) — не÷еткий интеãрант.

Определение 4. Не÷еткий интеãраë Jн =

= f(xн(t))dt опреäеëяется сëеäуþщиì образоì.

Иìееì преäставëение: RP = f(xн(ξ))(ti – ti – 1),

∀ξ ∈ [ti – ti – 1] ⊂ R1, i = 1, ..., n, и äëя неãо заäана

совокупностü разбиений P = {t = t0, ..., t = T } ∈ [t0,

T ] ⊂ R1 и Δ = max{|ti – ti – 1|}, i = . Тоãäа не÷ет-

кий интеãраëüный функöионаë опреäеëяется в ви-

äе f(xн(t))dt = RP, ãäе преäеë заäается в ìет-

рике Хаусäорфа Lx. ♦

Даëее в заäа÷е не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования буäеì рассìатриватü не÷еткие интеã-
раëüные функöионаëы типа:

f(xн(t), (t), t)dt;  f(xн(t), (t), (t), t)dt,

ãäе (t), (t) — не÷еткие произвоäные. Инäекс

«h» озна÷ает обобщеннуþ произвоäнуþ, ввеäеннуþ
Хукухарой (Р.M. Hukuhara). Опреäеëения первой
и второй произвоäных по Хукухаре привеäены в
работе [19].
Не÷еткое вариаöионное ис÷исëение приìени-

теëüно к заäа÷аì не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования ìожет приìенятüся в äвух направëе-
ниях. Первое из них — это конструирование ее не-
÷еткой теории: не÷еткая непрерывностü, не÷еткая
äифференöируеìостü, не÷еткий экстреìуì и т. ä.
Второе направление — это испоëüзование опреäе-
ëений и теореì в созäанной уже к настоящеìу вре-
ìени не÷еткой теории äифференöиаëüных и ин-
теãраëüных уравнений и ìетоäов их реøений. При-
еì второãо направëения состоит в реøении ÷еткой
вариаöионной заäа÷и траäиöионныìи ìетоäаìи
äо поëу÷ения уравнения Эйëера в траäиöионной
форìе, а äаëее оно объявëяется не÷еткиì из-за на-
ëи÷ия неопреäеëенности в ãрани÷ных усëовиях и
параìетрах, преäставëяеìой не÷еткиìи эëеìента-
ìи. Затеì это не÷еткое уравнение Эйëера реøает-
ся уже созäанныìи не÷еткиìи ìетоäаìи, а поëу-
÷аеìое не÷еткое реøение объявëяется реøениеì
не÷еткой вариаöионной заäа÷и. Можно поëаãатü,
÷то сей÷ас второе направëение явëяется перспек-
тивныì, в еãо раìках активно разрабатываþтся
ìетоäы реøения не÷етких äифференöиаëüных и
интеãраëüных уравнений [14, 15].
Не÷еткуþ заäа÷у ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирова-

ния преäставиì в виäе оптиìизаöионной заäа÷и
äëя не÷еткоãо интеãраëüноãо функöионаëа. Иìееì:

— не÷еткие функöии fн(t) опреäеëены и не-

прерывны в ìетрике Lx Хаусäорфа на отрезке

[t0, T ] ⊂ R1, ãäе t0, T — заäанные ÷еткие ÷исëа;

— функöии xн(t) уäовëетворяþт не÷еткиì ãра-

ни÷ныì усëовияì:

xн(t = t0) = xн0,  xн(t = T ) = xнT ,

ãäе не÷еткие переìенные заäаны своиìи функöи-
яìи принаäëежностей:

xн0 = x0(r) = (x0(r), (r) | r ∈ [0; 1]);

xнT = xT(r) = (xT(r), (r) | r ∈ [0; 1]) 

и трактуþтся как некие ìоäеëи неопреäеëенности,
преäставëяþщие поãреøности иëи поìехи в заäа-
нии ãрани÷ных усëовий. Эти усëовия характеризу-
þт прохожäение не÷етких функöий ÷ерез äве не-
÷етко закрепëенные ãрани÷ные то÷ки.

rA
1–

xA

f f

f f

sup
r

max
t

f 1 f 2

f1 f2

t = t0

t = T

∫

t = t0

t = T

∫

i 1=

n

∑

1 n,

t = t0

t = T

∫
Δ 0→
lim

t = t0

t = T

∫ x·н
h

t = t0

t = T

∫ x·н
h x··н

h

x·н
h x··н

h

x0

xT
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На не÷еткоì ìножестве E1 заäан не÷еткий ин-

теãраëüный функöионаë

Jн = J(xн(t)) = f(xн(t), (t), (t), t)dt. (1)

Среäи äопустиìых не÷етких кривых xн(t) ⊂ E1

необхоäиìо найти не÷еткуþ кривуþ (t), на ко-
торой не÷еткий функöионаë (1) äостиãает экстре-
ìуìа

J( (t)) = f(xн(t), (t), (t), t)dt. (2)

В этой заäа÷е отсутствуþт оãрани÷ения, кроìе
не÷етких ãрани÷ных усëовий, поэтоìу по анаëо-
ãии с траäиöионныì поäхоäоì заäа÷а (1), (2) яв-
ëяется не÷еткой заäа÷ей на безусëовный экстре-
ìуì не÷еткоãо интеãраëüноãо функöионаëа.
Не÷еткиìи ìоäеëяìи преäставëения (1), (2) яв-

ëяþтся не÷еткие ëинейная и куби÷еская интерпо-
ëяöионные функöии, которые приниìаþт в узëах
сетки заäанные не÷еткие зна÷ения и ìиниìизиру-
þт не÷еткий интеãраëüный функöионаë типа (1).
Не÷еткая ëинейная спëайн-интерпоëяöионная

функöия xн(t), t ∈ [t0, T ], нахоäится из усëовия:

Jн = min ( (t)dt.

Не÷еткая куби÷еская спëайн-интерпоëяöион-
ная функöия xн(t), t ∈ [t0, T ], нахоäится из усëовия

Jн = min ( (t)dt.

В посëеäнеì сëу÷ае не÷еткий интеãраëüный
функöионаë Jн как анаëоã энерãии, варüируеìой

в некотороì äиапазоне, упруãоãо стержня, закреп-
ëенноãо в то÷ках пëоскости (tk, xнk), и на не÷еткоì

куби÷ескоì спëайне реаëизуþщий некий äиапазон
ìиниìуìа этой энерãии.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅ×ÅÒÊÈÕ 
ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÕ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

2.1. Ìåòîä íå÷åòêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Ëàïëàñà [17—21]

Иìеется не÷еткая äвухто÷е÷ная краевая заäа÷а
äëя äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряä-

ка относитеëüно не÷еткой коорäинаты xjн вектора
состояний xн:

 = f(xн(t), (t), t),  xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk. (3)

Зäесü инäекс «j» ноìера коорäинаты опущен
äëя простоты обозна÷ений. Инäекс «h» обозна÷ает
обобщеннуþ произвоäнуþ по Хукухаре.
Соãëасно работаì [19—21] буäеì иìетü ÷етыре

типа не÷етких реøений и заäа÷ äëя уравнения (3):
(i, i), (i, ii), (ii, i), (ii, ii). В скобках сиìвоë на пер-
воì ìесте обозна÷ает тип первой обобщенной
произвоäной, сиìвоë на второì ìесте посëе запя-
той — тип второй обобщенной произвоäной. Та-
киì образоì, äëя не÷еткой äвухто÷е÷ной краевой
заäа÷и второãо поряäка буäеì иìетü ÷етыре реøе-
ния, поëу÷аеìые из ÷етырех не÷етких заäа÷. Иìе-
еì, опустив инäекс «h» äëя простоты обозна÷ений,
÷етыре типа не÷етких заäа÷:

тип (i, i): 

тип (i, ii): 

тип (ii, i): 

тип (ii, ii): 

t = t0

t = T

∫ x·н
h x··н

h
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t = T
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h x··н

h

min
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∫ x·н
h
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h
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h x·н
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i( )
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r 0; 1[ ];∈⎩
⎪
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x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
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x·· ii( ) r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=
x r 0,( ) x0 r( ) x r tk,( ), xk r( ),= =

x·· r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =
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⎪
⎪
⎪
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x·· ii( ) r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=
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ii( )
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⎪
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⎪
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Относитеëüно произвоäной Хукухары иìеет
ìесто сëеäуþщее сужäение. Дëя первой произвоä-
ной в теории не÷етких ìножеств необхоäиìо за-
äание операöии вы÷итания äëя приращения не÷ет-
кой функöии, операöии уìножения на константу
и операöии преäеëüноãо перехоäа относитеëüно
заäанной ìетрики в пространстве не÷етких пере-
ìенных. При выпоëнении усëовия поëноты в этоì
пространстве оно превращается в банахово про-
странство, в котороì существует äостато÷ное ÷ис-
ëо разнообразных произвоäных в зависиìости от
способа заäания ìетрики, но в работах [14—16, 18]
показано, ÷то все произвоäные эквиваëентны ìеж-
äу собой, кроìе произвоäных Сейккаëа и Бакëи—
Фейринãа. Поэтоìу в теории не÷етких на÷аëüных
заäа÷ испоëüзуþтся упоìянутые äве произвоäные
и соответственно иìеþтся äва разëи÷ных типа ре-
øений.
Дëя упоìянутых первых произвоäных не опре-

äеëена не÷еткая вторая произвоäная, которая воз-
никает в не÷еткой краевой заäа÷е äëя не÷еткоãо
äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряäка.
Дëя устранения этой труäности обы÷но испоëü-
зуется не÷еткая произвоäная Хукухары, которая
иìеет äва типа первой произвоäной, поэтоìу äëя
второй произвоäной и соответствуþщих типов не-
÷етких äифференöиаëüных уравнений второãо
поряäка возникает ÷етыре их типа, которые преä-
ставëены выøе. Это привоäит к ÷етыреì типаì
реøений не÷еткой краевой заäа÷и. В этоì состоит
характерная особенностü не÷етких (ìяãких) вы-
÷исëений, т. е. нееäинственностü реøений — осо-
бенностü не÷етких вы÷исëений.
Определение 5. Дëя не÷еткой функöии (ориãи-

наë) fн(t) = ( (r, t), (r, t)| r ∈ [0; 1]) и äействи-
теëüной переìенной (параìетр «s») ее не÷еткое
преобразование Лапëаса [19—21]:

(s) = L{ fн(t)} = e–stfн(t)dt =

= e–stfн(t)dt = e–st (t, r)dt,

e–st (t, r)dt | r ∈ [0; 1] . ♦ (4)

Поëаãается, ÷то преäеë в выражении (4) существует.
В форìуëе (4) обы÷но испоëüзуется обозна÷ение

l[ (t, r)] = e–st (t, r)dt,

l[ (t, r)] = e–st (t, r)dt,

поэтоìу буäеì иìетü записü

L{fн(t)} = (l[ (t, r)], l[ (t, r)] | r ∈ [0; 1]).

Рас÷еты äëя преобразования Лапëаса L{ (t)}

по выражениþ (4) äаþт

L{ (t)} = s2L{xн(t)} ã sxн(t0) ã (t0),

ãäе операöия ã опреäеëена в работах [19—21]. Зäесü
и äаëее операöия ã иìеет сìысë обы÷ноãо пряìо-
ãо вы÷итания.

Анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя L{ (t)} äаþт

L{ (t)} = s L{xн(t)} ã xн(t0).

Моäифиöируеì выражение (3) и затеì приìе-
ниì поëу÷енные соотноøения. Тоãäа буäеì иìетü

(t) + c1(t)xн(t) + c2(t)xн(t) = ϕн(t),

xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk,

откуäа при «ã» ≡ «–» поëу÷иì

s2L{xн(t)} – sxн(t0) – (t0) + c1(t)L{xн(t) – xн(t0)} +

+ c2(t) L{xн(t)} = L{ϕн(t)},

xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk. (5)

Краевое усëовие xн(t0) = xн0 испоëüзуется äëя

нахожäения неизвестноãо (t0) в выражении (5).

Даëее приìеняется обратное преобразование

Лапëаса L–1, ÷то привоäит к нахожäениþ искоìо-
ãо (t).
Пример 1. Пустü иìееì не÷еткий интеãраëüный функ-

öионаë типа (1) в форìе

Jн = [txн(t) + (t)]dt.

Необхоäиìо найти не÷еткуþ экстреìаëü (t), уäов-
ëетворяþщуþ не÷еткиì ãрани÷ныì усëовияì:

xн(t0 = 0) = xн0 = 0н = (0(r) = –1 + r,

(r) = 1 – r | r ∈ [0; 1]),

xн(tk = T ) = xнT = 0,5н = (0,5(r) = 0,5r,

(r) = 1 – 0,5r | r ∈ [0; 1]).

Зäесü не÷еткие эëеìенты, иìеþщие инäекс «н», оп-
реäеëяþтся в соответствии с опреäеëениеì 2. Дëя ре-
øения приìера не÷еткой вариаöионной заäа÷и с не-
÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи воспоëüзуеìся при-
еìоì второãо направëения (сì. выøе) их реøения. Дëя
этоãо форìируется траäиöионная заäа÷а, которая реøа-
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ется äо поëу÷ения уравнения Эйëера в траäиöионной
форìе. Иìееì:

f = tx(t) + (t) =  –  = 0 ⇒

⇒ t –  = 0 ⇒ (t) – t = 0.

Перехоäиì к не÷еткоìу анаëоãу:

(t) – анt = 0,  xн0 = 0н, xнT = 0,5н.

Реøиì эту не÷еткуþ äвухто÷е÷нуþ заäа÷у ìетоäоì
не÷еткоãо преобразования Лапëаса. В резуëüтате поëу-
÷иì не÷еткое реøение (i, i)-типа:

(t) = ( (t, r), (t, r) | r ∈ [0; 1] ⊂ R1).

Друãие типы не÷етких реøений нахоäятся анаëоãи÷-
ныì способоì.

Дëя интерпоëяöии не÷еткиì ëинейныì спëайноì на
отрезке t ∈ [t0 = 0, tk = T = 1] иìееì:

Jн = ( (t)dt.

Перехоäя к траäиöионной вариаöионной заäа÷е, по-
ëу÷аеì ÷еткое уравнение Эйëера, которое привоäится к
еãо не÷еткоìу анаëоãу путеì ввеäения инäексов «н» и
«h» — не÷еткостü функöии и тип не÷еткой произвоäной
соответственно. Даëее, приìеняя не÷еткое преобразова-
ние Лапëаса, поëу÷иì разëи÷ные типы не÷етких реøе-
ний, äëя которых на не÷еткой сетке

путеì реøения соответствуþщих не÷етких систеì аë-
ãебраи÷еских уравнений нахоäится совокупностü не÷ет-
ких ëинейных спëайнов. Заìетиì, ÷то все типы не÷ет-
ких реøений äифференöиаëüных уравнений проверя-
þтся, уäовëетворяþт ëи они уравнениþ. Это привоäит к
сокращениþ ÷исëа реøений уравнений и ÷исëа не÷ет-
ких ëинейных спëайнов.

2.2. Âàðèàöèîííî-èòåðàöèîííûé ìåòîä [22, 23]

Дëя неëинейной на÷аëüной заäа÷и

M[x(v)] + N[x(v)] = g(v), (6)

ãäе M — ëинейный, а N — неëинейный операторы,
g(v) — заäанная в анаëити÷еской форìе функöия,
приìеняется ìетоä корректируþщеãо функöионаëа

xn + 1(v) =

= xn(v) + λ(v, t){M[xn(t)] + N[ (t)] – g(t)}dt, (7)

ãäе λ — ìножитеëü Лаãранжа, опреäеëяеìый из со-
ответствуþщей вариаöионной заäа÷и, xn — прибëи-
женное реøение уравнения (7) на n-й итераöии,

 — оãрани÷енная вариаöия äëя xn, т. е. δ  = 0.
Кроìе уравнений (6) и (7) рассìатривается крае-
вая заäа÷а второãо поряäка

X''(t) = F(t, X(t), X'(t)), (8)

X(t = 0) = Ф1,  X(t = T ) = Ф2, (9)

ãäе X(t) = [x1(t), ..., xn(t)]
T, xi(t), i = 1, ..., n, — неиз-

вестные вещественные функöии от переìенной t,
F — неëинейная непрерывная функöия от t, X(t),

X'(t), Ф1 и Ф2 — заäанные векторы в Rn.

Дëя заäа÷и (8) корректируþщий функöионаë (7)
заäается в виäе

Xn + 1(t) = Xn(t) +

+ λ(s){X''n(s) – [s, Xn(s), X'(s)]}ds (10)

с ãрани÷ныìи усëовияìи (9). Зäесü (•) = δF —
вариаöия äëя функöии F.
Посëе вы÷исëения вариаöии относитеëüно λ(s)

в выражении (10) äëя вспоìоãатеëüноãо функöио-
наëа с ìножитеëяìи Лаãранжа поëу÷иì усëовия
экстреìуìа функöионаëа в виäе:

λ''(s) = 0;  1 – λ'(s = t) = 0;  λ(s = t) = 0,

откуäа о÷евиäно, ÷то λ(s) = s – t.
Поäставëяя найäенные зна÷ения в выражении

(10), поëу÷иì сëеäуþщуþ вариаöионнуþ форìуëу
вы÷исëения Xn + 1(t) äëя заäа÷и (8), (9):

Xn + 1(t) = Xn(t) +

+ (s – t){X''(s) – [s, X(s), X'(s)]}ds,  n = 0, 1, 2,...

Дëя оöенки то÷ности приìеняется сëеäуþщий
приеì: вы÷исëяþтся Xn(t) и Xn + 1(t) и сравнива-
þтся эти зависиìости в нескоëüких то÷ках отрезка
[t0 = 0, tk = t]. Есëи в преäеëах требуеìой то÷ности
их зна÷ения совпаäаþт, то с÷итается, ÷то с требу-
еìой то÷ностüþ поëу÷ено реøение искоìой заäа-
÷и (8), (10). Есëи же Xn(t) и Xn + 1(t) в выбранных
то÷ках не совпаäаþт, то вы÷исëяется Xn + 2(t), äаëее
сравниваþтся Xn + 1(t), Xn + 2(t) и т. ä. äо тех пор,
пока Xn + k(t) и Xn + k + 1(t) не совпаäут. Этот практи-
÷еский приеì оöенки то÷ности äостато÷но наäе-
жен, хотя теорети÷ески не совсеì соверøенен.
Пример 2. Реøиì краевуþ заäа÷у вариаöионно-ите-

раöионныì ìетоäоì. Пустü äана äвухто÷е÷ная краевая
заäа÷а

(t) – x(t) = 0
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с не÷еткиìи краевыìи усëовияìи

xн(t0 = 0) = 0н = (0 = –1 + r,  = 1 – r | r ∈ [0, 1]),

xн(tk = 1) = 0,5н = (0,5 = 0,5r,  = 1 – 0,5r | r ∈ [0, 1]).

Необхоäиìо найти не÷еткуþ переìеннуþ (t) =

= x(t, r) = (x(t, r), (t, r) |r ∈ [0; 1]).

То÷ное реøение (i, i)-типа äëя x *(t, r), (t, r) поëу-
÷ены ранее на основе не÷еткоãо преобразования Лап-
ëаса.

Прибëиженное реøение (i, i)-типа поëу÷ено по фор-
ìуëаì вариаöионно-итераöионноãо ìетоäа:

xn + 1(t, r) = xn(t, r) + [(s – t) (s, r)]ds,

(t, r) = (t, r) + [(s – t) (s, r)]ds,

которые проìоäеëированы при зна÷ениях t = 0; 1 и r = 0;
0,2; ...; 1,0. Резуëüтаты вы÷исëений по то÷ныì и при-
бëиженныì форìуëаì показаëи приеìëеìуþ то÷ностü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя ëинейноãо и неëинейноãо äифференöи-
аëüных уравнений сфорìуëирована äвухто÷е÷ная
краевая заäа÷а в не÷еткой постановке, которая
возникает как при реøении не÷етких заäа÷ ìате-
ìати÷ескоãо ìоäеëирования, так и при синтезе не-
÷етких оптиìаëüных систеì управëения. Привеäе-
ны некоторые ìетоäы их реøения.
Рассìотрены не÷еткое преобразование Лапëаса

и еãо приìенение äëя реøения äвухто÷е÷ной кра-
евой заäа÷и. Привеäен приìер рас÷ета с поìощüþ
не÷еткоãо преобразования Лапëаса не÷еткой кри-
вой, на которой не÷еткий функöионаë äостиãает
экстреìуìа.
Рассìотрен ìетоä, в основу котороãо поëожен

не÷еткий вариаöионно-итераöионный принöип
реøения краевых заäа÷, и äан приìер еãо приìе-
нения äëя реøения не÷еткой вариаöионной заäа-
÷и с не÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи.
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