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Как правиëо, в практи÷еских приëожениях äëя
синтеза реãуëятора приìеняется ëинейная ìоäеëü
объекта управëения, поëу÷енная путеì ëинеариза-
öии исхоäных уравнений объекта, которые за÷ас-
туþ неëинейные [1]. Поэтоìу посëе синтеза реãу-
ëятора возникает естественный вопрос о приìе-
ниìости такоãо ëинейноãо реãуëятора в реаëüных
усëовиях, коãäа объект управëения неëинейный.
Оäниì из возìожных ответов на такой вопрос
преäставëяется теорети÷еское иссëеäование абсо-
ëþтной устой÷ивости синтезируеìых систеì, коã-
äа по физи÷ескоìу вхоäу (иëи выхоäу) объекта

ввоäятся неëинейности, характеристики которых
принаäëежат некотороìу сектору. Чеì øире раз-
ìер этоãо сектора, теì боëее øирокий кëасс не-
ëинейностей äопускает контур управëения без по-
тери свойства асиìптоти÷еской устой÷ивости при
произвоëüных на÷аëüных усëовиях как объекта
управëения, так и реãуëятора. Это обстоятеëüство
повыøает уверенностü инженера-проектировщи-
ка в работоспособности реãуëятора в реаëüных ус-
ëовиях на практике.
Мноãоìерная ëинейная систеìа характеризу-

ется совокупностüþ инäивиäуаëüных показатеëей
коëебатеëüности äëя i-ãо заìкнутоãо контура, свя-
зываþщеãо i-е заäаþщее возäействие c i-й реãуëи-
руеìой переìенной, которые преäставëяþт боëü-
øой практи÷еский интерес äëя инженеров-про-
ектировщиков автоìати÷еских систеì. В работе
установëена связü ìежäу äостиãнутыì зна÷ениеì
инäивиäуаëüноãо показатеëя коëебатеëüности и
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повеäениеì ãоäоãрафа Найквиста систеìы, разо-
ìкнутой по соответствуþщеìу выхоäу объекта уп-
равëения, ÷то также преäставëяет несоìненный
практи÷еский интерес.
Настоящая работа посвящена иссëеäованиþ

абсоëþтной устой÷ивости систеì, реãуëяторы ко-
торых обеспе÷иваþт заäанные иëи äостижиìые
инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëüности в ка-
÷естве оäноãо из инженерных показатеëей ка÷ест-
ва сëеäящих систеì как в оäноìерноì [2], так и в
ìноãоìерноì сëу÷ае. Заìетиì, ÷то аппарат Н∞-тео-
рии оптиìизаöии оказаëся искëþ÷итеëüно уäоб-
ныì äëя реøения заäа÷ синтеза реãуëяторов тако-
ãо роäа.
Зäесü необхоäиìо поä÷еркнутü выäаþщийся

вкëаä оте÷ественных у÷еных в реøение заäа÷и об
абсоëþтной устой÷ивости автоìати÷еских систеì
[1, 3]: от постановки заäа÷и (А.И. Лурüе, В.Н. Пос-
тников) äо разработки ÷астотных критериев аб-
соëþтной устой÷ивости (кваäрати÷ный критерий
В.А. Якубови÷а), иìеþщих боëüøое практи÷еское
зна÷ение. В настоящей работе приìеняется ìно-
ãоìерный круãовой критерий абсоëþтной устой-
÷ивости В.А. Якубови÷а [4] как сëеäствие еãо кваä-
рати÷ноãо критерия.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì поëностüþ управëяеìый и набëþ-
äаеìый объект управëения, описываеìый уравне-
нияìи состояния

 = Ax + Bu,  z = Cx, (1)

ãäе x ∈ Rn — вектор состояния объекта; u ∈ Rm —

вектор управëений; z ∈  — вектор реãуëируе-
ìых переìенных, а тройка ÷исëовых ìатриö A, B,
C заäана.
Пустü объект (1) заìкнут стабиëизируþщиì ре-

ãуëятороì по изìеряеìоìу выхоäу

 = Acxc + Bcε,  u = Ccxc + Dcε,  ε = g – z, (2)

ãäе xc ∈  — вектор состояния реãуëятора (nc ≤ n),

g ∈  — вектор заäаþщих возäействий, ε ∈  —
вектор оøибок сëежения, äоступный изìерениþ,
Ac, Bc, Cc, Dc — ìатриöы ÷исеë.
Переäато÷ная ìатриöа заìкнутой систеìы (1),

(2) от заäаþщеãо сиãнаëа g к реãуëируеìыì пере-
ìенныì z иìеет виä:

T(s) = W(s)[I + W(s)]–1,  W(s) = W0(s)K(s), (3)

ãäе W(s) = W0(s)K(s) — переäато÷ная ìатриöа сис-
теìы (1), (2), разоìкнутой по выхоäу объекта (пе-

реìенной z иëи ε). Зäесü W0(s) и K(s) — переäато÷-
ные ìатриöы объекта (1) и реãуëятора (2) соот-
ветственно:

W0(s) = C(sI – A)–1B, 

K(s) = Cc(sI – Ac)
–1Bc + Dc, (4)

ãäе I — еäини÷ная ìатриöа соответствуþщеãо раз-
ìера, s — коìпëексная переìенная преобразова-
ния Лапëаса.
Структурная схеìа заìкнутой систеìы (1), (2) с

переäато÷ныìи ìатриöаìи (4) привеäена на рис. 1.
Пустü реãуëятор (2) разреøает заäа÷у Н∞-опти-

ìизаöии

||T ||∞ ≤ γ ⇔ TT(–jω)T( jω) ≤ γ2I,  ω ∈ [0, ∞), (5)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо.
Тоãäа, как показано ниже, совокупностü инäи-

виäуаëüных показатеëей коëебатеëüности Mi äëя
i-ãо заìкнутоãо контура, связываþщеãо i-е заäаþ-
щее возäействие gi c i-й реãуëируеìой переìен-
ной zi, уäовëетворяет усëовиþ

Mi ≤ γ,  i = , (6)

ãäе γ — зна÷ение, реаëизовавøееся при реøении
заäа÷и (5).
Ввеäеì в контур управëения, изображенный

на рис. 1, по реãуëируеìоìу выхоäу объекта z (иëи
по оøибкаì сëежения ε) векторнуþ нестаöионар-
нуþ неëинейностü ϕ(t, z) = [ϕ1(t, z1), ϕ2(t, z2), ...,

(t, )]T ∈ , эëеìенты которой уäовëетво-

ряþт секторныì усëовияì

α ≤ ϕi(t, zi)/zi ≤ β,  ϕi(t, 0) = 0,  i = , (7)

ãäе α < 1 и β > 1 — нижняя и верхняя ãраниöы сек-
тора.
Структурная схеìа систеìы äëя иссëеäования

абсоëþтной устой÷ивости привеäена на рис. 2.
Зäесü W(p) — операторная переäато÷ная ìатри-

öа ëинейной ÷асти систеìы, совпаäаþщая с W(s)
из выражения (3) с то÷ностüþ äо заìены арãуìен-
та s на сиìвоë äифференöирования p = d/dt.
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Рис. 1. Структурная схема замкнутой линейной системы
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Структурная схеìа, изображенная на рис. 2,
описывается уравненияìи

z = –W(p)ζ,  ζ = ϕ(t, z). (8)

Заìетиì, ÷то в отсутствие неëинейностей, коã-
äа второе соотноøение иìеет виä ζ = z, уравнения
(8) описываþт структурнуþ схеìу ëинейной сис-
теìы, изображенной на рис. 1, которая по постро-
ениþ реãуëятора (2) из усëовия (5) асиìптоти÷ес-
ки устой÷ива.
Задача. Найти ãраниöы α и β секторных неëи-

нейностей (7), при которых неëинейная систеìа
(8) с реãуëятороì (2), построенныì исхоäя из öе-
ëевоãо усëовия (5), быëа бы абсоëþтно устой÷и-
вой äëя всех нестаöионарных неëинейностей из
кëасса (7).

2. ×ÀÑÒÎÒÍÛÉ ÏÎÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È

Прежäе ÷еì перехоäитü к изëожениþ общеãо
резуëüтата работы, преäваритеëüно остановиìся
сна÷аëа на боëее простоì сëу÷ае, коãäа еäинствен-
ная неëинейностü из кëасса (7) ввоäится искëþ÷и-
теëüно тоëüко по оäноìу i-ìу выхоäу объекта zi,
÷то позвоëит преäуãаäатü общий резуëüтат.
Обозна÷иì i-й äиаãонаëüный эëеìент T(s) как

ti(s). Эта переäато÷ная функöия ti(s) связывает i-е
заäаþщее возäействие gi с i-й реãуëируеìой пере-
ìенной zi. Пустü wi(s) — переäато÷ная функöия
разоìкнутой систеìы по i-й реãуëируеìой пере-
ìенной zi, которая поëу÷ается заìыканиеì всех
обратных связей по выхоäу z кроìе i-й, т. е. пере-
ìенной zi. Структурная схеìа, поясняþщая это,
иìеет кëасси÷еский виä и показана на рис. 3.
Связü äанных переäато÷ных функöий также

описывается кëасси÷ескиì соотноøениеì

ti(s) = . (9)

Заìетиì, ÷то в сиëу выражения (5) поäобное
неравенство буäет выпоëнятüся и äëя ëþбоãо эëе-
ìента ìатриöы T(s), в ÷астности, äëя ëþбоãо äиа-
ãонаëüноãо [5, 6]

||ti ||∞ = |ti( jω)| ≤ γ,  0 ≤ ω < ∞. (10)

Отсþäа, в ÷астности, сëеäует усëовие (6), есëи
у÷естü, ÷то по опреäеëениþ Mi = ||ti ||∞.

Такиì образоì, зна÷ение γ, реаëизовавøееся
при реøении заäа÷и (5), опреäеëяет и инäивиäу-
аëüный показатеëü коëебатеëüности Mi.

Теперü в сиëу выражений (9), (10), повторяя
выкëаäки, соäержащиеся в работе [7], при поëу÷е-
нии ãеоìетри÷еской интерпретаöии кëасси÷еско-
ãо показатеëя коëебатеëüности, приäеì к сëеäуþ-
щеìу утвержäениþ.
Теорема 1. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает

выпоëнение усëовия (5). Тоãäа ãоäоãраф Найквис-
та переäато÷ной функöии wi( jω) разоìкнутой сис-
теìы по i-ìу выхоäу объекта не пересекает круãа

раäиусоì R = γ/(γ2 – 1) с öентроì в то÷ке (–C, j0)

на пëоскости ãоäоãрафа, ãäе C = γ2/(γ2 – 1).
Отсþäа, в ÷астности, сëеäует, ÷то коэффиöиент

усиëения в заìкнутоì контуре, изображенноì на
рис. 3, без потери устой÷ивости ìожно изìенятü
от 1 в интерваëе ((γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ). Заìетиì так-
же, ÷то ãеоìетри÷еская интерпретаöия повеäения
ãоäоãрафа Найквиста переäато÷ной функöии wi( jω)
теореìы 1 соответствует требованиþ круãовоãо
критерия абсоëþтной устой÷ивости [3, 4], коãäа
секторная неëинейностü из кëасса (7) ввоäится
ëиøü по i-ìу выхоäу объекта zi на рис. 3. Тоãäа
прихоäиì к сëеäуþщеìу резуëüтату.
Теорема 2. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает

выпоëнение строãоãо неравенства (5). Тоãäа неëи-
нейная систеìа (11) буäет абсоëþтно устой÷ивой
äëя нестаöионарной неëинейности из кëасса (7),
ãäе α = (γ – 1)/γ, а β = (γ + 1)/γ 

zi = –wi(p)ζi,  ζi = ϕi(t, z). (11)

Рис. 2. Структурная схема замкнутой нелинейной системы

wi s( )
1 wi s( )+
----------------------

sup
ω

Рис. 3. Система с i-й обратной связью



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

17ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2020

Заìетиì, ÷то зäесü нижние и верхние ãраниöы
секторной неëинейности из кëасса (7) совпаäаþт
с ãраниöаìи возìожных зна÷ений стаöионарноãо
коэффиöиента усиëения, ввоäиìоãо в контур уп-
равëения, изображенный на рис. 3, без потери
устой÷ивости. Кроìе тоãо, есëи неëинейностü
ϕi(t, zi) = ki(t)zi преäставëяет собой просто ëиней-
ный нестаöионарный коэффиöиент усиëения ki(t),
то такая ëинейная нестаöионарная систеìа (11) бу-
äет асиìптоти÷ески устой÷ивой при произвоëü-
ноì изìенении во вреìени этоãо коэффиöиента в
тоì же интерваëе [(γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ]. Поäобный
боëее общий резуëüтат справеäëив, есëи в кажäый
контур управëения по выхоäу объекта z ввоäятся
неëинейности из кëасса (7), как показано на рис. 2.
Дëя поëу÷ения этоãо резуëüтата ìы привëе÷еì
ìноãоìерный круãовой критерий абсоëþтной ус-
той÷ивости, сфорìуëированный в работе [4].
Рассìотриì неëинейнуþ систеìу (8) с неëи-

нейностяìи из кëасса (7). Систеìа (1), (2) с реãу-
ëятороì (2), найäенныì из усëовия (5), асиìпто-
ти÷ески устой÷ива. Это озна÷ает, ÷то требование
ìиниìаëüной устой÷ивости круãовоãо критерия
выпоëнено (структурная схеìа преäставëенной на
рис. 1 устой÷ивой ëинейной систеìы эквиваëент-
на неëинейной систеìе, преäставëенной на рис. 2,
в отсутствие неëинейностей, коãäа ζ = z). Кроìе
тоãо, преäпоëожиì, ÷то ни объект, ни реãуëятор
не иìеþт ÷исто ìниìых поëþсов (это требование
ìожно осëабитü).
В соответствии с круãовыì критериеì äëя абсо-

ëþтной устой÷ивости систеìы (8) на всех вещест-
венных ÷астотах ω äоëжно выпоëнятüся ìатри÷ное
÷астотное неравенство [4]

Re{[I + αW(–jω)]Tτ[I + βW( jω)]} > 0,

ω ∈ (–∞, ∞),

ãäе ReY( jω) = [YT(–jω) + Y( jω)]/2 — эрìитова ÷астü
коìпëексной ìатриöы Y. Зäесü τ — äиаãонаëüная
поëожитеëüно опреäеëенная ìатриöа. Рассìотриì
это неравенство при α = (γ – 1)/γ, β = (γ + 1)/γ и
τ = I, ÷то äает выражение

Re{[I + W(–jω)]T[I + W( jω)] –

– WT(–jω)W( jω) + V(jω)} > 0,  ω ∈ (–∞, ∞),

ãäе косоэрìитова ìатриöа V( jω) = [W( jω) –

– WT(–jω)] уäовëетворяет усëовиþ ReV( jω) = 0.
С у÷етоì этоãо, приäеì к неравенству

[I + W(–jω)]T[I + W( jω)] > WT(–jω)W( jω),

ω ∈ (–∞, ∞), (12)

выпоëнение котороãо äëя неотриöатеëüных ÷ас-
тот, в сиëу еãо сиììетрии, веäет к еãо выпоëне-
ниþ и äëя отриöатеëüных ÷астот. Покажеì теперü,
÷то неравенство (12) эквиваëентно строãоìу öеëе-
воìу неравенству (5). Дëя этоãо преобразуеì вто-
рое строãое неравенство (5) с у÷етоì выражения
(3). У÷итывая, ÷то в сиëу связи (3)

TT(–jω) = [I + WT(–jω)]–1WT(–jω).

Поëу÷иì

TT(–jω)T( jω) = [I + WT(–jω)]–1WT(–jω) Ѕ

Ѕ W( jω)[I + W( jω)]–1 < γ2I.

А посëеäнее неравенство эквиваëентно нера-
венству

WT(–jω)W( jω) < γ2[I + WT(–jω)][I + W( jω)],

которое, о÷евиäно, совпаäает с неравенствоì (12).
Такиì образоì, äоказана
Теорема 3. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает

выпоëнение строãоãо неравенства (5). Тоãäа неëи-
нейная систеìа (8) буäет абсоëþтно устой÷ивой
äëя нестаöионарных неëинейностей из кëасса (7),
ãäе α = (γ – 1)/γ, а β = (γ + 1)/γ.
О÷евиäно, ÷то теореìа 2 естü простое сëеäствие

äоказанной теореìы 3.
Заìетиì, ÷то есëи неëинейности ϕi(t, zi) = ki(t)zi,

i = , преäставëяþт собой просто ëинейные

нестаöионарные коэффиöиенты усиëения ki(t), то
такая ëинейная нестаöионарная систеìа (8) буäет
асиìптоти÷ески устой÷ивой при произвоëüноì и
независиìоì изìенении во вреìени этих коэффи-
öиентов в тоì же интерваëе [(γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ].
В сëу÷ае систеì с оäниì вхоäоì и выхоäоì

m1 = m, о÷евиäно, иìеет ìесто утвержäение, ана-
ëоãи÷ное теореìе 2, при этоì неëинейная харак-
теристика ìожет ввоäитüся как по вхоäу объекта,
так и по еãо выхоäу.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе провеäено иссëеäование абсоëþтной
устой÷ивости ìноãоìерных систеì, реãуëяторы ко-
торых обеспе÷иваþт заäанные иëи äостижиìые
инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëüности в ка-
÷естве оäноãо из инженерных показатеëей ка÷ест-
ва сëеäящих систеì.
Установëена связü äостиãнутоãо при синтезе

зна÷ения показатеëя коëебатеëüности с разìероì
сектора, оãрани÷иваþщеãо характеристики äопус-
тиìых неëинейностей. Поëу÷енные резуëüтаты
опираþтся на ìноãоìерный круãовой критерий

1

γ2
----

1
γ
---

1

γ2
----

1 m1,
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абсоëþтной устой÷ивости и поэтоìу иìеþт äоста-
то÷ный характер. Установëена связü ìежäу äостиã-
нутыì зна÷ениеì инäивиäуаëüноãо показатеëя ко-
ëебатеëüности и повеäениеì ãоäоãрафа Найквиста
систеìы, разоìкнутой по соответствуþщеìу вы-
хоäу объекта управëения, ÷то преäставëяет несоì-
ненный практи÷еский интерес.
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Abstract. Linear multivariable tracking systems are considered, which controllers provide given
or achievable separate oscillation indices, in particular, they minimize Н∞ norm of the system
closed loop transfer matrix that connects a vector of references with a vector of controlled var-
iables. An aggregate of the separate oscillation indices for the ith closed loop connecting the ith
reference signal with the ith controlled variable is considered as a performance index. Such an
approach is of great practical interest for engineers that design automatic systems. Based on the
multivariable circle criterion of absolute stability, it is proved that the closed loop system is stable
in whole if non-stationary sector nonlinearities are entered in the control loop at the plant output.
Relation between the oscillation index obtained during controller synthesis and the size of sector
which bounds feasible nonlinearities characteristics is found. This result of the paper is sufficient.
Relation between the separate oscillation index and the Nyquist plot of system with the break
point at the corresponding plant output is proved.

Keywords: linear multivariable systems, oscillation index, Nyquist plot, sector non-stationary nonlinearities,
absolute stability.


