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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Частотные ìетоäы синтеза кëасси÷еской тео-
рии управëения öеëикоì базируþтся на инженер-
ных показатеëях ка÷ества, которые напряìуþ ис-
поëüзуþтся при построении реãуëятора [1, 2]. Сре-
äи этих показатеëей оøибка реãуëирования (при
äействии оãрани÷енноãо внеøнеãо возìущения)
характеризует то÷ностü, вреìя реãуëирования оп-
реäеëяет быстроäействие, а запасы устой÷ивости
по фазе и ìоäуëþ характеризуþт робастностü за-
ìкнутой систеìы. Эти показатеëи, поëоженные в
основу проектирования систеì управëения, пока-
заëи своþ непревзойäеннуþ практи÷ескуþ эффек-
тивностü на протяжении посëеäних 70 ëет.

Вìесте с теì совреìенные техники синтеза
реãуëяторов H

2
, H

∞
, L

1
(l

1
), μ-синтез [3—5], а также

ìетоäы ìоäаëüноãо управëения по выхоäу, как
правиëо, у÷итываþт ëиøü отäеëüные показатеëи
ка÷ества ëибо не у÷итываþт их вовсе. В ÷астности,
пренебрежение к требованияì робастности в этих
совреìенных техниках привоäит к реãуëятораì по

выхоäу, которые невозìожно приìенитü на прак-
тике из-за неäопустиìо ìаëых запасов устой÷и-
вости [6]. Такое явëение невозìожно, есëи непре-
рывный реãуëятор строитü по поëноìу вектору
состояния на основе техники LQ- иëи H

∞
-оптиìи-

заöии, а запасы устой÷ивости оöениватü на физи-
÷ескоì вхоäе объекта [7—9].

Вопросы то÷ности и запасов устой÷ивости сна-
÷аëа äëя реãуëяторов по поëноìу вектору состоя-
ния, а затеì äëя реãуëяторов по выхоäу на÷аë изу-
÷атü А.Г. Аëексанäров [8, 9]. Дëя боëее поëной ха-
рактеристики запаса устой÷ивости по ãоäоãрафу
Найквиста разоìкнутой систеìы в 1980 ã. иì вве-
äено понятие раäиуса запасов устой÷ивости, кото-
рое опреäеëяет ìиниìаëüное расстояние ãоäоãра-
фа от крити÷еской то÷ки (–1, j0) [10]. Это понятие
названо запасоì устой÷ивости в работе [11]. Ра-
äиус запасов устой÷ивости — это боëее аäекват-
ная характеристика робастности, нежеëи запасы
по фазе и ìоäуëþ [9, 11], и во ìноãоì опреäеëяет
возìожностü реаëизаöии реãуëятора в инженер-
ной практике.

Аннотация. Рассìотрен ëинейный äискретный ìиниìаëüно-фазовый объект с оäниì уп-
равëяþщиì вхоäоì, оäниì изìеряеìыì выхоäоì и неизìеряеìыì внеøниì возìуще-
ниеì. Поставëена заäа÷а синтеза äискретноãо реãуëятора по выхоäу, обеспе÷иваþщеãо
заäанные инженерные показатеëи ка÷ества: оøибку реãуëирования, вреìя реãуëирова-
ния, раäиус запасов устой÷ивости. Поëу÷ены анаëити÷еские форìуëы, позвоëяþщие свя-
затü инженерные показатеëи ка÷ества с жеëаеìыìи корняìи характеристи÷ескоãо поëи-
ноìа заìкнутой систеìы в заäа÷е ìоäаëüноãо управëения при выборе вещественных не-
отриöатеëüных корней. При этоì заäанные оøибка и вреìя реãуëирования привоäят к
оãрани÷енияì ìаксиìаëüноãо по ìоäуëþ зна÷ения жеëаеìых корней, в то вреìя как зна-
÷ения жеëаеìых корней, обеспе÷иваþщие заäанный раäиус запасов устой÷ивости, ìоãут
не уäовëетворятü этиì оãрани÷енияì, и заäанные зна÷ения показатеëей ка÷ества äоëжны
бытü пересìотрены. Привеäены приìеры, иëëþстрируþщие эффективностü преäëаãае-
ìоãо поäхоäа.

Ключевые слова: ëинейная äискретная систеìа, ìоäаëüное управëение, оøибка реãуëирования, вре-
ìя реãуëирования, раäиус запасов устой÷ивости.
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В работе [12] строиëисü непрерывные реãуëя-
торы по заäанноìу раäиусу запасов устой÷ивости
путеì ìиниìизаöии H

∞
-норìы ìатриöы ÷увстви-

теëüности. То÷ностü ìноãоìерных систеì с непре-
рывныì реãуëятороì по изìеряеìоìу выхоäу при
äействии поëиãарìони÷еских внеøних возìуще-
ний, оãрани÷енных по ìощности с неизвестныìи
аìпëитуäаìи и ÷астотаìи, но известныì ÷исëоì
÷астот, изу÷аëасü в работах [13, 14]. Непрерывные
H

∞
-реãуëяторы, обеспе÷иваþщие заäаннуþ то÷-

ностü и раäиус запасов устой÷ивости поëу÷ены в
работе [15]. Непрерывные H

∞
-реãуëяторы, обеспе-

÷иваþщие заäанные раäиус запасов устой÷ивости
на вхоäе/выхоäе объекта и степенü устой÷ивости,
опреäеëяþщуþ жеëаеìое вреìя реãуëирования,
поëу÷ены в работе [16].

Дискретный сëу÷ай синтеза реãуëяторов по из-
ìеряеìоìу выхоäу осëожняется сëеäуþщиìи важ-
нейøиìи фактаìи.

� Даже реãуëяторы по поëноìу вектору состоя-
ния, вообще ãоворя, не обеспе÷иваþт приеìëе-
ìый на практике раäиус запасов устой÷ивости.
Это завеäоìо возìожно тоëüко äëя устой÷ивых
объектов [17—19].

� Достижиìая оøибка реãуëирования äëя äиск-
ретных реãуëяторов по поëноìу вектору состо-
яния, и теì боëее по выхоäу, оãрани÷ена снизу
некоторой преäеëüной веëи÷иной, ìенüøе ко-
торой не ìожет обеспе÷итü никакой ëинейный
реãуëятор [20], в ÷астности, äëя ãарìони÷еских
неизìеряеìых внеøних возìущений неизвест-
ной ÷астоты.

� Дëя ëинейных äискретных реãуëяторов по вы-
хоäу äостижиìое вреìя реãуëирования t

s
 ≥ n

c
h,

ãäе n
c
 — поряäок заìкнутой систеìы и h — пе-

риоä äискретности. Этот факт хороøо известен.
Менее известен тот факт, ÷то äаже в непрерыв-
ноì сëу÷ае быстроäействие систеìы оãрани÷е-
но абсоëþтныì зна÷ениеì вещественной ÷асти
нуëя объекта, бëижайøеãо к ìниìой оси (äаже
äëя ìиниìаëüно-фазовых объектов!) [11]. При
этоì увеëи÷ение степени устой÷ивости (опре-
äеëяþщей вреìя реãуëирования) привоäит к
катастрофи÷ескоìу уìенüøениþ раäиуса запа-
сов устой÷ивости [11, 16, 21], ÷то не приеìëеìо
на практике. Анаëоãи÷ное явëение иìеет ìесто
и в äискретноì сëу÷ае [22].

В работах [23—26] рассìотрены вопросы вы-
бора корней жеëаеìоãо характеристи÷ескоãо по-
ëиноìа заìкнутой систеìы в заäа÷е ìоäаëüноãо
управëения по заäанноìу раäиусу запасов устой-
÷ивости äëя непрерывных систеì. Кроìе тоãо, в
работах [25, 26] преäëожен ìетоä выбора этих кор-
ней с у÷етоì заäанной то÷ности при äействии не-
изìеряеìых оãрани÷енных внеøних возìущений.

Настоящая работа посвящена пробëеìе синтеза
äискретных реãуëяторов äëя объектов с оäниì вхо-
äоì и оäниì выхоäоì по заäанныì инженерныì
критерияì ка÷ества: оøибке реãуëирования, вре-
ìени реãуëирования и раäиусу запасов устой÷и-
вости на основе ìетоäа ìоäаëüноãо управëения.
Моäаëüный поäхоä к реøениþ этой пробëеìы
позвоëяет ãëубже понятü взаиìосвязü и противо-
ре÷ивостü этих требований ка÷ества управëения,
особенно äëя оäноìерных объектов.

В настоящей работе реøается заäа÷а стабиëи-
заöии при äействии неизвестноãо оãрани÷енноãо
внеøнеãо возìущения. Заäа÷а сëежения [27—30]
зäесü не рассìатривается. Вìесте с теì вопрос вы-
бора корней жеëаеìоãо характеристи÷ескоãо по-
ëиноìа в заäа÷е ìоäаëüноãо управëения, обеспе÷и-
ваþщеãо запасы устой÷ивости в äискретноì сëу-
÷ае, остается актуаëüныì и äëя сëеäящих систеì.
Поэтоìу поëу÷енные в работе резуëüтаты ìоãут
испоëüзоватüся и при реøении заäа÷и сëежения,
÷то показано в оäноì из приìеров.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì äискретный ëинейный объект с оä-
ниì вхоäоì и оäниì выхоäоì, описываеìый раз-
ностныì уравнениеì:

y(k + n) + a
n – 1

y(k + n – 1) + ... + a
0
y(k) =

= b
n – 1u(k + n – 1) + ... + b0u(k) +

+ g
n – 1

f(k + n – 1) + ... + g
0
f(k), 

k = 0, 1, 2, ..., (1)

ãäе n — поряäок объекта, y(k) — изìеряеìый и оä-
новреìенно реãуëируеìый выхоä объекта в äиск-
ретные ìоìенты вреìени t = kh (ãäе h — периоä
äискретности), u(k) — управëяþщее возäействие,
f(k) — неизìеряеìое внеøнее возìущение, a

i
, b

i
, g

i

(i = 0, ..., n – 1) — известные коэффиöиенты раз-
ностноãо уравнения.

Возìущение — оãрани÷енный поëиãарìони-
÷еский сиãнаë [31] 

f(k) = f
i
sin(ω

i
hk + ϕ

i
),  f

i
 ≥ 0,  f

i
 ≤ f *, (2)

ãäе аìпëитуäы f
i
, ÷астоты ω

i
 и фазы ϕ

i
 неизвестны,

а суììа аìпëитуä f
i
 оãрани÷ена известныì зна÷е-

ниеì f *.
Задача: найти ëинейный реãуëятор по выхоäу 

c
m
u(k + m) + ... + c0u(k) =

= –d
m
y(k + m) – ... – d

0
y(k), (3)

ãäе m ≥ n – 1, такой, ÷тобы заìкнутая систеìа (1),
(3) уäовëетворяëа заäанныì инженерныì крите-
рияì ка÷ества:

i 1=

∞

∑
i 1=

∞

∑
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— оøибка реãуëирования äоëжна бытü не боëее
заäанной: 

|y(k)| ≤ y*, (4)

ãäе y* > 0 — жеëаеìая оøибка реãуëирования, k
s
 —

ноìер такта, соответствуþщий вреìени окон÷а-
ния перехоäных проöессов (вреìени реãуëирова-
ния t

p
);

— вреìя реãуëирования tp = k
s
h не äоëжно пре-

выøатü зна÷ения  = h, ãäе  — заäанное зна-

÷ение: k
s
 ≤ ; 

— раäиус запасов устой÷ивости не ìенее заäан-
ноãо зна÷ения r (0 < r < 1). Обы÷но требуется зна-
÷ение r > 0,5.

Раäиус запасов устой÷ивости — это ìаксиìаëü-
ный раäиус круãа с öентроì в крити÷еской то÷ке
(–1, j0), который не пересекает ãоäоãраф Найквис-
та разоìкнутой систеìы (1), (3) [9—11], как пока-
зано на рис. 1.

Перехоäя к Z-преобразованиþ, запиøеì äиск-
ретные переäато÷ные функöии объекта по управ-
ëениþ и по возìущениþ 

W
u
(z) =  = ,

W
f
(z) =  = , (5)

ãäе z — коìпëексная переìенная Z-преобразова-
ния. Переäато÷ная функöия реãуëятора

W
p
(z) = –  = – ,

и переäато÷ная функöия разоìкнутой систеìы 

W(z) = –W
u
(z)Wp(z) = . (6)

Кроìе тоãо, поëаãая z = e jωh, 0 ≤ ω ≤ π/h, буäеì
рассìатриватü ÷астотные переäато÷ные функöии.

Тоãäа систеìа (1), (3) буäет обëаäатü раäиусоì
запасов устой÷ивости r, есëи [22]: 

|1 + W(e jωh)| ≥ r,  0 ≤ ω ≤ π/h. (7)

Метоä ìоäаëüноãо управëения [27—29] состо-
ит в тоì, ÷то коэффиöиенты реãуëятора (3) c

i
, d

i
,

i = 0, ..., m, нахоäятся как реøение систеìы ëи-
нейных аëãебраи÷еских уравнений, поëу÷енной
приравниваниеì коэффиöиентов при оäинаковых
степенях уравнения 

a(z)c(z) + b(z)d(z) = δ(z), (8)

ãäе сëева характеристи÷еский поëиноì заìкнутой
систеìы (1), (3), а справа жеëаеìый поëиноì сте-

пени n + m. Тоãäа Заäа÷а своäится к тоìу, ÷тобы
сфорìироватü поëиноì δ(z) такой, ÷тобы коэффи-
öиенты реãуëятора c

i
, d

i
, i = 0, ..., m, поëу÷енные из

реøения уравнения (8), обеспе÷иваëи выпоëнение
заäанных инженерных критериев ка÷ества.

В настоящей статüе рассìатривается объект уп-
равëения, у котороãо поëиноì ÷исëитеëя b(z) пе-
реäато÷ной функöии (5) устой÷ивый (все еãо кор-
ни нахоäятся внутри еäини÷ноãо круãа), и еãо по-
ряäок равен n – 1.

В этоì сëу÷ае поëиноì ÷исëитеëя b(z) ìожет
бытü вкëþ÷ен в жеëаеìый характеристи÷еский по-
ëиноì заìкнутой систеìы [27, 29]: δ(z) = b(z)δ0(z),

ãäе δ
0
(z) — поëиноì степени n, в котороì коэффи-

öиент при старøей степени равен коэффиöиенту
при старøей степени поëиноìа знаìенатеëя пере-
äато÷ной функöии объекта a(z). Тоãäа из уравне-
ния (8) поëу÷иì поëиноìы переäато÷ной функöии
реãуëятора: 

c(z) = b(z),  d(z) = δ
0
(z) – a(z). (9)

Дëя непрерывных систеì такое усëовие испоëü-
зовано в работе [25].

Известно [27, 28], ÷то вкëþ÷ение поëиноìа b(z)
в характеристи÷еский поëиноì заìкнутой систе-
ìы ìожет привоäитü к äëитеëüныì и коëебатеëü-
ныì перехоäныì проöессаì по управëяþщеìу воз-
äействиþ иëи по äруãиì переìенныì состояния
объекта.

2. ÎØÈÁÊÀ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Заìкнутая систеìа (1), (3) устой÷ива и ëиней-
на, поэтоìу выхоä систеìы при äействии возìу-

sup
k k

s
≥

tp* ks
* ks

*

ks
*

b z( )
a z( )
-----------

bn 1– z
n 1–

... b0+ +

z
n

an 1– z
n 1–

... a0+ + +

-----------------------------------------------------------

g z( )
a z( )
-----------

gn 1– z
n 1–

... g0+ +

z
n

an 1– z
n 1–

... a0+ + +

-----------------------------------------------------------

d z( )
c z( )
-----------

dmz
m

... d0+ +

cmz
m

... c0+ +

------------------------------------

b z( )d z( )
a z( )c z( )
----------------------

Рис. 1. Годограф Найквиста разомкнутой системы и радиус за-
пасов устойчивости
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щения виäа (2) посëе окон÷ания перехоäных про-
öессов иìеет виä [30, 32] 

y(k) = y
i
sin(ω

i
hk + θ

i
),  y

i
 ≥ 0,

ãäе y
i
 = |W

yf
( )| f

i
; W

yf
(e jωh) — ÷астотная переäа-

то÷ная функöия заìкнутой систеìы по возìуще-
ниþ. Тоãäа äëя выпоëнения требования к то÷нос-
ти (4) ìожно записатü 

|y(k)| ≤ |y
i
sin(ω

i
hk + θ

i
)| ≤ y

i
 =

= |W
yf
( )| f

i
 ≤ |W

yf
(e jωh)| f

i
 ≤

≤ f * |W
yf
(e jωh)| ≤ y*,  k ≥ k

s
.

Отсþäа о÷евиäно äостато÷ное усëовие

|W
yff

(e jωh)| ≤ y*/f *. (10)

Такиì образоì, есëи поëу÷ен реãуëятор, обес-
пе÷иваþщий выпоëнение усëовия (10), то при воз-
ìущении (2) буäет выпоëнятüся требование к то÷-
ности реãуëирования (4).

Переäато÷ная функöия заìкнутой систеìы (1),
(3) по возìущениþ иìеет виä:

W
yf
(z) =  = . (11)

Дëя реãуëятора (9) из форìуëы (11) поëу÷иì

W
yf
(z) = . (12)

Такиì образоì, переäато÷ная функöия W
yf
(z)

зависит тоëüко от известноãо поëиноìа объекта
g(z) и от поëиноìа δ0(z), который необхоäиìо оп-

реäеëитü так, ÷тобы выпоëняëосü усëовие (10).
Жеëаеìый поëиноì δ0(z) буäеì выбиратü так:

δ
0
(z) = (z – λ

i
), (13)

ãäе еãо корни 0 ≤ λ
i
 < 1, i = 1, ..., n, — веществен-

ные, неотриöатеëüные и ìенüøе еäиниöы. Тоãäа
из выражений (10), (12) и (13) поëу÷аеì

 ≤ y*/f *. (14)

Из работы [20] сëеäует, ÷то посëеäнее нера-
венство не всеãäа ìожет бытü выпоëнено.

Достато÷ныì усëовиеì еãо выпоëнения буäет

 ≤ y*/f *.

У÷итывая, ÷то äëя 0 ≤ λ
i
 < 1, i = 1, ..., n, ìини-

ìуì в знаìенатеëе ëевой ÷асти этоãо неравенства
äостиãается при ω = 0,

 = (1 – λ
i
),

поëу÷аеì, ÷то неравенство (14) выпоëняется, есëи

(1 – λ
i
) ≥ • |g(e jωh)|. (15)

Заìетиì, ÷то так как при 0 ≤ λ
i
 < 1, i = 1, ..., n, 

(1 – λ
i
) < 1,

то не äëя ëþбых зна÷ений y*, f * и |g(e jωh)|

ìожно найти такие зна÷ения λ
i
, i = 1, ..., n, ÷тобы

усëовие (15) быëо выпоëнено.
Дëя боëüøей форìаëизаöии правиë выбора

зна÷ений корней жеëаеìоãо характеристи÷ескоãо
поëиноìа заìкнутой систеìы ìожно из неравен-
ства (15) поëу÷итü оãрани÷ение äëя ìаксиìаëüно-
ãо зна÷ения. Так как 

(1 – λ
i
) ≥ (1 – λ

max
)n,  λ

max
 = λ

i
,

то äостато÷ныì усëовиеì выпоëнения неравенс-
тва (14) буäет 

(1 – λmax)
n ≥ • |g(e jωh)|,

из котороãо сëеäует оãрани÷ение ìаксиìаëüноãо
зна÷ения корней жеëаеìоãо характеристи÷ескоãо
поëиноìа заìкнутой систеìы: 

λ
max

 ≤ 1 – . (16)

Усëовие 0 ≤ λ
max

 < 1 наëаãает оãрани÷ение на

поäкоренное выражение: 

• |g(e jωh)| < 1,

которое озна÷ает, ÷то зна÷ение жеëаеìой оøибки
реãуëирования äоëжно уäовëетворятü усëовиþ:

y* > f *• |g(e jωh)|.

i 1=

∞

∑

e
jω

i
h

i 1=

∞

∑
i 1=

∞

∑

i 1=

∞

∑ e
jω

i
h

sup
0 ω π/h≤ ≤ i 1=

∞

∑

sup
0 ω π/h≤ ≤

sup
0 ω π/h≤ ≤

g z( )c z( )
a z( )c z( ) b z( )d z( )+

--------------------------------------------------
g z( )c z( )

δ z( )
---------------------

g z( )
δ0 z( )
-------------

i 1=

n

∏

sup
0 ω π/h≤ ≤

g e
jωh( )

e
jωh λi–( )

i 1=

n

∏

-----------------------------------

sup   g e
jωh( )

inf    e
jωh λi–( )

i 1=

n

∏

------------------------------------------------------
0 ≤ ω ≤ π/h

0 ≤ ω ≤ π/h

inf
0 ω π/h≤ ≤

e
jωh λi–( )

i 1=

n

∏
i 1=

n

∏

i 1=

n

∏
f *

y*
------ sup

0 ω π/h≤ ≤

i 1=

n

∏

sup
0 ω π/h≤ ≤

i 1=

n

∏ max
i 1 ... n, ,=

f *

y*
------ sup

0 ω π/h≤ ≤

f *

y*
------    sup   g e

jωh( )⋅n
0 ≤ ω ≤ π/h

f *

y*
------ sup

0 ω π/h≤ ≤

sup
0 ω π/h≤ ≤
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Это усëовие отëи÷ается от поëу÷енной в работе
[20] преäеëüной äостижиìой то÷ности ëинейных
систеì с äискретныì реãуëятороì äëя ãарìони-
÷ескоãо внеøнеãо возìущения

|y | > f *

тоëüко теì, ÷то принятое оãрани÷ение 0 ≤ λ
i
 < 1, а

не оãрани÷ение –1 < λ
i
 < 1, привоäит к тоìу, ÷то

нет äеëения на 2n, и рассìотрение возìущения ви-
äа (2), а не оäной ÷астоты, äобавëяет поиск верх-
ней ãраниöы äëя 0 ≤ ω ≤ π/h.

Итак, ìоäаëüный реãуëятор (3), найäенный так,
÷то корни жеëаеìоãо поëиноìа (13) уäовëетворя-
þт усëовиþ (16), обеспе÷ивает требование Заäа÷и
к оãрани÷ениþ оøибки реãуëирования (4).

В ÷астноì сëу÷ае, есëи о возìущении известно,
÷то в неì преобëаäаþт низко÷астотные составëя-
þщие, то öеëесообразно äобавитü интеãраëüнуþ
составëяþщуþ в реãуëятор и такиì образоì поëу-
÷итü астати÷ескуþ систеìу [27]. Тоãäа реãуëятор
ìожно поëу÷итü как 

c(z) = b(z)(z – 1),  d(z) = δ
1
(z) – a(z),

ãäе δ
1
(z) = δ

0
(z)(z – λ

n + 1
), 0 ≤ λ

n + 1
 ≤ λ

max.

В этоì сëу÷ае ÷астотная переäато÷ная функöия
по возìущениþ 

W
yf
(e jωh) = 

буäет равна 0 äëя ω = 0 и бëизка к 0 при ωh n 1,
поскоëüку 

e jωh = cosωh + jsinωh ≈ 1 + jωh
и

|W
yf
(e jωh)| ≈ ωh.

Это озна÷ает, ÷то ÷астотная переäато÷ная фун-
кöия по возìущениþ факти÷ески уìенüøается по
сравнениþ с переäато÷ной функöией (12) в 1/ωh
раз, ÷то при ωh n 1 весüìа существенно äëя низ-
ко÷астотных возìущений.

3. ÂÐÅÌß ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Известна [32] ãрубая оöенка вреìени реãуëи-
рования, опреäеëяеìоãо простыìи поëþсаìи заì-
кнутой систеìы с ìаксиìаëüныì ìоäуëеì, ÷то в
наøеì сëу÷ае äаст:

t
s
 = k

s
h = –  = ,  λmax = |λ

i
|,

ãäе λ
i
 — корни поëиноìа δ

0
(z), а зна÷ение 3 в ÷ис-

ëитеëе соответствует оöенке вреìени реãуëирова-
ния, коãäа изìеряеìый выхоä отëи÷ается от уста-
новивøеãося зна÷ения не боëее ÷еì на 5 %, ÷то
øироко приìеняется на практике.

Тоãäа жеëаеìое зна÷ение  привоäит к требо-

ваниþ:

λmax ≤ . (17)

Сëеäует у÷итыватü, ÷то это требование основа-
но на ãрубой оöенке, приниìаþщей в рас÷ет тоëü-
ко ìаксиìаëüнуþ постояннуþ вреìени заìкнутой
систеìы. Поэтоìу нужно проверятü, ÷то в заìкну-
той систеìе с реãуëятороì, найäенныì по форìу-
ëаì (9), при усëовии (17), äействитеëüно выпоë-
няется требование к вреìени реãуëирования. Есëи
оно не выпоëняется, то нужно соответственно
уìенüøитü зна÷ение λ

max
.

Такиì образоì, заäанные оøибка и вреìя ре-
ãуëирования äаþт оãрани÷ения на λ

max
, опреäеëя-

еìые соотноøенияìи (16) и (17), ìенüøее из кото-

рых  и устанавëивает ìаксиìаëüное зна÷ение

ìоäуëей выбираеìых корней характеристи÷ескоãо
поëиноìа заìкнутой систеìы.

Заìетиì, ÷то при наëи÷ии заäаþщеãо сиãнаëа
переäато÷ная функöия заìкнутой систеìы (1), (3)
по заäаþщеìу возäействиþ иìеет виä:

W3(z) =  = ,

которая äëя реãуëятора (9), коãäа δ(z) = b(z)δ0(z),

приниìает виä 

W3(z) = , 

т. е. знаìенатеëü этой переäато÷ной функöии —
тот же поëиноì δ0(z), ÷то и в функöии (12).

4. ÐÀÄÈÓÑ ÇÀÏÀÑÎÂ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Преобразуеì усëовие (7) с у÷етоì выражений (6)
и (8):

 ≥ r,  0 ≤ ω ≤ π/h. (18)

Есëи реãуëятор построен по форìуëаì (9), то из
неравенства (18) прихоäиì к неравенству 

 ≥ r,  0 ≤ ω ≤ π/h. (19)

g e
jωh( )

2
n

---------------------

g e
jωh( ) e

jωh
1–( )

δ1 e
jωh( )

--------------------------------------------

g e
jωh( )

δ1 e
jωh( )

---------------------

3h
λmaxln

-----------------
3h

λmax
1–

ln
----------------- max

i 1 ... n, ,=

ks
*

e
3/k

s
*–

λmax
*

b z( )d z( )
a z( )c z( ) b z( )d z( )+

--------------------------------------------------
b z( )d z( )

δ z( )
----------------------

d z( )
δ0 z( )
-------------

δ e
jωh( )

a e
jωh( )c e

jωh( )
--------------------------------------

δ0 e
jωh( )

a e
jωh( )

---------------------
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Заìетиì, ÷то в неравенстве (19) нет поëиноìов
реãуëятора, т. е. выпоëнение этоãо усëовия зависит
тоëüко от известноãо поëиноìа объекта a(z) и от
поëиноìа δ0(z), который необхоäиìо опреäеëитü.

Нужно поìнитü, ÷то поëиноìы a(z) и δ
0
(z) иìеþт

оäинаковый поряäок, и коэффиöиенты при стар-
øих степенях этих поëиноìов равны. Поэтоìу äо-
битüся выпоëнения усëовия (19) ìожно тоëüко вы-
бороì корней поëиноìа δ0(z), которые из усëовия

устой÷ивости заìкнутой систеìы äоëжны бытü по
ìоäуëþ ìенüøе 1.

В сëу÷ае, есëи все поëþса объекта веществен-
ны, ìожно записатü 

a(e jωh) = (e jωh – z
i
),  0 ≤ ω ≤ π/h,

ãäе z
i
, i = 1, ..., n — корни поëиноìа a(z). Тоãäа,

у÷итывая выражение (13), усëовие (19) ìожно
преäставитü как 

 ≥ r,  0 ≤ ω ≤ π/h. (20)

Дëя выпоëнения усëовия (20) äостато÷но вы-
поëнение поäобноãо усëовия äëя кажäоãо соìно-
житеëя отäеëüно: 

 ≥ r
i
,  i = 1, ..., n,  0 ≤ ω ≤ π/h, (21)

ãäе r
i
, i = 1, ..., n, выбираþтся такие, ÷то 

r
i
 = r. (22)

Неравенства (21) выпоëняþтся, есëи

 = r
i
. (23)

Зна÷ения ìоäуëей ìожно опреäеëитü как

 =  =

=  =

= . (24)

Миниìуìы ìоãут бытü на ãраниöах интерваëа
0 ≤ ω ≤ π/h иëи при таких зна÷ениях ω, ãäе произ-
воäная по ω поëу÷енноãо выражения (24) равна 0.
Так как коренü кваäратный — ìонотонная функ-

öия, то äëя нахожäения экстреìуìов выражения
(24), äостато÷но найти нуëи произвоäной поäко-
ренноãо выражения, которая иìеет виä

ψ(ω) = . (25)

Рассìотриì варианты поëþсов объекта.
Устойчивый объект, 0 ≤ z

i
 < 1, i = 1, ..., n. Бу-

äеì выбиратü зна÷ения λ
i
, i = 1, ..., n, такие, ÷то

0 ≤ λ
i

≤ z
i
. Тоãäа соìножитеëü ÷исëитеëя произ-

воäной (25) (λ
i
z
i
 – 1) всеãäа ìенüøе 0, а соìно-

житеëü (z
i
 – λ

i
) боëüøе иëи равен 0. Соìножитеëü

sinωh = 0 при ω = 0 и ω = π/h, а äëя остаëüных зна-
÷ений 0 < ω = π/h выпоëняется sinωh > 0. Такиì

образоì, есëи λ
i
 = z

i
, то  = 1, а есëи

0 ≤ λ
i
< z

i
, то произвоäная ψ(ω) < 0 äëя 0 < ω < π/h

и, сëеäоватеëüно, ìиниìуì зна÷ения (24) буäет при
ω = π/h. Дëя ω = π/h поëу÷аеì

 =  = ,

т. е. усëовие (23) в этоì сëу÷ае иìеет виä

 = r
i
, (26)

и теперü у нас естü форìуëа äëя поëу÷ения зна÷е-
ний λ

i
, i = 1, ..., n:

λ
i
 = r

i
(z

i
 + 1) – 1, (27)

ãäе r
i
 выбрано из усëовия (22), и кроìе тоãо, äëя

поëу÷ения зна÷ения 0 ≤ λ
i
 < 1 по форìуëе (27) зна-

÷ение r
i
 äоëжно уäовëетворятü усëовиþ

 ≤ r
i
 < . (28)

Есëи äëя каких-то λ
i
 äопуститü, ÷то λ

i
 > z

i
, то про-

извоäная ψ(ω) буäет поëожитеëüна äëя 0 < ω < π/h
и, сëеäоватеëüно, ìиниìуì зна÷ения ìоäуëей (24)
буäет при ω = 0. Тоãäа вìесто усëовия (26) поëу-
÷аеì 

 = r
i
,

и зна÷ение λ
i
 опреäеëяется как

λ
i
 = 1 – r

i
(1 – z

i
), (29)

ãäе, у÷итывая соотноøение λ
i
 > z

i
, äоëжно выпоë-

нятüся 
0 < r

i
 < 1. (30)

i 1=

n

∏

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

i 1=

n

∏

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

i 1=

n

∏

min
0 ω π/h≤ ≤

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

ωhcos j ωhsin λi–+( )
ωhcos j ωhsin zi–+( )

---------------------------------------------------------

ωhcos λi–( )2 ω2
hsin+

ωhcos zi–( )2 ω2
hsin+

------------------------------------------------------------

λi
2

1 2λi ωhcos–+

zi
2

1 2zi ωhcos–+

-----------------------------------------------

2h ωh zi λi–( ) λizi 1–( )sin

zi
2

1 2zi ωhcos–+( )
2

------------------------------------------------------------------

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

(e
j
π

h
---h

λi)–

(e
j
π

h
---h

zi)–

-------------------------

1 λi––

1 zi––

-----------------

λi 1+

zi 1+

--------------

λi 1+

zi 1+

--------------

1
zi 1+( )
------------------

2
zi 1+( )
------------------

1 λi–

1 zi–

-------------
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Суììируя изëоженное, сфорìуëируеì реко-
ìенäаöии äëя опреäеëения корней поëиноìа δ0(z)

äëя объектов с вещественныìи неотриöатеëüныìи
поëþсаìи:

— выäеëитü «быстрые» устой÷ивые поëþса объ-

екта z
i
 n , i = 1, ..., l, l < n, äëя которых при-

нятü λ
i
 = z

i
;

— остаëüные зна÷ения λ
i
, i = l + 1, ..., n, поëу÷итü

из форìуëы (27), приняв, r
i
 = , наприìер;

— проверитü, ÷то выпоëняется неравенство

λ
i
< , а есëи не выпоëняется, то поäбиратü

äруãие зна÷ения r
i
, собëþäая усëовие (22).

Неустойчивый объект, z
i
 ≥ 1 (äëя некоторых i).

В этоì сëу÷ае произвоäная (25) остается отриöа-
теëüной äëя 0 < ω < π/h при выпоëнении усëовия
λ

i
 < 1/z

i
 и λ

i
 также опреäеëяþтся по форìуëе (27).

Но у÷итывая соотноøение λ
i
 < 1/z

i
, вìесто усëовия

(28) буäет оãрани÷ение

 ≤ r
i
 < .

Из выражения (24) виäно, ÷то выбор λ
i
 = 1/z

i

äает зна÷ение

 =  = r
i
.

При λ
i
 > 1/z

i
 произвоäная (25) буäет поëожи-

теëüна äëя 0 < ω < π/h, и ìиниìуì зна÷ения вы-
ражения (24) буäет при ω = 0. Дëя z

i
 > 1 поëу÷аеì 

 = r
i
,

и зна÷ение λ
i
 опреäеëяется как λ

i
 = 1 – r

i
(z

i
 – 1), ãäе

äëя выпоëнения соотноøения λ
i
 > 1/z

i
 зна÷ение r

i

ìожно выбиратü из äиапазона 0 < r
i
 < 1/z

i
.

Нужно у÷итыватü, ÷то при боëüøих зна÷ениях
неустой÷ивых поëþсов объекта z

i
 выбор зна÷ений

r
i
 оãрани÷ивается ìаëыì ÷исëоì 1/z

i
, ÷то ìожет не

позвоëитü выпоëнитü требование (22), и, сëеäова-
теëüно, не ëþбой жеëаеìый раäиус запасов устой-
÷ивости ìожет бытü поëу÷ен, как уже быëо пока-
зано [23].

Объект с отрицательным значением полюса,
z
i
< 0. Заìетиì, ÷то при äискретизаöии непрерыв-

ных объектов такие зна÷ения не ìоãут поëу÷атüся
[32]. В этоì сëу÷ае произвоäная (25) буäет поëо-
житеëüна äëя 0 < ω < π/h, и ìиниìуì зна÷ения (24)
буäет при ω = 0. Тоãäа зна÷ения λ

i
 ìожно опреäе-

ëятü по форìуëе (29), но вìесто усëовия (30) зна-
÷ение r

i
 ìожно выбиратü из äиапазона

0 < r
i
 < . 

В этоì сëу÷ае зна÷ение r
i
 ìожет бытü оãрани-

÷ено ìаëыì ÷исëоì, т. е. не ëþбой жеëаеìый ра-
äиус запасов устой÷ивости ìожет бытü поëу÷ен.

Сëу÷ай объекта с коìпëексно-сопряженныìи
поëþсаìи требует отäеëüноãо рассìотрения.

5. ÏÐÈÌÅÐÛ

5.1. Óïðàâëåíèå ìîòîöèêëîì

Руëевое управëение äвижениеì ìотоöикëа ìожно
описатü упрощенной ëинейной ìоäеëüþ [11]:

y = (u + f ),

ãäе y — это курсовой уãоë (в ãраäусах), u — уãоë пово-
рота руëя (в ãраäусах). Зна÷ение коэффиöиента a, со-
ответствуþщее поëожениþ öентра ìасс относитеëüно
заäней оси, приìеì равныì 0,5. Дëя периоäа äискрет-
ности h = 0,1 c поëу÷иì эквиваëентнуþ äискретнуþ ìо-
äеëü объекта [27, 29, 32]:

W
u
(z) = . (31)

Пустü жеëаеìый раäиус запасов устой÷ивости r = 0,75,

жеëаеìое вреìя реãуëирования  = 1 с и оøибка реãу-

ëирования при возìущении (2), äëя котороãо f * = 10,
äоëжна бытü не боëее y* = 1.

Максиìаëüное зна÷ение корней характеристи÷еско-
ãо поëиноìа, опреäеëенное по форìуëе (16), исхоäя из
äопустиìой оøибки реãуëирования, äëя исхоäных äан-
ных этоãо приìера поëу÷иëосü равныì 0. Такие зна÷е-
ния корней не обеспе÷ат жеëаеìоãо раäиуса запасов ус-
той÷ивости. В этоì сëу÷ае посëе нахожäения реãуëятора
по заäанноìу вреìени реãуëирования и раäиусу запасов
устой÷ивости опреäеëиì äостижиìуþ оøибку реãуëи-
рования.

Максиìаëüное зна÷ение корней характеристи÷еско-
ãо поëиноìа исхоäя из жеëаеìоãо вреìени реãуëирова-
ния, опреäеëенное по форìуëе (17): λ

max
 = 0,7408.

Дëя объекта второãо поряäка (31) необхоäиìо опре-
äеëитü äва корня поëиноìа второãо поряäка δ

0
(z). При-

ìеì λ
1
 = λ

max
 = 0,7408. Тоãäа по форìуëе (27)

r
1
 =  =  = 0,8704.

Опреäеëиì r
2
 = r/r

1
 = 0,8617 и поëу÷иì по форìуëе

(27) зна÷ение λ
2
 = 0,7233.

Возвращаясü к вопросу оøибки реãуëирования, за-
ìетиì, ÷то усëовие (16) — это äостато÷ное, но не необ-
хоäиìое усëовие выпоëнения усëовия (14). Поэтоìу про-
вериì зна÷ение оøибки реãуëирования äëя исхоäных

λmax
*

rn l–

λmax
*

1
zi 1+( )
------------------

1
zi

---

e
jωh λi–( )

e
jωh

zi–( )
--------------------------

1
zi

---

1 λi–

zi 1–

-------------

1
1 zi–( )
------------------

as 1+

s
2

---------------

0,055 z 0,8182–( )

z 1–( )2
----------------------------------------------

tp
*

λ1 1+

z1 1+

---------------
1,7408

2
-----------------
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äанных этоãо приìера и поëу÷енных корней характе-
ристи÷ескоãо поëиноìа λ

1
, λ

2
 по форìуëе, вывеäенной

из выражения (14):

y* = f *  = 1,42,

÷то буäеì с÷итатü приеìëеìыì резуëüтатоì.
Тоãäа форìируеì поëиноì

δ
0
(z) = (z – 0,7408)(z – 0,7233),

и поëу÷аеì по форìуëаì (9) поëиноìы переäато÷ной
функöии реãуëятора 

c(z) = 0,055z – 0,045, d(z) = 0,5359z – 0,4641. (32)

В соответствии с форìуëой (3) поëу÷аеì äискретный
реãуëятор:

u(k) = –9,744y(k) + 8,438y(k – 1) + 0,8182u(k – 1).

Гоäоãраф Найквиста разоìкнутой систеìы (31), (32)
показан на рис. 2, ãäе виäно, ÷то раäиус запасов устой-
÷ивости равен заäанноìу зна÷ениþ 0,75. Аìпëитуäная
÷астотная характеристика заìкнутой систеìы (31), (32)

по возìущениþ |W
yf
(e jωh)| показана на рис. 3. Перехоä-

ный проöесс в заìкнутой систеìе (31), (32) при изìе-
нении уставки с 0 на 2,0 в ìоìент вреìени t = 0 и при
иìпуëüсноì возìущении (физи÷еский сìысë иìпуëü-
сноãо возìущения — это, наприìер, неровности äороãи,
привоäящие к изìенениþ направëения äвижения) f = 10
в ìоìент вреìени t = 5,0 показан на рис. 4.

На рис. 4 виäно, ÷то при изìенении уставки на 2° уп-
равëение äостиãает зна÷ения, бëизкоãо к 20, ÷то в трак-
товке реаëüноãо проöесса управëения выãëяäит ÷резìер-
ныì, а кроìе тоãо привоäит к перереãуëированиþ. О÷е-
виäно, ÷то заäа÷у руëевоãо управëения ëу÷øе форìуëи-
роватü как сëеäящуþ систеìу с реãуëятороì [27] виäа

c
m
u(k + m) + ... + c

0
u(k) = q

m
y
sp
(k + m) + ... 

... + q
0
y
sp
(k) – d

m
y(k + m) – ... – d

0
y(k), (33)

который в сëу÷ае выбора q(z) = d(z) не отëи÷ается от ре-
ãуëятора (3), но в иноì сëу÷ае позвоëяет форìироватü
äинаìику систеìы относитеëüно уставки y

sp
(k). Так, ес-

ëи заäана жеëаеìая переäато÷ная функöия заìкнутой
систеìы

W
ж
(z) = ,

то, как показано в работе [27], она буäет реаëизована в
заìкнутой систеìе, есëи поëиноì

q(z) = . (34)

Пустü äëя рассìатриваеìоãо приìера жеëаеìая пе-
реäато÷ная функöия заìкнутой систеìы сфорìирована,
исхоäя из жеëаеìоãо вреìени реãуëирования:

W
ж
(z) =  = .

sup
0 ω π/h≤ ≤

g e
jωh( )

e
jωh λi–( )

i 1=

n

∏

------------------------------------

b0 z( )

a0 z( )
-------------

b0 z( )δ z( )

a0 z( )b z( )
------------------------

1 λmax–

z λmax–

--------------------
0,2592

z 0,7408–

--------------------------

Рис. 2. Годограф Найквиста разомкнутой системы (31), (32)

Рис. 3. Амплитудная частотная характеристика замкнутой сис-
темы (31), (32)

Рис. 4. Переходные процессы в замкнутой системе (31), (32)
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Сохраняя тот же жеëаеìый характеристи÷еский по-
ëиноì, кроìе поëу÷енных поëиноìов реãуëятора (32) по
форìуëе (34) поëу÷иì поëиноì 

q(z) =  = 0,2592(z – 0,7233). (35)

Перехоäный проöесс в заìкнутой систеìе (31), (32),
(35) с реãуëятороì виäа (33) при тех же усëовиях показан
на рис. 5, ãäе ìаксиìаëüное зна÷ение управëения в 2 ра-
за ìенüøе, и перереãуëирования нет.

5.2. Óïðàâëåíèå ýëåêòðîäâèãàòåëåì

Рассìотриì управëение эëектроäвиãатеëеì постоян-
ноãо тока без у÷ета äинаìики якорной öепи [27], ãäе вы-
хоä y — это уãоë поворота ваëа äвиãатеëя. Упрощенная
непрерывная ìоäеëü иìеет виä:

s(Ts + 1)y = K
1
u + K

2
f.

Пустü коэффиöиенты K
1
 = 1, K

2
 = –0,5, постоянная

вреìени T = 1, периоä äискретности h = 0,1 c. Тоãäа эк-
виваëентная [27, 29, 32] äискретная ìоäеëü объекта буäет

W
u
(z) = ,

W
f
(z) = – . (36)

Пустü жеëаеìый раäиус запасов устой÷ивости r = 0,75,

жеëаеìое вреìя реãуëирования  = 1,5 с и оøибка ре-

ãуëирования при возìущении (2), äëя котороãо f * = 1,
äоëжна бытü не боëее y* = 0,1.

Максиìаëüное зна÷ение корней характеристи÷еско-
ãо поëиноìа, исхоäя из äопустиìой оøибки реãуëиро-
вания, опреäеëенное по форìуëе (16): λ

max
 = 0,7819 и ис-

хоäя из жеëаеìоãо вреìени реãуëирования, опреäеëен-
ное по форìуëе (17): λ

max
 = 0,8187.

Отìетиì, ÷то хотя поëиноì b(z) переäато÷ной функ-
öии (36) устой÷ивый, но так как еãо коренü отриöатеëü-
ный, то вкëþ÷ение еãо в характеристи÷еский поëиноì

äискретной заìкнутой систеìы не жеëатеëüно [27].
Поэтоìу в такоì сëу÷ае ìы не ìожеì нахоäитü реãуëя-
тор по форìуëаì (9), а буäеì нахоäитü коэффиöиенты
реãуëятора c

i
, d

i
, i = 0, ..., (n – 1), реøая систеìу аëãеб-

раи÷еских уравнений, поëу÷енных из уравнения (8).
Дëя этоãо нужно выбратü еще оäин коренü поëиноìа

δ(z). Наприìер, приìеì λ
3
 =  = 0,7819, а зна÷ения

λ
1
 и λ

2
 найäеì по форìуëе (27), приняв зна÷ения r

i
 как

r
1
 = r

2
 =  = 0,866. Эти зна÷ения уäовëетворяþт нера-

венстваì (28). Тоãäа поëу÷аеì λ
1
 = 0,7321, λ

2
 = 0,6496.

Сфорìировав жеëаеìый характеристи÷еский поëи-
ноì

δ(z) = (z – 0,7321)(z – 0,6496)(z – 0,7819),

поëу÷аеì поëиноìы переäато÷ной функöии реãуëятора

c(z) = z – 0,3377,  d(z) = 16,32z – 14,17. (37)

Раäиус запасов устой÷ивости заìкнутой систеìы (36),
(37) равен 0,757, ÷то боëüøе заäанноãо. Перехоäный
проöесс в заìкнутой систеìе (36), (37) при ступен÷атоì
возìущении f = 1 показан на рис. 6, откуäа виäно, ÷то
вреìя реãуëирования составëяет 1,94 с, ÷то нескоëüко
боëüøе требуеìоãо зна÷ения 1,5 с. Оøибка реãуëиро-

b0 z( )δ0 z( )

a0 z( )
--------------------------

Рис. 5. Переходные процессы в замкнутой системе (31), (32), (35)

0,00484 z 0,9672+( )
z 1–( ) z 0,9048–( )

-----------------------------------------------------

0,00242 z 0,9672+( )
z 1–( ) z 0,9048–( )

-----------------------------------------------------

tp
*

λmax
*

r

Рис. 6. Переходный процесс в замкнутой системе (36), (37)

Рис. 7. Реакция замкнутой системы (36), (37) на полигармони-
ческое возмущение
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вания равна 0,154, ÷то также боëüøе заäанноãо зна÷е-
ния 0,1. Это обусëовëено теì, ÷то при построении ре-
ãуëятора äëя этоãо приìера не ìожет бытü собëþäена
проöеäура, описанная в статüе, и преäëаãаеìое реøение
сëеäует рассìатриватü как основу äëя поиска реãуëято-
ра, боëее поëно уäовëетворяþщеãо поставëенныì тре-
бованияì. Но и поëу÷енный реãуëятор (37) ìожет бытü
поëезен. На рис. 7 привеäен резуëüтат ìоäеëирования
заìкнутой систеìы (36), (37) при возìущении виäа

f(k) = sin((0,5 + 0,7i)hk + (i – 1)),

при f * = 1. Виäно, ÷то при этоì выхоä объекта остается
в преäеëах ±0,05, ÷то ìенüøе заäанноãо зна÷ения ìак-
сиìаëüной оøибки реãуëирования 0,1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен синтез äискретных реãуëяторов по
изìеряеìоìу выхоäу äëя оäноìерных объектов по
заäанныì инженерныì критерияì ка÷ества на ос-
нове ìетоäа ìоäаëüноãо управëения. Моäаëüный
поäхоä к реøениþ этой пробëеìы выявëяет про-
тиворе÷ивостü этих инженерных показатеëей ка-
÷ества: требования к оøибке и вреìени реãуëиро-
вания опреäеëяþт ìаксиìаëüные зна÷ения корней
характеристи÷ескоãо поëиноìа заìкнутой систе-
ìы, ÷то при высоких требованиях ìожет приво-
äитü к корняì, бëизкиì к нуëþ, в то вреìя как
требование к раäиусу запасов устой÷ивости свя-
зывает зна÷ения корней характеристи÷ескоãо по-
ëиноìа заìкнутой систеìы с поëþсаìи объекта
управëения. Привеäены анаëити÷еские форìуëы
äëя выбора корней жеëаеìоãо характеристи÷еско-
ãо поëиноìа заìкнутой систеìы, которые обес-
пе÷иваþт заäанные оøибку реãуëирования, вреìя
реãуëирования и раäиус запасов устой÷ивости äëя
ìиниìаëüно-фазовоãо объекта.
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SYNTHESIS OF DISCRETE MODAL SISO CONTROLLERS 
BY ENGINEERING PERFORMANCE INDICES

V.N. Chestnov, V.A. Alexandrov#, I.G. Rezkov

V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
#
� va.alexandrov@yandex.ru

Abstract. The linear discrete minimum-phase plant with one control input, one measured output
and with an unmeasured external disturbance is considered. The problem is stated of the design
of the discrete output controller that provides the preset engineering performance indices: control
error, settling time, stability margins radius. Analytical formulas are obtained that allow to relate
the engineering performance indices with the desired closed system characteristic polynomial
roots in the modal control problem when choosing real non-negative roots. At the same time,
the specified control error and the settling time lead to the constraints on the maximum absolute
value of the desired roots, while the values of the desired roots, providing the given radius of sta-
bility margins, may not satisfy these constraints, so the specified values of the performance in-
dices should be revised. Examples are given showing the effectiveness of the approach proposed.

Keywords: discrete linear system, modal control, control error, settling time, stability margin radius.
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