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Кëасси÷еская теория автоìати÷ескоãо управëе-
ния ìиниìаëüно-фазовыìи нейтраëüныìи объек-
таìи с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì показаëа
высокуþ практи÷ескуþ эффективностü бëаãоäаря
физи÷еской ясности инженерных критериев ка-
÷ества, поëоженных в ее основу: оøибки сëеже-
ния, вреìени реãуëирования и показатеëя коëеба-
теëüности [1].

Дëя ìноãоìерных объектов поäобный поäхоä к
синтезу реãуëяторов еще не сфорìироваëся, хотя
о÷евиäныì первыì øаãоì явëяется реøение заäа-
÷и автоноìноãо управëения [2—4], восхоäящей к
И.Н. Вознесенскоìу [5].

Неäавние работы авторов [6, 7] быëи посвяще-
ны оäноìерныì объектаì (как ìиниìаëüно-фа-
зовыì, так и неìиниìаëüно-фазовыì, а также ус-
той÷ивыì и неустой÷ивыì), реãуëяторы которых
строиëисü на основе Н∞-техники. Настоящая ра-
бота посвящена ìноãоìерныì объектаì и ìожет
рассìатриватüся как развитие поäхоäа [8] на сëу-

÷ай сëеäящих систеì, коãäа вìесто раäиуса запа-
сов устой÷ивости äëя оöенки робастности заìкну-
той систеìы испоëüзуется показатеëü коëебатеëü-
ности, боëее естественный и общепринятый в
теории и практике сëеäящих систеì.

Уто÷ниì зäесü, ÷то поä показатеëеì коëеба-
теëüности ìноãоìерной систеìы ìы буäеì пони-
ìатü совокупностü показатеëей коëебатеëüности Mi
äëя i-ãо заìкнутоãо контура, связываþщеãо i-е за-
äаþщее возäействие gi c i-й реãуëируеìой пере-
ìенной zi. При этоì заäа÷ей реãуëятора явëяется
обеспе÷ение выпоëнения усëовия Mi ≤ γ, ãäе γ —
заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо. В работе по-
казано, ÷то äëя реøения поäобноãо роäа заäа÷ ап-
парат Н∞-теории явëяется весüìа уäобныì.

На практике автоìати÷еские систеìы поäверже-
ны äействиþ оãрани÷енных внеøних возìущений,
которые привоäят к появëениþ äопоëнитеëüных
оøибок сëежения. В настоящей работе рассìатри-
ваþтся поëиãарìони÷еские внеøние возìущения
с неизвестныìи аìпëитуäаìи (с оãрани÷ениеì их
суììы по кажäой коìпоненте возìущения) и не-
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известныìи ÷астотаìи, ÷исëо которых неоãрани-
÷енно. Реãуëятор äоëжен обеспе÷иватü заäанные
(иëи äостижиìые) оøибки сëежения в присутст-
вии таких возìущений. Эти возìущения покрыва-
þт практи÷ески важный кëасс возìущений, кото-
рые непрерывны и иìеþт кусо÷но-непрерывные
произвоäные по вреìени [8, 9].

Друãой инженерный показатеëü ка÷ества, рас-
сìатриваеìый при синтезе, — это вреìя реãуëиро-
вания, характеризуþщее быстроäействие заìкну-
той систеìы, при ненуëевых на÷аëüных усëовиях
и/иëи при ступен÷атоì изìенении заäаþщих иëи
возìущаþщих возäействий. В настоящей работе
вреìя реãуëирования косвенно у÷итывается путеì
обеспе÷ения заäанной степени устой÷ивости за-
ìкнутой систеìы. Хотя этот показатеëü весüìа
прибëиженно оöенивает скоростü протекания пе-
рехоäных проöессов (особенно в сëу÷ае бëизких
корней характеристи÷ескоãо поëиноìа заìкнутой
систеìы), теì не ìенее он хороøо зарекоìенäоваë
себя в практи÷еских приëожениях при на÷аëüной
оöенке вреìени реãуëирования. Кроìе тоãо, как
äеìонстрируется в работах [6, 10], ÷резìерное уве-
ëи÷ение степени устой÷ивости (боëее ìиниìаëü-
ноãо расстояния нуëя объекта äо ìниìой оси), äа-
же в ìиниìаëüно-фазовоì сëу÷ае с реãуëятороì
по выхоäу привоäит к катастрофи÷ескоìу уìенü-
øениþ раäиуса запасов устой÷ивости (росту по-
казатеëя коëебатеëüности) и запасов устой÷ивости
по фазе и ìоäуëþ, ÷то неприеìëеìо на практике в
сиëу боëüøих выбросов (перереãуëирования) в пе-
рехоäной характеристике заìкнутой систеìы. Это
анаëоã эффекта вспëеска [11] äëя реãуëяторов по
выхоäу. Поэтоìу в аëãоритìе синтеза реãуëятора,
как и в работе [8], преäусìотрено постепенное
увеëи÷ение степени устой÷ивости.

В ìировой нау÷ной ëитературе, наскоëüко из-
вестно автораì, приоритет в постановке (в раìках
теории LQ и H∞-оптиìизаöии) и реøении отäеëü-
ных заäа÷ этой весüìа непростой пробëеìы прина-
äëежит А.Г. Аëексанäрову [12, 13] и еãо у÷еникаì.
Поäробный обзор работ этоãо направëения приве-
äен в статüе [8]. Что касается работ запаäных авто-
ров, то с появëениеì Н∞-теории в на÷аëе 80-х ãо-
äов проøëоãо века вопросаì запасов устой÷ивости
уäеëяëосü в них боëüøое вниìание [10, 14]. Вìесте
с теì, вопросы то÷ности, быстроäействия и запа-
сов устой÷ивости, объеäиненные в еäиноì ìетоäе
синтеза ìноãоìерных сëеäящих систеì по изìеря-
еìоìу выхоäу, не поëу÷иëи äоëжноãо освещения.

Отìетиì зäесü некоторые, на наø взãëяä, важ-
ные работы, посвященные отäеëüныì аспектаì
рассìатриваеìой пробëеìы. Так, в работе [15] рас-
сìатриваþтся вопросы неãëаäкой оптиìизаöии по
Н∞-критериþ, ÷то позвоëиëо реøатü заäа÷у синте-
за реãуëяторов заäанной структуры и поряäка (на-
приìер, ПИД-реãуëяторов) [16]. Это тесно связа-

но с теì, ÷то реãуëяторы, построенные на основе
совреìенных техник синтеза, иìеþт высокий по-
ряäок, ÷то привоäит к их «хрупкости» (потере ус-
той÷ивости при ìаëых откëонениях параìетров
реãуëятора от рас÷етных) [17], ÷то обы÷но выража-
ется в ìаëых запасах устой÷ивости по фазе и ìоäу-
ëþ в контурах реãуëирования. Укажеì также на
нереøеннуþ и поныне пробëеìу выбора весовых
функöий в заäа÷е синтеза ìноãоìерных Н∞-реãу-
ëяторов, ÷то и отìе÷ается в работе [18] (äëя скаëяр-
ных систеì некоторые правиëа иìеþтся в ìоно-
ãрафии [14]). В настоящей же работе äано строãое
ìатеìати÷еское правиëо выбора весовоãо коэффи-
öиента по заäанной то÷ности сëежения.

Поä÷еркнеì принöипиаëüнуþ новизну поäхоäа
настоящей работы по сравнениþ с работой [8] (по-
ìиìо äруãой ìеры робастности заìкнутой систе-
ìы, о ÷еì сказано ранее) к вопросу то÷ности. Зäесü,
в отëи÷ие от работы [8], не ввоäится новый вектор
взвеøенных реãуëируеìых переìенных, а взвеøи-
вается вектор внеøних возìущений, ÷то позвоëяет
существенно уìенüøитü степенü äостато÷ности
поëу÷аеìоãо резуëüтата.

Показано, ÷то поставëенная заäа÷а обеспе÷ения
выøепере÷исëенных инженерных показатеëей ка-
÷ества своäится к спеöиаëüныì образоì сконст-
руированной пробëеìе Н∞-оптиìизаöии [19, 20].
Чисëенное реøение такой вырожäенной заäа÷и
уäобно искатü на основе ìетоäа ëинейных ìатри÷-
ных неравенств (Linear Matrix Inequalities, LMI)
[21, 22], наприìер, в MATLAB — пакете Robust
Control Toolbox [23]. Привоäится приìер синтеза
при управëении взаиìосвязанныì эëектроприво-
äоì [8].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì объект управëения, описываеìый
уравненияìи состояния

 = Ax + B1 f + B2u,  z = Cx, (1)

ãäе x ∈ Rn — вектор состояния объекта; u ∈ Rm —

вектор управëений; z ∈  — вектор реãуëируе-

ìых переìенных; f ∈  — вектор внеøних воз-
ìущений, неäоступный äëя изìерения.

Пустü объект (1) заìкнут стабиëизируþщиì ре-
ãуëятороì по изìеряеìоìу выхоäу

 = Acxc + Bcε,  u = Ccxc + Dcε,  ε = g – z, (2)

ãäе xc ∈  — вектор состояния реãуëятора (nc ≤ n),

g ∈  — вектор заäаþщих возäействий, ε ∈  —
вектор оøибок сëежения, äоступный изìерениþ,
Ac, Bc, Cc, Dc — ìатриöы ÷исеë.

x·

R
m1

R
m3

x· c

R
nc

R
m1 R

m1
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Коìпоненты вектора внеøних возìущений —
оãрани÷енные функöии

fi(t) = fiksin(ωkt + ψik),  i = , (3)

ãäе аìпëитуäы fik ≥ 0, на÷аëüные фазы ψik, а также

÷астоты ωk (i = , k = ) неизвестны, а ÷исëо

ãарìоник неоãрани÷енно.
Преäпоëаãается, ÷то внеøнее возìущение оã-

рани÷ено в сëеäуþщеì сìысëе:

fik ≤ ,  i = , (4)

ãäе  > 0, i =  — заäанные ÷исëа.

Усëовия (3), (4) озна÷аþт, ÷то иìеþт ìесто не-

равенства | fi(t)| ≤ , (i = ). Моäеëü внеøнеãо

возìущения (3), (4) покрывает øирокий практи-
÷ески важный кëасс возìущений, которые непре-
рывны и иìеþт кусо÷но-непрерывные произвоä-
ные по вреìени [8] и, сëеäоватеëüно, разëожиìы в
абсоëþтно схоäящийся ряä Фурüе [9], который
явëяется ÷астныì сëу÷аеì (3) с кратныìи ÷асто-
таìи. Кроìе тоãо, ряä (3) необязатеëüно перио-
äи÷еская функöия вреìени. Наприìер, есëи все
÷астоты в (3) взятü нуëевыìи, а на÷аëüные фазы

равныìи (2k + 1)π/2, ãäе k = , то приäеì к сту-
пен÷атой функöии.

Опреäеëиì оøибки сëежения, вызванные äей-
ствиеì внеøнеãо возìущения (3), (4), соотноøе-
ниеì

εi,st = |εi(t)|,  i = ,

ãäе tp — вреìя реãуëирования. Обы÷но на практике
требуется, ÷тобы выпоëняëисü неравенства

εi,st ≤ ,  i = , (5)

ãäе  > 0 — заäанные ÷исëа (жеëаеìые оøибки
сëежения).

Вреìя реãуëирования в заìкнутой систеìе (1),
(2) ìожно оöенитü по прибëиженной форìуëе
tp ≈ 3/β, ãäе β — степенü устой÷ивости заìкнутой
систеìы — ìиниìаëüное расстояние собственных
зна÷ений ìатриöы заìкнутой систеìы (1), (2) Acl

äо ìниìой оси, ãäе

Acl = .

Задача. Найти стабиëизируþщий реãуëятор (2)
такой, ÷тобы

выпоëняëисü требования к то÷ности систеìы

εi,st ≤ γ1 ,  i = , (6)

ãäе γ1 — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо;
инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëüности
не превыøаëи заäанноãо иëи ìиниìизируеìо-
ãо зна÷ения γ2:

Mi = ||ti||∞ ≤ γ2,  i = , (7)

ãäе ti(s) — переäато÷ная функöия заìкнутой сис-
теìы, связываþщая i-е заäаþщее возäействие gi с
i-й реãуëируеìой переìенной zi, а ||ti||∞ ее Н∞-норìа;

собственные зна÷ения ìатриöы Acl заìкнутой
систеìы (1), (2) уäовëетворяëи усëовиþ

Reλi(Acl) ≤ –β,  i = , (8)

ãäе β ≥ 0 — заäанное ÷исëо.
Прокоììентируеì поставëеннуþ заäа÷у.
Есëи объект управëения (1) неìиниìаëüно-фа-

зовый по управëениþ (иìеет правые нуëи), то ис-
хоäное требование к то÷ности (5) не ìожет бытü
выпоëнено äëя ëþбых , поэтоìу необхоäиìо вы-

поëнитü требования (6). Есëи äопоëнитеëüно объ-
ект еще и неустой÷ивый [14], то веëи÷ина γ2 в пра-
вой ÷асти неравенства (7) всеãäа боëüøе еäиниöы
и она иìеет нижнþþ ãраниöу, ìенüøе которой
сäеëатü веëи÷ину Mi не уäастся никакиì ëиней-

ныì реãуëятороì. И наконеö, степенü устой÷ивос-
ти β не ìожет бытü сäеëана боëüøе нуëя объекта,
бëижайøеãо к ìниìой оси, ÷то привоäит к резкоìу
уìенüøениþ запаса устой÷ивости, т. е. требование
высокой то÷ности противоре÷ит требованиþ ìа-
ëых показатеëей коëебатеëüности, а высокое быс-
троäействие (боëüøое зна÷ение β) противоре÷ит
требованиþ к запасаì устой÷ивости (ìаëыì зна-
÷енияì Mi).

В настоящей работе ищется разуìный коìпро-
ìисс ìежäу взаиìопротиворе÷ивыìи инженер-
ныìи показатеëяìи ка÷ества на основе техники
Н∞-оптиìизаöии, которая оказаëасü весüìа уäоб-
ныì инструìентоì äëя реøения заäа÷ синтеза ре-
ãуëяторов, иìеþщиì практи÷ескуþ направëен-
ностü.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ Í¥-ÏÎÄÕÎÄÀ

Дëя реøения поставëенной заäа÷и прежäе все-
ãо установиì связü инäивиäуаëüных показатеëей

коëебатеëüности Mi, i =  с Н∞-норìой пере-

äато÷ной ìатриöы заìкнутой систеìы T(s), связы-
ваþщей вектор заäаþщих возäействий g с векто-
роì реãуëируеìых переìенных z. Справеäëиво сëе-
äуþщее утвержäение.

Лемма. Пустü выпоëнено неравенство

||T ||∞ ≤ γ, (9)

k 1=

∞

∑ 1 m3,

1 m3, 1 ∞,

k 1=

∞

∑ fi* 1 m3,

fi* 1 m3,

fi* 1 m3,

0 ∞,

sup
t tp≥

1 m1,

εi
* 1 m1,

εi
*

A B2DcC– B2Cc

BcC– Ac

εi
* 1 m1,

1 m1,

1 n nc+,

εi
*

1 m1,
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тоãäа

Mi ≤ γ,  i = . (10)

Заìетиì, ÷то в сиëу выражения (9) поäобное
неравенство буäет выпоëнятüся и äëя ëþбоãо эëе-
ìента ìатриöы T(s) [24], в ÷астности, äëя ëþбоãо
äиаãонаëüноãо эëеìента ti(s): ||ti ||∞ ≤ γ. Но переäа-
то÷ная функöия ti(s) связывает i-е заäаþщее воз-
äействие gi с i-й реãуëируеìой переìенной zi, и
тоãäа, по опреäеëениþ, Mi = ||ti ||∞, ÷то веäет к не-
равенству (10).

На вхоä заìкнутой систеìы (1), (2) поäается äва
внеøних сиãнаëа g и f, которые объеäиниì в рас-

øиренный вектор wT = [gT f T]. В ка÷естве реãуëи-
руеìоãо выхоäа возüìеì вектор z. В заìкнутой
систеìе эти векторы связаны переäато÷ной ìатри-
öей Tzw(s), которая иìеет структуру

z = Tzw(s)w = [T(s) Tf(s)]w, (11)

ãäе T(s) — переäато÷ная ìатриöа заìкнутой сис-
теìы от вектора g к вектору z; Tf (s) — переäато÷-

ная ìатриöа заìкнутой систеìы от вектора f к век-
тору z.

Рассìотриì вспоìоãатеëüнуþ заäа÷у Н∞-опти-

ìизаöии
||Tzw ||∞ ≤ γ, (12)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо.
У÷итывая структуру переäато÷ной ìатриöы (11)

усëовие (12) ìожно преäставитü в эквиваëентной
÷астотной форìе

TT(–jω)T( jω) + (–jω)Tf( jω) ≤ γ2I, 

ω ∈ [0, ∞), (13)

ãäе I — еäини÷ная ìатриöа соответствуþщих раз-
ìеров. Отсþäа сëеäуþт äва неравенства

TT(–jω)T( jω) ≤ γ2I,  (–jω)Tf ( jω) ≤ γ2I, 

ω ∈ [0, ∞), (14)

первое из которых эквиваëентно неравенству (9), а
второе озна÷ает, ÷то ||Tf ||∞ ≤ γ.

Такиì образоì, нахоäя реãуëятор (2) из реøе-
ния заäа÷и (12), ìы äобиваеìся выпоëнения öеëе-
воãо усëовия (7) поставëенной заäа÷и äëя γ2 = γ,
ãäе γ — реаëизовавøееся зна÷ение при реøении
заäа÷и (12).

Обратиìся теперü к требованияì к то÷ности (6).
Дëя их у÷ета при реøении заäа÷и (12) заìениì
ìатриöу B1 объекта (1) на ìасøтабированнуþ ìат-

риöу B1Q
1/2, ãäе Q1/2 — скаëярный весовой коэф-

фиöиент, выбираеìый ниже. Тоãäа второе усëовие
(14) приìет виä:

(–jω)QTf( jω) ≤ γ2I,  ω ∈ [0, ∞).

Обративøисü теперü к Леììе о рабо÷еì про-
öессе из статüи [8], äëя установивøихся зна÷ений

реãуëируеìых переìенных zi, st = |zi(t)|, i = ,

ìожно записатü

Q  ≤ γ2 , i = , (15)

ãäе  — известные ãраниöы коìпонент внеøних

возìущений из неравенства (4). В форìуëе (15), в
отëи÷ие от работы [8], присутствует общий äëя
всех переìенных zi,st весовой коэффиöиент Q. По-
этоìу выбор еãо осуществиì по наиìенüøей за-
äанной оøибке zmin = εmin = min{ , , ..., }, а

иìенно:

Q = /( )2. (16)

В этоì сëу÷ае оøибка сëежения от äействия
внеøнеãо возìущения f уäовëетворяет равенству
εi,st = zi,st. И тоãäа из неравенства (15) поëу÷иì

εi,st ≤ γ ,  i = ,

и, сëеäоватеëüно, требования к то÷ности (6) вы-
поëняþтся.

У÷теì теперü требования к степени устой÷ивос-
ти (8) заìкнутой систеìы, опреäеëяþщей вреìя
реãуëирования. Сëеäуя работе [8], заìениì при ре-
øении заäа÷и (12) ìатриöу А объекта (1) на сìе-

щеннуþ ìатриöу  = A + βI, ãäе β — жеëаеìая
степенü устой÷ивости. Тоãäа реøение сìещенной

заäа÷и (12) с такой ìатриöей  объекта äаст сìе-

щенный реãуëятор с ìатриöаìи , Bc, Cc, Dc. Ис-
коìый реãуëятор (2), обеспе÷иваþщий реøение
поставëенной заäа÷и, иìеет ìатриöы [8]

Ac =  – βI, Bc, Cc, Dc. (17)

Суììируя изëоженное, сфорìуëируеì сëеäуþ-
щее утвержäение.

Теорема. Реãуëятор (2), (17) разреøает постав-
ëеннуþ заäа÷у, есëи весовой коэффиöиент Q в
сìещенной Н∞-пробëеìе (12) выбран из усëовия
(16). При этоì зна÷ения веëи÷ин γ1 и γ2, фиãури-

руþщих в öеëевых усëовиях (6), (7) поставëенной
заäа÷и, совпаäаþт и равны зна÷ениþ γ, реаëизовав-
øеìуся при ÷исëенноì реøении заäа÷и (12), (13).

Заìетиì, ÷то перехоä от неравенства (12) к не-
равенстваì (14) приäает äостато÷ный характер
преäставëенноìу резуëüтату.
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3. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

Поскоëüку вектор реãуëируеìых переìенных в
систеìе (11) не соäержит управëений, то заäа÷а
(12) вырожäена и ÷исëенно не ìожет бытü реøена
на базе 2-Риккати похоäа [19]. Боëее преäпо÷ти-
теëüно ее реøение на основе LMI-техники [21, 22]
MATLAB-пакета [23], как преäставëено ниже. Как
отìе÷аëосü ранее, ÷резìерное увеëи÷ение степени
устой÷ивости β веäет к резкоìу увеëи÷ениþ пока-
затеëей коëебатеëüности и, как сëеäствие, боëüøиì
выбросаì в перехоäной функöии заìкнутой сис-
теìы. Поэтоìу в аëãоритìе синтеза, преäставëен-
ноì ниже, приìеняется принöип постепенноãо
увеëи÷ения быстроäействия иëи зна÷ения β.

1. Заìениì ìатриöу A объекта на ìатриöу

= A + βI, поëаãая сна÷аëа β = 0.
2. Выбираеì весовой коэффиöиент Q из равенс-

тва (16) и строиì ÷етверку ìатриö Aоб, Воб, Соб, Dоб

уравнений состояния обобщенноãо объекта Aоб = ,

Воб = [0 B1�Q1/2 B2], Соб = , Dоб = ,

D11 = [0 0], D21 = [I 0], D22 = 0, D12 = 0, ãäе раз-
ìерности ìатриö äоëжны бытü соãëасованы.

3. Форìируеì систеìнуþ ìатриöу обобщенно-
ãо объекта с поìощüþ коìанäы

P = ltisys(Aоб, Воб, Соб, Dоб).

4. Нахоäиì оптиìаëüное зна÷ение γ0 =

= hinflmi(P, [m2, m]) в заäа÷е (12), ãäе m2 и m — ÷ис-
ëо вхоäов и выхоäов реãуëятора соответственно.

5. Выбираеì γ > γ0 и строиì систеìнуþ ìатриöу
реãуëятора K, разреøаþщеãо заäа÷у (12), с поìо-
щüþ проöеäуры [γ, K] = hinflmi(P, [m2, m], γ, ε), ãäе
ε — то÷ностü вы÷исëения γ.

6. Из систеìной ìатриöы K извëекаеì ìатриöы
уравнений состояния сìещенноãо реãуëятора про-

öеäурой [ , Bc, Cc, Dc] = ltiss(K).

7. Нахоäиì ìатриöы Ac =  – βI, Bc, Cc, Dc ис-
коìоãо реãуëятора (17).

8. Строиì перехоäный проöесс в заìкнутой сис-
теìе при äействии внеøних возìущений из кëасса
(3), (4), нахоäиì оøибки сëежения и вреìя реãу-
ëирования, а также показатеëи коëебатеëüности Mi.

Есëи требования к то÷ности (6) и/иëи показатеëяì
коëебатеëüности (7) не выпоëнены, то заäа÷а не-
разреøиìа äанныì поäхоäоì. Ина÷е, перехоäиì
к п. 9.

9. Есëи требования к быстроäействиþ не вы-
поëняþтся, то увеëи÷иваеì зна÷ение параìетра β
и перехоäиì к п. 1, ина÷е заäа÷а реøена.

При первоì прохоäе аëãоритìа естественно ис-
поëüзоватü γ = γ0. Есëи требования (6) и/иëи (7)

не выпоëнены, то öеëесообразно реøитü отäеëü-
ные заäа÷и синтеза по показатеëþ коëебатеëüности
(зäесü Tzw(s) = T(s)) иëи заäанной то÷ности (зäесü
Tzw(s) = Tf(s) с весовыì коэффиöиентоì из фор-
ìуëы (16)). Эти заäа÷и иìеþт необхоäиìый и äо-
стато÷ный характер, ÷то позвоëяет найти зна÷е-
ние γ0, опреäеëяþщее äостижиìые зна÷ения то÷-

ности (6) ëибо показатеëи коëебатеëüности Mi = γ0.

4. ÑÈÍÒÅÇ ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ 

ÄËß ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÀÍÍÎÃÎ ÝËÅÊÒÐÎÏÐÈÂÎÄÀ

Рассìотриì взаиìосвязанный эëектропривоä,
ìоäеëü котороãо привеäена в статüе [8]. В работе
[25] такая ìоäеëü отнесена к кëассу параëëеëüных
систеì. Структурная схеìа ìоäеëи привеäена на
рис. 1.

На схеìе x1, x2 — откëонения выхоäных напря-
жений тиристорных преобразоватеëей от ноìи-
наëüных, поäаваеìых в якорные öепи äвиãатеëей;
x3, x4 — откëонения якорных токов привоäных äви-

ãатеëей; x5 — откëонение уãëовой скорости враще-
ния ваëа äвиãатеëей; u1, u2 — откëонения управëя-
þщих напряжений, поäаваеìые на тиристорные
преобразоватеëи с систеìы управëения привоäа-
ìи; MДВ1, MДВ2 — откëонения эëектроìаãнитных
ìоìентов, развиваеìых äвиãатеëяìи от ноìинаëа;
MС — откëонение ìоìента сопротивëения (наãруз-
ки); ТТП1, ТТП2 — постоянные вреìени тиристор-
ных преобразоватеëей; kТП1, kТП2 — коэффиöиен-

ты переäа÷и тиристорных преобразоватеëей; cM1,

cM2, ce1, ce2 — конструктивные постоянные äвиãа-
теëей; RЯ1, RЯ2 — активные сопротивëения якор-
ных öепей äвиãатеëей; ТЭ1, ТЭ2 — эëектроìаãнит-
ные постоянные якорных öепей äвиãатеëей; J —
суììарный ìоìент инерöии, привеäенный к оä-
ноìу из ваëов äвиãатеëя.

A
∼

A
∼

C

C–

D11 D12

D21 D22

Ac

∼
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Рис. 1. Структурная схема объекта управления
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На структурной схеìе рис. 1 коэффиöиенты
ìоäеëи иìеþт такие ÷исëовые зна÷ения: cM1 =

= 8,1 , cM2 = 8,262 , ce1 = 8,15 ,

ce2 = 8,313 , ТЭ1 = 0,0886 с, ТЭ2 = 0,090372 с,

ТТП1 = 0,01 с, ТТП2 = 0,012 с, RЯ1 = 0,0819 Оì,

RЯ2 = 0,08358 Оì, kТП1 = 161,2, kТП2 = 164,424,

J = 32,5 кã�ì2.

Внеøнее возìущение f = Mc — откëонение ìо-

ìента сопротивëения (наãрузки) от ноìинаëüноãо,
не превыøает веëи÷ины f * = 600 Нì (20 % ноìи-
наëüноãо ìоìента äвиãатеëя). Изìеряеìые пере-
ìенные äëя этоãо объекта связаны с физи÷ескиìи
переìенныìи соотноøенияìи y1 = x3, y2 = x4,

y3 = x5; внеøнее возìущение f и управëяþщие воз-

äействия u1, u2 приëожены в разных то÷ках. Гëав-

ной реãуëируеìой переìенной объекта явëяется
уãëовая скоростü äвиãатеëей z3 = y3 = x5. Поìиìо

этоãо важныì практи÷ескиì требованиеì к параë-
ëеëüныì систеìаì явëяется требование равнона-
ãруженности äвиãатеëей (бëизости их якорных
токов) при работе на общуþ наãрузку, ÷то при ис-
поëüзовании станäартных ПИ-реãуëяторов за÷ас-
туþ не выпоëняется [25]. Чисëенные экспериìен-
ты показаëи, ÷то есëи в ка÷естве реãуëируеìой пе-
реìенной рассìатриватü тоëüко уãëовуþ скоростü
äвиãатеëей z3 = x5, то требование равнонаãружен-

ности äвиãатеëей ìожет не выпоëнятüся, и саìое
ãëавное, запасы устой÷ивости на выхоäе объекта по
изìеряеìыì переìенныì y1 = x3 и y2 = x4 (токаì

äвиãатеëей) ìоãут бытü весüìа ìаëыìи, ÷то неäо-
пустиìо на практике. Поэтоìу в ка÷естве реãуëи-
руеìых переìенных äаëее буäеì рассìатриватü
все изìеряеìые переìенные объекта z1 = y1 = x3,

z2 = y2 = x4, z3 = y3 = x5 (токи и уãëовуþ скоростü

äвиãатеëей). Такиì образоì, заäаþщие возäейст-
вия g1 и g2 факти÷ески буäут фиктивныìи, испоëü-

зуеìыìи тоëüко при синтезе реãуëятора. Наäо ска-
затü, ÷то повеäение токов äвиãатеëей в ноìинаëü-
ноì режиìе опреäеëяется тоëüко изìененияìи
ìоìента наãрузки — возìущения.

Матриöы объекта (1) иìеþт виä [8]:

A = ,

B1 = , B2 = , 

C = .

Требования к систеìе:
оøибка сëежения по уãëовой скорости ε3,st =

= z3,st ≤  = 1 раä/c, а откëонения токов в

перехоäных режиìах не äоëжны превыøатü
|z1| ≤ 375 А, |z2| ≤ 375 А;

показатеëи коëебатеëüности не боëее еäиниöы
обеспе÷иваþтся по изìеряеìоìу выхоäу объек-
та — переìенныì y1, y2, y3;

вреìя реãуëирования tp = 0,25 с.
Дëя реøения заäа÷и синтеза по аëãоритìу из

§ 3 настоящей статüи найäеì весовой коэффиöи-

ент из форìуëы (16) Q1/2 = f */  = 600/1 = 600 и

поëожиì β = 0. Это äает сëеäуþщие ìатриöы ре-
ãуëятора (2) и реаëизовавøееся зна÷ение γ:

Ac =

= ,

Bc = ,

Cc = , 

Dc = 02Ѕ3,  γ = 51,86.

Заìетиì, ÷то реакöия заìкнутой систеìы (1),
(2) (g3 → z3) на заäаþщее возäействие g3 = 1 äает
боëüøуþ стати÷ескуþ оøибку по уãëовой скоро-
сти. Поэтоìу äëя устранения посëеäней ìасøта-
бируеì заäаþщее возäействие веëи÷иной, обрат-
ной этой оøибке (коэффиöиентоì переäа÷и заìк-
нутой систеìы, который ëеãко найти из ãоäоãрафа
разоìкнутой систеìы по уãëовой скорости, при-
веäенноãо ниже). Посëе такоãо ìасøтабирования

H�ì
A

--------------
H�ì
A

--------------
B�c
раä
------------

B�c
раä
------------

100– 0 0 0 0

0 83,333– 0 0 0

137,811 0 11,287– 0 1123,155–

0 132,459 0 11,065– 1101,133–

0 0 0,2487 0,254 0

0

0

0

0

0,031–

16 120 0

0 13 702

0 0

0 0

0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

z3
*

z3
*

387,822– 91,669– 421,791 902,372 4003,386–

18,692– 371,046– 82,211– 1772,776 7073,098–

74,743– 12,302– 65,282– 170,106 613,257–

6,386– 24,3– 3,326– 10,924– 135,406

0,0525 0,0697 0,066 484,352– 484,698–

0,00119– 0,00132 0,000937

0,000693 0,000701– 0,00003

0,00223– 0,00252 0,000215

0,552 0,579 4,817

63,954 62,713 13,418–

0,00639– 0,0118 0,0162 0,0697– 0,265

0,0197 0,0161 0,0237– 0,12– 0,506
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аìпëитуäно-÷астотная характеристика заìкнутой
систеìы по заäаþщеìу возäействиþ приìет виä,
преäставëенный на рис. 2, б, а перехоäный про-
öесс по уãëовой скорости преäставëен на рис. 3, б.
На рис. 2, а, привеäена проìасøтабированная
(веëи÷иной 600 Нì) аìпëитуäно-÷астотная ха-
рактеристика заìкнутой систеìы по возìущениþ
( f → z3). Из этой ìонотонно убываþщей характе-
ристики о÷евиäно, ÷то наихуäøиì возìущениеì
из кëасса (3), (4) äëя заìкнутой систеìы явëяется
ступен÷атое. Соответствуþщий перехоäный про-
öесс по уãëовой скорости на такое возìущение ве-
ëи÷иной 600 Нì привеäен на рис. 3, а и, сëеäова-
теëüно, требования к то÷ности выпоëнены. Из при-
веäенных перехоäных проöессов также о÷евиäно,

÷то требования к быстроäействиþ заìкнутой сис-
теìы выпоëнены, tp ≤ 0,25 с. Токи äвиãатеëей в

перехоäных режиìах весüìа бëизки и, сëеäова-
теëüно, äвиãатеëи равнонаãружены, а их откëоне-
ния от ноìинаëа ìноãо ìенüøе äопустиìоãо зна-
÷ения 375 А.

На рис. 4 привеäены ãоäоãрафы Найквиста сис-
теìы, разоìкнутой по соответствуþщиì изìеряе-
ìыì переìенныì: токаì äвиãатеëей сëева и уãëо-
вой скорости справа. Из этих характеристик о÷е-
виäно, ÷то по изìеряеìыì переìенныì систеìа
иìеет бесконе÷ный запас по фазе, поскоëüку ãо-
äоãрафы wi( jω) öеëикоì нахоäятся внутри круãа

еäини÷ноãо раäиуса с öентроì в на÷аëе коорäинат.

Рис. 2. АЧХ замкнутой системы: а — по возìущениþ; б — по заäаниþ

Рис. 3. Реакция системы на ступенчатое возмущение и задающее воздействие: а — выхоä систеìы при f(t) = 600; б — выхоä систеìы
при g3(t) = 85,47
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Запас по ìоäуëþ äëя первой изìеряеìой переìен-
ной (току первоãо äвиãатеëя) составиë 1,6, по току
второãо äвиãатеëя составиë 1,4, а по ãëавной реãу-
ëируеìой переìенной уãëовой скорости äвиãате-
ëей составиë веëи÷ину, равнуþ 833. Такиì обра-
зоì, по изìеряеìыì переìенныì систеìа обëаäа-
ет внуøитеëüныìи запасаìи устой÷ивости. Кроìе
тоãо, поскоëüку ãоäоãрафы не охватываþт крити-
÷еской то÷ки (–1, j0), то разоìкнутые систеìы ус-
той÷ивы, ÷то важно с практи÷еской то÷ки зрения.
Проверка запасов устой÷ивости на физи÷ескоì
вхоäе объекта (по управëенияì u1, u2) показаëа, ÷то
раäиус запасов устой÷ивости по управëенияì u1 и
u2 иìеет зна÷ения 0,46 и 0,42 соответственно, а ра-
зоìкнутые систеìы по управëениþ u1 иëи u2 ус-
той÷ивы.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе преäставëено реøение заäа÷и синтеза
ìноãоìерных сëеäящих систеì по инженерныì
показатеëяì ка÷ества: оøибкаì сëежения от äей-
ствия внеøних неизìеряеìых возìущений, сово-
купности показатеëей коëебатеëüности Mi äëя i-ãо
заìкнутоãо контура, связываþщеãо i-е заäаþщее
возäействие gi c i-й реãуëируеìой переìенной zi, а
также вреìени реãуëирования. Отìетиì некото-
рые привëекатеëüные с инженерной то÷ки зрения
особенности преäëаãаеìоãо поäхоäа:

— приìеняþтся ясные инженерные показатеëи
ка÷ества;

— проöеäура синтеза свеäена к станäартной за-
äа÷е H∞-оптиìизаöии, äëя реøения которой су-
ществует боãатое проãраììное обеспе÷ение;

— поряäок реãуëятора не превыøает поряäка
исхоäноãо физи÷ескоãо объекта;

— в ка÷естве внеøних возìущений рассìатри-
вается практи÷ески важный кëасс функöий, кото-
рые непрерывны и иìеþт кусо÷но-непрерывные
произвоäные.

Отìетиì также, ÷то есëи требуется обеспе÷итü
показатеëи коëебатеëüности на физи÷ескоì вхоäе
объекта, то сëеäует äопоëнитеëüно ввести фиктив-
ные внеøние возìущения аääитивно с управëени-
яìи, а в ка÷естве реãуëируеìых переìенных рас-
сìатриватü управëения.
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DESIGN OF MULTIVARIABLE TRACKING SYSTEMS VIA ENGINEERING 
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Abstract. This paper proposes an algorithm for designing a measured output-feedback controller with
given or achievable engineering performance indices for linear multivariable systems. The control
plant is subjected to bounded external disturbances from the class of polyharmonic functions with
an infinite number of harmonics and a bounded sum of their amplitudes for each disturbance com-
ponent. As a result, additional tracking errors appear in controlled variables. The problem is to design
a multivariable output-feedback controller ensuring given or achievable tracking errors, the settling
time determined by a given or achievable degree of stability of the closed loop system, and a set of
the oscillation indices Mi for the ith closed loop relating the ith reference signal gi to the ith controlled
variable zi. In addition, the controller should ensure the conditions Mi ≤ γ, where γ is a given value
or the minimand. As shown below, Н∞ control methods are quite convenient for solving such prob-
lems. An illustrative example of designing an interconnected electric drive is presented.

Keywords: linear multivariable systems, bounded external disturbances, tracking errors, settling time, degree
of stability, oscillation index of the ith loop.


