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Вторая ìировая война, несоìненно, посëужиëа
сиëüноìу развитиþ теории и практики автоìати-
÷ескоãо управëения и, в ÷астности, сëеäящих сис-
теì. Сразу посëе ее окон÷ания появëяþтся фун-
äаìентаëüные ìоноãрафии Г. Боäе [1] и Л. Мак-
Коëëа [2], посëеäняя из которых и направëена на
теориþ сëеäящих систеì, которые в то вреìя иìе-
новаëисü сервоìеханизìаìи. Саìо понятие пока-
затеëя коëебатеëüности быëо ввеäено впервые в
закрытой в то вреìя работе А. Хоëëа [3]. В оте÷ес-
твенной ëитературе это понятие появиëосü в ста-
тüе В.В. Соëоäовникова [4], ãäе быë развит ìетоä
ëоãарифìи÷еских аìпëитуäно-÷астотных характе-
ристик (ЛАЧХ) на сëу÷ай, коãäа запас устой÷ивос-
ти систеìы оöенивается не запасаìи по фазе и ìо-
äуëþ, а собственно показатеëеì коëебатеëüности.
Наäо сказатü, ÷то уже 70 ëет назаä из практики ав-
тоìати÷ескоãо управëения быëо хороøо известно,
÷то стреìëение показатеëя коëебатеëüности M к
еäиниöе (в сëеäящих систеìах в контуре обязатеëü-
но присутствует, по крайней ìере, оäин ÷истый
интеãратор, и еäиниöа явëяется на÷аëüныì зна÷е-
ниеì аìпëитуäно-÷астотной характеристики (АЧХ)

заìкнутой систеìы) соответствует уìенüøениþ и
ис÷езновениþ перереãуëирования в перехоäной
характеристике заìкнутой систеìы. Этот постуëат
весüìа эффективно испоëüзоваëся инженераìи в
практике проектирования сëеäящих систеì на
протяжении этих посëеäних 70 ëет. Дëя ìини-
ìаëüно-фазовых нейтраëüных объектов (иìеþщих
тоëüко устой÷ивые нуëи и не иìеþщих правых по-
ëþсов) поäхоä к синтезу реãуëяторов, обеспе÷и-
ваþщих заäанный показатеëü коëебатеëüности, на
основе ìетоäа ЛАЧХ быë развит в работах [5, 6].

В настоящей работе äëя синтеза реãуëяторов с
заäанныì показатеëеì коëебатеëüности приìеня-
þтся ìетоä ìоäаëüноãо управëения (äëя ìини-
ìаëüно-фазовых нейтраëüных объектов) и Н

∞
-поä-

хоä (как äëя ìиниìаëüно-фазовых, так и äëя не-
ìиниìаëüно-фазовых и неустой÷ивых объектов).
Кроìе тоãо, преäëаãается способ у÷ета заäанной
степени устой÷ивости заìкнутой систеìы, опреäе-
ëяþщей жеëаеìое вреìя реãуëирования.

Фунäаìентаëüно важно, ÷то вреìя реãуëирова-
ния äаже äëя ëинейных непрерывных ìиниìаëü-
но-фазовых объектов с реãуëятораìи по изìеряе-
ìоìу выхоäу оãрани÷ено снизу. Отìетиì, ÷то äëя
реãуëяторов по поëноìу вектору состояния такой
пробëеìы не существует [7]. Как отìе÷ено в рабо-
тах [8, 9], стреìëение увеëи÷итü быстроäействие
путеì увеëи÷ения степени устой÷ивости заìкну-
той систеìы ìожет привоäитü к реãуëятору по вы-

Дëя ëинейных оäноìерных объектов построены аëãоритìы синтеза реãуëяторов по вы-
хоäу, ãарантируþщие заäанные иëи äостижиìые зна÷ения показатеëя коëебатеëüности и
степени устой÷ивости, опреäеëяþщей вреìя реãуëирования. В проöеäурах синтеза при-
ìенены как ìоäаëüное управëение, так и Н

∞
-поäхоä. Построены приìеры, äеìонстри-

руþщие, ÷то стреìëение обеспе÷итü степенü устой÷ивости боëüøе, ÷еì расстояние от
бëижайøеãо ëевоãо нуëя переäато÷ной функöии объекта äо ìниìой оси (äаже äëя ìи-
ниìаëüно-фазовых объектов!) привоäит к весüìа ìаëыì запасаì устой÷ивости по фазе
и ìоäуëþ, ÷то неäопустиìо на практике.
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хоäу с о÷енü ìаëыìи запасаìи устой÷ивости по
фазе и ìоäуëþ (боëüøоìу показатеëþ коëебатеëü-
ности и ìаëоìу раäиусу запасов устой÷ивости),
÷то неäопустиìо на практике. Дëя неìиниìаëü-
но-фазовых объектов этот факт äавно известен
[10]. В настоящей работе построены приìеры, äе-
ìонстрируþщие, ÷то стреìëение обеспе÷итü сте-
пенü устой÷ивости боëüøе, ÷еì расстояние от бëи-
жайøеãо ëевоãо нуëя объекта äо ìниìой оси (äаже
äëя ìиниìаëüно-фазовых объектов!) привоäит к
весüìа ìаëыì запасаì устой÷ивости по фазе и ìо-
äуëþ (зна÷итеëüноìу показатеëþ коëебатеëüности
и незна÷итеëüноìу раäиусу запасов устой÷ивости
[11]), ÷то привоäит к оãроìныì выбросаì (пере-
реãуëированиþ) в перехоäной характеристике за-
ìкнутой систеìы и совсеì не приветствуется на
практике.

Отìетиì, ÷то в öикëе статей А.Г. Аëексанäрова,
открываþщеãося работаìи [11, 12], на основе ìо-
äаëüноãо управëения строиëисü оäноìерные реãу-
ëяторы по изìеряеìоìу выхоäу, обеспе÷иваþщие
заäанный раäиус запасов устой÷ивости и необхо-
äиìое быстроäействие (а также требуеìуþ то÷ностü
при äействии оãрани÷енноãо внеøнеãо возìуще-
ния). Настоящая работа проäоëжает иссëеäова-
ния, выпоëненные ранее [9, 11, 12], коãäа вìесто
раäиуса запасов устой÷ивости äëя оöенки робаст-
ности заìкнутой систеìы испоëüзуется показатеëü
коëебатеëüности, боëее естественный и общепри-
нятый в теории и практике сëеäящих систеì.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì объект управëения, описываеìый
уравнениеì в форìе «вхоä—выхоä»:

d(p)y(t) = b(p)u(t), (1)

ãäе y(t) — реãуëируеìая переìенная, u(t) — управ-
ëяþщее возäействие, d(p) и b(p) — заäанные по-
ëиноìы степеней n и (n – 1) оператора äиффе-
ренöирования р = d/dt. Преäпоëаãается, ÷то поëи-
ноìы d(p) и b(p) не иìеþт общих корней (объект
поëностüþ управëяеì и набëþäаеì).

Заìкнеì объект (1) стабиëизируþщиì реãуëя-
тороì по выхоäу:

g(p)u(t) = r(p)(y*(t) – y(t)), (2)

ãäе y*(t) — заäаþщее возäействие, y*(t) – y(t) = ε(t) —
изìеряеìая переìенная (рассоãëасование, сиãнаë
оøибки), а g(p) и r(p) — некоторые поëиноìы сте-
пени n

c
 ≤ n оператора p.

Опреäеëиì переäато÷нуþ функöиþ разоìкну-
той систеìы выражениеì

W(s) =  = W
o
(s)W

c
(s), (3)

ãäе W
o
(s) = b(s)/d(s) — переäато÷ная функöия

объекта (1), W
c
(s) = r(s)/g(s) — переäато÷ная функ-

öия реãуëятора (2), s — переìенная преобразова-
ния Лапëаса.

Выпиøеì, у÷итывая выражения (1)—(3), пе-
реäато÷нуþ функöиþ заìкнутой систеìы от за-
äаþщеãо возäействия y * к реãуëируеìой переìен-
ной y [6]:

T(s) =  = , (4)

которуþ в запаäной ëитературе называþт äопоë-
нитеëüной функöией ÷увствитеëüности [13—17].
Саìа же функöия ÷увствитеëüности (в оте÷ествен-
ной терìиноëоãии переäато÷ная функöия заìкну-
той систеìы по оøибке [6] от y * к ε) иìеет виä:

S(s) =  = . (5)

Сìысë терìина «äопоëнитеëüная» ясен из о÷е-
виäноãо тожäества T(s) + S(s) = 1.

Задача 1. Найти стабиëизируþщий реãуëятор
(2) такой, ÷тобы:

||T ||
∞
 = |T( jω)| = M ≤ γ, (6)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо. ♦
Сëева в соотноøении (6) стоит Н

∞
-норìа пере-

äато÷ной функöии T(s) [15], которая по опреäеëе-
ниþ [5, 6] совпаäает с показатеëеì коëебатеëüнос-
ти M (ω — круãовая ÷астота, j = ).

Заìетиì, ÷то реãуëятор, найäенный на основе
соотноøения (6), ìожет не обеспе÷иватü жеëаеìо-
ãо быстроäействия заìкнутой систеìы, поэтоìу
возникает

Задача 2. Найти стабиëизируþщий реãуëятор
(2) такой, ÷тобы поìиìо усëовия (6) корни λ

i
,

i =  характеристи÷ескоãо поëиноìа за-

ìкнутой систеìы D
cl
(s) = d(s)g(s) + b(s)r(s), уäов-

ëетворяëи усëовиþ

Reλ
i
 ≤ –β, i = ,

ãäе β ≥ 0 — заäанная степенü устой÷ивости заìкну-
той систеìы (1), (2). ♦

Известна прибëиженная оöенка вреìени ре-
ãуëирования t

p
 (сì. работы [6, 17—19]), коãäа äо-

ìинируþщие корни D
cl
(s) простые (не кратные):

t
p
 ≈ 3/β.

В работе [17] в ÷исëитеëе этой посëеäней фор-
ìуëы вìесто коэффиöиента 3  стоит коэффиöи-
ент 4,6, ÷то соответствует оöенке вреìени реãуëи-
рования, коãäа изìеряеìый выхоä объекта отëи-
÷ается от установивøеãося зна÷ения не боëее ÷еì
на 1%. Указанный в этой форìуëе автораìи коэф-
фиöиент 3 соответствует вреìени реãуëирования
äëя 5%-й трубки, ÷то боëее распространено в ин-
женерной среäе.

b s( )r s( )
d s( )g s( )
---------------------

b s( )r s( )
d s( )g s( ) b s( )r s( )+

------------------------------------------------
W s( )

1 W s( )+

-----------------------

d s( )g s( )
d s( )g s( ) b s( )r s( )+

------------------------------------------------
1

1 W s( )+

-----------------------

max
0 ω ∞<≤

1–

1 n nc+,

1 n nc+,

3
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Реøение поставëенных заäа÷ в настоящей ра-
боте опирается на äва поäхоäа. Первый из них —
ìоäаëüный, он приìениì, коãäа объект управëе-
ния (1) ìиниìаëüно-фазовый (все корни поëино-
ìа b(s) ëевые) и нейтраëüный (оäин коренü поëи-
ноìа d(s) нуëевой, а остаëüные ëевые). Второй —
Н

∞
-поäхоä, при котороì объект управëения (1)

ìожет бытü неìиниìаëüно-фазовыì (некоторые
(иëи все) корни поëиноìа b(s) правые) и неустой-
÷ивыì (некоторые (иëи все) корни поëиноìа d(s)
правые).

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È. ÌÎÄÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ

В äанноì параãрафе преäпоëаãается, ÷то поëи-
ноì b(s) устой÷ив, т. е. объект (1) ìиниìаëüно-фа-
зовый, а характеристи÷еский поëиноì объекта d(s)
иìеет оäин нуëевой коренü при остаëüных устой-
÷ивых (объект нейтраëüный).

Испоëüзуя преäпоëожения о ãурвиöевости по-
ëиноìа b(s) и ÷то еãо степенü равна (n – 1), выбе-
реì поëиноì g(s) реãуëятора (2) такиì образоì:
g(s) = b(s) [11] (n

c
 = n – 1), тоãäа переäато÷ная функ-

öия (3) разоìкнутой систеìы приìет виä:

W(s) =  = , (7)

при÷еì характеристи÷еский поëиноì заìкнутой
систеìы D

cl
(s) = b(s)[d(s) + r(s)] = b(s)D(s) соäержит

поëиноì b(s) в ка÷естве ìножитеëя. Переäато÷ная
функöия заìкнутой систеìы (4) приìет виä:

T(s) =  =

=  = . (8)

В этоì выражении поëиноì r(s) реãуëятора не-
обхоäиìо выбратü так, ÷тобы выпоëняëосü öеëе-
вое усëовие (6). Укажеì на оäин из возìожных пу-
тей реøения этой заäа÷и. Пустü –λ1, –λ2, ..., –λ

n
 —

корни жеëаеìоãо поëиноìа D(s) знаìенатеëя пе-
реäато÷ной функöии (8): D(s) = (s + λ1)(s + λ2)...

(s + λ
n
), Reλ

i
 > 0, i = . Преäставиì искоìый по-

ëиноì r(s) реãуëятора так r(s) = r
0
(s + z

2
)(s + z

3
)...

(s + z
n
), ãäе r0, z2, ..., zn

 некоторые ÷исëа Rez
i
 > 0,

i = , поäëежащие опреäеëениþ. В этоì сëу÷ае
выражение (8) приìет виä

T(s) = . (9)

Есëи в выражении (9) поëожитü r0 = λ1 > 0;

z
i
= λ

i
, i = , то переäато÷ная функöия заìкну-

той систеìы перехоäит в переäато÷нуþ функöиþ
инерöионноãо звена

T(s) =  =  = (10)

с еäини÷ныì коэффиöиентоì усиëения и посто-
янной вреìени τ = 1/λ1.

Заìетиì, оäнако, ÷то такой выбор z
i
 = λ

i
, i = 

äаëеко не произвоëен. Действитеëüно, из тожäества
D(s) = d(s) + r(s) при усëовии, ÷то d(s) = s(s + s2)...

(s + s
n
), Res

i
 > 0, i = , сëеäует D(λ

i
) = d(λ

i
) +

+r(λ
i
) = 0. И поскоëüку r(λ

i
) = r(z

i
) = 0, то d(λ

i
) = 0,

i = . Это озна÷ает, ÷то корни поëиноìа D(s)
äоëжны совпаäатü с корняìи поëиноìа d(s) объ-
екта (1), на÷иная со второãо. О÷евиäно, ÷то пере-
äато÷ная функöия (7) разоìкнутой систеìы в та-
коì сëу÷ае своäится к виäу W(s) = λ

1
/s, т. е. к ÷ис-

тоìу интеãратору с коэффиöиентоì усиëения λ1,

который назна÷ает проектировщик. Перехоäный
проöесс в заìкнутой систеìе (10) при поäа÷е сту-
пен÷атоãо заäаþщеãо возäействия y*(t) = const
протекает ìонотонно и без перереãуëирования.
Вреìя реãуëирования при этоì составëяет веëи÷и-
ну t

p
 = 3τ = 3/λ1. Наконеö, ìаксиìуì АЧХ заìк-

нутой систеìы (10) составëяет веëи÷ину, равнуþ
еäини÷ноìу коэффиöиенту усиëения звена. Такиì
образоì, заìкнутая систеìа иìеет показатеëü коëе-
батеëüности M = 1 и вреìя реãуëирования t

p
 = 3/λ

1
,

назна÷аеìое проектировщикоì. Отìетиì также,
÷то запасы устой÷ивости по фазе и ìоäуëþ у син-
тезированной систеìы весüìа высоки (ϕ

з
 = 90° и

L → ∞), поскоëüку ãоäоãраф Найквиста переäато÷-
ной функöии (3) распоëожен на отриöатеëüной
÷асти ìниìой поëуоси пëоскости ãоäоãрафа.

Замечание 1. Поä÷еркнеì, ÷то оöенка вреìени
реãуëирования t

p
 = 3/λ

1
 относится тоëüко к сëу÷аþ

изìенения заäаþщеãо возäействия y*. В сëу÷ае
äействия возìущаþщеãо возäействия, приëожен-
ноãо не аääитивно с управëениеì, а также нену-
ëевых на÷аëüных усëовиях этот показатеëü ìожет
бытü существенно äруãиì, поскоëüку в перехоä-
ноì проöессе буäут еще присутствоватü ненуëевые
корни поëиноìов d(s), b(s).

Замечание 2. При коìпенсаöии коìпëексных
корней поëиноìов b(s) и d(s) с ìаëыìи коэффи-
öиентаìи äеìпфирования сëеäует проявëятü из-
вестнуþ осторожностü [13, 20, 21].

Замечание 3. В отëи÷ие от работы [22], в кото-
рой рассìатриваëисü так называеìые реãуëяторы
с äвуìя степеняìи свобоäы, ãäе äопоëнитеëüно,
кроìе сиãнаëа рассоãëасования (оøибки), äосту-
пен непосреäственноìу изìерениþ заäаþщий сиã-
наë (иëи выхоä объекта), в наøеì сëу÷ае изìере-
ниþ äоступен тоëüко сиãнаë оøибки, ÷то äовоëü-
но ÷асто встре÷ается в практике сëеäящих систеì.

b s( )r s( )
d s( )g s( )
---------------------

r s( )
d s( )
----------

b s( )r s( )
d s( )g s( ) d s( )r s( )+

------------------------------------------------

r s( )
d s( ) r s( )+

--------------------------
r s( )
D s( )
------------

1 n,

2 n,

r0 s z2+( ) s z3+( )... s zn+( )
s λ1+( ) s λ2+( )... s λn+( )

------------------------------------------------------------------

2 n,

λ1

s λ1+

--------------
1

1/λ1( )s 1+

-----------------------------
1

τs 1+

--------------

2 n,

2 n,

2 n,
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3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È. Í
¥

-ÏÎÄÕÎÄ

В этоì параãрафе объект управëения ìожет
бытü и неìиниìаëüно-фазовыì и неустой÷ивыì.
Дëя реøения Н

∞
-пробëеìы (6) привеäеì уравне-

ния объекта (1) и реãуëятора (2) к станäартноìу
виäу, принятоìу в ëитературе [13—27]. Пустü
(A, B, C) — тройка известных ìатриö, соответст-
вуþщих описаниþ объекта (1) в пространстве со-
стояний:

 = Ax + Bu,  y = Cx, 

x ∈ Rn,  u ∈ R1,  y ∈ R1. (11)

Опиøеì реãуëятор (2) также уравненияìи со-
стояния:

 = A
c
x
c
 + B

c
(y* – y),  u = C

c
x
c
 + D

c
(y* – y), 

x
c
 ∈ Rn, (12)

ãäе A
c
, B

c
, C

c
, D

c
 — искоìые ìатриöы реãуëятора,

а x и x
c
 — векторы состояния объекта и реãуëятора

соответственно.
Запиøеì уравнения обобщенноãо объекта [24]

в виäе:

 = Aобx + Bобw,  z = C1x + D11y* + D12u, 

ε = C2x + D21y* + D22u, (13)

ãäе wT = [y* u] — вектор внеøних возäействий,
äействуþщих на объект, z = y — реãуëируеìая пе-
реìенная объекта; ε = y* – y — изìеряеìая пере-
ìенная (вхоäной сиãнаë реãуëятора). Сравнивая
выражения (11)—(13), закëþ÷аеì, ÷то

Aоб = A,  Bоб = [0 B],  Aоб = , 

Dоб = , C1 = C; C2 = –C, 

D
11

 = D
12

 = 0;  D
21

 = 1;  D
22

 = 0. (14)

При этоì переäато÷ная функöия обобщенноãо
объекта (14), (15), заìкнутоãо реãуëятороì (12),
от y* к z совпаäает с исхоäной переäато÷ной функ-
öией T(s) — сì. форìуëы (4), (6). И такиì образоì,
пробëеìа (6) — это станäартная заäа÷а Н

∞
-опти-

ìизаöии [13—15, 19—21, 24].
Отìетиì оäну особенностü уравнений (13), (14):

выражение äëя реãуëируеìой переìенной не со-
äержит управëяþщеãо возäействия, поэтоìу такая
Н

∞
-заäа÷а (6) явëяется вырожäенной [19, 23] и не

ìожет бытü реøена известныì 2-Риккати-поäхо-
äоì [24]. Дëя реøения вырожäенной пробëеìы
(6) ìожно приìенитü ìетоä на основе ëинейных

ìатри÷ных неравенств [25, 26], реаëизованный в
MATLAB-пакете Robust Control Toolbox [27].

Сëеäуþщий аëãоритì реаëизует ÷исëенное ре-
øение заäа÷ 1 и 2. Он опирается на приìенение
øироко известных станäартных проöеäур, разра-
ботанных в среäе MATLAB [27], и форìаëüно по-
äобен преäëоженноìу в работе [19], оäнако с äру-
ãиì внутренниì соäержаниеì:

1) форìируеì ìатриöы обобщенноãо объекта
(14); äëя реøения заäа÷и 1 они иìеþт виä (14), а
в сëу÷ае заäа÷и 2: A

об
 = A + βI, ãäе β ≥ 0 — заäан-

ная степенü устой÷ивости, а сиìвоë I — еäини÷-
ная ìатриöа соответствуþщеãо разìера [19];

2) строиì систеìнуþ ìатриöу обобщенноãо
объекта: P = ltisys(Aоб, Bоб, Cоб, Dоб);

3) опреäеëяеì оптиìаëüное зна÷ение γ = γ
opt

 из
(6) с поìощüþ проöеäуры γ

opt
 = hinflmi(P, [m

2
, m]),

ãäе m2 = m = 1 — ÷исëо вхоäов и выхоäов реãуëя-
тора соответственно;

4) выбираеì γ ≥ γ
opt

 — заäанный показатеëü ко-
ëебатеëüности и ищеì систеìнуþ ìатриöу сìе-
щенноãо реãуëятора K, которая явëяется реøе-
ниеì заäа÷ 1 и 2, äëя ÷еãо приìеняется проöеäура
[γ, K] = hinflmi(P, [m

2
, m], γ, ε), ãäе ε — заäанная

то÷ностü вы÷исëения γ;
5) по систеìной ìатриöе сìещенноãо реãуëято-

ра K нахоäиì ìатриöы еãо уравнений состояния:

[ , B
c
, C

c
, D

c
] = ltiss(K), ãäе в сëу÷ае реøения за-

äа÷и 2 ìатриöа  преäставëяет собой сìещен-

нуþ ìатриöу реãуëятора; нахоäиì искоìуþ ìатри-

öу реãуëятора (12) A
c
 =  – βI (в сëу÷ае заäа÷и 1

A
c
 =  при β = 0). Остаëüные ìатриöы реãуëятора

B
c
, C

c
, D

c
 остаþтся без изìенений [19];

6) форìируеì переäато÷нуþ функöиþ реãуëя-
тора (2) как

W
c
(s) =  = C

c
(sI – A

c
)–1

B
c
 + D

c
.

Строиì ÷астотные характеристики переäато÷-
ных функöий (3) и (4).

По ãоäоãрафу Найквиста W( jω) нахоäиì запасы
устой÷ивости (по фазе и ìоäуëþ, а также раäиус
запасов устой÷ивости) синтезированной систеìы.

По характеристике T( jω) опреäеëяеì показа-
теëü коëебатеëüности систеìы как ìаксиìаëüное
зна÷ение ее ìоäуëя äëя всех вещественных ÷астот
ω. Допоëнитеëüно строиì перехоäные проöессы в
заìкнутой систеìе (11), (12) и опреäеëяеì факти-
÷еское вреìя реãуëирования и перереãуëирование.

Заìетиì, ÷то реøение заäа÷и 1 с поìощüþ
Н

∞
-поäхоäа иìеет необхоäиìый и äостато÷ный ха-

рактер по отноøениþ к параìетраì реãуëятора, а
реøение заäа÷и 2 тоëüко äостато÷ный.

x·

x· c

x·

C1

C2

D11 D12

D21 D22

Ac

∼

Ac

∼

Ac

∼

Ac

∼

r s( )
g s( )
----------
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4. Î ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÌ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈÈ È ÍÅÃÐÓÁÎÑÒÈ 
ÌÎÄÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏÎ ÂÛÕÎÄÓ

Данный параãраф работы (как и § 5) иìеет
саìостоятеëüное зна÷ение и непосреäственно не
связан с резуëüтатаìи § 2.

Техника ìоäаëüноãо управëения ÷резвы÷айно
попуëярна среäи инженеров и иссëеäоватеëей.
Известно, ÷то ìоäаëüное управëение позвоëяет
разìеститü корни характеристи÷ескоãо поëиноìа
заìкнутой систеìы D

cl
(s) в произвоëüных то÷ках

коìпëексной пëоскости. Оäнако при инженерноì
поäхоäе к синтезу жеëатеëüно, есëи возìожно,
обеспе÷итü и зна÷итеëüный раäиус запасов устой-
÷ивости. Этот раäиус обозна÷ается r и опреäеëяет-
ся как ìаксиìаëüный раäиус круãа с öентроì в
то÷ке (–1, j0), который ãоäоãраф Найквиста сис-
теìы (3) не пересекает [11]. Дëя выпоëнения ус-
ëовия r → 1 необхоäиìо в ìиниìаëüно-фазовоì
сëу÷ае иìетü g(s) = b(s) [11]. Раäиус r ìожет бытü
найäен, испоëüзуя Н

∞
-норìу функöии ÷увствитеëü-

ности (5): r = 1/||S ||
∞
 [15, 20].

Рассìотриì объект управëения с переäато÷ной
функöией

W
o
(s) = ,  k

0
 > 0,  τ > 0,  T > 0. (15)

Требуется найти переäато÷нуþ функöиþ ëи-
нейноãо реãуëятора по изìеряеìоìу выхоäу

W
c
(s) = (16)

такуþ, ÷то корни жеëаеìоãо характеристи÷ескоãо
поëиноìа заìкнутой систеìы (s):

λ1 = –1/(a1T ),  λ2 = –1/(a2T ),  λ3 = –1/(a3T ),

a
1
 > 0,  a

2
 > 0,  a

3
 > 0.

Сфорìируеì ìоäаëüное тожäество D
cl
(s) =

= (s):

s (g
1
s + g

0
) + k

0
(r

1
s + r

0
) =

= k
0

,

ãäе сëева выписан характеристи÷еский поëиноì
заìкнутой систеìы (15), (16), а справа — жеëае-
ìый поëиноì. Разреøая это тожäество относитеëü-
но коэффиöиентов реãуëятора, поëу÷иì:

r0 = ,

g0 =  + ,

r1 = ,

g
1
 = k

0
. (17)

Заäаäиìся зна÷енияìи k0 = 10, τ = 0,5, T = 1

и a
1
 = 0,25, a

2
 = 0,025, a

3
 = 0,015. Такой выбор a

i
,

i = 1, 2, 3, обеспе÷ивает степенü устой÷ивости
β = |λ

1
| = 4, ÷то в äва раза боëüøе ìоäуëя нуëя объ-

екта 1/τ = 2.
С поìощüþ выражения (17) найäеì реãуëятор

(16) с поëиноìаìи: r(s) = –2,3497•103
s + 5,333•103,

коренü котороãо равен 2,2698 — реãуëятор неìи-

ниìаëüно-фазовый; g(s) = 10s + 2,46•104. Такой
реãуëятор устой÷ив и обеспе÷ивает зна÷ение по-
казатеëя коëебатеëüности M = ||T ||

∞
 = 22, Н

∞
-нор-

ìа функöии ÷увствитеëüности ||S ||
∞
 = 22,9, ÷то со-

ответствует раäиусу запасов устой÷ивости [15, 20]
r = 1/||S ||

∞
 = 0,0437 — это неäопустиìо ìаëо.

Посëеäнее озна÷ает, ÷то ìаëы запасы и по фазе
ϕ

з
= 7,48°, и по ìоäуëþ L ≈ 1,046 (увеëи÷ение ко-

эффиöиента усиëения, наприìер, объекта управ-
ëения, в это ÷исëо раз привоäит к неустой÷ивос-
ти). На рис. 1 изображена ÷астотная характерис-
тика разоìкнутой систеìы (15), (16), иìеþщая
характерный виä с поëоãиì у÷асткоì на среäних
÷астотах (поäробнее сì. § 5).

Перехоäная характеристика систеìы (15), (16) с
такиì реãуëятороì иìеет оãроìные выбросы по
сравнениþ с еäиниöей: отриöатеëüный äо –15,4 и
поëожитеëüный äо 2,55. Она привеäена на рис. 2.
Такая систеìа практи÷ески неработоспособна.

Леãко проверитü, ÷то выбор a
1
 = 1, a

2
T = τ,

(a
3
T )–1 = λ

1
 привоäит к реãуëятору из § 2.

5. Î ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÌ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈÈ 
È ÍÅÃÐÓÁÎÑÒÈ Í

¥
-ÏÎÄÕÎÄÀ

Реøиì заäа÷у 2 äëя объекта (15) при тех же зна-
÷ениях k0 = 10, τ = 0,5, T = 1. Объект (15) с этиìи
параìетраìи иìеет нуëü z = –2 и поëþсы в то÷ках
p1 = 0 и p2 = –1. Заäаäиìся степенüþ устой÷ивости

k0 s 1/τ+( )
s s 1/T+( )
----------------------------

r1s r0+

g1s g0+

-------------------

Dcl
*

Dcl
*

s
1
T
----+⎝ ⎠

⎛ ⎞ s
1
τ
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞

s
1

a1T
----------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ s
1

a2T
----------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ s
1

a3T
----------+⎝ ⎠

⎛ ⎞

τ

a1a2a3T
3

-------------------------

k0

τ
-----

k0τ2
T

T τ–

---------------
1

a1T
----------

1
τ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1
a2T
----------

1
τ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1
a3T
----------

1
τ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞

τ

a1a2a3T
3

------------------------- 1 T

T τ–

------------ 1 a1–( ) 1 a2–( ) 1 a3–( )–⎝ ⎠
⎛ ⎞

Рис. 1. Логарифмические частотные характеристики разомкну-
той системы (15), (16) при модальном подходе
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β = 4 (как и ранее в § 4), в äва раза превыøаþщей
зна÷ение ìоäуëя нуëя z. Реøение заäа÷и синтеза
на основе техники § 3 äает реãуëятор:

W
c
(s) = ,

который неìиниìаëüно-фазовый и иìеет нуëü в

то÷ке z
c
 = 2 и поëþс в то÷ке p

c
 = –7,57•106, корни

λ
i
 поëиноìа D

cl
(s) иìеþт зна÷ения: –4,735•105;

–9,993; –6. Зна÷ение показатеëя коëебатеëüности
M = ||T ||

∞
 составиëо 15, при этоì ||S ||

∞
 = 16. Раäиус

запасов устой÷ивости r = 1/||S ||
∞
 = 0,06, ÷то ãоворит

о практи÷еской неработоспособности äанноãо ре-
ãуëятора (систеìа иìеет запасы устой÷ивости по
фазе ϕз = 7,9°, по ìоäуëþ L ≈ 1,066). На рис. 3 при-

веäены ëоãарифìи÷еские ÷астотные характерис-
тики разоìкнутой систеìы (3), которые иìеþт
характерный поëоãий у÷асток в обëасти среäних
÷астот. Как показываþт ìноãо÷исëенные экспе-
риìенты, ÷еì боëüøуþ степенü устой÷ивости β
(по сравнениþ с ìиниìаëüныì расстояниеì от
нуëя объекта äо ìниìой оси) ìы хотиì обеспе-
÷итü, теì бëиже этот поëоãий у÷асток к оси ÷астот
(по÷ти параëëеëен ей), ÷то привоäит к весüìа ìа-
ëыì запасаì устой÷ивости по фазе и ìоäуëþ (ìа-
ëоìу раäиусу запасов устой÷ивости). Отìетиì, ÷то
обнаружитü этот эффект по ãоäоãрафу Найквиста
невозìожно. Перехоäная характеристика такой за-
ìкнутой систеìы иìеет оãроìные (по сравнениþ с
еäиниöей) как отриöатеëüный (зна÷ение у = –15),
так и поëожитеëüный (зна÷ение у = 2,54) выбросы
(рис. 4). Естественно, как и в § 4, такой реãуëятор
не ìожет бытü приìенен на практике. Заìетиì,
÷то при β = |z | = 2 такоãо эффекта не набëþäается.

Авторы построиëи анаëоãи÷ные приìеры äëя
объекта третüеãо поряäка с коìпëексныìи устой-
÷ивыìи нуëяìи, в которых äанное явëение ìаëых
запасов устой÷ивости также иìеет ìесто. Анаëи-
зируя преäставëенные приìеры синтеза, ëеãко за-
ìетитü, ÷то при÷иной ìаëых запасов устой÷ивости
явëяется собственно реãуëятор, который при боëü-
øой жеëаеìой степени устой÷ивости становится
неìиниìаëüно-фазовыì с неустой÷ивыì поëино-
ìоì ÷исëитеëя еãо переäато÷ной функöии. Мож-
но поäуìатü, ÷то это явëение опреäеëяется всеãо
ëиøü ìетоäоì синтеза реãуëятора. Оäнако ëеãко
привести приìеры äëя тех же объектов, коãäа, на-
приìер, LQ-оптиìизаöия по выхоäу с набëþäате-
ëеì состояния привоäит к анаëоãи÷ноìу эффекту.
Такиì образоì, быстроäействие заìкнутой систе-
ìы оãрани÷ено расстояниеì от бëижайøеãо нуëя
объекта äо ìниìой оси. Строãое ìатеìати÷еское
äоказатеëüство этоãо факта — преäìет äаëüнейøих
иссëеäований авторов. В систеìе без нуëей, коãäа
÷исëитеëü b(s) = k0 = const, такоãо оãрани÷ения нет.

7,09 10
5

s 2–( )⋅

s 7,57 10
6⋅+

-----------------------------------------

Рис. 2. Переходная характеристика системы (15), (16) при мо-
дальном подходе

Рис. 3. Логарифмические частотные характеристики разомкну-
той системы (15)—(17) при H

¥
-подходе

Рис. 4. Переходная характеристика системы (15), (16) при
H

¥
-подходе
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена заäа÷а синтеза реãуëяторов äëя ëи-
нейных оäноìерных объектов по заäанноìу иëи
äостижиìоìу показатеëþ коëебатеëüности, а так-
же äруãая заäа÷а, ãäе äопоëнитеëüно обеспе÷ива-
ется заäанная степенü устой÷ивости систеìы, оп-
реäеëяþщая жеëаеìое вреìя реãуëирования. Эти
заäа÷и реøаþтся на основе ìоäаëüноãо управëе-
ния и Н

∞
-поäхоäа.

Дëя ìоäаëüноãо синтеза описан способ выбора
жеëаеìоãо поëиноìа, разреøаþщеãо заäа÷и син-
теза. Этот поäхоä справеäëив тоëüко äëя ìини-
ìаëüно-фазовых и нейтраëüных объектов без пра-
вых нуëей и поëþсов.

В общеì сëу÷ае, коãäа объект ìожет бытü и не-
ìиниìаëüно-фазовыì и неустой÷ивыì, äано ре-
øение заäа÷ синтеза на основе Н

∞
-теории. При

этоì при реøении первой из указанных заäа÷ син-
теза по собственно показатеëþ коëебатеëüности
этот поäхоä привоäит к неуëу÷øаеìоìу реãуëятору
(заäа÷а реøается с то÷ностüþ äо необхоäиìых и
äостато÷ных усëовий), который обеспе÷ивает ìи-
ниìаëüно возìожное зна÷ение показатеëя коëеба-
теëüности. Привеäен аëãоритì синтеза на основе
øироко распространенноãо в инженерной среäе
MATLAB-пакета Robust Control Toolbox [27], ãäе
приìеняется техника ëинейных ìатри÷ных нера-
венств [25, 26].

Привеäен фунäаìентаëüно важный факт, со-
стоящий в тоì, ÷то стреìëение обеспе÷итü степенü
устой÷ивости заìкнутой систеìы боëüøе, ÷еì рас-
стояние от бëижайøеãо ëевоãо нуëя объекта äо
ìниìой оси, привоäит к неãрубости (ìаëоìу ра-
äиусу запасов устой÷ивости) äаже в ìиниìаëüно-
фазовоì сëу÷ае (независиìо от ìетоäа рас÷ета ре-
ãуëятора) и, как сëеäствие, к оãроìныì выбросаì
в перехоäной характеристике заìкнутой систеìы,
÷то неäопустиìо на практике.

Даëüнейøее развитие резуëüтатов работы со-
стоит в иссëеäовании заäа÷, в которых äопоëни-
теëüно обеспе÷ивается заäанная оøибка сëежения
при äействии внеøнеãо поëиãарìони÷ескоãо воз-
ìущения и заäаþщеãо возäействия, оãрани÷енных
по ìоäуëþ.
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