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Рассìатриваеìые в статüе постановки восхоäят
к известной труäнореøаеìой ЗК [1—4], но соäер-
жат ряä существенных особенностей, связанных с
прикëаäныìи заäа÷аìи, на реøение которых ори-
ентированы разрабатываеìые ìетоäы. Ре÷ü иäет
об у÷ете естественных äëя инженерных заäа÷ ус-
ëовий преäøествования и функöий стоиìости, от-
ве÷аþщих спеöифике некоторых типов вреäных
возäействий. Все это осëожняет ìатеìати÷ескуþ
постановку и требует разработки спеöиаëüных
ìетоäов иссëеäования. Напоìниì, ÷то ЗК (про-
тотип рассìатриваеìых заäа÷) относится к кëассу
NP-поëных заäа÷ [1]; усиëия спеöиаëистов на-
правëены в основноì на построение прибëижен-
ных аëãоритìов (особо отìетиì, оäнако, ìетоä
ветвей и ãраниö [5] и МДП [6, 7]). В настоящеì ис-
сëеäовании ìы, напротив, сосреäото÷иìся на про-
бëеìе поиска оптиìаëüных реøений, иìея в виäу,
с оäной стороны, разработку эëеìентов теории, а,
с äруãой, — испоëüзование этой теории в сëу÷аях
уìеренной разìерности, ÷то характерно äëя неко-
торых инженерных заäа÷ в атоìной энерãетике и,
в ÷астности, äëя заäа÷и о äеìонтаже энерãобëока
АЭС. В то же вреìя упоìянутые обстоятеëüства

(оãрани÷ения, сëожные функöии стоиìости) äо-
ставëяþт труäности äруãоãо роäа. Их преоäоëениþ
посвящено настоящее иссëеäование, базируþщее-
ся на конструкöиях [8—14] äëя заäа÷ с аääитив-
ныì аãреãированиеì затрат (отìетиì также рабо-
ты [15, 16], ãäе иссëеäоваëасü заäа÷а «на узкие ìес-
та», в работе [17] испоëüзоваëасü абстрактная
функöия аãреãирования затрат). Итак, äанная ра-
бота ориентирована на оптиìизаöиþ при наëи÷ии
оãрани÷ений.

Принятые сокращения:

в/з — вещественнозна÷ная (функöия);
ДР — äопустиìое реøение;
ЗК — заäа÷а коììивояжера;
МДП — ìетоä äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния;
ОЗМ — основная заäа÷а ìарøрутизаöии,
п/ì — поäìножество;
УП — упоряäо÷енная пара.

В ка÷естве основноãо приìеняется МДП. В рас-
сìатриваеìых «усëожненных» ìарøрутных заäа-
÷ах с оãрани÷енияìи при вывоäе уравнения Беëë-
ìана возникаþт труäности как техни÷ескоãо, так и
иäейноãо характера. Поэтоìу важнуþ роëü иãраþт
эквиваëентные преобразования заäа÷, их свеäение
к боëее простоìу виäу. Это касается, в ÷астности,
реäукöии оãрани÷ений (äопустиìостü по преäøес-
твованиþ заìеняется äопустиìостüþ по вы÷ерки-
ваниþ заäаний из списков). Важнуþ роëü иãрает
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преобразование критерия с выäеëениеì некоторой
базовой заäа÷и. Наконеö, поëезное обстоятеëüство
связано с теì, ÷то в рассìатриваеìой äаëее версии
МДП не строится весü ìассив зна÷ений функöии
Беëëìана; конструируþтся ее сëои, отве÷аþщие
иäейно построенияì [8, 4.9] и испоëüзуеìые в ра-
ботах [9—21]. Отìетиì поäхоä [22], поëу÷ивøий
развитие в работе [21].

В закëþ÷итеëüной ÷асти в краткой форìе изëа-
ãается ìетоä итераöий, преäусìатриваþщий äе-
коìпозиöиþ заäа÷и и базируþщийся на ее преоб-
разовании к экстреìаëüной заäа÷е с независиìы-
ìи переìенныìи (в исхоäной заäа÷е переìенные
(ìарøрут, трасса) зависиìы: трасса äоëжна бытü
соãëасована с ìарøрутоì). Итераöионная проöе-
äура привоäит, вообще ãоворя, к неоптиìаëüныì
реøенияì; вìесте с теì, она выиãрывает во вре-
ìени с÷ета при сравнитеëüно небоëüøоì, как по-
казаë вы÷исëитеëüный экспериìент, проиãрыøе в
ка÷естве. Отìетиì вариант жаäноãо аëãоритìа в
работе [9], обеспе÷иваþщий безусëовное собëþäе-
ние усëовий преäøествования.

Вопросы параëëеëüной реаëизаöии аëãоритìа
построения ìассива зна÷ений функöии Беëëìана
рассìатриваëисü в работах [18—20]; эти конструк-
öии базируþтся на äетаëüноì анаëизе структуры
пространства позиöий в ÷асти, связанной с про-
бëеìой собëþäения оãрани÷ений в виäе усëовий
преäøествования. Отìетиì, ÷то разработан теоре-
ти÷еский ìетоä [19, 20], позвоëяþщий на принöи-
пиаëüноì уровне обеспе÷итü независиìуþ работу
проöессоров (затруäнения в практи÷еской реаëи-
заöии связаны с äефиöитоì паìяти; в этой связи
в работах [18, 21] приìеняëисü äруãие проöеäуры
распараëëеëивания).

1. ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß ÎÁÙÅÃÎ ÕÀÐÀÊÒÅÐÀ

Испоëüзуеì станäартнуþ сиìвоëику: кванторы,
пропозиöионаëüные связки; def заìеняет фразу
«по опреäеëениþ», � — равенство по опреäе-
ëениþ. Дëя всякоãо ìножества H ÷ерез P(H)
(÷ерез P'(H)) обозна÷аеì сеìейство всех (всех не-
пустых) п/ì H. Есëи m — объект, то {m} естü def
оäноэëеìентное ìножество, соäержащее m (и тоëü-
ко m). Есëи h естü УП, т. е. h = (a, b), ãäе a и b —
объекты, то ÷ерез pr1(h) и pr2(h) обозна÷аеì первый

и второй эëеìенты h: pr1(h) = a, pr2(h) = b. Дëя ëþ-

бых трех объектов p, q и r, как обы÷но [23, с. 17],
(p, q, r) � ((p, q), r). Есëи же A, B и C — ìножества,
то [23, с. 17] A Ѕ B Ѕ C � (A Ѕ B) Ѕ C. Испоëüзуеì
инäекснуþ форìу записи функöий [24]. Кажäоìу
непустоìу ìножеству S сопоставëяеì ìножество
R+[S] всех неотриöатеëüных в/з функöий на S;

есëи g ∈ R+[S] и T ∈ P'(S), то (g |T ) ∈ R+[T ] естü

def сужение g на ìножество T: (g |T )(t) � g(t) ∀t ∈ T.
Как обы÷но, � � {1; 2; ...}; �0 � {0} U � = {0; 2; ...}.

Поëаãаеì äаëее

 � {i ∈ �0|(p m i)&(i m q)}  ∀p ∈ �0 ∀q ∈ �0.

Непустоìу коне÷ноìу ìножеству K сопостав-
ëяеì еãо ìощностü |K | ∈ � и непустое ìножество

(bi)[K ] всех биекöий [25, с. 86] «отрезка» 

на K; поëаãаеì также, ÷то |∅| � 0. Есëи X и Y —
непустые ìножества, а κ — биекöия X на Y, то ÷е-

рез κ–1 обозна÷аеì биекöиþ Y на X, обратнуþ к κ.
Перестановкой непустоãо ìножества A называеì
[25, с. 87] биекöиþ A на себя.

2. ÇÀÄÀ×È ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ, 1
(äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå)

Фиксируеì непустое ìножество X, x0 ∈ X, N ∈ �
со свойствоì 2 m N, а также коне÷ные ìножества
M1 ∈ P'(X ), ..., M

N
 ∈ P'(X ), иìенуеìые äаëее ìеãа-

поëисаìи. Пустü

(x0 ∉ M
j
 ∀j ∈ )&(M

p
  M

q
 = ∅ ∀p ∈ 

∀q ∈ \{p}) (1)

(ìеãапоëисы попарно не пересекаþтся (сì. выраже-

ние (1)) и не соäержат x0). В виäе X � {x0}U

поëу÷аеì фазовое пространство проöесса

x0 → (z1 ∈ M
α(1) Ѕ M

α(1)) → ...

→ (z
N
 ∈ M

α(N) Ѕ M
α(N)), (2)

ãäе α — перестановка , иìенуеìая äаëее
ìарøрутоì. В выражении (2) рассìатривается
сëеäуþщая систеìа переìещений испоëнитеëя,

покиäаþщеãо базу x0. Сна÷аëа осуществëяется
(внеøнее) переìещение в то÷ку x1 = pr1(z1) ∈ M

α(1)

(в ìеãапоëис, зануìерованный первыì) и выпоë-
няþтся (внутренние) работы по обсëуживаниþ
ìеãапоëиса M

α(1), посëе окон÷ания которых ис-

поëнитеëü попаäает в то÷ку y1 = pr2(z1) ∈ M
α(1)

(пункт отправëения), с посëеäуþщиì переìеще-
ниеì в то÷ку x2 = pr1(z2) ∈ M

α(2) (затеì произво-

äятся работы по обсëуживаниþ M
α(2), заверøаþ-

щиеся в то÷ке y2 = pr2(z2) ∈ M
α(2), т. е. в пункте

отправëения к ìеãапоëису M
α(3)) и т. ä. Выбор α

в выражении (2) ìожет бытü стеснен усëовияìи
преäøествования, äëя ввеäения которых фикси-

руеì ìножество K ∈ P(  Ѕ ) со свойствоì

p q,

1 K,

1 N,

U

1 N,

1 N,

⎝
⎛
i 1=

N

MiU ⎠
⎞

1 N,

1 N, 1 N,
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∀K ∈ P'(K) ∃z0 ∈ K0: pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈ K0. Иìееì

(непустое) ìножество

A � {α ∈ P|α–1(pr1(z)) < α–1(pr2(z))

∀z ∈ K} ∈ P'(P), (3)

ãäе P — ìножество всех перестановок . Тоãäа
A (3) — ìножество всех ìарøрутов, äопустиìых
по преäøествованиþ. Есëи z ∈ K, то pr1(z) рассìат-

риваеì как отправитеëя, а pr2(z) — как поëу÷атеëя

УП z; ìеãапоëис с инäексоì отправитеëя äоëжен
посещатüся ранüøе ìеãапоëиса с инäексоì поëу-
÷атеëя. Иìенно этиì свойствоì обëаäаþт ìарø-
руты из A и тоëüко они. Дëя форìаëизаöии выра-
жения (2) ввеäеì в рассìотрение при α ∈ A ìно-

жество Z
α
 всех кортежей :  → X Ѕ X,

äëя кажäоãо из которых

(z0 = (x0, x0))&(z
t
 ∈ M

α(t) Ѕ M
α(t) ∀t ∈ ). (4)

В связи с форìуëаìи (2) и (4) отìетиì несущес-
твенное отëи÷ие, опреäеëяеìое первыì выраже-

ниеì в форìуëе (4): x0 заìенено на (x0, x0). Кажäуþ
пару (α, z), ãäе α ∈ A и z ∈ Z

α
, называеì ДР; ра-

зуìеется, ДР составëяþт непустое коне÷ное ìно-
жество. В äаëüнейøеì рассìатриваеì заäа÷и, в ко-
торых ДР оöениваþтся посреäствоì аääитивноãо
критерия ка÷ества. Пустü äаëее

 ∈ R+[X Ѕ X Ѕ N],

 ∈ R+[M1ЅM1ЅN], ...,  ∈ R+[M
N
ЅM

N
ЅN],

f ∈ R+ , (5)

ãäе N � P'( ). В выражении (5) указан набор
функöий стоиìости, опреäеëяþщий критерий:

 � [ (pr2(zk – 1), pr1(zk),

{α(t): t ∈ }) + (z
k
, {α(t): t ∈ })] +

+ f(pr2(zN)) ∀α ∈ A ∀  ∈ Z
α
. (6)

В критерии (6) посреäствоì зна÷ений  оöени-
ваþтся всякий раз переìещения в ìеãапоëис из-
вне. Собственно ãоворя, тоëüко такие оöенки и
äостато÷ны äëя то÷ной постановки; оäнако в ìе-
тоäи÷еских öеëях äанная систеìа оöенок про-

äоëжается äо функöии  на X Ѕ X Ѕ N (ìожно,
наприìер, осуществитü «проäоëжение нуëеì»).

Функöии , ...,  «работаþт», как виäно из кри-
терия (6), в саìих ìеãапоëисах, оöенивая внутрен-
ние работы, которые ìоãут заäаватüся разëи÷ныìи

способаìи и вкëþ÷атü реøение äостато÷но труä-
ных заäа÷, вкëþ÷ая заäа÷и «внутренней ìарøру-
тизаöии», ÷то типи÷но äëя некоторых постановок,
возникаþщих в атоìной энерãетике. В ка÷естве
базовой рассìатриваеì заäа÷у

 → min,

α ∈ A,  ∈ Z
α
, (7)

иìенуеìуþ äаëее ОЗМ. Через  усëовиìся

обозна÷атü ее зна÷ение:  естü наиìенüøее из

, α ∈ A,  ∈ Z
α
. Дëя приìе-

нения МДП конструируеì сна÷аëа расøирение
ОЗМ (7), испоëüзуя оператор I [8, с. 32], äейству-
þщий в N. Сëеäуя работе [8, 2.2], опреäеëяеì при
K ∈ N ìножество

(I – bi)[K ] � {α ∈ (bi)[K ]|α(s) ∈ I({α(t): t ∈ })

∀s ∈ } ∈ P'((bi)[K ].

При x ∈ X и α* ∈ (I – bi)[K ] поëаãаеì, ÷то

Z(x, K, α*) естü def ìножество всех кортежей

: → X Ѕ X, äëя кажäоãо из которых

z0 = (x, x) и z
s
 ∈  Ѕ  ∀s ∈ . Есëи

u ∈ X, � ∈ N, β ∈ (I – bi)[�] и h ∈ Z(u, �, β), то
ввеäеì в рассìотрение

[u, �, β; h] � [ (pr2(h(k – 1)), pr1(h(k)),

{β(t): t ∈ }) + (h(k), {β(t): t ∈ })] +

+ f(pr2(h(|�|))). (8)

В терìинах (8) опреäеëяеì ÷асти÷ные иëи уко-
ро÷енные заäа÷и: при x ∈ X и K ∈ N рассìатриваеì
экстреìаëüнуþ заäа÷у ìарøрутизаöии с критери-
еì (8):

[x; K; α; h] → min, α ∈ (I – bi)[K ],
h ∈ Z(x, K, α). (9)

Систеìу заäа÷ (9) при переборе (x, K ) ∈ X Ѕ N
рассìатриваеì как расøирение ОЗМ (7). Кажäой
позиöии (x, K ) ∈ X Ѕ N сопоставëяется зна÷ение

(x, K ) ∈ [0, ∞[ заäа÷и (9): (x, K ) — наиìенüøее

из [x; K; α; h], α ∈ (I – bi)[K ], h ∈ Z(x, K, α). Пустü

N � P( ) = NU{∅} и (u, ∅) � f(u) ∀u ∈ X.

Итак, ввеäена функöия Беëëìана  ∈ R+[X Ѕ N],

äëя которой (x0, ) = . Сëеäуþщее поëоже-

ние опреäеëяет уравнение Беëëìана и устанавëи-

1 N,

zi( )
i 0 N,∈

0 N,

1 N,

c˜

c˜1 c˜N

i 1=

N

MiU

1 N,

Π˜ α zi( ),
i 0 N,∈

( )
k 1=

N

∑ c˜

k N, c˜α k( ) k N,

zi( )
i 0 N,∈

c˜

c˜

c˜1 c˜N

Π˜ α zi( ),
i 0 N,∈

( )

zi( )
i 0 N,∈

V˜

V˜

Π˜ α zi( ),
i 0 N,∈

( ) zi( )
i 0 N,∈

s K,

1 K,

zi( )
i 0 K,∈

0 K,

Mα
*
s( ) Mα

*
s( ) 1 K,

π˜

k 1=
∑
�

c˜

k, � c˜β k( ) k, �

π˜

v˜ v˜

π˜

1 N, v˜

v˜

v˜ 1 N, V˜
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вается по анаëоãии с работой [8, предложение 3.2.1]
(сì. также статüи [12, 13]).

Теорема 1. Если x ∈ X и K ∈ N, то справедливо
равенство

(x, K ) = [ (x, pr1(z), K ) +

+ (z, K ) + (pr2(z), K \{t})]. ♦

Сëои функöии Беëëìана конструируеì по схе-
ìе из работ [8—20]. Сеìейство

G � {K ∈ N|∀z ∈ K(pr1(z) ∈ K ) ⇒ (pr2(z) ∈ K )}

существенных списков разбиваеì в объеäинение
поäсеìейств G1, ..., GN;

G
s
 � {K ∈ G| s = |K |} ∀s ∈ .

Тоãäа G1 = {{t}: t ∈ \K1}, ãäе K1 � {pr1(z):

z ∈ K} естü ìножество отправитеëей; G
N
 = { }

и G
s – 1 = {K \{t}: K ∈ G

s
, t ∈ I(K )} ∀s ∈ .

Поëу÷иëи поøаãовуþ проöеäуру G
N
 → ... → G1.

Опреäеëяеì сëои D0, D1, ..., DN
 в пространстве

позиöий  X Ѕ N.  В  терìинах  объеäинения  M

всех ìножеств M
i
, i ∈ \K1, конструируеì

D0 � {(x, ∅): x ∈ M}. Поëаãаеì D
N
 � {(x0, )},

поëу÷ая оäноэëеìентное ìножество. При

s ∈  и K ∈ G
s
 в терìинах инäексноãо ìно-

жества J
s
(K ) � {t ∈ \K |{t}UK ∈ G

s + 1} [8, 4.9.11]

ввоäиì объеäинение M
s
[K] всех ìножеств M

j
,

j ∈ J
s
(K ), и кëетку D

s
[K] � {(x, K ): x ∈ M

s
[K]}. На-

конеö, при s ∈  опреäеëяеì D
s
 в виäе объ-

еäинения всех кëеток D
s
[K], K ∈ G

s
. Сëои D0,

D1, ..., D
N
 обëаäаþт [8] свойствоì инвариантности

(y, K \{k}) ∈ D
s – 1 ∀s ∈  ∀(x, K ) ∈ D

s

∀k ∈ I(K )} ∀y ∈ M
k
. (10)

Наконеö, D
s
 ∈ P'(X Ѕ N) ∀s ∈ . С у÷етоì

этоãо поëу÷аеì, ÷то

 � ( |D
s
) ∈ R+[D

s
] ∀s ∈ .

Итак, ввеäены сужения функöии Беëëìана

( (x, K) = (x, K ) при s ∈  и (x, K ) ∈ D
s
);

{(x, ∅) = f(x) ∀x ∈ M. Из свойства (10) и тео-
реìы 1 сëеäует важное в äаëüнейøеì

Предложение 1. Если m ∈ , то функция 
определяется правилом

(x, K ) = [ (x, pr1(z), K ) +

+ (z, K ) + (pr2(z), K \{t})] ∀(x, K ) ∈ D
m
. ♦

Напоìниì, ÷то функöия  известна; , ..., 

строятся рекуррентно. При этоì  = (x0, ).
Оптиìаëüное ДР строится на основе преäëожения
1 обы÷ныì, äëя МДП, способоì: сëеäует поэтапно
опреäеëятü ìиниìизируþщие эëеìенты, форìи-
руя оäновреìенно фраãìенты оптиìаëüной пары
«ìарøрут — трасса».

3. ÇÀÄÀ×È ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ, 2
(ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ)

Вариант МДП (сì. § 2) ìожет приìенятüся äëя
реøения иных, по форìе, ìарøрутных заäа÷ и в
этоì сìысëе ОЗМ (7) обëаäает опреäеëенной
универсаëüностüþ. Рассìотриì вариант заäа÷и,
äопускаþщей свеäение к заäа÷е (7). Дëя этоãо из-
ìениì набор (5) в сторону еãо усëожнения. Итак,
фиксируеì сëеäуþщие отображения:

(s, t)  c
s, t :  Ѕ  → R+[X Ѕ X Ѕ N],

t  c1, t :  → R+[M1 Ѕ M1 Ѕ N], ..., (11)

t  c
N, t :  → R+[M

N
 Ѕ M

N
 Ѕ N].

Функöиþ f  поëаãаеì соответствуþщей набо-
ру (5). Поëу÷иëи «нестаöионарный» вариант (5),
вкëþ÷ая в опреäеëение стоиìостей äопоëнитеëü-
нуþ зависиìостü от параìетра, который ìожно
интерпретироватü как своеобразное äискретное

вреìя [21]. Есëи α ∈ A и  ∈ Z
α
, то

 � [c
α(t), t(pr2(zt – 1), pr1(zt),

{α( j): j ∈ }) + c
α(t), t(zt, {α( j): j ∈ })] +

+ f(pr2(zN)). (12)

(опреäеëение (12) äопускает сëеäуþщуþ интер-

претаöиþ: при t ∈  осуществëяется обсëужи-
вание ìеãапоëиса M

α(t); при этоì стоиìости пере-

ìещений на M
α(t) извне и внутренних работ на M

α(t)

поëаãаþтся зависиìыìи от t). Иìееì заäа÷у

Π(α, ) → min, α ∈ A,  ∈ Z
α
. (13)

v˜ min
t I K( )∈

min
z M

t
M

t
×∈

c˜

c˜ t v˜

1 N,

1 N,

1 N,

2 N,

1 N,

1 N,

1 N 1–,

1 N,

1 N 1–,

1 N,

0 N,

˜

sV v˜ 0 N,

˜

sV v˜ 0 N,

˜

0V

1 N, ˜

mV

˜

mV min
t I K( )∈

min
z M

t
M

t
×∈

c˜

c˜ t
˜

m 1–V

˜

0V
˜

1V ˜

NV

V˜ ˜

NV 1 N,

→ 1 N, 1 N,

→ 1 N,

→ 1 N,

zi( )
i 0 N,∈

Π˜ α zi( ),
i 0 N,∈

( )
t 1=

N

∑

t N, t N,

1 N,

zi( )
i 0 N,∈

zi( )
i 0 N,∈
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Через V обозна÷аеì зна÷ение заäа÷и (13),

т. е. наиìенüøее из ÷исеë Π(α, ), α ∈ A,

 ∈ Z
α
. Понятныì образоì опреäеëяеì в

заäа÷е (13) оптиìаëüные ДР.
Иìеется простой вариант свеäения заäа÷и (13)

к виäу (7): испоëüзуеì конструкöиþ, поäобнуþ
описанной в работах [21, 22]. Ввеäеì сна÷аëа при

кажäоì s ∈  (÷асти÷нуþ) функöиþ

 ∈ R+[X Ѕ X Ѕ N] (14)

по правиëу (h, K ) � c
s, N – |K | + 1(h, K ) ∀h ∈ X Ѕ X

∀K ∈ N (в связи с функöией (14) напоìниì соãëа-
øения § 1); тоãäа иìееì, как сëеäствие, о÷евиäные
равенства:

(x, y, K ) = c
s, N – |K | + 1(x, y, K ) ∀x ∈ X ∀y ∈ M

s

∀K ∈ N. (15)

С у÷етоì попарной äизъþнктности ìеãапоëи-
сов на основе выражений (14) и (15) опреäеëяеì в

виäе скëейки конкретнуþ версиþ  (5):

( (x, y, K ) � (x, y, K ) ∀x ∈ X ∀s ∈  ∀y ∈ M
s

∀K ∈ N) & ( (x, x0, K ) � 0 ∀x ∈ X ∀K ∈ N); (16)

испоëüзуеì опреäеëение ìножества X в § 2. Поëу-
÷аеì с у÷етоì выражений (15) и (16), ÷то

(x, y, K ) � c
s, N – |K | + 1(x, y, K ) ∀x ∈ X ∀s ∈ 

∀y ∈ M
s
 ∀K ∈ N. (17)

Конкретизируеì теперü функöии , ...,  в

наборе (5): есëи s ∈ , h ∈ M
s
 × M

s
 и K ∈ N, то

(h, K ) � c
s, N – |K | + 1(h, K ). (18)

Рассìотриì теперü коìбинаöиþ выражений (6),
(16) и (18). Поëу÷аеì сëеäуþщее

Предложение 2. При α ∈ A и  ∈ Z
α
 спра-

ведливо равенство

Π(α, ) = (α, ).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Фиксируеì n ∈ , поëу÷ая

α(n) ∈  и z
n
 ∈ M

α(n)
 Ѕ M

α(n)
. Кроìе тоãо, A � {α(t):

t ∈ } ∈ N и |A | = N – n + 1; N – |A | + 1 = n, а потоìу

(сì. (17))

(pr
2
(z

n – 1
), pr

1
(z

n
), A) = c

α(n), n
(pr

2
(z

n – 1
), pr

1
(z

n
), A). (19)

Кроìе тоãо, из выражения (18) поëу÷аеì равенство

(z
n
, A) = c

α(n), n
(z

n
, A). (20)

Поскоëüку выбор n быë произвоëüныì, установëено
(сì. (19), (20) и опреäеëение ìножества A), ÷то справеä-
ëивы равенства

(pr
2
(z

k – 1
), pr

1
(z

k
), {α(t): t ∈ }) +

+ (z
k
, {α(t): t ∈ }) =

= c
α(k), k

(pr
2
(z

k – 1
), pr

1
(z

k
), {α(t): t ∈ }) +

+ c
α(k), k

(z
k
, {α(t): t ∈ }) ∀k ∈ . (21)

Из (6), (12) и (21) поëу÷аеì требуеìое утвержäение. ♦
Из преäëожения 2 сëеäует, ÷то заäа÷а (13) сво-

äится к виäу (7) при усëовиях (14)—(18). При этоì

V = , а уравнение Беëëìана (äëя заäа÷и (13)) вы-

текает из теореìы 1: испоëüзуеì  в конкрети-

заöии (14)—(18); обозна÷аеì äанный вариант 
÷ерез v. Ясно, ÷то v(u, ∅) = f(u) ∀u ∈ X; при этоì

V = v(x0, ). Из теореìы 1 вытекает, ÷то

v(x, K ) = [c
t, N – |K | + 1(x, pr1(z), K ) +

+ c
t, N – |K | + 1(z, K ) + v(pr2(z), K )\{t})]

∀x ∈ X ∀K ∈ N. (22)

Зäесü указано уравнение Беëëìана äëя рассìат-
риваеìой сей÷ас заäа÷и (13). У÷итывая выражения
(14)—(18), поëу÷аеì нужный вариант преäëоже-
ния 1 äëя заäа÷и (13): ввеäеì сужения v:

V
s
 � (v|D

s
) ∀s ∈ .

Теì саìыì иìееì конкретизаöии , , ..., 

(у÷итываеì, ÷то в «наøеì» сëу÷ае v = ). Разуìе-
ется, V0(x, ∅) = f(x) ∀x ∈ M; из преäëожения 1 и

выражений (14)—(18) вытекает, ÷то

V
m
(x, K )= [c

t, N – |K | + 1(x, pr1(z), K ) +

+ c
t, N – |K | + 1(z, K ) + V

m – 1(pr2(z), K )\{t})]

∀m ∈  ∀(x, K ) ∈ D
m
. (23)

Зäесü конкретизирована рекуррентная проöе-
äура построения сëоев функöии Беëëìана, т. е.

проöеäура V0 → V1 → ... → V
N
; V = V

N
(x0, ).

В усëовиях, коãäа зна÷ения функöий (11) не за-
висят от списка заäаний, поëу÷енная конкрети-
заöия (7) своäится к заäа÷е, рассìатриваеìой в
работе [21, теорема 1]). Соответствуþщие преä-
ставëения äëя äанноãо сëу÷ая ëеãко извëекаþтся
из выражений (22), (23).

Итак, заäа÷а (7), важная саìа по себе (в ее пос-
тановке реаëизуþтся принöипиаëüные аспекты
прикëаäной заäа÷и о äеìонтаже энерãобëока АЭС),
ìожет бытü поëезной и äëя иссëеäования äруãих
ìарøрутных заäа÷ с оãрани÷енияìи. Зависиìостü
функöии стоиìости от списка заäаний ìожет бытü

zi( )
i 0 N,∈

zi( )
i 0 N,∈

1 N,

c˜ s

c˜ s

c˜ s

c˜

c˜ s c˜ s 1 N,

c˜

c˜ 1 N,

c˜1 c˜N

1 N,

c˜ s

zi( )
i 0 N,∈

zi( )
i 0 N,∈

Π˜ zi( )
i 0 N,∈

1 N,

1 N,

n N,

c˜

c˜α n( )

c˜ k N,

c˜α k( ) k n,

k N,

k N, 1 N,

V˜

v˜

v˜

1 N,

min
t I K( )∈

min
z M

t
M

t
×∈

0 N,

˜

0V
˜

1V ˜

NV

v˜

min
t I K( )∈

min
z M

t
M

t
×∈

1 N,

1 N,
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связана, наприìер, с соображенияìи приоритет-
ности в ÷асти о÷ереäности обсëуживания ìеãапо-
ëисов. Этот сëу÷ай рассìатривается в § 5.

4. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

В настоящеì и сëеäуþщеì параãрафах поëаãаеì, ÷то
X = � Ѕ �, т. е. рассìатривается сëу÷ай пëоской заäа÷и.

Пустü N = 22 и |M
i
| = 12 ∀i ∈ . Кажäый из ìеãапо-

ëисов M
i
, i ∈ , поëу÷ается посреäствоì построения

сетки на соответствуþщеì пряìоуãоëüнике: äëя кажäой
стороны на равных расстояниях äруã от äруãа разìеща-
þтся то÷ки сетки, при этоì коëи÷ества то÷ек äëя про-
тивопоëожных сторон равны. Данные пряìоуãоëüники,
соäержащие ìеãапоëисы M

1
, ..., M

22
, поëаãаеì попарно

непересекаþщиìися. В преäеëах кажäоãо такоãо пряìо-
уãоëüника нахоäится фиксированная то÷ка, ассоöииро-

ванная с äанныì ìеãапоëисоì. Итак, при j ∈  иìееì

то÷ку a
j
 ∈ � Ѕ �, соответствуþщуþ ìеãапоëису M

j
. Бу-

äеì с÷итатü, ÷то в наøей форìаëизаöии упоìянутая
то÷ка a

j
 рассìатривается как изëу÷аþщий объект, сте-

пенü возäействия котороãо на испоëнитеëя обратно про-
порöионаëüна кваäрату расстояния от то÷ки a

j
 äо теку-

щеãо поëожения испоëнитеëя, т. е. кваäрату äëины ра-
äиус-вектора, направëенноãо из исто÷ника изëу÷ения a

j

в то÷ку на траектории äвижения испоëнитеëя, в которой
тот в äанный ìоìент вреìени нахоäится. При этоì иìе-
þтся некоторые особенности в оöенке вреäноãо воз-
äействия в бëижних зонах, т. е. возëе a

1
, ..., a

22
. При пе-

реìещении испоëнитеëя осуществëяется интеãрирова-
ние вäоëü пути. Такиì образоì нас÷итываþтся нужные

зна÷ения функöий , , ..., . Функöия f преäпоëа-

ãаëасü тожäественно равной нуëþ. При этоì на этапе

построения , ...,  испоëüзуеì естественное соãëа-

øение: при j ∈  испоëнитеëü, переìещаясü от то÷ки

x ∈ M
j
 к то÷ке a

j
, испытывает как вреäное возäействие

исто÷ника, нахоäящеãося в то÷ке a
j
, так и обëу÷ение, по-

ëу÷аеìое от исто÷ников a
k
, k ∈ K \{ j}, ãäе K — список не

выпоëненных, на ìоìент упоìянутоãо переìещения,
заäаний; возäействия от кажäоãо исто÷ника при поä-
с÷ете разìера совокупной äозы обëу÷ения в кажäый
ìоìент вреìени суììируþтся, ÷то отве÷ает реаëüноìу
вëияниþ раäиактивноãо изëу÷ения на орãанизì работ-
ника. При ÷исëенной оöенке обëу÷ения испоëнитеëя
исто÷никоì a

j
 в раìках ìоäеëи бëижней зоны (в наøей

форìаëизаöии ей соответствует äвижение от то÷ки ìе-
ãапоëиса к соответствуþщеìу еìу исто÷нику изëу÷ения)
испоëüзуется нескоëüко иной виä зависиìости от рас-
стояния: возäействие обратно пропорöионаëüно суììе
кваäрата расстояния от поëожения испоëнитеëя äо a

j
 и

÷исëа 1, äробü уìножается на коэффиöиент 3; äанная
зависиìостü интеãрируется вäоëü пути от x äо a

j
. По

прибытии в то÷ку a
j
 испоëнитеëü выпоëняет äеìонтаж

исто÷ника изëу÷ения, ÷то, собственно и сëужит öеëüþ
посещения ìеãапоëиса M

j
, поэтоìу при äвижении от

то÷ки a
j
 к то÷ке y ∈ M

j
 äанный исто÷ник изëу÷ения a

j

уже не возäействует на испоëнитеëя (отìетиì, ÷то воз-
äействие от исто÷ников a

k
, k ∈ K \{ j}, при этоì присутс-

твует и описывается ÷исëенно функöией, обратно про-
порöионаëüной кваäрату расстояния от внеøнеãо ис-
то÷ника äо текущеãо поëожения испоëнитеëя). Преäпо-
ëаãается, ÷то в наøей ìоäеëи скоростü внеøних пере-
ìещений в 4 раза боëüøе, ÷еì скоростü переìещений в
бëижних зонах (т. е. при выпоëнении внутренних ра-
бот). Поëу÷енные вäоëü конкретной трассы посещения
ìеãапоëисов M

1
, ..., M

22
 интеãраëüные показатеëи, ìо-

äеëируþщие возäействие раäиаöии, суììируþтся.
Отìетиì, ÷то при построении ìарøрутов и трасс

возìожна ситуаöия, коãäа в проöессе внеøних переìе-
щений испоëнитеëü прохоäит ÷ерез бëижнþþ зону ка-
коãо-ëибо исто÷ника, не заниìаясü еãо äеìонтировани-
еì (нереäко это связано с усëовияìи преäøествования,
коãäа упоìянутое äеìонтирование осуществëятü «рано»),
прохожäение непосреäственно ÷ерез исто÷ники при
этоì запрещается и такие траектории потенöиаëüноãо
äвижения отбрасываþтся. В этоì сëу÷ае ìоäеëü бëиж-
ней зоны не испоëüзуется, ÷то ìотивируется боëüøей
(в 4 раза) скоростüþ внеøних переìещений: испоëни-
теëü «не ÷увствует» бëижней зоны, поскоëüку (в äанноì
режиìе) нахоäится в ней короткое вреìя. Данное преä-
поëожение преäставëяет собой оãрубëение, äопустиìое
на на÷аëüноì этапе иссëеäований. Разуìеется, в äаëü-
нейøеì требуется уто÷нение ìоäеëи раäиаöионных
поëей.

Иìеþтся усëовия преäøествования, обусëовëен-
ные техноëоãи÷ескиìи фактораìи; преäпоëаãается, ÷то
|K| = 17, т. е. иìеется 17 аäресных пар «отправитеëü — по-
ëу÷атеëü». Функöия f преäпоëаãается тожäественно рав-

ной нуëþ. Наконеö, пустü x0 — нуëевой вектор: x0 = (0, 0).
Мы поëаãаеì зäесü, ÷то исто÷ники, нахоäящиеся в

то÷ках a
1
, ..., a

22
, иìеþт разëи÷ные интенсивности из-

ëу÷ения, äëя их коëи÷ественноãо выражения заäаäиìся
22 поëожитеëüныìи коэффиöиентаìи γ

1
, ..., γ

22
.

Дëя реøения с поìощüþ ПЭВМ приìеняëасü про-
öеäура на основе МДП (сì. § 2), реаëизованная в виäе
проãраììы на языке проãраììирования C++ (версия
Embarcadero RAD Studio XE3), работаþщей поä управ-
ëениеì 64-разряäной операöионной систеìы сеìейства
Windows. Вы÷исëитеëüная ÷астü проãраììы реаëизова-
на в отäеëüноì от интерфейса поëüзоватеëя потоке. Дëя
сëу÷ая реøения заäа÷и на пëоскости иìеется возìож-
ностü визуаëизаöии траектории äвижения испоëнитеëя
в виäе ãрафика и сохранения äанной инфорìаöии в виäе
файëа форìата bmp.

Быëо построено оптиìаëüное реøение (УП «ìарø-

рут — трасса») и опреäеëен ãëобаëüный экстреìуì .
Общее вреìя с÷ета 1 ÷ 13 ìин 12 с; из них 23 ìин 34 с
затра÷ено на построение ìатриö, оöениваþщих внут-

ренние работы (т. е. , ..., ); 42 ìин 20 с — на пос-

троение ìатриö, оöениваþщих внеøние переìещения и

реаëизуþщих зависиìостü  (вреìена с÷ета привеäены
äëя портативноãо коìпüтера с проöессороì Core2Duo
T7700 2.4 ГГö и объеìоì ОЗУ 3 ГБ с установëенной опе-
раöионной систеìой Windows 7 x64 Professional). Отсþäа
виäно, ÷то основное вреìя затра÷ено на поäãотовку ис-

1 22,

1 22,

1 N,

c˜ c˜1 c˜22

c˜1 c˜22

1 22,

V˜

c˜1 c˜22

c˜
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хоäных äанных. На рис. 1 привеäен ãрафик, иëëþстри-
руþщий резуëüтируþщуþ траекториþ обхоäа ìеãапоëи-
сов с выпоëнениеì внутренних работ.

5. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ
Ñ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÑÒÈ

Â ÎÏÈÑÀÍÈÈ ÊÐÈÒÅÐÈß

Рассìотриì приìер реøения заäа÷и ìарøрутиза-
öии, поäобной описанной в статüе [21] и связанной с об-
сëуживаниеì кëиентов, иìеþщих некоторые преäпо÷-
тения в ÷асти, касаþщейся о÷ереäности обсëуживания.
Поëаãаеì, ÷то кажäый из кëиентов заинтересован в вы-
поëнении (внутренних) работ в преäеëах поäвеäоìс-
твенноãо еìу ìеãапоëиса. Зäесü зависиìостü стоиìостей
от списка не выпоëненных на текущий ìоìент заäаний
в явноì виäе отсутствует, но äопускается зависиìостü от
ноìера в о÷ереäи, иìеþщеãо сìысë äискретноãо вреìе-
ни. Это вносит в постановку эëеìент нестаöионарности.

Фиксируеì N = 29 ìеãапоëисов M
1
, ..., M

N
, кажäый из

которых преäставëяет из себя триäöатиэëеìентное ìно-

жество на пëоскости � Ѕ �. Пустü äëя кажäоãо j ∈ 

работа по обсëуживаниþ j-ãо кëиента состоит в переìе-
щении испоëнитеëя от то÷ки вхоäа x ∈ M

j
 к заäанной и

«привязанной» к M
j
 то÷ке a

j
 ∈ � Ѕ �, а также в посëе-

äуþщеì еãо переìещении от то÷ки a
j
 к то÷ке выхоäа

y ∈ M
j
 (неявно зäесü преäпоëаãается, коне÷но, ÷то ис-

поëнитеëü выпоëняет в то÷ке a
j
 опреäеëенное äействие

(поäобно äействиþ, рассìатриваеìоìу в преäыäущеì
параãрафе), но перехоäитü к упоìянутой работе и завер-
øатü ее выпоëнение ìожно тоëüко ÷ерез то÷ки M

j
, т. е.

÷ерез некоторые «äвери»). Кëиент ожиäает заверøения
работы в то÷ке a

j
 и, в сëу÷ае приеìëеìоãо äëя неãо но-

ìера в о÷ереäи, коìпенсирует ÷астü расхоäов испоëни-
теëя. В противноì сëу÷ае «неуäобноãо» вреìени обсëу-
живания кëиент ìожет наëаãатü «øтраф». Возìожные

преäпо÷тения кëиента ìоãут бытü связаны, наприìер, с
требованиеì боëее раннеãо обсëуживания «своеãо» ìе-
ãапоëиса.

Итак, иìееì ÷астный сëу÷ай заäа÷и § 3, поëаãая, ÷то
функöии стоиìости (11) не зависят явно от K ∈ N. В öе-
ëях свеäения отображений (11) к виäу [21], выпоëниì
сëеäуþщее преобразование, заìеняя первое отображе-
ние (11) набороì функöий

c
1
 ∈ R

+
[X Ѕ M

1
 Ѕ ], ...,

c
N
 ∈ R

+
[X Ѕ M

N
 Ѕ ] (24)

(ìеãапоëисы попарно äизъþнктны, сëеäоватеëüно, из
функöий (24) ìожно ëеãко сконструироватü нужный ва-

риант c (11)). Есëи j ∈ , x ∈ X, y ∈ M
j
 и t ∈ , то

c
j
(x, y, t) ∈ [0, ∞[ характеризует стоиìостü переìещения

из x в пункт прибытия y ìеãапоëиса M
j
, осуществëяеìо-

ãо «в ìоìент» t. С у÷етоì посëеäуþщеãо опреäеëения
«аääитивноãо» критерия оказываþтся существенныìи
тоëüко те сëу÷аи, коãäа x ∉ M

j
 (переìещения на ìеãапо-

ëис извне). В ÷астности, это касается переìещений
ìежäу ìеãапоëисаìи.

На пëоскости фиксируеì базу x0. Иìенно, возüìеì

в ка÷естве базы нуëевой вектор x0 = (0, 0). В ка÷естве
ρ : X Ѕ X → [0, ∞[ испоëüзуеì евкëиäово расстояние: при
x

1
 ∈ X и x

2
 ∈ X ÷исëо ρ(x

1
, x

2
) естü евкëиäово расстояние

ìежäу вектораìи x
1
 и x

2
.

Меãапоëисы M
1
, ..., M

29
 заäаþтся равноìерной сет-

кой на окружности фиксированноãо раäиуса 7,5 (рис. 2).

Поëаãаеì, ÷то |M
i
| = 30 ∀i ∈ . В ка÷естве то÷ек a

i
,

i ∈ , выбираеì öентры соответствуþщих окружнос-

тей. Даëее иäет описание функöий стоиìости. Пустü

при кажäоì s ∈  функöия c
s
 опреäеëяется усëовиеì:

при x ∈ X, y ∈ M
s
 и t ∈ 

c
s
(x, y, t) � ρ(x, y)(30 – t).

Такиì образоì опреäеëены стоиìости внеøних пе-
реìещений. Дëя оöенивания внутренних работ испоëü-

Рис. 1. Маршрут и трасса обхода множеств

1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

Рис. 2. Маршрут и трасса обхода множеств

1 29,

1 29,

1 N,

1 N,

pb0513.fm  Page 18  Thursday, October 10, 2013  11:24 AM



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

19ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2013

зуþтся функöии c
1
, ..., c

N
, опреäеëяеìые сëеäуþщиì об-

разоì: есëи s ∈ , x ∈ M
s
, y ∈ M

s
 и t ∈  то

c
s
(x, y, t) � ρ(x, a

s
) + (ρ(a

s
, y))(t + 10).

Наконеö, функöиþ f отожäествëяеì с евкëиäовой
норìой на пëоскости X. Теì саìыì опреäеëены функ-
öии стоиìости c

1
, ..., c

N
, c

1
, ..., c

N
, f.

Рассìотриì описание ìеãапоëисов. Как сказано ра-
нее, кажäый из них опреäеëяется сеткой на окружности

раäиуса 7,5. Есëи s ∈ , то распоëожение пунктов M
s

таково, ÷то в состав M
s
 непреìенно вкëþ÷ается крайняя

правая то÷ка окружности, оäнозна÷но опреäеëяеìая ко-
орäинатой öентра и раäиусоì окружности. При этоì по-
ëаãается, ÷то все 30 то÷ек M

s
 зануìерованы в направëе-

нии против ÷асовой стреëки, при÷еì первая то÷ка естü
упоìянутая крайняя правая то÷ка окружности. Коорäи-
наты öентров окружностей поëу÷ены сëу÷айныì обра-
зоì, но так, ÷тобы избежатü перекрытия окружностей.

Буäеì поëаãатü заäанныì äваäöатисеìиэëеìентное
ìножество K (еãо эëеìенты — аäресные пары «отправи-
теëü — поëу÷атеëü»)

K = {(2, 3), (3, 29), (5, 22), (5, 19), (6, 18), (8, 2),
(10, 24), (11, 22), (11, 9), (12, 25), (2, 15), (14, 15),
(14, 21), (15, 16), (16, 17), (20, 13), (21, 9), (21, 7),

(23, 7), (24, 8), (25, 22), (25, 4), (27, 6), (28, 6), (29,11)}.

В хоäе выпоëнения вы÷исëений поëу÷ен оптиìаëü-
ный резуëüтат: зна÷ение заäа÷и 26318,76. Вреìя с÷ета —
8 ìин 17 с.

На этапе вы÷исëения сëоев функöии Беëëìана при-
ìеняëосü распараëëеëивание. При вы÷исëении кажäоãо
сëеäуþщеãо сëоя испоëüзуется преäыäущий, сосеäние
я÷ейки вы÷исëяеìоãо сëоя не испоëüзуþтся. Бëаãоäаря
этой особенности работу ìожно поровну распреäеëитü
ìежäу проöессораìи. При такоì способе вы÷исëений
приìеняется общая паìятü. Все проöессоры, вы÷исëяя
сëеäуþщий сëой, испоëüзуþт уже расс÷итанный пре-
äыäущий, распоëоженный в общей паìяти. Вы÷исëяе-
ìые зна÷ения также распоëаãаþтся в общей паìяти;
такиì образоì, по заверøении работы проöессоров, иì
всеì оказывается äоступен сëеäуþщий сëой функöии
Беëëìана.

В работах [19, 20] рассìатриваëисü общие вопросы
орãанизаöии вы÷исëений зна÷ений функöии Беëëìана
в преäеëах сëоев, опреäеëенных в § 2 (сì. также статüþ
[8, 4.9]), привеäена схеìа, обеспе÷иваþщая принöипи-
аëüнуþ возìожностü построения всех сëоев функöии

Беëëìана (иìеется в виäу вариант , , ..., ) пос-
реäствоì систеìы независиìо работаþщих проöессоров.
С иäейной то÷ки зрения ре÷ü иäет о тоì, ÷тобы (в обоз-
на÷ениях § 2) выäеëитü кажäоìу ãипотети÷ескоìу про-
öессору ровно оäин список из сеìейства G

N – 1
. Конс-

труируþтся äискретные äинаìи÷еские систеìы с фазо-
выì пространствоì G, äëя кажäой из которых опреäеëя-
þтся обëасти äостижиìости в пространстве списков, с
то÷каìи этих обëастей связываþтся соответствуþщие
кëетки функöии Беëëìана. Кажäый из (ãипотети÷еских)
проöессоров иìеет возìожностü äëя реаëизаöии своей
ëокаëüной беëëìановской (по сìысëу) проöеäуры в по-
пятноì режиìе. Посреäствоì посëеäуþщеãо скëеивания

фраãìентов опреäеëяþтся функöии V
1
, ..., V

N – 1
 [19, 20]

(варианты , ..., ), посëе ÷еãо с поìощüþ уравне-

ния Беëëìана вы÷исëяется ãëобаëüный экстреìуì.

6. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
È ÌÅÒÎÄ ÈÒÅÐÀÖÈÉ

Напоìниì, ÷то ОЗМ (7) естü оптиìизаöион-
ная заäа÷а с зависиìыìи переìенныìи (ìарøрут,
трасса), ÷то преäставëяет опреäеëенные затруäне-
ния. Сëеäуя на иäейноì уровне работаì [26, 27],
рассìотриì поэтоìу преобразование ОЗМ к экс-
треìаëüной заäа÷е с независиìыìи переìенныìи
и, на этой основе, построиì итераöионнуþ проöе-
äуру, äопускаþщуþ иäейные анаëоãии с ìетоäоì
покоорäинатноãо спуска в общей теории экстре-
ìаëüных заäа÷.

Пустü M � (M
i
 Ѕ M

i
), а функöия w ∈

∈ R+[M Ѕ A] такова, ÷то

w(y, α) � (x0, pr1(yα(1)), ) +

+ (pr2(yα(t)), pr1(yα(t + 1)), {α( j): j ∈ }) +

+ (y
α(t), {α( j): j ∈ }) + f(pr2(yα(N)))

∀  ∈ M ∀α ∈ A.

Итак, эëеìенты M — сутü наборы (y1, ..., yN),

у которых y1 ∈ M1 Ѕ M1, ..., yN ∈ M
N
 Ѕ M

N
. Теì

саìыì реаëизуþтся пары «ãороäов», соответству-
þщие кажäая на÷аëу и окон÷аниþ внутренних
работ. В виäе w(h) → min, h ∈ M Ѕ A, иìееì оп-
тиìизаöионнуþ заäа÷у с независиìыìи переìен-
ныìи; ÷ерез V обозна÷аеì ее зна÷ение, т. е. на-
иìенüøее из w(y, α), y ∈ M, α ∈ A. Тоãäа ìножес-
тво (оптиìаëüных) реøений иìеет виä:

Dopt � {h0 ∈ M Ѕ A|w(h0) = V} ∈ P'(M Ѕ A).

Есëи y ∈ M, то рассìатриваеì также заäа÷у
w(y, α) → min, α ∈ A, äëя которой ÷ерез (val)[y]
обозна÷аеì наиìенüøее из ÷исеë w(y, α), α ∈ A;
(sol)[y] � {α0 ∈ A|w(y, α0) = (val)[y]} ∈ P'(A).

В связи с ОЗМ (7) ввеäеì при α ∈ A ìножес-
тво — произвеäение

M
α
 � (M

α(i) Ѕ M
α(i)).

Пустü z0 � (x0, x0). Ввеäеì при y:  → X Ѕ X

«кортеж-скëейку» z0 � y:  → X Ѕ X посреäс-

твоì правиëа ((z0 � y)(0) � z0) & ((z0 � y)(t) � y(t)

1 N, 1 N,

1 29,

˜

0V ˜

1V ˜

N
V

˜

1V
˜

N 1–V

i 1=

N

∏

c̃ 1 N,

t 1=

N 1–

∑ c̃ t 1+ N,

t 1=

N

∑ c̃α t( ) t N,

yi( )
i 1 N,∈

i 1=

N

∏

1 N,

0 N,
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∀t ∈ ). Пустü S(α)[y] � (α, z0 � y) ∀α ∈ A
∀y ∈ M

α
. Тоãäа заäа÷а (7) своäится к заäа÷е ìи-

ниìизаöии S
(α)[y] посреäствоì раöионаëüноãо

выбора α ∈ A и y ∈ M
α
. Поëаãаеì, ÷то Y естü ìно-

жество всех кортежей y:  → X Ѕ X; тоãäа в
виäе S � {(α, y) ∈ A × Y |y ∈ M

α
} иìееì пространс-

тво реøений посëеäней заäа÷и, S ≠ ∅. Опреäеëяеì

W ∈ R+[S], поëаãая при s ∈ S, ÷то W(s) � S(α)[y],

ãäе α = pr1(s) и y = = pr2(s). Тоãäа заäа÷а (7) сво-

äится к виäу:

W(s) → min,  s ∈ S; (25)

 — зна÷ение заäа÷и (25), а Dopt � {s0 ∈ S|W(s0) =

= } ∈ P'(S) — ìножество ее оптиìаëüных реøе-
ний. При α ∈ A рассìатриваеì заäа÷у W(y, α) →
min, y ∈ M

α
, обозна÷ая ÷ерез V[α] ее зна÷ение (на-

иìенüøее из W(y, α), y ∈ M
α
); (SOL)[α] � {y0 ∈

∈ M
α
|W(α, y0) = V[α]} ∈ P'(M

α
). Разуìеется,  естü

наиìенüøее из ÷исеë V[α], α ∈ A.
Опреäеëяеì преобразование t : S → M [26, 27]

усëовиеì: при s ∈ S t(s) � y é α–1, ãäе α = pr1(s) и

y = pr2(s). Оператор T : S → M Ѕ A [26, 27] иìеет

виä T(s) � (t(s), pr1(s)) ∀s ∈ S. Тоãäа W = w é T; T —

биекöия S на M Ѕ A, äëя которой соответствуþ-

щая обратная биекöия T–1 : M Ѕ A → S иìеет виä:

T
–1(y, α) = (α, y é α) при y ∈ M и α ∈ A.

Предложение 3. Задача (25) эквивалентна задаче
w(h) → min, h ∈ M Ѕ A: справедливы два равенства

V =  и Dopt = {T(s): s ∈ Dopt}.

Следствие 1. Если α ∈ A, то справедливо равен-

ство V[α] = w(y, α).

Метод итераций. Ввеäеì M0 � {x0}. Есëи i ∈ ,

j ∈  и K ∈ N, то (i, j, K ) естü def наиìенüøее

из (z, K ), z ∈ M
i
 Ѕ M

j
. При t ∈  и K ∈ N ÷ерез

[t; K ] обозна÷аеì наиìенüøее из ÷исеë (z, K ),

z ∈ M
t
 Ѕ M

t
. Наконеö, при j ∈  ÷исëо f

j
 естü def

наиìенüøее из f(x), x ∈ M
j
. Поëу÷аеì (ìинорант-

нуþ) заäа÷у

(0, α(1), ) + (α(t), α(t + 1),

{α(k): k ∈ }) + [α(t); {α(k): k ∈ }] +

+ f
α(N) → min, α ∈ A. (26)

Этой заäа÷е сопоставëяеì зна÷ение (экстре-
ìуì) v ∈ [0, ∞[ и непустое ìножество sol всех ее оп-
тиìаëüных реøений. Реøаеì заäа÷у (26): нахоäиì

ω0 ∈ sol и поëу÷аеì «виëку» v m  m V[ω0]; опре-

äеëяеì трассу y(0) ∈ (SOL)[ω0] и конструируеì УП

λ0 � (ω0, y
(0)) ∈ S такуþ, ÷то W(λ0) = V[ω0]. Теì са-

ìыì реаëизуется на÷аëüный этап проöеäуры.

Дëя ìножества S0 � {s ∈ S | W(s) = V[pr1(s)]}

иìееì λ0 ∈ S0. Есëи λ ∈ S, то ÷ерез  обозна÷аеì

объеäинение всех ìножеств {(α, y): y ∈ (SOL)[α]},

α ∈ (sol)[t(λ)]. Есëи λ ∈ S
0, то  ∈ P'(S0) и

W( ) m W(λ) ∀  ∈ . С у÷етоì этоãо конструи-

руеì посëеäоватеëüностü  в S0, äëя кото-

рой λ0 быëо найäено ранее и соответствует заäа÷е

(26), λ
k
 ∈  ∀k ∈ N. При этоì реаëизуþтся öе-

по÷ки неравенств

v m  m V[pr1(λk)] = W(λ
k
) m W(λ

k – 1) ∀k ∈ N.

Как виäно из резуëüтатов вы÷исëитеëüноãо

экспериìента,  быстро стабиëизируется.

Поэтоìу преäставëяþт интерес то÷ки λ ∈ S0, äëя

которых λ ∈ . Леãко проверяется свойство: есëи

УП η ∈ S0 такова, ÷то η ∈ , то T(η) ∈ M Ѕ A ре-
аëизует покоìпонентный экстреìуì функöии w:

W(η) = w(T(η)) = w(pr1(T(η)), α) =

= w(z, pr2(T(η))).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены некоторые ìетоäы реøения заäа-
÷и посëеäоватеëüноãо обхоäа ìеãапоëисов с усëо-
вияìи преäøествования и усëоженныìи функöи-
яìи стоиìости (в этих функöиях ìожет присутс-
твоватü явная зависиìостü от списка заäаний, не
выпоëненных на текущий ìоìент вреìени). Заäа-
÷и такоãо роäа ìоãут возникатü в атоìной энерãе-
тике в связи с пробëеìой снижения обëу÷аеìости
персонаëа АЭС (сì. работу [28] и бибëиоãрафиþ в
ней). Отìетиì, ÷то в отве÷аþщих äанноìу направ-
ëениþ инженерных заäа÷ах разìерностü обы÷но
«уìеренная», ÷то впоëне соответствует, в ÷астнос-
ти, соäержатеëüной пробëеìе äеìонтажа оборуäо-
вания энерãобëока, вывеäенноãо из экспëуатаöии.
В то же вреìя иìеþтся äруãие существенные осо-
бенности, осëожняþщие реøение; это прежäе все-
ãо разëи÷ные оãрани÷ения и сëожная зависиìостü

1 N, Π˜

1 N,

V˜

V˜

V˜

V˜

min
y ∈M

0 N,

0 N, Πˆ

c˜ 1 N,

π̂ c̃t

1 N,

Πˆ 1 N,
t 1=

N 1–

∑ Πˆ

t 1+ N,
t 1=

N

∑ π̂ t N,

V˜

S˜ λ
0

S˜ λ
0

λ˜ λ˜ S˜ λ
0

λk( )
k

0
∈N

S˜ λ
k 1–

0

V˜

λk( )
k

0
∈N

S˜ λ
0

S˜ η
0

min
α ∈�

min
z ∈M
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от äействия исто÷ников раäиаöии. Преäставëяет-
ся, ÷то разработка теорети÷еских конструкöий на
основе ìетоäа äинаìи÷ескоãо проãраììирования
преäставëяет собой естественный этап в иссëеäо-
вании упоìянутых инженерных заäа÷, äëя кото-
рых приìенение ìоäеëей с эëеìентаìи ìарøру-
тизаöии явëяется новыì уже на постаново÷ноì
уровне. В статüе привеäены резуëüтаты вы÷исëи-
теëüноãо экспериìента при реøении ìоäеëüных
заäа÷, ориентированных на упоìянутые постанов-
ки из атоìной энерãетики (снижение обëу÷аеìос-
ти работников). В основу статüи поëожен äокëаä
авторов на конференöии «Параëëеëüные вы÷исëе-
ния и заäа÷и управëения PACO'2012» [29]. В äан-
ной работе изìенено изëожение ìатериаëа; в ÷ас-
тности, в § 4 и 5 существенно изìенены в сторону
усëожнения приìеры заäа÷, реøаеìых с поìощüþ
ПЭВМ.
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