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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Работа выпоëнена в раìках провоäиìоãо авто-
раìи иссëеäования соöиаëüной äинаìики, опре-
äеëяеìой äеìократи÷ескиìи реøенияìи в стоха-
сти÷еской среäе. Преäìетоì иссëеäования явëяþт-
ся зависиìости показатеëей соöиаëüной äинаìики
от соöиаëüных установок у÷астников, к ÷исëу ко-
торых относятся эãоизì, коëëективизì (корпора-
тивизì) и аëüтруизì. В работах [1, 2] преäставëены
резуëüтаты анаëиза ситуаöий, в которых спëо÷ен-
ная ãруппа конкурирует с у÷астникаìи-эãоистаìи;
в статüе [3] проанаëизирована конкуренöия у÷ас-
тников-эãоистов и äвух спëо÷енных ãрупп (пар-
тий). Изу÷ен ìеханизì «снежноãо коìа коопера-
öии», при опреäеëенных усëовиях побужäаþщий
у÷астников, исхоäно иìевøих эãоисти÷еские уста-
новки, поступатü в соответствии с аëüтруисти÷ес-
киìи принöипаìи.

В настоящей работе изу÷ается спеöиаëüный
сëу÷ай ситуаöии, рассìотренной в работе [3], —
сëу÷ай конкуренöии äвух ãрупп. Относитеëüная
простота этой постановки позвоëяет поëу÷итü яв-
ные выражения äëя боëüøинства основных зави-
сиìостей.

Напоìниì основные поëожения ìоäеëи ãоëо-
сования в стохасти÷еской среäе. Общество, состо-
ящее из коне÷ноãо ÷исëа у÷астников, посëеäова-
теëüно ãоëосует за преäëожения, ãенерируеìые
«среäой» в соответствии со сëу÷айныì законоì.
Преäëожение естü вектор приращений капитаëов
(соãëасно иной интерпретаöии, — зна÷ений по-
ëезности) всех у÷астников. Приращения капита-

ëов, вхоäящие в преäëожение, трактуþтся как ре-
аëизаöии независиìых оäинаково распреäеëенных
сëу÷айных веëи÷ин. Как правиëо, рассìатривает-
ся норìаëüное распреäеëение. У÷астник-эãоист
при ãоëосовании поääерживает ëþбое преäëоже-
ние, увеëи÷иваþщее еãо капитаë. Чëены ãруппы
соëиäарно ãоëосуþт за те преäëожения, реаëиза-
öия которых веäет к увеëи÷ениþ бëаãосостояния
ãруппы (характеризуеìоãо теì иëи иныì показа-
теëеì). В ÷астности, ãруппа ìожет поääерживатü
преäëожения, привоäящие к увеëи÷ениþ зна÷е-
ний капитаëа боëüøинства ее ÷ëенов иëи преäëо-
жения, увеëи÷иваþщие ее суììарный капитаë.
Кажäое преäëожение приниìается (и в этоì сëу-
÷ае реаëизуется) иëи отверãается с приìенениеì
опреäеëенной проöеäуры ãоëосования. Рассìат-
риваþтся в основноì проöеäуры «α-боëüøинства»,
в которых äëя принятия преäëожения необхоäиìо
и äостато÷но, ÷тобы еãо поääержаëа äоëя обще-
ства, превосхоäящая α ∈ [0, 1).

Центраëüное äëя äанной ìоäеëи преäпоëоже-
ние стохасти÷ности среäы, с оäной стороны, поз-
воëяет проявитüся ìноãиì базовыì феноìенаì
соöиаëüной реаëüности, а с äруãой, äает возìож-
ностü иссëеäоватü эти феноìены анаëити÷ескиìи
ìетоäаìи.

В теории ãоëосований преäпоëожение стохас-
ти÷ности обы÷но приìеняëосü к выбору ãоëосуþ-
щиìи своих позиöий (сì., наприìер, работу [4]),
а в кооперативной теории иãр — к пëатежаì в иãре
[5]. Особенностü наøей ìоäеëи — стохасти÷еский
ìеханизì ãенераöии преäëожений, которые ста-
вятся на ãоëосование. Иныìи сëоваìи, рассìат-

Дëя общества, состоящеãо из äвух спëо÷енных ãрупп бëизкой ÷исëенности, изу÷ена со-

öиаëüная äинаìика, опреäеëяеìая ãоëосованиеì в стохасти÷еской среäе. Поëу÷ены яв-

ные выражения приращений капитаëов ãрупп в зависиìости от параìетров среäы и «по-

роãов притязаний» ãрупп в ìоäеëи сëу÷айных бëужäаний, опреäеëяеìых ãоëосованиеì.

В ка÷естве проöеäур ãоëосования рассìотрены правиëа «еäиноãëасноãо принятия преäëо-

жений ãруппаìи» и «еäиноãëасноãо откëонения преäëожений ãруппаìи». Найäены пороãи

притязаний ãрупп, наибоëее выãоäные äëя у÷астников ãрупп и äëя общества в öеëоì.
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систеìа, стохасти÷еская среäа, сëу÷айные бëужäания.
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ривается ìоäеëü сëу÷айных бëужäаний, «утверж-
äаеìых» ãоëосованиеì. Упоìянеì в этой связи
работы (сì., наприìер, работу [6]), изу÷аþщие äи-
наìи÷ескуþ коррекöиþ посреäствоì ãоëосования
ставки наëоãа и т. п., и отìетиì, ÷то зäесü объект
выбора — указанная ставка, оптиìизируеìая в
раìках спеöиаëüных ìоäеëей произвоäства и пот-
ребëения, а не øаã сëу÷айноãо бëужäания в про-
странстве капитаëов. Отìетиì также неäавно вы-
øеäøий обзор ìоäеëей конкуренöии, связанных с
ãоëосованиеì [7].

1. ÎÆÈÄÀÅÌÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÊÀÏÈÒÀËÀ
×ËÅÍÎÂ ÃÐÓÏÏ

Пустü общество äеëится на äве ãруппы бëизкой
÷исëенности, кажäая из которых ãоëосует соëи-
äарно. Оäно из естественных правиë ãоëосования
требует, ÷тобы приниìаеìое преäëожение быëо
поääержано обеиìи ãруппаìи. Соответствуþщуþ
проöеäуру ãоëосования буäеì называтü процедурой
единогласного принятия предложений группами.
Пустü ãруппа 1 поääерживает преäëожение тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа оно привоäит к увеëи÷ениþ
среäнеãо капитаëа ее у÷астников не ìенее ÷еì на
t
1
, а ãруппа 2 ãоëосует «за», есëи преäëожение в

среäнеì увеëи÷ивает капитаë ее ÷ëенов не ìенее
÷еì на t

2
, ãäе t

1
 и t

2
 — варüируеìые параìетры, воз-

ìожно, отриöатеëüные. Преäставëяет интерес за-
висиìостü буäущих приращений капитаëов ãрупп
и всеãо общества от «пороãов притязаний» t

1
 и t

2
.

Наряäу с «проöеäурой еäиноãëасноãо принятия
преäëожений ãруппаìи» буäеì рассìатриватü
также правиëо, соãëасно котороìу äëя принятия
преäëожения необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы оно
быëо поääержано ëþбой из ãрупп. Соответствуþ-
щуþ проöеäуру ãоëосования назовеì процедурой
единогласного отклонения предложений группами,
поскоëüку при этой проöеäуре äëя откëонения
преäëожения необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы еãо
откëониëи обе ãруппы. Вывеäеì форìуëы среäних
приращений капитаëа при испоëüзовании указан-
ных проöеäур ãоëосования.

Теорема. Пусть для принятия предложения необ-
ходимо и достаточно, чтобы оно было поддержано
одной (любой) группой. Тогда математическое ожи-

дание приращения капитала1 члена группы i (i = 1, 2)
за один шаг выражается формулой

M( ) = μF
3–i

 + (μF
i
 + σ

i
f
i
) , (1)

где F
i
 = F(μ

i
/σ

i
),  = 1 – F

i
, f

i
 = f(μ

i
/σ

i
), f(•) и

F(•)— плотность и функция распределения стан-

дартной нормальной случайной величины2, μ
i
 = μ – t

i
,

σ
i
 = σ/ , t

i
 — порог среднего приращения капитала

членов группы i, превышение которого приводит к
поддержке предложения группой i, g

i
 — численность

группы i, μ и σ — параметры нормального распреде-

ления N(μ, σ2), которому подчиняются независимые
приращения капитала всех участников, образующие
предложение среды.

Если же для принятия предложения необходимо и
достаточно, чтобы его поддержали обе группы, то
математическое ожидание приращения капитала
члена группы i (i = 1, 2) за один шаг выражается
формулой

M( ) = (μF
i
 + σ

i
f
i
)F

3– i
. (2)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü G
1
 и G

2
 — события,

состоящие в поääержке преäëожения соответст-

венно ãруппой 1 и ãруппой 2, G
1
G

2
, G

1
 и  —

события, состоящие в оäновреìенной реаëизаöии
G

1
 и G

2
, G

1
 и äопоëнения G

2
, äопоëнений G

1
 и G

2
.

Пустü P(•) — вероятностü события.

Докажеì первое утвержäение теореìы. Пустü
äëя принятия преäëожения необхоäиìо и äоста-
то÷но, ÷тобы оно быëо поääержано ëþбой из
ãрупп. По форìуëе поëной вероятности äëя ìате-
ìати÷еских ожиäаний

M( ) = M( |G
3– i

)P(G
3– i

) +

+ M( |G
i

)P(G
i

) +

+ M( | )P( ). (3)

При  преäëожение не приниìается, по-

этоìу M( | ) = 0. При G
3–i

 преäëожение

приниìается, и из независиìости коìпонент век-

тора приращений капитаëа сëеäует M( |G
3–i

) = μ.

При G
i

 преäëожение также приниìается, и, в

сиëу независиìости коìпонент d
i
, M( |G

i
) =

= M(d
i
|G
i

) = M(d
i
|G
i
). Даëее, M(d

i
|G
i
) =

M( |G
i
), ãäе  — резуëüтат усреäнения коì-

понент преäëожения среäы, соответствуþщих

1
 Обозна÷ения с тиëüäой соответствуþт реаëüныì, т.е. по-

ëу÷енныì в äинаìике (в отëи÷ие от преäëаãаеìых среäой) при-
ращенияì капитаëа.
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ãруппе i. Заìетиì теперü, ÷то  — сëу÷айная ве-

ëи÷ина с распреäеëениеì N(μ, ), ãäе σ
i
 = σ/ ,

а событие G
i
 по усëовиþ состоит в тоì, ÷то  >

t
i
. Поëüзуясü выражениеì äëя усëовноãо среäнеãо

норìаëüно распреäеëенной сëу÷айной веëи÷ины
(оно нахоäится интеãрированиеì), поëу÷аеì окон-
÷атеëüно

M( |G
i

) = M( |  > t
i
) = μ + σ

i
f
i
/F

i
, (4)

ãäе F
i
 = F(μ

i
/σ

i
), f

i
 = f(μ

i
/σ

i
), μ

i
 = μ – t

i
. Наконеö,

нетруäно показатü, ÷то P(G
3– i

) = F
3– i

 и, в сиëу не-

зависиìости коìпонент преäëожения среäы,

P(G
i

) = P(G
i
)P( ) = F

i
. (5)

Поäставив все найäенные зна÷ения в форìуëу
(3), поëу÷аеì

M( ) = μF
3– i

 + (μ + σ
i
f
i
/F

i
)F
i

 =

= μF
3– i

 + (μF
i
 + σ

i
f
i
) ,

÷то и требоваëосü äоказатü.

Докажеì теперü второе утвержäение теореìы.
Пустü äëя принятия преäëожения необхоäиìо и
äостато÷но, ÷тобы оно быëо поääержано обеиìи
ãруппаìи. В этоì сëу÷ае

M( ) = M( |G
i
G

3– i
)P(G

i
G

3– i
). (6)

Анаëоãи÷но вывоäу форìуëы (4) поëу÷аеì

M( |G
i
G

3– i
) = M( |  > t

i
) = μ + σ

i
f
i
/F

i
(7)

и, анаëоãи÷но форìуëе (5),

P(G
i
G

3– i
) = P(G

i
)P(G

3– i
) = F

i
F

3– i
. (8)

Поäставëяя соотноøения (7) и (8) в форìуëу

(6), иìееì M( ) = (μF
i
 + σ

i
f
i
)F

3– i
, ÷то и требова-

ëосü äоказатü. �

Интерес преäставëяþт также сравнительные
приращения капитаëов äвух ãрупп: äëя ãруппы
важно не тоëüко скоëüко она поëу÷ает, но и как ее
резуëüтаты выãëяäят на фоне резуëüтатов äруãой
ãруппы. Ожиäаеìое зна÷ение приращения капита-
ëа ãруппы 1 за оäин øаã по сравнениþ с ãруппой 2

выражается веëи÷иной M(  – ). Доказанная

теореìа позвоëяет найти простые выражения äëя

M(  – ).

Следствие 1. В обозначениях теоремы, если для
принятия предложения достаточно поддержки лю-
бой группы, то

M(  – ) = σ
1
f
1

 – σ
2
f
2

. (9)

Если же необходима поддержка обеих групп, то

M(  – ) = σ
1
f
1
F

2
 – σ

2
f
2
F

1
. � (10)

Данное сëеäствие устанавëивается посреäствоì
простых тожäественных преобразований.

2. ÀÍÀËÈÇ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Дëя приìенения и интерпретаöии поëу÷енных
резуëüтатов рассìотриì сна÷аëа сëу÷ай, коãäа ìа-
теìати÷еское ожиäание преäëожений среäы равно
нуëþ, а среäнекваäрати÷ное откëонение равно 10:
μ = 0, σ = 10. Пустü в кажäой ãруппе по 300 у÷аст-
ников, и ãруппа 1 поääерживает преäëожение тоã-
äа и тоëüко тоãäа, коãäа оно привоäит к увеëи÷е-
ниþ ее суììарноãо капитаëа (t

1
 = 0) а пороã t

2

поääержки преäëожений ãруппой 2 (ее «пороã
притязаний») варüируется.

При испоëüзовании проöеäуры еäиноãëасноãо
принятия преäëожений ãруппаìи зависиìости
ожиäаеìых приращений капитаëов ãрупп и всеãо
общества от зна÷ения t

2
, заäаваеìые теореìой, иë-

ëþстрируþтся сëеäуþщей äиаãраììой (рис. 1).
В ÷астности, среäнее приращение капитаëа

ãруппы 2 выражается сиììетри÷ной коëокоëооб-
разной кривой. Это объясниìо: выбор поëожи-
теëüноãо пороãа (высокие притязания) привоäит к
тоìу, ÷то ÷астü преäëожений, в среäнеì выãоäных
äëя ãруппы 2, отверãается, а выбор отриöатеëüноãо
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Рис. 1. Ожидаемые приращения капиталов участников групп 1
и 2 при голосовании по правилу «единогласного принятия пред-
ложений группами», совпадающему в данном случае с правилом
большинства:
1 — ãруппа 1; 2 — ãруппа 2; 3 — разностü ìежäу ãруппаìи 1 и 2;
4 — общество в öеëоì; μ = 0; σ = 10; g

1
 = g

2
 = 300
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пороãа (снижение притязаний) привоäит к приня-
тиþ, наряäу с выãоäныìи äëя ãруппы 2 преäëоже-
нияìи, также и ряäа преäëожений, невыãоäных
äëя нее. И то, и äруãое снижает ожиäаеìые при-
ращения капитаëа ÷ëенов ãруппы 2. Нетривиаëен
тот факт, ÷то повыøение и понижение пороãа на
оäну и ту же веëи÷ину привоäит к оäинаковыì ре-
зуëüтатаì. Докажеì это.

Следствие 2. Пусть μ = 0. Тогда при фиксирован-
ных значениях параметров, кроме t

2
, любом действи-

тельном t и обеих рассматриваемых процедурах голо-

сования выполняется M( |t
2
 = t) = M( |t

2
 = –t).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе при μ = 0 и
принятии преäëожения ãоëосаìи оäной ãруппы
иìеет ìесто

M( ) = σ
2
f
2

, (11)

а в сëу÷ае необхоäиìости äëя принятия преäëоже-
ния поääержки äвух ãрупп

M( ) = σ
2
f
2
F

1
. (12)

Требуеìое утвержäение сëеäует из тоãо, ÷то σ
2

и F
1
 не зависят от t

2
, а зависиìостü f

2
 от t

2
, f

2
 =

= f , при μ = 0 явëяется ÷етной функöией. �

Замечание 1. Всëеäствие соотноøений (11) и
(12) при обеих рассìатриваеìых проöеäурах ãоëо-

сования зависиìостü M( ) от t
2
 пропорöионаëü-

на функöии норìаëüной пëотности, явëяþщейся
коëокоëообразной кривой с нуëевыìи преäеëü-
ныìи зна÷енияìи при t

2
 → –× и t

2
 → ×. Нако-

неö, есëи t
1
 = 0, то при обеих процедурах голосова-

ния M( ) = σ
2
f
2
. �

Даëее изу÷иì особенности соöиаëüной äина-
ìики äëя кажäой из рассìатриваеìых проöеäур
ãоëосования.

2.1. Ïðîöåäóðà åäèíîãëàñíîãî ïðèíÿòèÿ
ïðåäëîæåíèé ãðóïïàìè

При испоëüзовании проöеäуры «еäиноãëасноãо
принятия преäëожений ãруппаìи» äëя ãруппы 1
выãоäен низкий (отриöатеëüный) пороã t

2
 поä-

äержки преäëожений ãруппой 2. Действитеëüно,
при этоì ãруппа 2 не наëаãает вето практи÷ески ни
на какие преäëожения, выãоäные ãруппе 1, и ãруп-
па 1 ìаксиìизирует своþ выãоäу. При высокоì
пороãе t

2
, напротив, ãруппе 1 не уäается провоäитü

выãоäные äëя нее преäëожения.
Теперü преäпоëожиì, ÷то äëя ãруппы 2 важно

не äости÷ü ìаксиìаëüно возìожноãо среäнеãо
приращения капитаëа, а обеспе÷итü ìаксиìаëüно
возìожное превосхоäство переä ãруппой 1. Ины-

ìи сëоваìи, ãруппа 2 ìаксиìизирует не M( ), а

M(  – ). Эта заäа÷а ìожет бытü реøена ãруп-
пой 2 посреäствоì спеöиаëüноãо выбора «пороãа
притязаний» t

2
. Так, в приìере, показанноì на

рис. 1, при t
2
 ≈ 0,46 M(  – ) как функöия t

2
 äо-

стиãает своеãо ìиниìуìа, а M(  – ), соответс-
твенно, — ìаксиìуìа. В сëеäуþщеì преäëожении
найäеì зна÷ение «пороãа притязаний» t

2
 ãруппы 2,

äоставëяþщее ìаксиìуì веëи÷ине M(  – ).

Предложение 1. Пусть для принятия предложе-
ния среды необходимо и достаточно, чтобы оно было
поддержано обеими группами. Тогда ожидаемое пре-

восходство M(  – ) участника группы 2 по от-
ношению к участнику группы 1 по приращению ка-
питала достигает максимума при пороге притяза-
ний t

2
 группы 2, равном

 = μ + σ
1
f
1
/F

1
. (13)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Проäифференöируеì по
t
2
 выражение (10):

 =  =

= σ
1
f
1
f
2
(–1/σ

2
) – σ

2
f
2

F
1
.

Приравняв эту произвоäнуþ к нуëþ, поëу÷иì
требуеìое выражение (13). Найäя знак второй

произвоäной функöии M(  – ) по t
2
, устанав-

ëиваеì, ÷то äанная то÷ка явëяется то÷кой ìини-

ìуìа. Соответственно, функöия M(  – ) äости-
ãает в этой то÷ке ìаксиìуìа. �

Замечание 2. Отìетиì, ÷то найäенный опти-

ìаëüный «пороã притязаний»  ãруппы 2 не за-

висит от ее ÷исëенности g
2
. Интересно также, ÷то

выражение (13) совпаäает с выражениеì (4) при
i = 1. В своþ о÷ереäü, выражение (4) при i = 1 за-
äает среäнее зна÷ение приращения капитаëа ãруп-
пы 1 при усëовии, ÷то оно выøе пороãа t

1
. На этоì

набëþäении основан сëеäуþщий простой аëãо-
ритì оöенивания ãруппой 2 своеãо оптиìаëüноãо

«пороãа притязаний» : 1) реãистрироватü зна÷е-

ния среäнеãо приращения капитаëа у÷астников
ãруппы 1 в преäëожениях среäы, которые она поä-
äерживает; 2) это усреäненное по преäëоженияì
зна÷ение выбратü в ка÷естве пороãа t

2
. Итак, äëя

поëу÷ения ìаксиìаëüноãо сравнитеëüноãо пре-
иìущества ãруппа 2 äоëжна установитü «пороã

d2
˜ d2

˜

d2
˜ F1

d2
˜

μ t2–

σ2

-------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

d2
˜

d2
˜ 1

2
---

d2
˜

d2
˜ d1

˜

d1
˜ d2

˜

d2
˜ d1

˜

d2
˜ d1

˜

d2
˜ d1

˜

t2
+

dM d1
˜ d2

˜–( )
dt2

-------------------------------

d σ1f1F2 σ2 f2F1–( )
dt2

-------------------------------------------------

t2 μ–( )–

σ2
2

---------------------

d1
˜ d2

˜

d2
˜ d1

˜

t2
+

t2
+
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притязаний», боëее высокий, ÷еì у ãруппы 1. Как
отìе÷ено выøе, этот пороã äоëжен бытü равен
среäнеìу «наäпороãовоìу» зна÷ениþ приращений
капитаëа ãруппы 1. В ÷астности, äëя приìера на

рис. 1 форìуëа (13) äает  = . Есëи теперü

ãруппа 1 пожеëает поступитü так же, т. е. ìакси-

ìизироватü свое превосхоäство M(  – ) при

t
2

= , она äоëжна назна÷итü еще боëее высокий

пороã, и есëи проäоëжитü этот итераöионный про-
öесс, он привеäет к бесконе÷ноìу увеëи÷ениþ
притязаний и не буäет схоäящиìся (иãра не иìеет
равновесия по Нэøу). �

Как наибоëüøий сравнитеëüный выиãрыø

M(  – ) ãруппы 2 зависит от фиксированноãо
пороãа t

1
 притязаний ãруппы 1? Он ìаксиìаëен

при t
1
 → –×, поскоëüку при этоì ãруппа 1 поä-

äерживает все преäëожения, и реøения опреäеëя-
þтся ãруппой 2. При росте t

1
 он уìенüøается и

стреìится к нуëþ при t
1
 → ×, коãäа никакие ре-

øения не приниìаþтся из-за вето ãруппы 1.
Не ìенее интересен сëеäуþщий вопрос: «Какой

пороã притязаний t
2
 ãруппы 2 оптиìаëен äëя об-

щества в öеëоì, т. е. привоäит к наибоëüøеìу
ожиäаеìоìу приращениþ капитаëа всеãо обще-
ства?» Ответ на этот вопрос äает сëеäуþщее преä-
ëожение.

Предложение 2. Пусть для принятия предложе-
ния среды необходимо и достаточно, чтобы оно было
поддержано обеими группами. Тогда ожидаемое при-
ращение капитала общества достигает максимума
при пороге притязаний t

2
 группы 2, равном

 = – . (14)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сиëу теореìы (сì. фор-
ìуëу (2)) ожиäаеìое зна÷ение приращения капи-
таëа всеãо общества равно

g
1
M( ) + g

2
M( ) = g

1
(μF

1
 + σ

1
f
1
)F

2
 +

+ g
2
(μF

2
 + σ

2
f
2
)F

1
 = ((g

1
 + g

2
)μF

1
 + g

1
σ

1
f
1
)F

2
 +

+ g
2
σ

2
F

1
f
2
.

Произвоäная этой веëи÷ины по t
2
:

 = ((g
1
 + g

2
)μF

1
 +

+ g
1
σ

1
f
1
)f

2
(–1/σ

2
) + g

2
σ

2
F

1
f
2

.

Приравняв ее к нуëþ, поëу÷иì g
2
F

1
(  – μ) =

= –(g
1
 + g

2
)μF

1
 – g

1
σ

1
f
1
, сëеäствиеì ÷еãо явëяется

выражение (14). Нахожäениеì второй произвоä-
ной устанавëиваеì, ÷то это зна÷ение — то÷ка ìак-
сиìуìа. �

Замечание 3. Сравнение преäëожений 1 и 2
привоäит к неожиäанноìу резуëüтату: при g

1
 = g

2

зна÷ения «пороãа притязаний» t
2
 ãруппы 2, приво-

äящие к наибоëüøеìу превосхоäству ее переä
ãруппой 1 и к наиëу÷øиì резуëüтатаì äëя обще-
ства в öеëоì, противоположны. В ÷астности, это
так в приìере на рис. 1. Но äаже есëи g

1
 ≠ g

2
, по-

роãи  и  всеãäа иìеþт разные знаки (ëибо оба

равны 0), поскоëüку  = –(g
1
/g

2
) . �

Преäëожение 2 заäает зна÷ение t
2
, обеспе÷ива-

þщее ìаксиìаëüное приращение капитаëа всеãо
общества при фиксированноì t

1
. Какое зна÷ение t

1

обеспе÷ивает при этоì ãëобаëüный ìаксиìуì äëя
всеãо общества? О÷евиäно, ÷то искоìые зна÷ения
t
1
 и t

2
 уäовëетворяþт систеìе уравнений

t
1
 = – ;  t

2
 = – , (15)

ãäе σ
1
, σ

2
, f

1
, f

2
, F

1
 и F

2
 заäаны в теореìе. Реøение

систеìы (15), скорее всеãо, не ìожет бытü выра-
жено посреäствоì станäартных функöий äаже в
простейøеì сëу÷ае g

1
 = g

2
, коãäа она привоäится

к виäу

t
1
 = –μ – σ

1
f
1
/F

1
;  t

2
 = t

1
.

Теì не ìенее, это реøение ìожет бытü найäено
÷исëенно. Так, зависиìостü оптиìаëüноãо äëя об-
щества пороãа притязаний t обеих ãрупп от μ при
g
1
 = g

2
 = 300 и σ = 10 показана на рис. 2.

t2
+ 2

3π
------

d1
˜ d2

˜

t2
+

d2
˜ d1

˜

t2
0 g1

g2

----- μ
σ1f1
F1

----------+⎝ ⎠
⎛ ⎞

d1
˜ d2

˜

d g1M d1
˜( ) g2M d2

˜( )+( )
dt2

-----------------------------------------------------------

t2 μ–( )–

σ2
2

---------------------

t2
0

t2
+

t2
0

t2
0

t2
+

g2

g1

----- μ
σ2 f2
F2

-----------+⎝ ⎠
⎛ ⎞ g1

g2

----- μ
σ1 f1
F1

-----------+⎝ ⎠
⎛ ⎞

–2 –1 0 1

0,2

Бëаãоприятностü среäы μ

П
о
р
о
ã 
t

–0,2

–0,6

–1

Рис. 2. Зависимость порога притязаний групп t = t
1
 = t

2
, макси-

мизирующего приращение капитала всего общества, от парамет-
ра m при g

1
 = g

2
 = 300 и s = 10
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В ÷астности, при g
1
 = g

2
 =  и μ = 0 оптиìаëüно

зна÷ение пороãа t = –σy
0
/ , ãäе y

0
 ≈ 0,506 — ре-

øение уравнения y = f(y)/F(y), f(y) и F(y) — пëот-
ностü и функöия распреäеëения станäартной нор-
ìаëüной сëу÷айной веëи÷ины.

Оäин из наибоëее интересных резуëüтатов äан-
ноãо этапа иссëеäования состоит в тоì, ÷то при ãо-
ëосовании по проöеäуре «еäиноãëасное принятие
преäëожений ãруппаìи» оптиìаëüный äëя обще-
ства пороã притязания ãрупп отриöатеëен: в сëу÷ае
g
1
 = g

2
 он стреìится к нуëþ снизу при μ → –× и

асиìптоти÷ески прибëижается к пряìой t = –μ
при μ → × (сì. рис. 2). Отриöатеëüностü пороãов
притязания ãрупп озна÷ает ãотовностü к уìерен-
но неãативноìу резуëüтату, т. е. опреäеëеннуþ
скëонностü к риску.

2.2. Ïðîöåäóðà åäèíîãëàñíîãî îòêëîíåíèÿ
ïðåäëîæåíèé ãðóïïàìè

Обратиìся теперü к «проöеäуре еäиноãëасноãо
откëонения преäëожений ãруппаìи». При ее ис-
поëüзовании äëя принятия новоãо преäëожения
среäы äостато÷но оäобрения еãо ëþбой из ãрупп в
отäеëüности. Анаëити÷еские резуëüтаты, поëу÷ен-
ные в § 1, иëëþстрируþтся äиаãраììой, показан-
ной на рис. 3.

Нетруäно заìетитü, ÷то эта äиаãраììа выãëяäит
как зеркаëüное отражение первой (сì. рис. 1). Дан-
ное набëþäение соответствует äействитеëüности.
А иìенно, выпоëняется сëеäуþщее утвержäение.

Следствие 3 (из теореìы). Пусть μ = 0. Тогда
при фиксированных значениях параметров, кроме t

2
,

и любом действительном t ( |t
2
 = t) =

= ( |t
2
 = –t), где  относится к про-

цедуре голосования, в которой для принятия предло-
жения необходимо и достаточно одобрение его обеими

группами, а  — к процедуре, где необходимо и

достаточно одобрение любой из групп. Если, кроме

того, t
1
 = 0, то имеем также ( |t

2
 = t) =

= ( |t
2
 = t) при любом действительном t.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе при μ = 0
иìеет ìесто

( |t
2
 = –t) = σ

1
f
1
F(t/σ

1
),

( |t
2
 = t) = σ

1
f
1
(1 – F(–t/σ

1
)) =

= σ
1
f
1
F(t/σ

1
) = ( |t

2
 = –t).

Есëи, кроìе тоãо, t
1
 = 0, то ( |t

2
 = t) =

= σ
2
f(–t/σ

2
)F(0) = ( |t

2
 = t), ÷то и требо-

ваëосü äоказатü. �
Замечание 4. Поскоëüку в сиëу сëеäствия 2 при

μ = 0 M( |t
2
 = t) = M( |t

2
 = –t) äëя кажäой из рас-

сìатриваеìых проöеäур ãоëосования, выпоëнение
усëовий μ = 0 и t

1
 = 0 привоäит к тоìу, ÷то зави-

сиìости, построенные при проöеäуре ãоëосования
G

1
 ∨ G

2
, поëу÷аþтся из соответствуþщих зависи-

ìостей при проöеäуре G
1
 ∧ G

2
 отражениеì отно-

ситеëüно оси орäинат. Такиì образоì, сëу÷аи ãо-
ëосования с правиëаìи «еäиноãëасноãо принятия
преäëожений ãруппаìи» и «еäиноãëасноãо откëо-
нения преäëожений ãруппаìи», нейтраëüной сре-
äе (μ = 0), t

1
 = 0 и ëþбых ÷исëенностях ãрупп в оп-

реäеëенноì сìысëе «обратноäопоëнитеëüны». �
Отìетиì, ÷то при проöеäуре G

1
 ∨ G

2
 ãруппе 1

выãоäно, ÷тобы ãруппа 2 иìеëа завыøенные при-
тязания (высокий пороã t

2
). Тоãäа при не стоëü

высокоì поëожитеëüноì пороãе t
1
 боëüøинство

реøений приниìается в интересах ãруппы 1. На-
против, при низкоì пороãе t

2
 ãруппа 2 обеспе÷и-

вает реаëизаöиþ практи÷ески всех преäëожений
среäы, и боëüøинство преäëожений, невыãоäных
äëя ãруппы 1, также прохоäит ÷ерез «сито» ãоëо-
сования.

Рассìотриì заäа÷у ìаксиìизаöии ãруппой 2

своеãо превосхоäства M(  – ) переä ãруппой 1
при проöеäуре ãоëосования G

1
 ∨ G

2
.

Предложение 3. Пусть для принятия предложе-
ния необходимо и достаточно, чтобы оно было под-
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Рис. 3. Ожидаемые приращения капиталов участников групп 1
и 2 при «процедуре единогласного отклонения предложений груп-
пами»:
1 — ãруппа 1; 2 — ãруппа 2; 3 — разностü ìежäу ãруппаìи 1 и 2;
4 — общество в öеëоì; μ = 0; σ = 10; g

1
 = g

2
 = 300
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˜
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˜
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держано любой из групп. Тогда ожидаемое превос-

ходство M(  – ) участника группы 2 по отноше-

нию к участнику группы 1 по приращению капитала
достигает максимума при пороге притязаний t

2

группы 2, равном

 = μ – σ
1
f
1
/ . (16)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Проäифференöируеì по
t
2
 выражение (9):

 =  =

= σ
1
f
1
f
2
(1/σ

2
) – σ

2
f
2

.

Приравняв эту произвоäнуþ к нуëþ, поëу÷иì
требуеìое выражение (16). Найäя знак второй

произвоäной функöии M(  – ) по t
2
, устанавëи-

ваеì, ÷то äанная то÷ка явëяется то÷кой ìиниìуìа

(äоставëяþщей ìаксиìуì веëи÷ине M(  – )). �

Наибоëüøий сравнитеëüный выиãрыø

M( – ) ãруппы 2, äостиãаеìый при пороãе

притязаний , стреìится к нуëþ при t
1
 → –×(при

этоì все преäëожения приниìаþтся ãоëосаìи
ãруппы 1) и ìаксиìаëен при t

1
 → ×, коãäа ãруппа

1 устраняется от принятия реøений.

Как и в сëу÷ае ãоëосования по проöеäуре G
1
 ∧ G

2
,

обратиìся к заäа÷е ìаксиìизаöии капитаëа всеãо
общества посреäствоì выбора t

2
. Реøение ее äает-

ся сëеäуþщиì преäëожениеì.

Предложение 4. Пусть для принятия предложе-
ния среды необходимо и достаточно, чтобы оно было
поддержано любой из групп. Тогда ожидаемое при-
ращение капитала всего общества достигает мак-
симума при пороге притязаний группы 2

 = – . (17)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сиëу теореìы (сì. фор-
ìуëу (1)) ожиäаеìое зна÷ение приращения капи-
таëа всеãо общества равно

g
1
M( ) + g

2
M( ) = g

1
(μF

2
 + (μF

1
 + σ

1
f
1
) ) +
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2
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2
f
2
) ) = (g

1
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2
)μF

1
 + g

1
σ

1
f
1
 +

+ g
2
σ

2
f
2
 + (g

1
(μ – μF

1
 – σ

1
f
1
) + g

2
μ )F

2
.

Произвоäная этой веëи÷ины по t
2
:

 = g
2
σ

2
f
2

 +

+ (g
1
(μ – μF

1
 – σ

1
f
1
) + g

2
μ )f

2
(–1/σ

2
).

Приравняв ее к нуëþ, поëу÷иì: –g
2

(  – μ) =

= g
1
(μ  – σ

1
f
1
) + g

2
μ , ÷то привоäит к соотно-

øениþ (17). Нахожäениеì второй произвоäной
устанавëиваеì, ÷то äанное зна÷ение — то÷ка ìак-
сиìуìа. �

Замечание 5. Сравнивая преäëожения 3 и 4,
как и в сëу÷ае проöеäуры G

1
 ∧ G

2
 поëу÷аеì, ÷то

при g
1
 = g

2
 зна÷ения «пороãа притязаний» t

2
 ãруп-

пы 2, привоäящие к наибоëüøеìу ее превосхоäс-
тву переä ãруппой 1 и к наиëу÷øиì резуëüтатаì
äëя общества в öеëоì, противоположны. В ÷аст-
ности, это так в приìере, показанноì на рис. 3.

Но и в сëу÷ае, коãäа g
1
 ≠ g

2
, пороãи  и  всеãäа

иìеþт разные знаки (ëибо оба равны 0), поскоëü-
ку, как и при ãоëосовании по проöеäуре G

1
 ∧ G

2
,

 = –(g
1
/g

2
) . �

Рассìотриì теперü вопрос о ìаксиìизаöии
приращения капитаëа всеãо общества при проöе-
äуре G

1
 ∨ G

2
. Зäесü также резуëüтат в некотороì

сìысëе äвойственен поëу÷енноìу äëя проöеäуры
G

1
 ∧ G

2
. А иìенно, в сиëу преäëожения 4, пороãи

притязания ãрупп t
1
 и t

2
, ìаксиìизируþщие при-
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Рис. 4. Зависимость порога притязаний групп t = t
1
 = t

2
, макси-

мизирующего приращение капитала всего общества, от парамет-
ра m при g

1
= g

2
 = 300 и s = 10
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ращение капитаëа всеãо общества, уäовëетворяþт
систеìе уравнений

t
1
 = – ;  t

2
 = – ,

ãäе σ
1
, σ

2
, f

1
, f

2
, F

1
 и F

2
 заäаны в теореìе 1. В про-

стейøеì сëу÷ае, коãäа g
1
 = g

2
, эта систеìа уравне-

ний своäится к систеìе

t
1
 = –μ + σ

1
f
1
/ ;  t

2
 = t

1
.

Зависиìостü оптиìаëüноãо äëя общества поро-
ãа притязаний t обеих ãрупп от μ при g

1
 = g

2
 = 300

и σ = 10 показана на рис. 4. В ÷астности, при g
1

=

= g
2
 =  и μ = 0 зна÷ение этоãо пороãа t = σy

0
/ ,

ãäе y
0
 ≈ 0,506 — реøение уравнения y = f(y)/F(y),

f(y) и F(y) — пëотностü и функöия распреäеëения
станäартной норìаëüной веëи÷ины.

В отëи÷ие от ãоëосования по проöеäуре G
1
 ∧ G

2
,

оптиìаëüный äëя общества пороã притязаний
ãрупп зäесü поëожитеëен: при g

1
 = g

2
 он стреìится

к нуëþ сверху при μ → × и асиìптоти÷ески при-
бëижается к пряìой t = –μ при μ → –× (сì. рис. 4).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе изу÷ается соöиаëüная äинаìика, оп-
реäеëяеìая ãоëосованиеì äвух спëо÷енных ãрупп
в стохасти÷еской среäе. Рассìатриваþтся ãруппы,
приìерно равные по ÷исëенности («äвухпар-
тийная систеìа»), ÷то äеëает естественной проöе-
äуру ãоëосования, преäпоëаãаþщуþ необхоäи-
ìостü поääержки преäëожения обеиìи ãруппаìи
äëя принятия этоãо преäëожения — «проöеäуру
еäиноãëасноãо принятия преäëожений ãруппаìи».
Нескоëüко ìенее естественна проöеäура, в соот-
ветствии с которой äëя принятия новоãо преäëоже-
ния äостато÷но поääержки еãо ëþбой из ãрупп —
«проöеäура еäиноãëасноãо откëонения преäëоже-
ний ãруппаìи».

Испоëüзование этой проöеäуры, оäнако, не
привоäит к бесконе÷ноìу ÷ереäованиþ противо-
ре÷ащих äруã äруãу реøений, преäëаãаеìых äвуìя
ãруппаìи, поскоëüку преäëожения в ìоäеëи ãене-
рируþтся по сëу÷айноìу закону.

Кажäая из ãрупп поääерживает те, и тоëüко те
преäëожения, которые привоäят к приращениþ
среäнеãо капитаëа ее у÷астников, превосхоäящеìу
выбранный ãруппой «пороã притязаний». Изу÷ает-
ся зависиìостü соöиаëüной äинаìики от пороãов
притязаний ãрупп.

Анаëити÷ески поëу÷ены зависиìости прира-
щений капитаëов ãрупп от пороãов их притязаний.
Установëено, ÷то при «проöеäуре еäиноãëасноãо
принятия преäëожений ãруппаìи» и оäинаковой

÷исëенности ãрупп пороãи притязаний ãруппы,
обеспе÷иваþщие ей наибоëüøее превосхоäство
переä äруãой ãруппой и наибоëüøее приращение
капитаëа общества в öеëоì, — противопоëожны.
Первый из этих пороãов равен среäнеìу прираще-
ниþ капитаëа ÷ëенов конкурируþщей ãруппы по
преäëоженияì, которые посëеäняя поääерживает.
Установëено, ÷то пороãи притязаний ãрупп, обес-
пе÷иваþщие ìаксиìаëüное приращение капитаëа
всеãо общества, всеãäа отриöатеëüны, и найäен
виä зависиìости этих пороãов от параìетров сре-
äы. Анаëоãи÷ные (а по существу, äвойственные)
резуëüтаты поëу÷ены äëя сëу÷ая испоëüзования
проöеäуры «еäиноãëасноãо откëонения преäëоже-
ний ãруппаìи».

Изу÷енные феноìены не спеöифи÷ны äëя рас-
сìатриваеìой ìоäеëи; наибоëее важные из них
иìеþт описанные в ëитературе прототипы в соöи-
аëüной реаëüности.
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