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ÌÅÒÀÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÄËß ÌÍÎÃÎÀÃÅÍÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ1

М.С. Германчук, Д.В. Лемтюжникова, В.А. Лукьяненко

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Моäеëирование проöессов на сетях опреäеëяет-
ся сëожностüþ структуры сетей. Боëüøинство из-
вестных сетей — соöиаëüные, инфраструктурные,
ресурсные, транспортные — сëожные. Актуаëüны-
ìи явëяþтся заäа÷и построения ìарøрутов на та-
ких сетях, наприìер, заäа÷а ìарøрутизаöии типа
ìноãих коììивояжеров. С äруãой стороны, заäа÷и
ìарøрутизаöии на сëожных сетях привоäят к ти-
пи÷ныì приìераì постановок в виäе заäа÷ äиск-
ретной оптиìизаöии (ДО) с разреженныìи ìатри-
öаìи [1, 2], äëя которых приìениìы äекоìпози-
öионные поäхоäы [3]. Оäнако не ìенüøий интерес

преäставëяþт ìетаэвристи÷еские аëãоритìы на
основе ìоäеëей реаëüных проöессов ãенетики,
äвижения п÷еëиноãо роя и ìуравüиных коëоний,
отжиãа и äр. В работе приìенен ìноãоаãентный
поäхоä, который реаëизуется с поìощüþ эвоëþ-
öионных аëãоритìов.
Рассìатриваþтся ìноãоаãентные заäа÷и ìарø-

рутизаöии (Multiple Traveling Salesman Problems,
MTSP). В кëасси÷еской постановке коììивояжер
äоëжен объехатü все ãороäа и вернутüся в на÷аëü-
нуþ то÷ку. Заäа÷а MTSP форìуëируется как обоб-
щение этой заäа÷и äëя ìноãих коììивояжеров,
при÷еì в ка÷естве станäартных öеëевых функöий
в соответствуþщей заäа÷е ДО выступаþт ìиниìи-
заöия общей стоиìости пути m обхоäов всех коì-
ìивояжеров иëи ìиниìизаöия саìоãо äëинноãо
обхоäа äëя ëþбоãо коììивояжера.

Аннотация. Рассìатриваþтся заäа÷и построения ìарøрутов в сëожных сетях ìноãиìи
аãентаìи-коììивояжераìи. Форìаëизаöия привоäит к заäа÷аì псевäобуëевой äискрет-
ной оптиìизаöии с оãрани÷енияìи, у÷итываþщиìи спеöифику построения ìарøрутов.
Разреженностü ìатриöы оãрани÷ений позвоëяет приìенятü äекоìпозиöионные поäхоäы
и кëастеризаöиþ сети. Разработка прибëиженных аëãоритìов выбора ìарøрутов в сëож-
ных сетях связана с у÷етоì свойств структуры сети, ее сëожности, наëи÷ия оãрани÷ений,
преäписаний, усëовий äостижиìости, ÷исëа аãентов-коììивояжеров. Показано, ÷то ре-
øение заäа÷ ìарøрутизаöии ìожет базироватüся на приìенении ìноãоаãентноãо поä-
хоäа в со÷етании с кëастеризаöией (äекоìпозиöией) исхоäной заäа÷и и ìетаэвристик.
Мноãоаãентные систеìы с роевыì интеëëектоì приìеняþтся äëя реøения сëожных заäа÷
äискретной оптиìизаöии, которые неëüзя эффективно реøитü с поìощüþ кëасси÷еских
аëãоритìов. Аãентная ìоäеëü äëя сëожной сети заäа÷и типа ìноãих коììивояжеров ста-
новится интеëëектуаëизированной систеìой, опреäеëяþщей эвристи÷еские аëãоритìы
поиска оптиìаëüноãо реøения реактивныìи аãентаìи (сëеäуþщиìи заëоженныì в них
правиëаì). Приìеняþтся коìпозиöии поäробно описанных аëãоритìов, которые хоро-
øо себя зарекоìенäоваëи в вы÷исëитеëüных экспериìентах: ìоäификаöии ãенети÷еско-
ãо аëãоритìа, ìуравüиноãо, роевоãо (п÷еëиной коëонии), иìитаöии отжиãа. Преäëожен
и реаëизован обобщенный аëãоритì, в котороì исхоäной сети ставится в соответствие
боëее простая сетü (сетü обëета). Чисëенный экспериìент в этоì сëу÷ае провеäен äëя за-
äа÷и ìарøрутизаöии по карте ГИС äëя ãороäской инфраструктуры. Реаëизованы аëãо-
ритìы кëастеризаöии, в которых первона÷аëüно пройäенные ìарøруты уто÷няþтся с
поìощüþ аëãоритìов 2-opt, иìитаöии отжиãа и äруãих ìетаэвристик. Дается сравнение
приìеняеìых аëãоритìов и иëëþстраöия их работы.

Ключевые слова: ìетаэвристи÷еские аëãоритìы, ìноãоаãентные заäа÷и оптиìизаöии, äискретная
оптиìизаöия, псевäобуëевые заäа÷и.

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ

(ãрант № 18-31-00458, № 20-58-S52006).
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Мноãие заäа÷и этоãо типа соäержат оãроìное
÷исëо неизвестных и оãрани÷ений, поэтоìу они
труäно реøаеìы. Известно, ÷то MTSP в общеì ви-
äе явëяется NP-труäной, поэтоìу äëя боëüøих за-
äа÷ весüìа актуаëüныìи преäставëяþтся способы
уìенüøения вы÷исëений.
Разнообразие заäа÷ ìарøрутизаöии опреäеëя-

ется структурой сети, на которой нужно выбратü
наиëу÷øий ìарøрут. Актуаëüностü таких заäа÷
сëеäует из их практи÷еской поëезности. Разнооб-
разие пубëикаöий по этой теìатике поäтвержäает
необхоäиìостü разработки прибëиженных аëãо-
ритìов выбора оптиìаëüных ìарøрутов в сëож-
ных сетях — на ãрафах боëüøоãо разìера. Заäа÷и
ìарøрутизаöии преäставëяþт собой важнуþ со-
ставëяþщуþ прикëаäной (аëãоритìи÷еской) тео-
рии ãрафов, в раìках которой рассìатривается
построение разëи÷ноãо роäа путей, ìарøрутов,
распреäеëение потоков, разбиение, кëастеризаöия
и äекоìпозиöия ãрафов. Разработка аëãоритìов в
таких заäа÷ах связана с у÷етоì свойств структуры
сети, ее сëожности, наëи÷ия оãрани÷ений, преä-
писаний, усëовий äостижиìости, ÷исëа аãентов-
коììивояжеров.
В статüе [4] показано, ÷то äëя MTSP у÷ет äо-

поëнитеëüной инфорìаöии ìеняет ìатеìати÷ес-
куþ постановку заäа÷и и аëãоритìы ее реøения.
В ìноãоаãентноì поäхоäе возникает свой кëасс за-
äа÷, обусëовëенных повеäениеì и управëениеì
интеëëектуаëüныìи аãентаìи в усëовиях взаиìо-
äействия, наприìер, в анаëизе аëãоритìов ìарø-
рутизаöии, основанных на кëастеризаöии ãрафов.
В работе преäпоëаãается, ÷то со÷етание разëи÷-
ных постановок заäа÷ (псевäобуëевой оптиìиза-
öии боëüøой разìерности) с кëастеризаöией (äе-
коìпозиöией), с приìенениеì ãенети÷еских и
эвоëþöионных аëãоритìов (ìетаэвристик [5]) поз-
воëяет эффективно приìенятü ìноãоаãентный
поäхоä äëя реøения заäа÷ MTSP.
В настоящей статüе:
— привеäен краткий обзор ìноãоаãентных сис-

теì äëя заäа÷и коììивояжера;
— рассìотрен кëасс заäа÷ прикëаäной теории

ãрафов, который преäставëяет собой проäоëжение
иссëеäования структуры сëожных сетей;

— сäеëаны новые постановки заäа÷ ìарøрути-
заöии типа ìноãих коììивояжеров;

— преäëожен и реаëизован обобщенный аëãо-
ритì, в котороì исхоäной сети ставится в соот-
ветствие боëее простая сетü, äуãаì соответствует
расстояние по пряìой (сетü обëета);

— реаëизованы аëãоритìы кëастеризаöии, пер-
вона÷аëüно найäенные ìарøруты уто÷няþтся с
поìощüþ аëãоритìов 2-opt, иìитаöии отжиãа и
äруãих ìетаэвристик;

— в резуëüтате вы÷исëитеëüноãо экспериìента
выбраны такие аëãоритìы, как обобщенный ãе-

нети÷еский, иìитаöии отжиãа, обобщенноãо роя
и äр., которые необхоäиìы äëя напоëнения ìно-
ãоаãентной систеìы;

— провеäен ÷исëенный экспериìент на приìе-
ре ìноãосëойной сети ГИС Боëüøой Яëты;

— провеäен экспериìент, поäтвержäаþщий не-
обхоäиìостü приìенения боëüøих вы÷исëений.

1. ÎÁÇÎÐ ÌÍÎÃÎÀÃÅÍÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Мноãоаãентные систеìы (МАС) состоят из са-
ìостоятеëüных интеëëектуаëüных аãентов (в наøеì
сëу÷ае — аãентов-коììивояжеров), взаиìоäейст-
вуþщих äруã с äруãоì и с окружаþщей среäой.
Аãентоì ìожет бытü проãраììа со спеöифи÷ныìи
характеристикаìи иëи абстрактный интеëëекту-
аëüный аãент, преäставëяþщий собой форìаëи-
зованное описание äействуþщеãо в реаëüной сис-
теìе ëиöа. У кажäоãо аãента естü свое преäстав-
ëение о среäе, текущее состояние, ëоãика и öеëи,
форìируþщие еãо повеäение. Работа аãента со-
стоит в сборе и посëеäуþщей обработке инфор-
ìаöии äëя принятия реøения. Аãенты ìоãут бытü
независиìыìи иëи соревноватüся ìежäу собой за
некоторые ресурсы. Гëавныì отëи÷иеì МАС с÷и-
таþтся интеëëектуаëüностü ее аãентов и развитостü
их преäставëений о внеøней среäе. Аãенты äеëят-
ся на коãнитивных (интеëëектуаëüных) и реак-
тивных (сëеäуþщих заëоженныì в них правиëаì).
В первуþ ãруппу вхоäят МАС, построенные на не-
боëüøоì ÷исëе высокоинтеëëектуаëüных аãентов
(сëожные проãраììы иëи систеìы искусственноãо
интеëëекта), поëüзуþщихся обу÷аþщиìи нейрон-
ныìи сетяìи иëи экспертныìи систеìаìи. При
этоì систеìа отве÷ает за распреäеëение заäа÷ ìеж-
äу испоëнитеëяìи и обеспе÷ивает общение аãен-
тов и их взаиìоäействие со среäой. Вторая ãруппа
МАС строится с испоëüзованиеì боëüøоãо ÷исëа
(äесятки — тыся÷и) аãентов с простой структу-
рой, которые не обëаäаþт сëожныì повеäениеì.
Их особенностü закëþ÷ается в проявëении сëож-
ноãо повеäения как резуëüтате совìестных äейст-
вий ìножества простых реактивных аãентов. Та-
кие МАС называþт ìноãоаãентныìи систеìаìи с
роевыì интеëëектоì. Как правиëо, возìожности
МАС испоëüзуþтся äëя реøения сëожных заäа÷
ДО, которые неëüзя эффективно реøитü кëасси-
÷ескиìи аëãоритìаìи. Есëи в ка÷естве среäы взятü
сëожнуþ сетü заäа÷и ìноãих коììивояжеров, то
аãентная ìоäеëü становится интеëëектуаëизиро-
ванной систеìой, опреäеëяþщей эвристи÷еские
аëãоритìы äëя поиска оптиìаëüноãо реøения ре-
активныìи аãентаìи. Наприìер, коëония ìуравü-
ев способна нахоäитü крат÷айøий путü äо öеëи и
ìожет бытü заäействована аãентоì-коììивояже-
роì äëя нахожäения крат÷айøеãо заìкнутоãо ìар-
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øрута (ãаìиëüтоновоãо öикëа во взвеøенноì ãра-
фе) [6, 7].
За ãоäы иссëеäований заäа÷и коììивояжера

быëо преäëожено боëüøое ÷исëо то÷ных и эврис-
ти÷еских аëãоритìов [5]. Из то÷ных приìеняþт
аëãоритìы äинаìи÷ескоãо проãраììирования и
аëãоритìы, базируþщиеся на ìетоäе ветвей и ãра-
ниö, а на практике ÷аще поëüзуþтся ãенети÷ески-
ìи и эвоëþöионныìи аëãоритìаìи (аëãоритìаìи
роя ÷астиö, ìуравüиной коëонии [8]).
Привеäеì краткий обзор совреìенных ìето-

äов реøения MTSP на основе ìоäеëирования ре-
аëüных проöессов. Саìыì распространенныì äëя
реøения MTSP явëяется ãенети÷еский аëãоритì
(ГА). В работе [9] MTSP преäëаãается в ка÷естве
ìоäеëи ãëобаëüной заäа÷и оптиìизаöии сбора
нектара öветов, наприìер, нектарныìи ëету÷иìи
ìыøаìи. Моäеëü вкëþ÷ает в себя нескоëüко неза-
висиìых животных и ìноãо öветов, соäержание
нектара в которых зависит от вреìени. Авторы с
поìощüþ ГА наøëи оптиìаëüное зна÷ение öеëе-
вой функöии с экспериìентаëüно поëу÷енныìи
параìетраìи. Дëя опреäеëения расстояний приìе-
няется распреäеëение Леви, ÷то типи÷но äëя ес-
тественных собиратеëей нектара. В отëи÷ие от ìно-
ãих ìоäеëей, в статüе не äеëается преäпоëожений
о прироäе распреäеëения äаëüности поëета. Преä-
ставëены äанные поëевых экспериìентов в Коста-
Рике. Кроìе поäтвержäения работоспособности
ìоäеëи авторы обнаружиëи, ÷то ëету÷ие ìыøи
способны запоìинатü поëожения исто÷ников пи-
щи и ÷асти÷но оптиìизироватü свои ìарøруты.
Моäеëирование повеäения капëи как аãента

äëя поиска реøения в заäа÷е о рþкзаке быëо преä-
ëожено в 2008 ã. иранскиì у÷еныì в работе [10].
В статüе [11] рассìатривается MTSP с ìиниìи-

заöией суììы расстояний всех ìарøрутов. Мо-
äеëü вкëþ÷ает в себя нескоëüко скëаäов, закрытый
путü и требование ìиниìаëüноãо ÷исëа ãороäов,
которые äоëжен посетитü кажäый аãент. Дëя реøе-
ния заäа÷ преäëаãается äва ГА. Первый приìеня-
ется в со÷етании с выбороì руëетки и эëитарныì
выбороì, в котороì преäëаãаþтся ÷етыре новых
виäа ìутаöионной операöии. Второй связывает от-
бор и ìутаöиþ вìесте. Приìеняþтся новый опе-
ратор сеëекöии и боëее поëный оператор ìутаöии.
Дëя сравнитеëüноãо анаëиза привоäятся аëãоритì
оптиìизаöии роя ÷астиö и аëãоритì оптиìизаöии
инвазивных сорняков. Аëãоритìы проверяþтся с
поìощüþ общеäоступных тестов TSPLIB1. Про-
извоäитеëüностü оöенивается с поìощüþ серии
сравнитеëüных экспериìентов. Показано, ÷то вто-
рой ГА показывает ëу÷øие резуëüтаты в сравнении
с аëãоритìаìи роя ÷астиö и инвазивных сорняков.

В работе [12] преäëожены новые операторы äëя
основных øаãов ГА: скрещивания и иниöиаëи-
заöии попуëяöии. Основанная на теории ãрупп
ìетоäика ãенераöии обеспе÷ивает уникаëüностü
÷ëенов в попуëяöии и, сëеäоватеëüно, отсутствие
избыто÷ности в пространстве поиска, а также уст-
раняет эффект сëу÷айной иниöиаëизаöии. В преä-
ëоженноì операторе скрещивания расстояние
Хэììинãа сохраняется и существует о÷енü ìаëо
øансов произвести новоãо потоìка, который сов-
паäет с ÷ëеноì попуëяöии. Дëя эффективноãо
преäставëения пространства поиска приìеняется
ìетоä преäставëения нескоëüких хроìосоì äëя
коäирования пространства поиска MTSP. Авторы
оöениваþт и сравниваþт преäëоженнуþ ìетоäику
с ìетоäаìи, вкëþ÷аþщиìи описанные в статüе
[13] операторы скрещивания äëя äвух станäартных
öеëевых функöий. Экспериìентаëüные резуëüтаты
показываþт, ÷то преäëоженный ГА äает ëу÷øий
резуëüтат по сравнениþ со всеìи ÷етырüìя ìето-
äаìи äëя второй öеëевой функöии MTSP.
В статüе [14] преäëаãается новый эффективный

ГА с ëокаëüныìи оператораìи äëя реøения MTSP
и поëу÷ения высокока÷ественноãо реøения в ра-
зуìные сроки äëя реаëüных приëожений. Два но-
вых ëокаëüных оператора преäназна÷ены äëя ус-
корения конверãенöии проöесса поиска и повы-
øения ка÷ества реøения. Резуëüтаты показываþт,
÷то аëãоритì нахоäит ëу÷øий набор путей с эко-
ноìией 9,62 % в среäнеì по стоиìости.
Также в ëитературе встре÷ается приìенение

ãибриäных аëãоритìов на базе ГА. В работе [15]
преäëаãается новый ãибриäный поäхоä, который
преäставëяет собой коìбинаöиþ трех аëãоритìов:
ìоäифиöированной коëонии ìуравüев, 2-opt и ГА.
С поìощüþ аëãоритìа ìуравüиной коëонии ãене-
рируþтся реøения, на которых приìеняется аë-
ãоритì 2-opt äëя их уëу÷øения. Даëее происхо-
äит уëу÷øение ка÷ества реøений посреäствоì ГА.
При÷ина объеäинения выøеупоìянутых аëãорит-
ìов закëþ÷ается в испоëüзовании их сиëüных сто-
рон как в ãëобаëüноì, так и в ëокаëüноì поиске.
Преäëаãаеìый поäхоä оöенивается с у÷астиеì раз-
ëи÷ных экзеìпëяров äанных из станäартных конт-
роëüных показатеëей. По критерияì TSPLIB äëя
боëüøих заäа÷ преäëоженный аëãоритì показы-
вает ëу÷øие резуëüтаты, ÷еì нынеøний наибоëее
известный M-GELS (Modified Gravitational Emula-
tion Local Search) поäхоä [16]. Дëя заäа÷ ìенüøей
разìерности он äеìонстрирует ëу÷øие резуëüта-
ты, ÷еì äруãие поäхоäы, и сопоставиìые резуëü-
таты с M-GELS.
Разäеëение заäа÷и ìежäу роеì аãентов не тоëü-

ко позвоëяет сократитü вреìя поиска, увеëи÷итü
вероятностü нахожäения ãëобаëüноãо ëу÷øеãо ре-
øения, но и созäает øирокий простор äëя приìе-
нения ìноãоаãентных аëãоритìов: от реøения оп-
тиìизаöии перевозки ãрузов äо управëения роеì

1 https://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/
TSPLIB95/index.html.
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боевых роботов. Ввеäение нескоëüких роев возни-
кает в сëу÷ае преобразования заäа÷и ìноãих коì-
ìивояжеров в нескоëüко обы÷ных заäа÷ коììиво-
яжера. Обëастü приìенения такоãо поäхоäа тоëü-
ко расøиряется, поскоëüку за÷астуþ при реøении
вопроса перевозки ãрузов ÷исëо аãентов-перевоз-
÷иков боëüøе оäноãо и тоãäа необхоäиìо разäе-
ëитü, наприìер, ãороäа ìежäу аãентаìи как ìожно
боëее эффективно [17].
В äокëаäе [18] осуществëяется ãруппирование

ãороäов в кëастеры, ãäе кажäый кëастер преäстав-
ëяет собой набор сìежных ãороäов, а затеì при-
ìеняется оäин из хороøо известных оптиìизаöи-
онных поäхоäов äëя поиска оптиìаëüноãо ìарø-
рута äëя кажäоãо кëастера. Авторы приìеняþт
аëãоритì ìуравüиных коëоний, а также ГА äëя
посëеäоватеëüноãо и параëëеëüноãо проãраììиро-
вания. Работы [15, 17, 18] наибоëее бëизки к поä-
хоäаì, приìеняеìыì в настоящей работе.
Дëя реøения MTSP в статüе [13] авторы рас-

сìотреëи äве разëи÷ные öеëевые функöии. Заäа÷а
первой — свести к ìиниìуìу общее расстояние,
пройäенное всеìи коììивояжераìи, а второй —
свести к ìиниìуìу ìаксиìаëüное расстояние,
пройäенное ëþбыì коììивояжероì. Вторая öеëе-
вая функöия касается баëанса рабо÷ей наãрузки
ìежäу коììивояжераìи. Также преäëожены äва
ìетаэвристи÷еских поäхоäа к MTSP. Первый поä-
хоä основан на аëãоритìе искусственной п÷еëи-
ной коëонии, а второй — на аëãоритìе оптиìиза-
öии инвазивных сорняков. Приìенен ëокаëüный
поиск äëя äаëüнейøеãо уëу÷øения реøения, по-
ëу÷енноãо с поìощüþ преäставëенных поäхоäов.
Резуëüтаты вы÷исëитеëüных экспериìентов пока-
зываþт превосхоäство преäëоженных аëãоритìов
наä всеìи äруãиìи совреìенныìи поäхоäаìи к
этой заäа÷е äëя обеих öеëевых функöий.
В работе [19] автораìи преäëожена систеìа

ìуравüиных коëоний. Описаны äва аëãоритìа,
со÷етаþщие кëастеризаöиþ K-среäних и не÷етких
С-среäних с систеìаìи ìуравüиных коëоний. Эк-
спериìентаëüно иссëеäуется эффективностü преä-
ëоженных аëãоритìов с öеëевой функöией, рас-
с÷итываþщей общуþ äëину/стоиìостü реøения и
степенü еãо баëансировки, изìеряеìуþ как аìп-
ëитуäа еãо поäуровней.
Такиì образоì, существует ìножество поäхо-

äов к реøениþ ìноãоаãентных заäа÷ ìарøрутиза-
öии. Пубëикаöии поäтвержäаþт öеëесообразностü
выбора аëãоритìов, испоëüзуеìых в работе.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ
ÒÈÏÀ ÌÍÎÃÈÕ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÎÂ

Заäа÷а с нескоëüкиìи аãентаìи-коììивояже-
раìи в общеì сëу÷ае ìожет бытü форìаëизована
так. Дано n > 1 верøин и m аãентов-коììивоя-

жеров, распоëоженных в оäной верøине-äепо.
Оставøиеся верøины, которые необхоäиìо посе-
титü, буäеì называтü проìежуто÷ныìи верøина-
ìи. Мноãоаãентный поäхоä к реøениþ заäа÷и
MTSP вкëþ÷ает в себя нахожäение ìарøрутов äëя
всех m коììивояжеров, которые на÷инаþт и за-
кан÷иваþт свой путü в опреäеëенной верøине,
при этоì посещая кажäуþ проìежуто÷нуþ верøи-
ну не боëее оäноãо раза, ìиниìизируя общуþ äëи-
ну ìарøрута äëя всех аãентов.
Рассìотриì форìаëизаöиþ заäа÷ ìноãих коì-

ìивояжеров при распоëожении всех аãентов в оä-
ной верøине-äепо. Пустü äан ãраф G(V, U ), ãäе V —
ìножество верøин V = {0, 1, ..., n}, U — ìножество
äуã (ребер) и C = (c

ij
) — ìатриöа весов (расстоя-

ний), связанная с кажäой äуãой (i, j) ∈ U, i, j = .
Пустü m коììивояжеров распоëожены в верøи-
не-äепо i = 0. Мноãоаãентная постановка при
распоëожении всех аãентов в оäной верøине-äе-
по вкëþ÷ает в себя нахожäение всех ìарøрутов
äëя m коììивояжеров, таких, ÷то они на÷инаþтся
и закан÷иваþтся в оäной верøине. Все остаëüные
верøины распреäеëены по конкретныì ìарøру-
таì. Чисëо верøин, посещаеìых аãентоì, нахо-
äится в преäеëах преäопреäеëенноãо интерваëа, и
общая стоиìостü посещения всех верøин ìини-
ìизируется. Пустü

x
ij
 = 

u
i
 — ÷исëо верøин, посещенных от исто÷ника äо

верøины i (т. е. ноìер посещения i-й верøины);
L — ìаксиìаëüное ÷исëо верøин, которые коì-
ìивояжер ìожет посетитü; K — ìиниìаëüное ÷ис-
ëо верøин, которые коììивояжер äоëжен посе-
титü, т. е. K ≤ u

i
 ≤ L. Форìаëизаöия ìноãоаãентной

заäа÷и коììивояжера в этоì сëу÷ае иìеет виä:
Найти

min c
ij
x
ij
, (1)

x1j
 = x

j1 = m, (2)

x
ij
 = 1,  j = ,  x

ij
 = 1,  i = , (3)

u
j
 + (L – 2)x1i

 – x
i1 ≤ L – 1,  i = , (4)

u
i
 + x1i + (2 – K)x

i1 ≥ 2,  i = , (5)

x1i + x
i1 ≤ 1,  i = , (6)

u
i
 – u

j
 + Lx

ij
 + (L – 2)x

ji
 ≤ L – 1, 2 ≤ i ≠ j ≤ n, (7)

x
ij
 ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ U. (8)

1 n,

1 есëи аãент прохоäит по äуãе i j,( ),,
0 в противноì сëу÷ае,,⎩

⎨
⎧

i j,( ) U∈
∑

j 2=

n

∑
j 2=

n

∑

i 1=

n

∑ 2 n,
j 1=

n

∑ 2 n,

2 n,

2 n,

2 n,



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

7ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 � 2020

Цеëевая функöия (1) ìиниìизирует общее
пройäенное расстояние в ìарøруте. Усëовия (2)
ãарантируþт, ÷то m коììивояжеров на÷инаþт и
закан÷иваþт свой путü в оäной верøине. Равенст-
ва (3) преäставëяþт собой оãрани÷ения посещения
верøин. Усëовия (4), (5) наëаãаþт оãрани÷ение
на ÷исëо верøин, которые коììивояжер посетит
(при u

i
 = 1, есëи i — первая верøина в ìарøруте).

Оãрани÷ение (6) не позвоëяет коììивояжеру по-
сещатü тоëüко оäну верøину. Неравенство (7) ãа-
рантирует, ÷то u

j
 = u

i
 + 1 тоãäа и тоëüко тоãäа, коã-

äа x
ij
 = 1. Такиì образоì, оãрани÷ения запрещаþт

форìирование каких-ëибо поäìарøрутов ìежäу
верøинаìи в V/{1}, как показано в статüе [20].
Сëеäуþщая заäа÷а ставится при распоëожении

всех аãентов в разных верøинах и преäставëяет со-
бой обобщение рассìатриваеìой выøе заäа÷и, при
котороì у кажäоãо аãента разные верøины-äепо.
Пустü äан ãраф G(V, U), ãäе V — ìножество верøин
V = {0, 1, ..., n} и U — ìножество äуã U = {(i, j):
i, j ∈ V, i ≠ j}, n — ÷исëо верøин. Множество всех

верøин ãрафа естü объеäинение V = D ∪ , ãäе D —
ìножество стартовых позиöий аãентов — äепо, а

 — остаëüные верøины. В узëе i распоëожен
коììивояжер m

i
, общее ÷исëо аãентов — m. Пустü

 = {d + 1, d + 2, ..., n} буäет ìножествоì кëиентов,
ãäе |D | = d; C — ìатриöа стоиìостей перехоäов из
оäной верøины в äруãуþ ãрафа G, которая обëа-
äает свойстваìи: c

ij
 = c

ji
 и c

ij
 + c

jk
 ≤ c

ik
 äëя кажäоãо

i, j, k = . 
Пустü x

ij
, L, K опреäеëены, как и ранüøе. Тоãäа

поëу÷иì форìаëизаöиþ ìноãоаãентной заäа÷и коì-
ìивояжера MTSP:

найти

min c
ij
x
ij
, (9)

x
ij
 = m

i
,  i ∈ D,  x

ij
 = m

j
,  j ∈ D, (10)

x
ij
 = 1,  j ∈ ,  x

ij
 = 1,  i ∈ , (11)

u
j
 + (L – 2) x

ki
 – x

ik
 ≤ L – 1,  i ∈ , (12)

u
i
 + x

ki
 + (2 – K) x

ik
 ≥ 2,  i ∈ , (13)

x
ki
 + x

ik
 ≤ 1,  k ∈ D,  i ∈ , (14)

u
i
 – u

j
 + Lx

ij
 + (L – 2)x

ji
 ≤ L – 1, 

i ≠ j,  i, j ∈ , (15)

x
ij
 ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ . (16)

Цеëевая функöия (9) ìиниìизирует общее прой-
äенное расстояние на кажäоì ìарøруте. В äанной
форìуëировке äëя кажäоãо i ∈ D равенства (10) ãа-
рантируþт, ÷то коììивояжер m

i
 на÷инает путü в

верøине i. Равенства (11) преäставëяþт собой оã-
рани÷ения посещения верøин. Усëовия (12) и (13)
накëаäываþт оãрани÷ения на ÷исëо верøин, ко-
торые коììивояжер посетит, при u

i
 = 1, есëи i —

это первая верøина в ìарøруте. Оãрани÷ение (14)
не позвоëяет коììивояжеру посещатü тоëüко оäну
верøину. В статüе [20] выявëено, ÷то оãрани÷ение
(15) разбивает все поäìарøруты ìежäу аãентаìи.
В постановке (1)—(16) аãенты не конкурируþт,

а обеспе÷иваþт ìиниìаëüный по стоиìости (рас-
стояниþ) ìарøрут. В работах [4, 6] в äаннуþ ìо-
äеëü äобавëяþтся оãрани÷ения в виäе äизъþнктив-
ных норìаëüных форì (ДНФ). Поëу÷енная заäа÷а
псевäобуëевой усëовной оптиìизаöии äопускает
äекоìпозиöиþ по характерныì бëокаì [1, 2],
позвоëяет выäеëятü заäа÷у о назна÷ении с äопоë-
нитеëüныìи усëовияìи. В сëу÷ае конкуренöии
аãентов вìесто критерия (1) буäет m критериев, от-
ве÷аþщих кажäоìу аãенту. Дëя поëу÷енной ìно-
ãокритериаëüной заäа÷и псевäобуëевой оптиìи-
заöии необхоäиìо найти Парето-оптиìаëüные
реøения.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× 
ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Рассìотриì прикëаäные ìоäеëи, ìетоäы и аë-
ãоритìы ìарøрутизаöии ìноãих аãентов-коììи-
вояжеров в сëожных сетях разëи÷ной прироäы.
Выбор аëãоритìов, их обоснование и реаëизаöия
опреäеëяþтся öеëяìи прикëаäных заäа÷, вероятно-
стныìи и ìетри÷ескиìи характеристикаìи сетей,
сëожностüþ структуры соответствуþщих ãрафов.
Возникаþщие заäа÷и ДО, как правиëо, NP-труä-
ны. Разнообразие аëãоритìов связано с наëи÷иеì
априорных знаний о реøении иëи структуре сети,
преöеäентныì характероì знаний, а также требо-
ванияìи к то÷ности реøения. Поиск прибëижен-
ноãо реøения не обхоäит аëãоритìи÷ескуþ сëож-
ностü таких заäа÷. Боëее тоãо, раöионаëüно приìе-
нение, как то÷ных, так и прибëиженных аëãоритìов
и их коìпозиöий. Заìетиì, ÷то заäа÷и прикëаäной
ìарøрутизаöии возникаþт в со÷етании с äруãиìи
известныìи заäа÷аìи, такиìи как распреäеëение
ресурсов, заäа÷а о ранöе, кëастеризаöии, ìакси-
ìаëüноãо разреза, покрытия и пр. Поэтоìу соот-
ветствуþщие ìетоäы и аëãоритìы äоëжны базиро-
ватüся на ìетоäах ëокаëüноãо поиска и основанных
на них ìетаэвристиках [21]. Чисëенная реаëизаöия
аëãоритìов и их тестирование на разëи÷ных при-
кëаäных заäа÷ах позвоëяþт сфорìироватü пакет
прикëаäных проãраìì ìарøрутизаöии в сëожных
сетях, ÷то преäставëяет собой актуаëüнуþ заäа÷у.
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Утверждение 1. Методология разработки алго-
ритмов решения задач маршрутизации может быть
основана на формировании по исходной сложной се-
ти более простой (относительно реализации алго-
ритмов маршрутизации) по своей структуре сети.
Даëее преäëаãается такой обобщенный аëãо-

ритì, не конкретизированный äëя ìноãоаãентной
реаëизаöии.
Дëя реøения ряäа заäа÷ ДО на ãрафах сущест-

вуþт хороøие аëãоритìы в сëу÷ае пëанарных,
ìетри÷еских ãрафов с весовыìи коэффиöиента-
ìи, уäовëетворяþщиìи неравенству треуãоëüника
l
ij
 ≤ l

ik
 + l

kj
, l

ij
 ≥ 0. В реаëüных заäа÷ах ìежäу вер-

øинаìи заäаны расстояния c
ij
 ≥ 0, ãäе (i, j) ∈ U —

ìножество äуã, i ∈ V — ìножество верøин. Зная
коорäинаты верøин i ∈ V, |V | = n, ìожно поставитü
расстоянияì c

ij
, не уäовëетворяþщиì неравенству

треуãоëüника, в соответствие расстояния l
ij
 = ρ(i, j),

равные расстояниþ по пряìой ìежäу верøинаìи i
и j. Такоãо типа заäа÷и возникаþт äëя заäа÷ обëета
верøин (объектов) на некоторой высоте наä по-
верхностüþ. Понятно, ÷то в общеì сëу÷ае c

ij
 ≥ l

ij
,

а некоторыì ìарøрутаì неëüзя поставитü в соот-
ветствие ìарøруты на поверхности, поскоëüку бо-
ëее короткий путü ìожет ëежатü ÷ерез ìоре, ãоры и
äруãие препятствия. Систеìа запретов и преäписа-
ний позвоëяет выбиратü сериþ ìоäеëüных ãрафов
äаже ìенüøей разìерности, äопускаþщих построе-
ние прибëиженных реøений за приеìëеìое вреìя.
Дëя абстрактных сëожных сетей построитü отоб-
ражение (обратиìое), своäящее исхоäнуþ заäа÷у к
боëее простой, не всеãäа возìожно. Преäëаãается
сëеäуþщий обобщенный ãибриäный аëãоритì.
Вхоä: исхоäный ãраф G(V, U ) и весовая ìатри-

öа C.
Выхоä: прибëиженное реøение заäа÷и ДО на

ãрафе G(V, U ).
1. Заäатü ãраф G(V, U ) и весовуþ ìатриöу C.
2. Найти преобразование ρ: C → L, т. е. по ìат-

риöе C построитü ìатриöу L с эëеìентаìи l
ij
 ≥ 0,

(i, j) ∈ U, уäовëетворяþщиìи неравенству треуãоëü-
ника.

3. У÷естü априорнуþ инфорìаöиþ, запреты и
преäписания; преобразоватü ìатриöу L в ìатриöу

, у÷итываþщуþ äаннуþ инфорìаöиþ.

4. Провести анаëиз и упрощение ìатриöы 
(ìетри÷еские характеристики; структурные состав-
ëяþщие: ìосты, со÷ëенения, вися÷ие верøины;
необхоäиìостü кëастеризаöии), сфорìироватü уп-

рощеннуþ ìатриöу .

5. Дëя упрощенной ìатриöы  реøитü заäа÷у
ДО.

6. Построитü обратное соответствие  →  → C
и поëу÷итü вариант реøения, проверитü на соот-
ветствие.

7. Преäъявитü прибëиженное реøение исхоä-
ной заäа÷и ДО.

Преäëоженный обобщенный аëãоритì инспи-
рирован ряäоì актуаëüных прикëаäных заäа÷: за-
äа÷ей пëанирования ìноãоäневных туристи÷еских
ìарøрутов на инфраструктурной сети äостопри-
ìе÷атеëüностей Крыìа и заäа÷ей äоставки ре-
сурсов (воäы) экипажаìи (аãентаìи-коììивоя-
жераìи) по территории Боëüøой Яëты в усëовиях
÷резвы÷айных ситуаöий (ЧС). В усëовиях ЧС МАС
ìарøрутизаöии явëяется äовоëüно сëожной äëя
ìоäеëирования систеìой. Зäесü со÷етаþтся заäа÷и
выбора реøения (принятия реøения ЛПР); управ-
ëения; распреäеëения ресурсов; синтеза сети (вер-
øин-исто÷ников ресурсов); устой÷ивости сети в
зависиìости от уäаëения верøины, äуãи иëи не-
котороãо ìарøрута; кëастеризаöии сети в зависи-
ìости от изìеняþщихся усëовий ЧС; обìена так-
ти÷еской инфорìаöией ìежäу аãентаìи; потоко-
вые заäа÷и; заäа÷и прокëаäки крат÷айøих путей и
заìкнутых ìарøрутов. Дëя такой МАС необхоäиì
набор протестированных прибëиженных эвристи-
÷еских аëãоритìов, коìпозиöия которых реøает
поставëеннуþ заäа÷у.
Миниìаëüный набор таких аëãоритìов преä-

ëаãается в настоящей работе äëя реøения заäа÷
типа MTSP. Провеäена реаëизаöия обобщенноãо
ãибриäноãо аëãоритìа äëя заäа÷и ìарøрутизаöии
в усëовиях ЧС. Вхоäной инфорìаöией явëяется
Янäекс карта с äорожной инфраструктурой Боëü-
øой Яëты, на которой отìе÷ены исто÷ники ресур-
сов и их потребитеëи. Заäаны коорäинаты объек-
тов и ìожно найти расстояние по пряìой иëи по
äороãаì, соеäиняþщиì эти объекты. В ìоäеëüноì
сëу÷ае варüироваëосü ÷исëо коììивояжеров и па-
раìетры сети. На рис. 1 (сì. третüþ стр. обëожки)
привеäены сëу÷аи реøения äëя äвух и пяти коììи-
вояжеров. На этапе кëастеризаöии выäеëено три
кëастера, отве÷аþщих Яëте и приãороäаì (рис. 1, а).
На рис. 1, б преäставëено реøение тоëüко äëя öент-
раëüноãо кëастера (Яëта).
На рис. 1 преäставëены сбаëансированные ìар-

øруты (с äопоëнитеëüныì усëовиеì равноìерно-
ãо распреäеëения верøин ìежäу коììивояжера-
ìи). Депо распоëаãается в верøине, бëизкой к
öентру ìасс. На÷аëüное прибëижение выбрано в
резуëüтате упоряäо÷ивания верøин по уãëу (коор-
äинаты верøин привеäены к поëярныì коорäина-
таì). Такое прибëижение поäхоäит äëя аëãорит-
ìов иìитаöии отжиãа иëи ãенети÷еских аëãорит-
ìов. Дëя поиска субоптиìаëüноãо ìарøрута на
на÷аëüноì прибëижении иссëеäована вариаöия
аëãоритìа 2-оpt, который ëежит в основе аëãорит-
ìа иìитаöии отжиãа. Даëüнейøее уëу÷øение äо-
стиãается обìеноì верøинаìи ìежäу коììивоя-
жераìи. Поëу÷енная структура ìарøрутов хороøо
соãëасуется с äорожной инфраструктурой.
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Рисунки к статье Германчук М.С., Лемтюжниковой Д.В., Лукьяненко В.А. 

«МЕТАЭВРИСТИЧЕСКИЕ АЛГОРИТМЫ 

ДЛЯ МНОГОАГЕНТНЫХ ЗАДАЧ МАРШРУТИЗАЦИИ» 

(с. 3–13)

Рис. 1. Решение задачи MTSP для:

а – двух коммивояжеров (Большая Ялта); б – пяти коммивояжеров (Ялта)

Рис. 2. Решения задачи MTSP для:

а – двух коммивояжеров на 1084 вершинах; б – пяти коммивояжеров на 1084 вершинах
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Рассìотриì боëее поäробно приìеняеìые в
работе (наибоëее известные) прибëиженные аë-
ãоритìы äëя реøения заäа÷ ìарøрутизаöии: аë-
ãоритì ìуравüиной коëонии, аëãоритì п÷еëиноãо
роя, ìетоä иìитаöии отжиãа. Аëãоритì ìуравüи-
ной коëонии [22] основан на повеäении ìуравüев
в ìуравüиной коëонии. Зäесü ìуравüиная коëония
преäставëяет собой ìноãоаãентнуþ систеìу, в ко-
торой кажäая отäеëüная особü иëи аãент выпоëня-
ет набор простых операöий и в оäино÷ку не спо-
собен обеспе÷итü ãëобаëüное реøение поставëен-
ной заäа÷и. Сëожностü äанноãо аëãоритìа зависит
от вреìени жизни коëонии tmax, ÷исëа верøин n и
÷исëа ìуравüев в коëонии m. Рассìотриì кëасси-
÷еский аëãоритì ìуравüиной коëонии.

1. Иниöиаëизируеì ãраф G (наприìер, ввоäиì
ìатриöу расстояний D).

2. Заäаеì параìетры α, β, Q, tmax, m.

3. Заäаеì зна÷ение ìаркера äëя кажäоãо ребра
δ
ij
 ∈ G (фероìон).

4. Поìещаеì ìуравüев в произвоëüно выбран-
ные верøины, без повторов.

5. Заäаеì произвоëüный крат÷айøий ìарøрут
T * и еãо äëину L*.

6. Созäаеì öикë по вреìени жизни коëонии от
t = 1 äо tmax.

6.1. Созäаеì öикë обхоäа всех ìуравüев коëо-
нии от k = 1 äо k = m. Строиì путü T

k
(t) и расс÷и-

тываеì äëину L
k
(t). Вероятностü перехоäа ìуравüя k

в ãороä i из ãороäа j опреäеëяется форìуëой

P
ij, k = 

ãäе j ∈ J
ik
, α и β заäаþт зна÷иìостü уровня феро-

ìона и виäиìости ãороäа при выборе сëеäуþщеãо
ãороäа. При α = 0 буäет выбран бëижайøий ãороä,
÷то соответствует жаäноìу аëãоритìу. Есëи β = 0,
тоãäа работает ëиøü фероìонное усиëение, ÷то
вëе÷ет за собой быстрое вырожäение ìарøрутов к
оäноìу субоптиìаëüноìу реøениþ.

6.2. Конеö öикëа обхоäа всех ìуравüев.
6.3. Проверка кажäоãо поëу÷енноãо зна÷ения

L
k
(t) на ëу÷øий ìарøрут по сравнениþ с L*.

6.4. Есëи L
k
(t) ëу÷øе, ÷еì L*, обновитü L* и T *.

6.5. Созäаеì öикë обхоäа всех ребер ãрафа. Об-
новëяеì τ

i, j соãëасно правиëаì:

Δτ
ij, k(t) = 

ãäе τ
ij
 — коëи÷ество фероìона на ребре (i, j); η

i, j
 =

= 1/D
ij
, ãäе D

ij
 — äëина ребра (i, j), J

ik
 — список ãо-

роäов, которые необхоäиìо посетитü ìуравüþ k,
нахоäящеìуся в верøине i. Зäесü T

k
(t) — ìарøрут,

пройäенный ìуравüеì k на итераöии t, L
k
(t) — äëи-

на этоãо ìарøрута, Q — некоторый реãуëируеìый
параìетр. Правиëо обновëения фероìона:

τ
ij, k(t + 1) = (1 – p)τ

ik
(t) + Δτ

ij
(t), 

ãäе Δτ
ij
(t) = Δτ

ij, k(t), m — ÷исëо ìуравüев, p —

реãуëируеìый параìетр испарения фероìона, при-
наäëежащий отрезку [0, 1].

6.6. Конеö öикëа по ребраì.
7. Конеö öикëа по вреìени жизни коëонии.
8. Переäатü на вывоä крат÷айøий ìарøрут T * и

еãо äëину L*.
Дëя рассìотрения аëãоритìа п÷еëиноãо роя

[23, 24] ввеäеì обозна÷ения: s — ÷исëо п÷еë-раз-
веä÷иков; m — ÷исëо выбранных то÷ек (реøений)
äëя äаëüнейøеãо иссëеäования, m < s; e — ÷исëо
ëу÷øих (эëитных) то÷ек, e < m; s

e
 — ÷исëо п÷еë äëя

боëее поëноãо иссëеäования e эëитных реøений;
s
m
 — ÷исëо п÷еë äëя боëее поëноãо иссëеäования

оставøихся m — e выбранных реøений; Δ — раз-
ìер окрестности, в которой п÷еëы выпоëняþт бо-
ëее тщатеëüный поиск. Аëãоритì п÷еëиноãо роя
состоит в выпоëнении сëеäуþщих øаãов.

1. Сëу÷айно форìируется s реøений, кажäое
из которых преäставëяет собой оäну п÷еëу-раз-
веä÷ика.

2. Выбратü ëу÷øие m из этих реøений и про-
вести ëокаëüный поиск, äëя этоãо в их Δ-окрест-
ности рассìатриваþтся r сëу÷айных то÷ек (r = s

e

иëи r = s
m
 в зависиìости от эëитности äанной то÷-

ки), из которых отбирается ëу÷øая.
3. Оставøиеся s – m реøений отбрасываþтся и

заìеняþтся на сëу÷айные то÷ки из пространства
реøений.

4. Аëãоритì останавëивается, коãäа выпоëняет-
ся некое усëовие останова (äостиãнута необхоäи-
ìая то÷ностü, ис÷ерпано ÷исëо итераöий и äр.).
Метоä иìитаöии отжиãа [25] основан на иäее

повеäения ìатериаëüноãо теëа при отверäевании,
коãäа приìеняется проöеäура отжиãа, во вреìя
которой теìпература посëеäоватеëüно понижается
äо нуëя. В хоäе «отжиãа» ìетаëë сна÷аëа наãреваþт
äо некоторой теìпературы, из-за ÷еãо атоìы по-
киäаþт позиöии в кристаëëи÷еской реøетке. За-
теì на÷инается ìеäëенное и контроëируеìое ох-
ëажäение. Атоìы стреìятся попастü в состояние с
ìенüøей энерãией, оäнако с опреäеëенной веро-

τij
α

t( )ηij
β

t( )/ τij
α

t( )ηij
β

t( ),
j Jik∈
∑

0,⎩
⎪
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⎪
⎧
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Lk t( )
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ятностüþ они ìоãут перейти и в состояние с боëü-
øей. Эта вероятностü уìенüøается вìесте с теì-
пературой. Перехоä в хуäøее состояние поìоãает
атоìаì отыскатü состояние с энерãией, ìенüøей,
÷еì на÷аëüная. Проöесс заверøается, коãäа теìпе-
ратура паäает äо заранее заäанноãо зна÷ения. В за-
äа÷е ДО ìиниìизаöия энерãии преäставëяется как
öеëевая функöия, ãäе S — ìножество всех состоя-
ний — реøений заäа÷и, s

i
 — состояние на i-ì øаãе,

t
i
 — теìпература на i-ì øаãе. Аëãоритì иìитаöий
отжиãа форìуëируется так.

1. Иниöиаëизируеì ãраф G (наприìер, ввоäиì
ìатриöу расстояний D).

2. Заäаеì параìетры T
s
 и T

f
.

3. Заäаеì произвоëüное на÷аëüное состояние S
и с÷итаеì энерãиþ äëя этоãо состояния E по фор-
ìуëе

E = w(i, i + 1) + w(n, 0),

ãäе w(i, j) — расстояние от верøины i äо верøины j.
4. Созäаеì ëу÷øее состояние S* с энерãией E*.
5. Иниöиаëизируеì öикë «остывания» äо тех

пор, пока T > T
f
. 

5.1. Сëу÷айныì образоì ãенерируеì новое со-
стояние-канäиäат CS, с÷итаеì еãо энерãиþ CE.

5.2. Сравниваеì CE с E.
5.2.1. Есëи CE > E, то перехоäиì в состояние-

канäиäат и äеëаеì еãо текущиì, т. е. E = CE; S = CS.
5.2.2. Есëи CE < E, то перехоäиì в это состо-

яние с вероятностüþ P, вы÷исëенной по форìуëе
P

i
 = exp(–ΔE/T

i
) ãäе ΔE = CE – E.

5.3. Сравниваеì энерãиþ текущеãо состояния E
с энерãией ëу÷øеãо состояния E*. Есëи E < E*, то
заìеняеì ëу÷øее состояние на текущее, т. е. E* = E;
S* = S.

5.4. Изìеняеì T по правиëу T
i + 1 = 0,1T

i
/i, ãäе

T0 = T
s
.

6. Конеö öикëа «остывания».
7. Вывоäиì зна÷ение ëу÷øей энерãии E* и со-

ответствуþщеãо состояния S*.
В аëãоритìе приняты обозна÷ения: T

s
 — на-

÷аëüная теìпература; T
f
 — коне÷ная теìпература;

преäпоëаãается, ÷то ãраф G поëносвязный.

4. ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Генети÷еский аëãоритì основан на иäее естес-
твенноãо отбора. В общеì виäе он форìуëируется
сëеäуþщиì образоì.

1. Созäание на÷аëüной попуëяöии.
2. Скрещивание и/иëи ìутаöия.
3. Отбор.
4. Форìирование новоãо покоëения.

4.1. Есëи резуëüтат не äостиãнут — перехоä к
п. 2.

4.2. В противноì сëу÷ае текущая попуëяöия яв-
ëяется резуëüтируþщей.

Рассìотриì ìоäификаöиþ ãенети÷ескоãо аëãо-
ритìа äëя реøения ìноãоаãентной заäа÷и коììи-
вояжера, в котороì исхоäный ãраф разбивается
на m кëастеров и äëя кажäоãо кëастера реøается
обы÷ная заäа÷а коììивояжера. Преäëоженный
поäхоä вкëþ÷ает созäание попуëяöии из хроìосоì
äëины n + m, ãäе n верøин преäставëены в виäе
перестановки ÷исеë от 1 äо n. Перестановка поäе-
ëена на m поäìарøрутов при поìощи äобавëения
m поëожитеëüных ÷исеë (от 1 äо m) äëя отëи÷ия
оäноãо коììивояжера от äруãоãо. Пустü m

i
 отве÷а-

ет ÷исëу верøин, пройäенных i-ì коììивояже-
роì, тоãäа, соãëасно усëовиþ заäа÷и, K ≤ m

i
 ≤ L.

Оäин из ëу÷øих кроссоверов в сìысëе скоро-
сти и ка÷ества — это äвухто÷е÷ный кроссовер.
Преäëаãаеìая ìоäификаöия кроссовера состоит в
тоì, ÷то сëу÷айно выбранные то÷ки разäеëяþт ро-
äитеëüские строки на ëевые и правые поäстроки
и выбираþтся роäитеëüские правые — правиëа
выбора поäстрок. Даëее проöесс такой же, как и
äëя äвухто÷е÷ноãо кроссовера, отëи÷ие состоит в
тоì, ÷то вìесто выбора сëу÷айных нескоëüких по-
зиöий в роäитеëüскоì ìарøруте выбраны все по-
зиöии справа от сëу÷айно выбранной то÷ки пере-
се÷ения. В äанноì аëãоритìе ìожет бытü испоëü-
зован оäин из äвух виäов ìутаöии: ëибо оператор
выбирает äве сëу÷айные то÷ки (разрезаþщие то÷-
ки) в строке и ìеняет их ìестаìи, ëибо реаëизу-
ется возìожностü реверсирования всех то÷ек, ко-
торые нахоäятся ìежäу разрезаþщиìи то÷каìи.
Данный поäхоä обусëавëивает нахожäение ëу÷øе-
ãо реøения по сравнениþ с приìенениеì ãенети-
÷ескоãо, «жаäноãо» иëи аëãоритìа ìуравüиной
коëонии äëя реøения обы÷ной заäа÷и коììивоя-
жера äëя кажäоãо кëастера ãрафа, как сëеäует из
статüи [26]. В работе [27] показано, ÷то снижение
разìерности заäа÷и ìарøрутизаöии в прикëаäной
теории сетей связывается с преäобработкой äо-
ступных äанных о сети, а также с испоëüзованиеì
особенностей взвеøенных ãрафов äëя боëее быс-
троãо опреäеëения их характеристик (öентр, раäи-
ус, äиаìетр и äр.).

Утверждение 2. Снижение сложности вычисле-
ний в построении рациональных приближенных реше-
ний задач MTSP (многих коммивояжеров) на слож-
ных сетях большой размерности может быть до-
стигнуто по схеме:

— на первоì этапе реøается заäа÷а распреäе-
ëения сети ìежäу коììивояжераìи с поìощüþ
кëастеризаöии (äекоìпозиöии);

i S∈ i n≠,
∑
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— на второì этапе реøаþтся заäа÷и коììиво-
яжера на кажäоì кëастере с поìощüþ ìетаэврис-
тик;

— в зависиìости от поëу÷енноãо резуëüтата
уто÷няþтся ãраниöы испоëüзуеìых кëастеров;

— в äаëüнейøеì аãенты-коììивояжеры ìоãут
обу÷атüся и бытü автоноìныìи.
Пустü найäено разбиение исхоäноãо ãрафа сети

на поäãрафы, и заäа÷а построения ìарøрута коì-
ìивояжера реøается на сети ìенüøей разìернос-
ти. В ка÷естве исхоäных äанных выбрана база тес-
товых приìеров äëя заäа÷и коììивояжера, взятых
из Наöионаëüных аãентств изображений и карто-

ãрафии разных стран2. Кажäый бëок äанных со-
äержит в себе список äвуìерных коорäинат. С по-
ìощüþ этоãо списка ìожно построитü реøение
своиìи ìетоäаìи и сравнитü с оптиìаëüныì ре-
øениеì, которое также вхоäит в состав тестовоãо
приìера. На первоì этапе быëо выбрано нескоëü-
ко тестовых приìеров ãрафов небоëüøой разìер-
ности, соответствуþщих кëастеру сëожной сети —
dj38, eil51 и qa194, d493, vm1084 с 38, 51 и 194, 493,
1084 верøинаìи соответственно. Затеì провеäен
÷исëенный экспериìент с поìощüþ реаëизован-
ных аëãоритìов.
Резуëüтаты привеäены в табëиöе. Преäвари-

теëüно поëу÷ено, ÷то аëãоритì ìуравüиной коëо-
нии нужäается в äоработке, в то вреìя как аëãо-
ритì иìитаöии отжиãа äает хороøее прибëижение
к оптиìаëüноìу реøениþ. Резуëüтаты по ãибриä-
ныì аëãоритìаì показываþт возìожностü опти-
ìизаöионной коìбинаöии базовых аëãоритìов.
Дëя иëëþстраöии на рис. 2 (сì. третüþ стр. об-

ëожки) привеäены реøения заäа÷и MTSP äëя äвух
и пяти коììивояжеров. Дëя сети из 1084 верøин
на÷аëüное прибëижение, кëастеризаöия и уëу÷øе-
ние реøения анаëоãи÷ны преäставëенныì на рис. 1.
Поä÷еркнеì, ÷то в раìках разрабатываеìой ин-

теëëектуаëизированной МАС, которая ориентиро-
вана на кëастеризаöиþ заäа÷и (ее äекоìпозиöиþ)
и äаëüнейøее распараëëеëивание, обëаäание бо-
ëее то÷ной äопоëнитеëüной инфорìаöией о сети и
заäа÷е позвоëит поäкëþ÷атü коìпозиöиþ аëãорит-
ìов, наибоëее поäхоäящих äëя конкретноãо сëу÷ая.
В реаëизаöии аëãоритìов испоëüзоваëисü воз-

ìожности объектно-ориентированноãо проãраì-
ìирования, которые преäставëяет Python. В реа-

ëизаöии испоëüзуется ìоäуëü tslib953 äëя иìпорта
äанных заäа÷и коììивояжера из файëов. Эта биб-
ëиотека соäержит ìножество функöий по преäоб-
работке äанных [4]. Экспериìент с параëëеëüны-
ìи вы÷исëенияìи на äанноì этапе показаë, ÷то

оäнопото÷ный вариант с ускорениеì Numba тре-
бует ìенüøих затрат вреìени, ÷еì ìоäификаöия с
параëëеëüныìи вы÷исëенияìи на потоках Python.
Необхоäиìо распараëëеëивание, которое преäëо-
жено в работе [28] и испоëüзоваëосü в реøении
заäа÷ ДО.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен кëасс заäа÷ ìарøрутизаöии — ìно-
ãоаãентные заäа÷и. Иссëеäованы совреìенные
ìетоäы äëя их реøения. Установëены ëу÷øие аë-
ãоритìы äëя разных типов заäа÷ среäи ìетаэврис-
ти÷еских аëãоритìов, основанных на реаëüных
ìоäеëях. Моäификаöия ГА, ìуравüиной коëонии,
п÷еëиноãо роя, иìитаöии отжиãа äëя MTSP зави-
сит от сëожности сети. Постановка MTSP в виäе за-
äа÷ псевäобуëевой оптиìизаöии позвоëяет вкëþ-
÷атü разëи÷ные оãрани÷ения и преäписания в виäе
ДНФ. На приìере заäа÷и ìарøрутизаöии в сëож-
ных усëовиях äëя Яëты показана реаëизаöия ìето-
äоëоãии, основанной на преобразовании сëожной
сети к сети, äëя которой уже приìениìы быстрые
аëãоритìы (наприìер, поëиноìиаëüной сëожнос-
ти). Управëяеìое и соãëасованное с MTSP разби-
ение сети ìожет приìенятüся в MAC MTSP. По-
казана эффективностü ìетоäов реøения заäа÷и
ìноãоаãентной заäа÷и коììивояжера, оäнако äëя
реøения разреженных заäа÷ ìарøрутизаöии преä-
ставëяет интерес распараëëеëивание, как это по-
казано в статüе [28]. В äаëüнейøеì возìожно рас-
пространение поëу÷енных резуëüтатов на неëиней-
ные постановки по анаëоãии с работаìи [29, 30].

Авторы выражают признательность рецензенту
за замечания и рекомендации, которые привели к по-
вышению качества представления материалов ис-
следования.

2 http://www.math.uwaterloo.ca/tsp/world/countries.html.
3 TSPLB 95 documentation. https: // tsplib95.readthedocs.io/

en/stable/index.htm.

Ðàáîòà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ

Аëãоритì

Граф

dj38 eil51 qa194

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Дëи-
на 
пути

Вре-
ìя, 
ìс

Муравüи-
ный

7451 223 572 328 11 657 23 147

Генети÷ес-
кий

7895 156 559 117 1164 10 938

Гибриäный 7115 263 498 448 29 234 10 506

Иìитаöия 
отжиãа

7158 15 441 20 10 506 69

П÷еëиной 
коëонии

6656 21 439 26 11 695 645
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Abstract. The problems of constructing routes in complex networks by many sales agents are con-
sidered. Formalization leads to problems of pseudo-Boolean discrete optimization with restric-
tions that take into account the specifics of route construction. The sparsity of the constraint ma-
trix makes it possible to apply decomposition approaches and network clustering. The develop-
ment of approximate algorithms for selecting routes in complex networks involves taking into
account the properties of the network structure, its complexity, the presence of restrictions, reg-
ulations, reachability conditions, and the number of sales agents. It is shown that the solution
of routing problems can be based on the application of a multi-agent approach in combination
with clustering (decomposition) of the original problem and metaheuristics. Multi-agent systems
with swarm intelligence are used to solve complex discrete optimization problems that cannot
be effectively solved by classical algorithms. The agent model for a complex network of problems
like many traveling salesmen becomes an intellectualized system that defines heuristic algorithms
for finding the optimal solution by reactive agents (that follow the rules laid down in them). The
compositions of the algorithms described in detail, which have proven themselves well in com-
putational experiments, are used; those are modification of the genetic algorithm, ant colony op-
timization, artificial bee colony algorithm, simulated annealing. A generalized algorithm is pro-
posed and implemented, in which a simpler network (a flyover network) is matched to the source
network. In this case, a numerical experiment was performed for the problem of routing on a
GIS map for urban infrastructure. Clustering algorithms are implemented, in which the initially
traversed routes are refined using 2-opt algorithms, simulated annealing, and other metaheuris-
tics. A comparison of the algorithms used and an illustration of their operation are given.

Keywords: metaheuristic algorithms, multi-agent optimization problems, discrete optimization, pseudo-
Boolean problems.
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ÀÁÑÎËÞÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ ÐÅÃÓËßÒÎÐÀÌÈ, ÃÀÐÀÍÒÈÐÓÞÙÈÌÈ ÇÀÄÀÍÍÛÉ 

ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜ ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ1

В.Н. Честнов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Как правиëо, в практи÷еских приëожениях äëя
синтеза реãуëятора приìеняется ëинейная ìоäеëü
объекта управëения, поëу÷енная путеì ëинеариза-
öии исхоäных уравнений объекта, которые за÷ас-
туþ неëинейные [1]. Поэтоìу посëе синтеза реãу-
ëятора возникает естественный вопрос о приìе-
ниìости такоãо ëинейноãо реãуëятора в реаëüных
усëовиях, коãäа объект управëения неëинейный.
Оäниì из возìожных ответов на такой вопрос
преäставëяется теорети÷еское иссëеäование абсо-
ëþтной устой÷ивости синтезируеìых систеì, коã-
äа по физи÷ескоìу вхоäу (иëи выхоäу) объекта

ввоäятся неëинейности, характеристики которых
принаäëежат некотороìу сектору. Чеì øире раз-
ìер этоãо сектора, теì боëее øирокий кëасс не-
ëинейностей äопускает контур управëения без по-
тери свойства асиìптоти÷еской устой÷ивости при
произвоëüных на÷аëüных усëовиях как объекта
управëения, так и реãуëятора. Это обстоятеëüство
повыøает уверенностü инженера-проектировщи-
ка в работоспособности реãуëятора в реаëüных ус-
ëовиях на практике.
Мноãоìерная ëинейная систеìа характеризу-

ется совокупностüþ инäивиäуаëüных показатеëей
коëебатеëüности äëя i-ãо заìкнутоãо контура, свя-
зываþщеãо i-е заäаþщее возäействие c i-й реãуëи-
руеìой переìенной, которые преäставëяþт боëü-
øой практи÷еский интерес äëя инженеров-про-
ектировщиков автоìати÷еских систеì. В работе
установëена связü ìежäу äостиãнутыì зна÷ениеì
инäивиäуаëüноãо показатеëя коëебатеëüности и

Аннотация. Рассìотрены ëинейные ìноãоìерные сëеäящие систеìы, реãуëяторы кото-
рых обеспе÷иваþт заäанные иëи äостижиìые инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëü-
ности, в ÷астности, ìиниìизируþт Н∞ норìу переäато÷ной ìатриöы заìкнутой систеìы,
связываþщей вектор заäаþщих возäействий c вектороì реãуëируеìых переìенных. В ка-
÷естве показатеëя ка÷ества систеìы рассìотрена совокупностü инäивиäуаëüных показате-
ëей коëебатеëüности äëя i-ãо заìкнутоãо контура, связываþщеãо i-е заäаþщее возäействие
c i-й реãуëируеìой переìенной, которые преäставëяþт боëüøой практи÷еский интерес
äëя инженеров-проектировщиков автоìати÷еских систеì. На основе ìноãоìерноãо кру-
ãовоãо критерия абсоëþтной устой÷ивости äоказана устой÷ивостü в öеëоì заìкнутой
систеìы при ввеäении в контур управëения на выхоäе объекта нестаöионарных сектор-
ных неëинейностей. Установëена связü äостиãнутоãо при синтезе зна÷ения показатеëя
коëебатеëüности с разìероì сектора, оãрани÷иваþщеãо характеристики äопустиìых не-
ëинейностей. Этот резуëüтат работы иìеет äостато÷ный характер. Доказана связü ìежäу
инäивиäуаëüныì показатеëеì коëебатеëüности и повеäениеì ãоäоãрафа Найквиста сис-
теìы, разоìкнутой по соответствуþщеìу выхоäу объекта.

Ключевые слова: ëинейные ìноãоìерные систеìы, показатеëü коëебатеëüности, ãоäоãраф Найквис-
та, секторные нестаöионарные неëинейности, абсоëþтная устой÷ивостü.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Российс-
коãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (ãрант № 18-08-
01067).

нализ и синтез систем управленияА
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повеäениеì ãоäоãрафа Найквиста систеìы, разо-
ìкнутой по соответствуþщеìу выхоäу объекта уп-
равëения, ÷то также преäставëяет несоìненный
практи÷еский интерес.
Настоящая работа посвящена иссëеäованиþ

абсоëþтной устой÷ивости систеì, реãуëяторы ко-
торых обеспе÷иваþт заäанные иëи äостижиìые
инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëüности в ка-
÷естве оäноãо из инженерных показатеëей ка÷ест-
ва сëеäящих систеì как в оäноìерноì [2], так и в
ìноãоìерноì сëу÷ае. Заìетиì, ÷то аппарат Н∞-тео-
рии оптиìизаöии оказаëся искëþ÷итеëüно уäоб-
ныì äëя реøения заäа÷ синтеза реãуëяторов тако-
ãо роäа.
Зäесü необхоäиìо поä÷еркнутü выäаþщийся

вкëаä оте÷ественных у÷еных в реøение заäа÷и об
абсоëþтной устой÷ивости автоìати÷еских систеì
[1, 3]: от постановки заäа÷и (А.И. Лурüе, В.Н. Пос-
тников) äо разработки ÷астотных критериев аб-
соëþтной устой÷ивости (кваäрати÷ный критерий
В.А. Якубови÷а), иìеþщих боëüøое практи÷еское
зна÷ение. В настоящей работе приìеняется ìно-
ãоìерный круãовой критерий абсоëþтной устой-
÷ивости В.А. Якубови÷а [4] как сëеäствие еãо кваä-
рати÷ноãо критерия.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì поëностüþ управëяеìый и набëþ-
äаеìый объект управëения, описываеìый уравне-
нияìи состояния

 = Ax + Bu,  z = Cx, (1)

ãäе x ∈ Rn
 — вектор состояния объекта; u ∈ Rm —

вектор управëений; z ∈  — вектор реãуëируе-
ìых переìенных, а тройка ÷исëовых ìатриö A, B,
C заäана.
Пустü объект (1) заìкнут стабиëизируþщиì ре-

ãуëятороì по изìеряеìоìу выхоäу

 = A
c
x
c
 + B

c
ε,  u = C

c
x
c
 + D

c
ε,  ε = g – z, (2)

ãäе x
c
 ∈  — вектор состояния реãуëятора (n

c
 ≤ n),

g ∈  — вектор заäаþщих возäействий, ε ∈  —
вектор оøибок сëежения, äоступный изìерениþ,
A

c
, B

c
, C

c
, D

c
 — ìатриöы ÷исеë.

Переäато÷ная ìатриöа заìкнутой систеìы (1),
(2) от заäаþщеãо сиãнаëа g к реãуëируеìыì пере-
ìенныì z иìеет виä:

T(s) = W(s)[I + W(s)]–1,  W(s) = W0(s)K(s), (3)

ãäе W(s) = W0(s)K(s) — переäато÷ная ìатриöа сис-
теìы (1), (2), разоìкнутой по выхоäу объекта (пе-

реìенной z иëи ε). Зäесü W0(s) и K(s) — переäато÷-

ные ìатриöы объекта (1) и реãуëятора (2) соот-
ветственно:

W0(s) = C(sI – A)–1
B, 

K(s) = C
c
(sI – A

c
)–1

B
c
 + D

c
, (4)

ãäе I — еäини÷ная ìатриöа соответствуþщеãо раз-
ìера, s — коìпëексная переìенная преобразова-
ния Лапëаса.
Структурная схеìа заìкнутой систеìы (1), (2) с

переäато÷ныìи ìатриöаìи (4) привеäена на рис. 1.
Пустü реãуëятор (2) разреøает заäа÷у Н∞-опти-

ìизаöии

||T ||∞ ≤ γ ⇔ TT(–jω)T( jω) ≤ γ2
I,  ω ∈ [0, ∞), (5)

ãäе γ — заäанное иëи ìиниìизируеìое ÷исëо.
Тоãäа, как показано ниже, совокупностü инäи-

виäуаëüных показатеëей коëебатеëüности M
i
 äëя

i-ãо заìкнутоãо контура, связываþщеãо i-е заäаþ-
щее возäействие g

i
 c i-й реãуëируеìой переìен-

ной z
i
, уäовëетворяет усëовиþ

M
i
 ≤ γ,  i = , (6)

ãäе γ — зна÷ение, реаëизовавøееся при реøении
заäа÷и (5).
Ввеäеì в контур управëения, изображенный

на рис. 1, по реãуëируеìоìу выхоäу объекта z (иëи
по оøибкаì сëежения ε) векторнуþ нестаöионар-
нуþ неëинейностü ϕ(t, z) = [ϕ1(t, z1), ϕ2(t, z2), ...,

(t, )]T ∈ , эëеìенты которой уäовëетво-

ряþт секторныì усëовияì

α ≤ ϕ
i
(t, z

i
)/z

i
 ≤ β,  ϕ

i
(t, 0) = 0,  i = , (7)

ãäе α < 1 и β > 1 — нижняя и верхняя ãраниöы сек-
тора.
Структурная схеìа систеìы äëя иссëеäования

абсоëþтной устой÷ивости привеäена на рис. 2.
Зäесü W(p) — операторная переäато÷ная ìатри-

öа ëинейной ÷асти систеìы, совпаäаþщая с W(s)
из выражения (3) с то÷ностüþ äо заìены арãуìен-
та s на сиìвоë äифференöирования p = d/dt.

x·

R
m1

x· c

R
nc

R
m1

R
m1

Рис. 1. Структурная схема замкнутой линейной системы
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R
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1 m1,
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Структурная схеìа, изображенная на рис. 2,
описывается уравненияìи

z = –W(p)ζ,  ζ = ϕ(t, z). (8)

Заìетиì, ÷то в отсутствие неëинейностей, коã-
äа второе соотноøение иìеет виä ζ = z, уравнения
(8) описываþт структурнуþ схеìу ëинейной сис-
теìы, изображенной на рис. 1, которая по постро-
ениþ реãуëятора (2) из усëовия (5) асиìптоти÷ес-
ки устой÷ива.

Задача. Найти ãраниöы α и β секторных неëи-
нейностей (7), при которых неëинейная систеìа
(8) с реãуëятороì (2), построенныì исхоäя из öе-
ëевоãо усëовия (5), быëа бы абсоëþтно устой÷и-
вой äëя всех нестаöионарных неëинейностей из
кëасса (7).

2. ×ÀÑÒÎÒÍÛÉ ÏÎÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È

Прежäе ÷еì перехоäитü к изëожениþ общеãо
резуëüтата работы, преäваритеëüно остановиìся
сна÷аëа на боëее простоì сëу÷ае, коãäа еäинствен-
ная неëинейностü из кëасса (7) ввоäится искëþ÷и-
теëüно тоëüко по оäноìу i-ìу выхоäу объекта z

i
,

÷то позвоëит преäуãаäатü общий резуëüтат.
Обозна÷иì i-й äиаãонаëüный эëеìент T(s) как

t
i
(s). Эта переäато÷ная функöия t

i
(s) связывает i-е

заäаþщее возäействие g
i
 с i-й реãуëируеìой пере-

ìенной z
i
. Пустü w

i
(s) — переäато÷ная функöия

разоìкнутой систеìы по i-й реãуëируеìой пере-
ìенной z

i
, которая поëу÷ается заìыканиеì всех

обратных связей по выхоäу z кроìе i-й, т. е. пере-
ìенной z

i
. Структурная схеìа, поясняþщая это,

иìеет кëасси÷еский виä и показана на рис. 3.
Связü äанных переäато÷ных функöий также

описывается кëасси÷ескиì соотноøениеì

t
i
(s) = . (9)

Заìетиì, ÷то в сиëу выражения (5) поäобное
неравенство буäет выпоëнятüся и äëя ëþбоãо эëе-
ìента ìатриöы T(s), в ÷астности, äëя ëþбоãо äиа-
ãонаëüноãо [5, 6]

||t
i
||∞ = |t

i
( jω)| ≤ γ,  0 ≤ ω < ∞. (10)

Отсþäа, в ÷астности, сëеäует усëовие (6), есëи
у÷естü, ÷то по опреäеëениþ M

i
 = ||t

i
||∞.

Такиì образоì, зна÷ение γ, реаëизовавøееся
при реøении заäа÷и (5), опреäеëяет и инäивиäу-
аëüный показатеëü коëебатеëüности M

i
.

Теперü в сиëу выражений (9), (10), повторяя
выкëаäки, соäержащиеся в работе [7], при поëу÷е-
нии ãеоìетри÷еской интерпретаöии кëасси÷еско-
ãо показатеëя коëебатеëüности, приäеì к сëеäуþ-
щеìу утвержäениþ.

Теорема 1. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает
выпоëнение усëовия (5). Тоãäа ãоäоãраф Найквис-
та переäато÷ной функöии w

i
( jω) разоìкнутой сис-

теìы по i-ìу выхоäу объекта не пересекает круãа

раäиусоì R = γ/(γ2 – 1) с öентроì в то÷ке (–C, j0)

на пëоскости ãоäоãрафа, ãäе C = γ2/(γ2 – 1).
Отсþäа, в ÷астности, сëеäует, ÷то коэффиöиент

усиëения в заìкнутоì контуре, изображенноì на
рис. 3, без потери устой÷ивости ìожно изìенятü
от 1 в интерваëе ((γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ). Заìетиì так-
же, ÷то ãеоìетри÷еская интерпретаöия повеäения
ãоäоãрафа Найквиста переäато÷ной функöии w

i
( jω)

теореìы 1 соответствует требованиþ круãовоãо
критерия абсоëþтной устой÷ивости [3, 4], коãäа
секторная неëинейностü из кëасса (7) ввоäится
ëиøü по i-ìу выхоäу объекта z

i
 на рис. 3. Тоãäа

прихоäиì к сëеäуþщеìу резуëüтату.
Теорема 2. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает

выпоëнение строãоãо неравенства (5). Тоãäа неëи-
нейная систеìа (11) буäет абсоëþтно устой÷ивой
äëя нестаöионарной неëинейности из кëасса (7),
ãäе α = (γ – 1)/γ, а β = (γ + 1)/γ 

z
i
 = –w

i
(p)ζ

i
,  ζ

i
 = ϕ

i
(t, z). (11)

Рис. 2. Структурная схема замкнутой нелинейной системы

wi s( )
1 wi s( )+
----------------------

sup
ω

Рис. 3. Система с i-й обратной связью
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Заìетиì, ÷то зäесü нижние и верхние ãраниöы
секторной неëинейности из кëасса (7) совпаäаþт
с ãраниöаìи возìожных зна÷ений стаöионарноãо
коэффиöиента усиëения, ввоäиìоãо в контур уп-
равëения, изображенный на рис. 3, без потери
устой÷ивости. Кроìе тоãо, есëи неëинейностü
ϕ

i
(t, z

i
) = k

i
(t)z

i
 преäставëяет собой просто ëиней-

ный нестаöионарный коэффиöиент усиëения k
i
(t),

то такая ëинейная нестаöионарная систеìа (11) бу-
äет асиìптоти÷ески устой÷ивой при произвоëü-
ноì изìенении во вреìени этоãо коэффиöиента в
тоì же интерваëе [(γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ]. Поäобный
боëее общий резуëüтат справеäëив, есëи в кажäый
контур управëения по выхоäу объекта z ввоäятся
неëинейности из кëасса (7), как показано на рис. 2.
Дëя поëу÷ения этоãо резуëüтата ìы привëе÷еì
ìноãоìерный круãовой критерий абсоëþтной ус-
той÷ивости, сфорìуëированный в работе [4].
Рассìотриì неëинейнуþ систеìу (8) с неëи-

нейностяìи из кëасса (7). Систеìа (1), (2) с реãу-
ëятороì (2), найäенныì из усëовия (5), асиìпто-
ти÷ески устой÷ива. Это озна÷ает, ÷то требование
ìиниìаëüной устой÷ивости круãовоãо критерия
выпоëнено (структурная схеìа преäставëенной на
рис. 1 устой÷ивой ëинейной систеìы эквиваëент-
на неëинейной систеìе, преäставëенной на рис. 2,
в отсутствие неëинейностей, коãäа ζ = z). Кроìе
тоãо, преäпоëожиì, ÷то ни объект, ни реãуëятор
не иìеþт ÷исто ìниìых поëþсов (это требование
ìожно осëабитü).
В соответствии с круãовыì критериеì äëя абсо-

ëþтной устой÷ивости систеìы (8) на всех вещест-
венных ÷астотах ω äоëжно выпоëнятüся ìатри÷ное
÷астотное неравенство [4]

Re{[I + αW(–jω)]Tτ[I + βW( jω)]} > 0,

ω ∈ (–∞, ∞),

ãäе ReY( jω) = [YT(–jω) + Y( jω)]/2 — эрìитова ÷астü
коìпëексной ìатриöы Y. Зäесü τ — äиаãонаëüная
поëожитеëüно опреäеëенная ìатриöа. Рассìотриì
это неравенство при α = (γ – 1)/γ, β = (γ + 1)/γ и
τ = I, ÷то äает выражение

Re{[I + W(–jω)]T[I + W( jω)] –

– W
T(–jω)W( jω) + V(jω)} > 0,  ω ∈ (–∞, ∞),

ãäе косоэрìитова ìатриöа V( jω) = [W( jω) –

– W
T(–jω)] уäовëетворяет усëовиþ ReV( jω) = 0.

С у÷етоì этоãо, приäеì к неравенству

[I + W(–jω)]T[I + W( jω)] > W
T(–jω)W( jω),

ω ∈ (–∞, ∞), (12)

выпоëнение котороãо äëя неотриöатеëüных ÷ас-
тот, в сиëу еãо сиììетрии, веäет к еãо выпоëне-
ниþ и äëя отриöатеëüных ÷астот. Покажеì теперü,
÷то неравенство (12) эквиваëентно строãоìу öеëе-
воìу неравенству (5). Дëя этоãо преобразуеì вто-
рое строãое неравенство (5) с у÷етоì выражения
(3). У÷итывая, ÷то в сиëу связи (3)

T
T(–jω) = [I + WT(–jω)]–1

W
T(–jω).

Поëу÷иì

T
T(–jω)T( jω) = [I + WT(–jω)]–1

W
T(–jω) Ѕ

Ѕ W( jω)[I + W( jω)]–1 < γ2
I.

А посëеäнее неравенство эквиваëентно нера-
венству

W
T(–jω)W( jω) < γ2[I + WT(–jω)][I + W( jω)],

которое, о÷евиäно, совпаäает с неравенствоì (12).
Такиì образоì, äоказана

Теорема 3. Пустü реãуëятор (2) обеспе÷ивает
выпоëнение строãоãо неравенства (5). Тоãäа неëи-
нейная систеìа (8) буäет абсоëþтно устой÷ивой
äëя нестаöионарных неëинейностей из кëасса (7),
ãäе α = (γ – 1)/γ, а β = (γ + 1)/γ.
О÷евиäно, ÷то теореìа 2 естü простое сëеäствие

äоказанной теореìы 3.
Заìетиì, ÷то есëи неëинейности ϕ

i
(t, z

i
) = k

i
(t)z

i
,

i = , преäставëяþт собой просто ëинейные

нестаöионарные коэффиöиенты усиëения k
i
(t), то

такая ëинейная нестаöионарная систеìа (8) буäет
асиìптоти÷ески устой÷ивой при произвоëüноì и
независиìоì изìенении во вреìени этих коэффи-
öиентов в тоì же интерваëе [(γ – 1)/γ, (γ + 1)/γ].
В сëу÷ае систеì с оäниì вхоäоì и выхоäоì

m1 = m, о÷евиäно, иìеет ìесто утвержäение, ана-
ëоãи÷ное теореìе 2, при этоì неëинейная харак-
теристика ìожет ввоäитüся как по вхоäу объекта,
так и по еãо выхоäу.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе провеäено иссëеäование абсоëþтной
устой÷ивости ìноãоìерных систеì, реãуëяторы ко-
торых обеспе÷иваþт заäанные иëи äостижиìые
инäивиäуаëüные показатеëи коëебатеëüности в ка-
÷естве оäноãо из инженерных показатеëей ка÷ест-
ва сëеäящих систеì.
Установëена связü äостиãнутоãо при синтезе

зна÷ения показатеëя коëебатеëüности с разìероì
сектора, оãрани÷иваþщеãо характеристики äопус-
тиìых неëинейностей. Поëу÷енные резуëüтаты
опираþтся на ìноãоìерный круãовой критерий

1

γ2
----

1
γ
---

1

γ2
----

1 m1,
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абсоëþтной устой÷ивости и поэтоìу иìеþт äоста-
то÷ный характер. Установëена связü ìежäу äостиã-
нутыì зна÷ениеì инäивиäуаëüноãо показатеëя ко-
ëебатеëüности и повеäениеì ãоäоãрафа Найквиста
систеìы, разоìкнутой по соответствуþщеìу вы-
хоäу объекта управëения, ÷то преäставëяет несоì-
ненный практи÷еский интерес.
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Abstract. Linear multivariable tracking systems are considered, which controllers provide given
or achievable separate oscillation indices, in particular, they minimize Н∞ norm of the system
closed loop transfer matrix that connects a vector of references with a vector of controlled var-
iables. An aggregate of the separate oscillation indices for the ith closed loop connecting the ith
reference signal with the ith controlled variable is considered as a performance index. Such an
approach is of great practical interest for engineers that design automatic systems. Based on the
multivariable circle criterion of absolute stability, it is proved that the closed loop system is stable
in whole if non-stationary sector nonlinearities are entered in the control loop at the plant output.
Relation between the oscillation index obtained during controller synthesis and the size of sector
which bounds feasible nonlinearities characteristics is found. This result of the paper is sufficient.
Relation between the separate oscillation index and the Nyquist plot of system with the break
point at the corresponding plant output is proved.

Keywords: linear multivariable systems, oscillation index, Nyquist plot, sector non-stationary nonlinearities,
absolute stability.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÎÁÅÄÛ Â ÁÎÞ 
(ÑÐÀÆÅÍÈÈ, ÎÏÅÐÀÖÈÈ)

В.В. Шумов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поскоëüку существует äва основных способа
поëу÷ения äохоäа (произвоäитеëüная и конфëик-
тная äеятеëüностü), то иì ставятся в соответствие
произвоäственные функöии (Production function)
и функöии конкурса иëи конфëикта (Contest Func-
tions и Conflict Functions) [1]. Функöии конфëикта
отëи÷аþтся от произвоäственных äвуìя особен-
ностяìи. Первая из них состоит в тоì, ÷то в ка-
÷естве зна÷ений функöий конфëикта выступаþт
вероятности побеäы, тоãäа как зна÷ения произ-
воäственных функöий — ожиäаеìый объеì про-
извоäства (äетерìинированный резуëüтат). Вторая
особенностü функöий конфëикта — в их антаãо-
нисти÷ности: рост усиëий первой стороны увеëи-
÷ивает ее øансы на успех, так же как и снижение
усиëий второй стороны.
Истори÷ески первой произвоäственной функ-

öией явëяется функöия Кобба — Дуãëаса [2], ус-
танавëиваþщая степеннуþ зависиìостü объеìа

выпуска проäукöии от затрат труäа и капитаëа. Хо-
тя первые ìоäеëи боевых äействий появиëисü в
на÷аëе XX в. [3, 4], в эконоìи÷еских иссëеäовани-
ях конфëиктов акöент äеëается на вероятностные
ìоäеëи, описанные, в ÷астности, в работах [5—9].

В общеì сëу÷ае функöии конфëикта (конкурса)
по ìетоäу обоснования ìоäеëи поäразäеëяþтся на
стохасти÷еские (теоретико-вероятностные) ìоäе-
ëи; ìоäеëи, построенные на основе аксиоì (преä-
поëожений); конкурсные и аукöионные ìоäеëи,
поëу÷енные на основе äизайна эконоìи÷еских ìе-
ханизìов (mechanism design); ìоäеëи на основе
аãреãирования ìикроэконоìи÷еских показатеëей
(поäìоäеëей) [10].

В настоящей работе преäставëен обзор наибо-
ëее известных функöий конфëикта и на основе
äанных военной статистики выпоëнена их вери-
фикаöия. Стиëü изëожения ìатериаëа ориентиро-
ван как на спеöиаëистов по иссëеäованиþ опера-
öий, так и на спеöиаëистов в обëасти военной на-
уки и искусства.

Аннотация. Выпоëнено статисти÷еское иссëеäование функöий побеäы в боþ, основан-
ных на ìоäеëи Г. Таëëока, устанавëиваþщей зависиìостü вероятности побеäы в боþ
(сражении, операöии) от отноøения боевых потенöиаëов сторон. Боевой потенöиаë оп-
реäеëяется ÷исëенностяìи боевых еäиниö сторон и у÷итывает их ìораëüные и техноëо-
ãи÷еские характеристики. Параìетр ìасøтаба (по Г. Таëëоку — параìетр реøитеëüнос-
ти) оöенен на приìере сражений XIX — на÷аëа XX в., по резуëüтатаì стратеãи÷еских
операöий Веëикой Оте÷ественной войны 1941—1945 ãã., по äанныì о боестоëкновениях
поãрани÷ников с банäãруппаìи, а также на основе ìежäунароäной статистики о пират-
ских и разбойных актах на ìоре. При провеäении контртеррористи÷еских и спеöиаëüных
операöий еãо зна÷ение ìаëо, на такти÷ескоì уровне равно еäиниöе, на оперативноì
уровне приìерно равно 2—4. Поëу÷енные статисти÷еские резуëüтаты не противоре÷ат
преäставëенияì военной науки и искусства о пëанировании и веäении боевых äействий.
Функöиþ побеäы в боþ (сражении, операöии) öеëесообразно приìенятü на этапе поä-
ãотовки боя äëя обоснования потребноãо состава сиë и среäств äëя выпоëнения постав-
ëенных заäа÷.

Ключевые слова: функöия побеäы в боþ, ìоäеëü Таëëока, оöенка параìетров, параìетр ìасøтаба,
бой, сражение, операöия.

правление в социально-экономических системахУ
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1. ÎÁÇÎÐ ÔÓÍÊÖÈÉ ÊÎÍÔËÈÊÒÀ

Поëожиì, ÷то в конфëикте (конкурсе, аукöио-
не) у÷аствуþт äве стороны. Их усиëия (ресурсы)
обозна÷иì ÷ерез x > 0 и y > 0 соответственно. Лþ-
бой коìбинаöии усиëий сторон поставëены в со-
ответствие вероятности успеха (побеäы) — p

x
(x, y)

и p
y
(x, y). Достато÷но хороøо иссëеäован кëасс

функöий побеäы

p
x
(x, y) = , (1)

ãäе f
x
(�) и f

y
(�) — неотриöатеëüные строãо возрас-

таþщие функöии.
Отìетиì наибоëее ÷асто встре÷аþщиеся функ-

öионаëüные форìы ìоäеëи (1). Моäеëü Г. Таëëока

p
x
(x, y) =  = , (2)

ãäе μ > 0 — параìетр реøитеëüности сторон, от-
носится к кëассу ìоäеëей на основе отноøения
потенöиаëов (резуëüтат зависит от отноøения уси-
ëий сторон). Моäеëü Д. Макфаääена и Д. Хирø-
ëяйфена

p
x
(x, y) =  =

= (3)

относится к кëассу ìоäеëей на основе разности
потенöиаëов. К этоìу же кëассу относится пробит-
ìоäеëü p

x
 (x, y) = Φ(x – y), ãäе Ф — функöия Лап-

ëаса. При анаëизе конфëиктов и аукöионов неан-
таãонисти÷ескоãо характера приìеняется разно-
стная ìоäеëü виäа

p
x
(x, y) = α

p
 + f

x
(x) – f

y
(y),

ãäе параìетр 0 < α
p
 < 1 и функöии f

x
(�), f

y
(�) поäоб-

раны так, ÷тобы выпоëняëосü усëовие p
x
(�) ∈ [0, 1].

Параìетр α
p
 отражает усëовия конкурса (аукöио-

на) и не зависит от усиëий еãо у÷астников.
Теоретико-вероятностное обоснование функ-

öий конфëикта основано на анаëизе вëияния не-
у÷итываеìых факторов (сëу÷айных оøибок) на
резуëüтат. Функöии реãрессии в общеì сëу÷ае
иìеþт виä Y

x
 = h(x, ε

x
), Y

y
 = h(y, ε

y
), ãäе функöии

оøибок ε
x
 и ε

y
 иìеþт равные нуëþ ìатеìати÷еские

ожиäания. Тоãäа вероятностü побеäы первой сто-
роны в конфëикте ìожно записатü как p

x
(x, y) =

= P(Y
x
 > Y

y
) = P(h(x, ε

x
) > h(y, ε

y
)). В преäпоëожении,

÷то функöия реãрессии ëинейна, а функöия распре-
äеëения оøибок иìеет виä F(u) = exp(–exp(–u))

(функöия экстреìаëüноãо распреäеëения), Д. Мак-
фаääен поëу÷иë ìоäеëü бинарноãо выбора виäа (3).
Дëя функöии реãрессии ìуëüтипëикативноãо виäа
и в преäпоëожении, ÷то пëотностü распреäеëения
оøибок экспоненöиаëüная, поëу÷ена ìоäеëü ви-
äа (2).
Функöии конфëикта аксиоìатизированы, в

÷астности, Р. Лþсоì [11] и С. Скаперäасоì [12].
В основу аксиоìатики поëожено свойство незави-
симости от посторонних альтернатив (Independe-
nce of Irrelevant Alternatives property): исхоä конф-
ëикта зависит тоëüко от усиëий äвух сторон (у÷аст-
ников) и не зависит от усиëий третüих ëиö. Это
свойство актуаëüно äëя соöиаëüных и поëити÷ес-
ких иссëеäований (наприìер, выборы в парëаìент,
сì. теореìу Эрроу [13]). Друãое важное требование
к функöияì конфëикта — их однородность нулевой
степени, т. е. p

x
(tx, ty) = p

x
(x, y) äëя всех t > 0. Мо-

äеëи (2) и (3) обëаäаþт свойством симметрии или
анонимности в тоì сìысëе, ÷то есëи усиëия сторон
поìенятü ìестаìи, то и вероятности их побеäы
также поìеняþтся ìестаìи.
Отìе÷ено, ÷то несìотря на наëи÷ие зна÷итеëü-

ноãо ÷исëа пубëикаöий по ìоäеëированиþ конф-
ëиктов, конкурсов и аукöионов в разëи÷ных сфе-
рах äеятеëüности, ëиøü в небоëüøоì коëи÷естве
пубëикаöий затраãиваþтся вопросы верификаöии
функöий конфëикта на реаëüных äанных [10].
В серии статей [3] сфорìуëированы основные

требования к построениþ ìоäеëей боя:
— неразрывная связü военной статистики, воен-

ноãо искусства и ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования;
— анаëити÷еские ìоäеëи, основанные на так-

ти÷еских принöипах и физи÷еских законах, преä-
ставëяþтся боëее преäпо÷титеëüныìи, ÷еì статис-
ти÷еские, основанные на «поäãонке» резуëüтатов
поä оãрани÷енный набор статисти÷еских äанных;

— свиäетеëüство «правиëüности» ìоäеëей — со-
ответствие резуëüтатов ìоäеëирования принöипаì
военноãо искусства («правиëо — битü враãа по ÷ас-
тяì сëужит несоìненныì поäтвержäениеì основ-
ноãо поëожения наøей теории, ÷то потери сиëü-
нейøеãо ÷исëоì äоëжны бытü ìенüøе, ÷еì у сëа-
бейøеãо» [3]) и äр.
Рассìотриì функöиþ боя, основаннуþ на ìо-

äеëи Г. Таëëока и у÷итываþщуþ поëожения воен-
ноãо искусства и психоëоãи÷еские характеристики
бойöов [14, 15]:

p
x
(x, y) =  = ,

p
y
(x, y) =  = , 

β = α,  α = α1α2α3α4, (4)

fx x( )
fx x( ) fy y( )+
-------------------------------

x
μ

x
μ

y
μ

+

-----------------
x/y( )μ

x/y( )μ
1+

--------------------------

μx( )exp
μx( )exp μy( )exp+

--------------------------------------------------

1
1 μ x y–( )( )exp+
---------------------------------------------

βx( )m

βx( )m y
m

+

---------------------------
q

m

q
m

1+
----------------

y
m

βx( )m y
m

+

---------------------------
1

q
m

1+
----------------

λx

λy

-----
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ãäе m — параìетр форìы; 0 < λ
x
 < 1 (0 < λ

y
 < 1) —

äоëя «кровавых» потерü (убитыìи и раненыìи),
выäерживаеìая первой (второй) стороной; q — со-
отноøение сиë сторон (превосхоäство первой сто-
роны); β > 0 — параìетр боевоãо превосхоäства
первой стороны наä второй; α > 0 — параìетр тех-
ноëоãи÷ескоãо превосхоäства первой стороны наä
второй. Коìпоненты параìетра α вытекаþт из
опреäеëения боя (бой преäставëяет собой сово-
купностü соãëасованных по öеëи, ìесту и вреìе-
ни уäаров, оãня и ìаневра войск äëя уни÷тожения
(разãроìа) противника, отражения еãо уäаров и
выпоëнения äруãих заäа÷) и произвеäения ìатеìа-
ти÷еских ожиäаний независиìых сëу÷айных веëи-
÷ин α1, α2, α3, α4, характеризуþщих превосхоäст-
во первой стороны наä второй соответственно в
боевоì опыте коìанäиров и их поä÷иненных, в
развеäке, ìаневренности и оãневых возìожностях.
Опытоì коìанäиров и сëаженностüþ поäразäе-
ëений обеспе÷ивается соãëасованностü äействий.
Частные коэффиöиенты α1, ..., α4 вы÷исëяþтся как
отноøения коëи÷ественных характеристик боевых
еäиниö сторон с у÷етоì противоäействия против-
ника. Наприìер, äаëüности эффективноãо пораже-
ния противника сëеäует вы÷исëятü с у÷етоì иìе-
þщихся у неãо среäств инäивиäуаëüной и коëëек-
тивной защиты, а äаëüности обнаружения — с
у÷етоì возìожностей по ìаскировке (заäыìëе-
ниþ) и äр.
Параìетр ìораëüноãо превосхоäства λ

x
/λ

y
 иìе-

ет реøаþщее вëияние на исхоä боя. По М.П. Оси-
пову, «побеäа зависит не от проäоëжитеëüности
боя, а ãëавныì образоì от понесенных сторонаìи
потерü; поэтоìу вернее с÷итатü, ÷то бой äëится äо
тех пор, пока потери оäной из сторон не äостиãнут
некотороãо опреäеëенноãо проöента. Такиì в среä-
неì ìожно с÷итатü 20 %...» [3].

Моäеëü (4) обëаäает свойствоì оäнороäности
нуëевой степени. Соäержатеëüно äанное свойство
трактуется так: вероятностü побеäы в боþ не зави-
сит от выбора еäиниöы изìерения ресурсов сторон
x и y. Поä боевыìи еäиниöаìи в оперативно-так-
ти÷еских рас÷етах ìоãут пониìатüся как отäеëü-
ные бойöы (танки, оруäия, саìоëеты), так и рот-
ные иëи батаëüонные такти÷еские ãруппы и пр.
При пëанировании стратеãи÷еских операöий в ка-
÷естве боевых еäиниö испоëüзуþтся как ÷исëен-
ности сиë и среäств сторон, так и рас÷етные äи-
визии [16, 17]. Названноìу свойству в военноì
искусстве соответствует принöип ìасøтабируе-
ìости. Основаниеì äëя объеäинения такти÷еских,
оперативных и стратеãи÷еских äействий в оäной
ìоäеëи преäставëяется анаëиз опыта Веëикой Оте-
÷ественной войны. Г.К. Жуков выäеëиë оäни и те
же факторы, опреäеëяþщие успех ëþбоãо боя, сра-
жения и операöии [18]. Параìетр форìы позвоëя-

ет разäеëитü ìоäеëи по виäаì на оперативно-стра-
теãи÷еские, такти÷еские и ìоäеëи боестоëкнове-
ний небоëüøих по ÷исëенности ãрупп.
Свойство сиììетрии также выпоëняется в ìо-

äеëи (4). У÷ет отäеëüных важных сëу÷аев (несиì-
ìетри÷ная инфорìаöия сторон, разные проäоëжи-
теëüности öикëов äействий наступаþщих и оборо-
няþщихся и äр.) ìожет бытü выпоëнен в ìоäеëях
боëее высокоãо уровня (к приìеру, в ìоäеëи «на-
ступëение — оборона») с поìощüþ ìетоäов тео-
рии иãр.
Отìетиì еще оäно важное требование к ìоäеëи

(4) — у÷ет оãрани÷ений на зна÷ение показатеëя q,
характеризуþщеãо соотноøение сиë сторон. Зна-
÷ение показатеëя принаäëежит интерваëу [1/q*, q*],
ãäе q* не превыøает 5—15 (äëя сражений и опера-
öий ÷исëо q* ìаëо, äëя боя это ÷исëо ìожет äости-
ãатü 10—15). Ина÷е боевые äействия превращаþт-
ся в партизанские (антипартизанские), спеöиаëü-
ные, контртеррористи÷еские и äруãие äействия,
которые протекаþт в иных форìах и способах.
Такиì образоì, наìи рассìотрен ряä ìоäеëей,

которые ìожно приìенятü в ка÷естве функöии
конфëикта (боя). Преäпо÷титеëüныì преäставëя-
ется кëасс ìоäеëей Г. Таëëока, в ìаксиìаëüной
степени уäовëетворяþщий сëоживøиìся преäстав-
ëенияì военной науки об оперативно-такти÷еских
рас÷етах [19]. Выбор ëу÷øей из ìоäеëей возìо-
жен по резуëüтатаì анаëиза äанных военной ста-
тистики.

2. ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÊÎÍÔËÈÊÒÀ

2.1. Ìåòîäû âåðèôèêàöèè

В ìатеìати÷еской статистике äëя проверки ãи-
потез о виäе распреäеëения наибоëее ÷асто при-
ìеняþтся критерии хи-кваäрат Пирсона (äëя про-
стых ãипотез) и Фиøера (äëя сëожных, с оöенкой
параìетров распреäеëения). Пустü провоäится n
независиìых испытаний, кажäое из которых ìо-
жет иìетü r разëи÷ных исхоäов, вероятности этих
исхоäов равны p1, p2, ..., pr

. Пустü в посëеäоватеëü-

ности испытаний исхоäы встретиëисü c1, c2, ..., cr

раз. По теореìе Пирсона, в сëу÷ае справеäëивости
основной ãипотезы, распреäеëение статистики хи-
кваäрат

χ2 = 

при n → ∞ стреìится к распреäеëениþ хи-кваäрат
с r – 1 степеняìи свобоäы. В противноì сëу÷ае эта
статистика стреìится к бесконе÷ности.
Параìетры β и m ìоäеëи (4) также ìожно оöе-

нитü ìетоäоì ìаксиìаëüноãо правäопоäобия. По-
скоëüку исхоä отäеëüноãо боя (сражения, опера-
öии) приниìает оäно из äвух зна÷ений: 1 — побеäа

i 1=

r

∑
ci npi–( )2

npi

-------------------------
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первой стороны иëи 0 — ее поражение, то функöия
правäопоäобия иìеет виä:

L = ,

ãäе s — äоëя боев, в которых побеäиëа первая сто-
рона; x

i
 (y

i
) — ÷исëенностü войск первой (второй)

стороны в i-ì боþ. Вы÷исëив ÷астные произвоä-
ные ëоãарифìи÷еской функöии правäопоäобия
по β и m и приравняв их к нуëþ, поëу÷иì систеìу
äвух уравнений äëя оöенки параìетров:

sm  –  = 0, (5)

s ln(βx
i
) + (1 – s) ln(y

i
) –

–  = 0. (6)

2.2. Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèé 
ïî ðåçóëüòàòàì ñðàæåíèé XIX — íà÷àëà XX ââ.

В табë. 1 преäставëены ÷исëенности войск и
резуëüтаты сражений XIX — на÷аëа XX вв. Сраже-
ния поäобраны М.П. Осиповыì такиì образоì,
÷то естü все основания с÷итатü, ÷то параìетр бое-
воãо превосхоäства β равен еäиниöе [3]. Исхоä i-ãо
сражения s

i
 равен 1, есëи побеäиëа первая сторона,

ина÷е s
i
 = 0.

Зна÷ения отноøений и разностей ÷исëеннос-
тей сторон разбиты на k = 6 интерваëов. Отноøе-
ния ÷исëенностей сторон испоëüзуþтся в ìоäеëях
(2) и (4), а разности ÷исëенностей войск сторон —
в ìоäеëи (3). Резуëüтаты вы÷исëений статистики
хи-кваäрат äëя ìоäеëи (4) при β = 1 и m = 0,5; 1;
2; 3; 3,5; 4; 5; 6 и äëя ìоäеëи (3) при μ = 0,5; 1; 2
преäставëены в табë. 2.
Из табëиöы виäно, ÷то ìоäеëи на основе раз-

ностей ÷исëенностей войск сторон (№ 9—11) при-
ìенятü неöеëесообразно в связи с боëüøиì зна-
÷ениеì статистики хи-кваäрат. Преäпо÷титеëüна
ìоäеëü на основе отноøения потенöиаëов со зна-
÷ениеì параìетра форìы m ≈ 3—4. Вìесте с теì,
äëя всех зна÷ений параìетра ìоäеëи (4) в интер-
ваëе m = (3, 4) зна÷ения статистики хи-кваäрат вы-
øе крити÷еской то÷ки распреäеëения хи-кваäрат
при уровне зна÷иìости 0,01 и ÷исëе степеней сво-

боäы k – 1 = 5 (  = 15,1). Сëеäоватеëüно, не-

ëüзя принятü статисти÷ески зна÷иìое закëþ÷ение
о зна÷ении параìетра ìоäеëи (4), поскоëüку наì
неизвестно зна÷ение параìетра β боевоãо превос-
хоäства.

i 1=

n

∏
βxi( )m

βxi( )m yi( )m+
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⎝ ⎠
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β
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∑
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∑
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n

∑
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Таблица 1
Íà÷àëüíûå ÷èñëåííîñòè ñòîðîí è èñõîäû ñðàæåíèé

Сражение

На÷аëüная 
÷исëенностü 

войск Ис-
хоä 
сра-
же-
ния 
s
i

Отно-
øение 
÷ис-
ëен-
ностей 
войск 

q
i

Раз-
ностü 
÷ис-
ëен-
ностей 
войск 

Δ
i
, тыс. 
÷еë.

пер-
вой 
сторо-
ны x

i
, 

тыс. 
÷еë.

вто-
рой 
сторо-
ны y

i
, 

тыс. 
÷еë.

Аустерëиö 83 75 0 1,11 8

Тена 74 43 1 1,72 31

Ауэрøтеäт 48 30 0 1,60 18

Прейсиø 
Эйëау

80 64 1 1,25 16

Фриäëанä 85 60 1 1,42 25

Асперн 75 70 1 1,07 5

Ваãраì 160 124 1 1,29 36

Бороäино 130 103 1 1,26 27

Березина 75 45 1 1,67 30

Лþöен 157 92 1 1,71 65

Бауöен 163 96 1 1,70 67

Дрезäен 160 125 0 1,28 35

Каöбах 75 65 1 1,15 10

Куëüì 46 35 1 1,31 11

Дениевиö 70 57 0 1,23 13

Лейпöиã 300 200 1 1,50 100

Ганау 75 50 1 1,50 25

Краон 30 18 1 1,67 12

Лаон 100 45 1 2,22 55

Линüи 120 85 1 1,41 35

Ватерëоо 100 72 1 1,39 28

Грохово 72 56 1 1,29 16

Аëüìа 62 34 1 1,82 28

Черная 
ре÷ка

60 56 1 1,07 4

Инкерìан 90 63 0 1,43 27

Маäжента 58 54 0 1,07 4

Соëüферино 170 150 0 1,13 20

Кустоööа 70 51 1 1,37 19

Кениããреö 222 215 1 1,03 7

Верт 100 45 1 2,22 55

Марс ëа Тур 125 65 1 1,92 60

Гравеëот 220 130 1 1,69 90

Сеäан 245 124 1 1,98 121

Меö 200 173 1 1,16 27

Аëаäжа 60 36 1 1,67 24

Лаоян 150 120 0 1,25 30

Шахе 212 157 0 1,35 55

Мукäен 330 280 0 1,18 50
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Метоäоì ìаксиìаëüноãо правäопоäобия (÷ис-
ëенное реøение систеìы уравнений (5)—(6)) по-
ëу÷ены такие оöенки параìетров ìоäеëи (4): β ≈ 1,
m ≈ 3.

Осипов М.П. [3] преäпоëожиë, ÷то есëи потери
сторон в сражении опреäеëяþтся ÷исëенностüþ
войск противника и их боевой эффективностüþ
(÷исëоì поражаеìых боевых еäиниö за ìаëый ин-
терваë вреìени), то поëу÷аеì кваäрати÷нуþ ìо-
äеëü боя (разностü кваäратов ÷исëенностей сража-
þщихся во всех фазах сражения постоянна), т. е.
m = 2. Данные табë. 1 со статисти÷еской то÷ки
зрения ëу÷øе описываþтся äруãой ìоäеëüþ, но
М.П. Осипов остановиëся на кваäрати÷ной ìоäе-
ëи в сиëу ее простоты и ìатеìати÷еской обосно-
ванности.

2.3. Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèé 
ïî ðåçóëüòàòàì ñòðàòåãè÷åñêèõ îïåðàöèé 

Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû

Свеäеì äанные по стратеãи÷ескиì операöияì
[16, 17] в табë. 3. На÷аëüнуþ ÷исëенностü совет-
ских войск в i-ì сражении обозна÷иì x

i
, войск про-

тивника — y
i
. Исхоä i-ãо сражения s

i
 равен 1, есëи

побеäиëи советские войска, ина÷е s
i
 = 0.

Зна÷ения отноøений ÷исëенностей сторон раз-
биты на øестü интерваëов. Резуëüтаты вы÷исëе-
ний зна÷ения статистики хи-кваäрат äëя кажäой
ìоäеëи преäставëены в табë. 4.

Таблица 2
Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ïî ðåçóëüòàòàì ñðàæåíèé

№ п/
п Моäеëü

Зна÷ение статисти-
ки хи-кваäрат

1 /(  + ) 377

2 x/(x + y) 161

3 x
2/(x2 + y2) 63

4 x
3/(x3 + y3) 39

5 x
3,5/(x3,5 + y3,5) 35

6 x
4/(x4 + y4) 35

7 x
5/(x5 + y5) 44

8 x
6/(x6 + y6) 65

9 155

10 158

11 158

x x y

x/2( )exp
x/2( )exp y/2( )exp+

-------------------------------------------------------

x( )exp
x( )exp y( )exp+

------------------------------------------

2x( )exp
2x( )exp 2y( )exp+

-------------------------------------------------

Таблица 3
Íà÷àëüíûå ÷èñëåííîñòè ñòîðîí è èñõîäû îïåðàöèé

Стратеãи÷еская операöия

На÷аëüная ÷исëен-
ностü войск Исхоä 

опера-
öии s

i
советских 

x
i
, ÷еë.

неìеöких 
y
i
, ÷еë.

Стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия в Прибаëтике (22 иþня — 9 иþëя 1941 ã.) 369 702 655 000 0
Стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия в Беëоруссии (22 иþня — 9 иþëя 1941 ã.) 673 472 820 000 0
Стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия на Запаäной Украине (22 иþня — 
6 иþëя 1941 ã.)

907 046 1 695 460 0

Стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия в Запоëярüе и Кареëии (29 иþня — 
10 октября 1941 ã.)

131 683 253 000 0

Киевская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (7 иþëя — 26 сентября 1941 ã.) 187 990 670 000 0
Сìоëенское сражение (10 иþëя — 10 сентября 1941 ã.) 1 469 551 1 045 000 0
Донбасско-Ростовская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (29 сентября — 
16 ноября 1941 ã.)

413 229 301 800 0

Московская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (30 сентября — 5 äекабря 
1941 ã.)

1 250 010 1 800 000 0

Ростовская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (17 ноября — 2 äекабря 1941 ã.) 423 945 340 000 1
Московская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (17 ноября — 2 äекабря 
1941 ã.)

1 069 173 801 000 1

Кер÷енско-Феоäосийская äесантная операöия (25 äекабря 1941 ã. — 2 января 
1942 ã.)

135 080 25 000 1

Ржевско-Вязеìская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (8 января — 20 ап-
реëя 1942 ã.)

723 211 624 800 1

Воронежско-Вороøиëовãраäская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия 
(28 иþня — 24 иþëя 1942 ã.)

1 715 000 900 000 0

Стаëинãраäская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (17 иþëя — 18 ноября 
1942 ã.)

386 365 381 000 0
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Северо-Кавказская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (25 иþëя — 31 äека-
бря 1942 ã.)

134 892 167 000 0

Стаëинãраäская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (19 ноября 1942 ã. — 
2 февраëя 1943 ã.)

2 084 600 2 023 000 1

Северо-Кавказская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (1 января — 4 фев-
раëя 1943 ã.)

1 025 230 764 000 1

Операöия по прорыву бëокаäы Ленинãраäа «Искра» (12—30 января 1943 ã.) 188 563 50 000 1
Воронежско-Харüковская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (13 января — 
3 ìарта 1943 ã.)

378 342 125 000 1

Харüковская оборонитеëüная операöия (4—25 ìарта 1943 ã.) 172 256 160 000 0
Курская стратеãи÷еская оборонитеëüная операöия (5—23 иþëя 1943 ã.) 1 392 065 900 000 0
Орëовская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия «Кутузов» (12 иþëя — 18 ав-
ãуста 1943 ã.)

927 494 492 300 1

Беëãороäско-Харüковская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия «Руìянöев» 
(3—23 авãуста 1943 ã.)

656 201 200 000 1

Сìоëенская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия «Суворов» (7 авãуста — 
2 октября 1943 ã.)

754 948 850 000 1

Донбасская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (13 авãуста — 22 сентября 
1943 ã.)

719 889 540 000 1

Черниãовско-Поëтавская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (26 авãуста — 
30 сентября 1943 ã.)

978 616 700 000 1

Новороссийско-Таìанская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (10 сентября — 
9 октября 1943 ã.)

337 178 440 000 1

Нижнеäнепровская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (26 сентября — 20 äе-
кабря 1943 ã.)

1 339 298 770 000 1

Киевская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (3—13 ноября 1943 ã.) 412 826 500 000 1
Днепровско-Карпатская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (24 äекабря 
1943 ã. — 6 ìая 1944 ã.)

1 466 500 1 800 000 1

Крыìская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (8 апреëя — 12 ìая 1944 ã.) 272 885 195 000 1
Выборãско-Петрозавоäская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (10 иþня — 
9 авãуста 1944 ã.)

290 975 280 000 1

Беëорусская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (23 иþня — 29 авãуста 1944 ã.) 1 254 300 800 000 1
Лüвовско-Санäоìирская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (13 иþëя — 
29 авãуста 1944 ã.)

1 070 953 600 000 1

Ясско-Киøиневская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (20—29 авãуста 
1944 ã.)

873 322 643 000 1

Восто÷но-Карпатская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (8 сентября — 
28 октября 1944 ã.)

280 323 300 000 1

Прибаëтийская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (14 сентября — 24 ноября 
1944 ã.)

1 214 978 700 000 1

Беëãраäская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (28 сентября — 20 октября 
1944 ã.)

447 500 400 000 1

Петсаìо-Киркенесская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (7—29 октября 
1944 ã.)

112 310 53 000 1

Висëо-Оäерская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (12 января — 3 февраëя 
1945 ã.)

2 294 630 400 000 1

Запаäно-Карпатская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (12 января — 
18 февраëя 1945 ã.)

719 857 550 000 1

Восто÷но-Прусская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (13 января — 25 ап-
реëя 1945 ã.)

1 590 000 580 000 1

Восто÷но-Поìеранская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (10 февраëя — 
4 апреëя 1945 ã.)

380 259 230 000 1

Венская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (16 ìарта — 15 апреëя 1945 ã.) 664 925 410 000 1
Берëинская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (16 апреëя — 8 ìая 1945 ã.) 2 062 100 1 000 000 1
Пражская стратеãи÷еская наступатеëüная операöия (6—11 ìая 1945 ã.) 1 196 390 900 000 1

Стратеãи÷еская операöия

На÷аëüная ÷исëен-
ностü войск Исхоä 

опера-
öии s

i
советских 

x
i
, ÷еë.

неìеöких 
y
i
, ÷еë.

Окончание табл. 3
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В оäноì сëу÷ае (*) параìетр боевоãо превос-
хоäства в i-й операöии поëаãаëся равныì еäиниöе:
β

i
 = 1, q

i
 = x

i
/y

i
. В äруãоì сëу÷ае (**) параìетр β

i

вы÷исëяëся по форìуëе

β = , (7)

ãäе β
ls
 — отноøение на÷аëüных ÷исëенностей войск

сторон; β
r
 — отноøение ÷исëенностей оруäий и

ìиноìетов; β
t
 — отноøение ÷исëенностей танков,

саìохоäных и øтурìовых оруäий; β
s
 — отноøение

÷исëенностей саìоëетов. Данное выражение у÷и-
тывает опыт советских стратеãи÷еских операöий
1944—1945 ãã.: в среäнеì по операöияì пехота, тан-
ки, артиëëерия и авиаöия вносиëи приìерно оäи-
наковый вкëаä в потери сторон [19].
Из табë. 4 виäно, ÷то приìенитеëüно к страте-

ãи÷ескиì операöияì зна÷ение статистики хи-кваä-
рат ìиниìаëüно при параìетре форìы m = 2.
Преäëоженный ìетоä рас÷ета параìетра боевоãо
превосхоäства по форìуëе (7) оказаëся некоррек-
тныì, так как в этоì сëу÷ае зна÷ение статистики
хи-кваäрат существенно выøе. Статисти÷еских
äанных в работах [16, 17] неäостато÷но, ÷тобы вы-
÷исëитü параìетр боевоãо превосхоäства анаëити-
÷ески по форìуëе (4).
Дëя стратеãи÷еских операöий периоäа Веëи-

кой Оте÷ественной войны ìетоäоì ìаксиìаëüно-
ãо правäопоäобия поëу÷ены такие оöенки пара-
ìетров ìоäеëи (4): β ≈ 1,4, m ≈ 3.

2.4. Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèé ïî ðåçóëüòàòàì 
áîåñòîëêíîâåíèé ñ áàíäãðóïïàìè

По статисти÷ескиì äанныì о резуëüтатах боес-
тоëкновений поãрани÷ников с банäãруппаìи (объ-
еì выборки n = 56, зна÷ения отноøений ÷исëен-
ностей сторон разäеëены на øестü интерваëов)
расс÷итана статистика хи-кваäрат (табë. 5).

Из резуëüтатов рас÷етов виäно, ÷то боестоëкно-
вения с нереãуëярныìи форìированияìи äоста-
то÷но хороøо описываþтся ìоäеëüþ отноøения
сиë с параìетроì форìы m = 0,5—1.
Приìенитеëüно к боестоëкновенияì поãра-

ни÷ников с банäãруппаìи (нереãуëярныìи фор-
ìированияìи) ìетоäоì ìаксиìаëüноãо правäопо-
äобия поëу÷ены такие оöенки параìетров ìоäеëи
(4): β ≈ 3,7, m = 0,65.

2.5. Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèé ïî ðåçóëüòàòàì 
ïîïûòîê çàõâàòîâ ñóäîâ ïèðàòàìè

Резуëüтаты статисти÷ескоãо анаëиза пиратских
и разбойных актов в ìорскоì пространстве за пе-
риоä с 2009 по 2019 ã. преäставëены в табë. 6.
В стоëбöе 1 указана äоëя успеøных актов по

всей выборке, а в стоëбöе 2 — тоëüко по теì актаì,
по которыì в базе äанных естü свеäения о ÷исëе
суäов и пиратских катеров, а также указаны ÷ис-
ëенности пиратов и экипажа. Коэффиöиент кор-
реëяöии ìежäу äанныìи посëеäних äвух стоëбöов
табëиöы равен 0,94.
Дëя анаëиза из общей выборки быëи отобраны

факты напаäений пиратов (ìорских разбойников)
на суäа типа Bulk carrier, Product tanker и Tanker
(первая выборка) и на суäа типа General cargo ship
(вторая выборка), ãäе пираты испоëüзоваëи äëя
атаки оäну ëоäку. Объеì первой выборки составиë
n = 215, второй — n = 135. По первой выборке на
рис. 1 и 2 показана зависиìостü соответственно
коëи÷ества и äоëи успеøных пиратских актов от
отноøения ÷исëенности пиратов к ÷исëенности
экипажа суäов.
По второй выборке на рис. 3 показана зависи-

ìостü äоëи успеøных пиратских актов от отноøе-
ния ÷исëенности пиратов к ÷исëенности экипажа
суäов.
На соäержатеëüноì уровне äействия пиратов

разäеëяþтся на äва этапа: первый — вынужäение
суäна к остановке и созäание усëовий äëя еãо
аборäажа, второй — взятие пиратаìи контроëя наä
управëениеì суäноì, захват экипажа. Поскоëüку,
по äанныì äвух выборок, в сиëовоì акте у÷аствует

βls βr βt βs+ + +

4
----------------------------------------

Таблица 4
Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ïî ðåçóëüòàòàì 

ñòðàòåãè÷åñêèõ îïåðàöèé

Зна÷ение 
параìетра 
форìы ìо-

äеëи (4)

Зна÷ение статистики хи-кваäрат

Оöенка параìетра 
боевоãо превос-
хоäства советских 

войск (*)

Оöенка параìетра 
боевоãо превос-
хоäства советских 

войск (**)

0,5 159 269
1 55 121
2 18 85
3 20 156
4 47 418

Таблица 5
Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ïî ðåçóëüòàòàì 

áîåñòîëêíîâåíèé ñ áàíäãðóïïàìè

Зна÷ение

параìетра форìы ìоäеëи (4) статистики хи-кваäрат

0,5 76

1 77

2 504
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Рис. 1. График зависимости числа успешных актов от отношения
численности пиратов к численности экипажа судов (первая вы-
борка)

Рис. 2. График зависимости доли успешных актов от отношения
численности пиратов к численности экипажа судов (первая вы-
борка)

Таблица 6
Êîëè÷åñòâî ñèëîâûõ àêòîâ è èõ ðåçóëüòàòèâíîñòü ïî òèïàì ñóäîâ

Тип суäна (анãë.) Тип суäна (рус.) Чисëо 
актов

Доëя успеøных актов

1 2

Dhow Парусно-ìоторное суäно 12 1,000 1,000
Yacht Яхта 12 0,792 0,700
Tug Буксир 44 0,732 0,758
Supply ship Суäно снабжения 16 0,625 0,714
Fishing vessel Рыбоëовное суäно 47 0,617 0,600
Oil product tanker Танкер äëя нефтепроäуктов 4 0,500 0,333
Barge carrier Баржевоз 9 0,444 0,667
Passenger ship Пассажирское суäно 5 0,400 0,667
Product tanker Танкер-проäуктовоз 84 0,351 0,455
Refrigerated cargo carrier Рефрижераторное суäно 6 0,333 0,200
General cargo ship Сухоãруз общеãо назна÷ения 126 0,310 0,357
Нет äанных — 11 0,273 0,167
Chemical tanker Танкер-хиìовоз 127 0,268 0,294
Bulk carrier Баëкер (наваëо÷ник) 227 0,201 0,203
Tanker Танкер 188 0,193 0,259
Ro-ro-cargo ship Роëкер (перевозка ãрузов на коëесах) 15 0,167 0,200
Oil tanker Нефтяной танкер 39 0,132 0,136
Vehicle carrier Роëкер (перевозка ãрузов на коëесах) 16 0,125 0,167
Special purpose ship Суäно спеöиаëüноãо назна÷ения 4 0,125 0,125
Heavy load carrier Грузовое суäно 4 0,125 —
LPG tanker Газовоз 9 0,111 0,250
Container ship Контейнеровоз 144 0,108 0,160
Военный корабëü — 1 0 —
Cement carrier Цеìентовоз 1 0 0
Ore/bulk/oil Carrier Нефтеруäовоз 1 0 —
Reefer Рефрижератор 1 0 0
Gas carrier — LNG Газовоз СПГ 3 0 0
Gas carrier — non-specified Газовоз 1 0 —
Патруëüная ëоäка — 1 0 0
Multipurpose ship Мноãоöеëевое суäно 1 0 —
Livestock carrier Суäно äëя перевозки скота 1 0 0
Research ship Иссëеäоватеëüское суäно 5 0 —

Общий итоã 1165 0,272 0,317
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оäно пиратское суäно (ëоäка, катер) и напаäениþ
поäверãается тоëüко оäно суäно, то ìоäифиöируеì
ìоäеëü (4) äëя у÷ета характеристик сиëовоãо акта.
Функöия успеха сиëовоãо акта (вероятностü побе-
äы напаäаþщей стороны) буäет иìетü виä:

p
x
(x, y) = π , (8)

ãäе π — вероятностü успеøных äействий по оста-
новке суäна и созäаниþ усëовий äëя аборäажа; m —
параìетр форìы; q > 0 — отноøение ÷исëенности
пиратов, у÷аствуþщих в äействиях по захвату суä-
на, к ÷исëенности экипажа; β > 0 — параìетр бо-
евоãо превосхоäства напаäаþщей стороны в äейс-
твиях по взятиþ поä контроëü управëения суäноì.
Первый соìножитеëü отражает äействия по оста-
новке суäна (в котороì у÷аствуþт с кажäой сторо-
ны по еäиниöе) и позвоëяет у÷естü ìаневренные
и скоростные характеристики суäов, техни÷еские
среäства напаäения (ãранатоìеты, пуëеìеты и äр.)
и защиты (коëþ÷ая провоëока, пожарные øëанãи,
сëепящие ëазеры и äр.), высоту борта и пр. Второй
соìножитеëü характеризует äействия сторон по за-
хвату (неäопущениþ захвата) суäна и экипажа.
Запиøеì функöиþ правäопоäобия äëя ìоäе-

ëи (8):

L = ,

ãäе s — äоëя успеøных сиëовых актов; q
i
 — отно-

øение ÷исëенности пиратов и экипажа суäна в i-ì
акте.
Вы÷исëив ÷астные произвоäные ëоãарифìи÷ес-

кой функöии правäопоäобия и приравняв их к ну-

ëþ, поëу÷иì уравнения äëя оöенки параìетров π
и β ìоäеëи (8):

 =  + (1 – s)  = 0,

 =  –  +

+ (1 – s)  = 0.

Кажäая из äвух выборок, отсортированная по
äате соверøения сиëовоãо акта, быëа разäеëена на
äве ÷асти. По первой ÷асти выпоëнена оöенка па-
раìетров π и β ìоäеëи (8) при фиксированных зна-
÷ениях параìетра форìы m, а по второй ÷асти рас-
с÷итаны статистики хи-кваäрат.
Резуëüтаты рас÷етов преäставëены в табë. 7.
Из резуëüтатов рас÷етов виäно, ÷то приìени-

теëüно к пиратскиì и разбойныì актаì в ìорскоì
пространстве в ка÷естве оöенки параìетра форìы
ìожно принятü m = 1—1,25.

3. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

На рис. 4 при разëи÷ных зна÷ениях параìетра
форìы m показана зависиìостü побеäы первой сто-
роны от отноøения сиë сторон q (ìоäеëü Г. Таë-
ëока, у÷итываþщая отноøение сиë сторон). Из
рисунка виäно, ÷то вкëаä сëу÷айных факторов в
резуëüтат конфëикта снижается с увеëи÷ениеì зна-
÷ения параìетра форìы.

βq( )m

βq( )m 1+
------------------------

Рис. 3. График зависимости доли успешных актов от отношения
численности пиратов к численности экипажа судов (вторая вы-
борка)
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Таблица 7
Îöåíêè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è b 

è ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò

Зна÷е-
ние па-
раìетра 
форìы m

Резуëüтаты оöенок по выборке 

первой второй 

π β χ2 π β χ2

0,25 7,5 0,568 117,4 8,86 0,43 41,6

0,5 7,17 0,525 160,7 8,4 0,4 21,3

0,75 7,02 0,49 112,8 8,16 0,37 17,0

1 6,9 0,46 91,4 7,96 0,35 16,0

1,25 6,78 0,44 79,2 7,86 0,33 16,8

1,5 8,68 0,39 100,7 7,71 0,32 18,2

2 11 0,35 174,1 7,67 0,3 24,8

3 10,79 0,328 339,9 7,76 0,27 62,0
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При ìаëых ÷исëенностях боевых еäиниö сто-
рон и при преобëаäании нетраäиöионных форì
боя (напаäения из засаä, партизанские äействия
и äр.) öеëесообразно испоëüзоватü зна÷ение пара-
ìетра форìы m = 0,25—0,5. Успех боестоëкнове-
ний в этоì сëу÷ае зависит от ìножества сëу÷айных
факторов, у÷естü которые по÷ти невозìожно. Что-
бы äобитüся высокой вероятности побеäы, необхо-
äиìо обеспе÷итü ìноãократное превосхоäство в си-
ëах и среäствах наä противникоì. Наприìер, при
m = 0,5 вероятностü побеäы 0,75 äостиãается при
боевоì превосхоäстве наä противникоì q ≈ 9. Дан-
ный резуëüтат поäтвержäается практикой контр-
террористи÷еских и спеöиаëüных операöий: опыт
внутренних конфëиктов свиäетеëüствует о тоì,
÷то соотноøение ÷исëенности правитеëüствен-
ных войск к повстанöаì äоëжно бытü в преäеëах
(8—10): 1 (восеìü — äесятü еäиниö к оäной). Мно-
ãие ãосуäарства Запаäа исхоäят иìенно из таких
показатеëей при опреäеëении ÷исëенности сиë
правопоряäка [20].
Действия небоëüøих такти÷еских поäразäеëе-

ний (рот, батаëüонов, такти÷еских ãрупп) в наступ-
ëении и обороне ìоãут бытü описаны ìоäеëüþ от-
ноøения сиë со зна÷ениеì параìетра форìы m = 1.
В этоì сëу÷ае вероятностü побеäы 0,75 äостиãается
при трехкратноì превосхоäстве в сиëах и среäст-
вах наä противникоì, ÷то соответствует сëожив-
øиìся преäставëенияì о веäении общевойсково-
ãо боя.
При ìоäеëировании äействий äивизий (корпу-

сов, арìий) в сражении (операöии) преäставëяется
статисти÷ески обоснованныì испоëüзоватü зна-
÷ение параìетра форìы m = 2—3. Зäесü успех сра-
жения (операöии) по÷ти ãарантирован при äвух-

трехкратноì общеì превосхоäстве наä противни-
коì в сиëах и среäствах. Поëу÷енные статисти÷ес-
кие вывоäы поäтвержäаþтся спеöиаëистаìи в об-
ëасти военной науки и искусства. Презиäент Ака-
äеìии военных наук ãенераë арìии М.А. Гареев
отìе÷аë, ÷то за вреìя Веëикой Оте÷ественной вой-
ны не быëо ни оäной успеøной оборонитеëüной
операöии, провеäенной зна÷итеëüно ìенüøиìи
сиëаìи, ÷еì у наступаþщеãо противника. Возìож-
но отражение атак превосхоäящих сиë противника
в такти÷ескоì звене, но не в оперативно-стратеãи-
÷ескоì [21].

Резуëüтаты рас÷етов и соäержатеëüный анаëиз
боевых äействий позвоëяет обобщитü требования
к äостижениþ побеäы в боþ, сражении, операöии
и преäставитü в форìе табëиöы требуеìое зна÷е-
ние превосхоäства наä противникоì в сиëах и
среäствах (табë. 8).

Из табëиöы виäно, ÷то äëя äостижения вероят-
ности побеäы наä противникоì, равной 0,75, в хо-
äе контртеррористи÷еских и спеöиаëüных опера-
öий необхоäиìо обеспе÷итü превосхоäство в сиëах
и среäствах не ниже 9:1, тоãäа как при веäении
боевых äействий поëкоì (батаëüоноì) äостато÷но
иìетü превосхоäство 3:1.

Укажеì оãрани÷ение на приìенение функöий
побеäы. Работа коìанäиров и øтабов по пëаниро-
ваниþ и веäениþ боевых äействий (наступëения,
обороны и äр.) разäеëяется на äва этапа: поäãотов-
ка боевых äействий и веäение боевых äействий.
Рассìотренные выøе ìоäеëи (функöии боя, кон-
фëикта) öеëесообразно приìенятü в основноì на
первоì этапе äëя обоснования потребных сиë и
среäств на бой (сражение, операöиþ). Моäеëиро-
вание веäения боевых äействий выпоëняется в хо-
äе военных иãр, а также с приìенениеì äискретных
ìоäеëей äинаìики боя, ìарковских öепей, иìита-
öионных ìоäеëей и пр.

Рис. 4. Зависимость вероятности победы от отношения сил
сторон

Таблица 8
Ïðåâîñõîäñòâî â ñèëàõ è ñðåäñòâàõ q, 

íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîáåäû íàä ïðîòèâíèêîì

Требуеìое 
зна÷ение 

вероятности 
побеäы наä 
противни-
коì p

x

Зна÷ение параìетра форìы m ìоäеëи 

q = 

m = 0,5 m = 1 m = 2 m = 3

0,7 5,4:1 2,3:1 1,5:1 1,3:1

0,75 9,0:1 3,0:1 1,7:1 1,4:1

0,8 16,0:1 4,0:1 2,0:1 1,6:1

0,9 81,0:1 9,0:1 3,0:1 2,1:1

px

1 px–
--------------m
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Выпоëнено статисти÷еское иссëеäование функ-
öий побеäы в боþ, основанных на ìоäеëи Г. Таë-
ëока, устанавëиваþщей зависиìостü вероятности
побеäы в боþ (сражении, операöии) от отноøения
боевых потенöиаëов сторон. Боевой потенöиаë оп-
реäеëяется ÷исëенностяìи боевых еäиниö сторон
и у÷итывает их ìораëüные и техноëоãи÷еские ха-
рактеристики.
Параìетр функöии конфëикта, опреäеëяеìый

Г. Таëëокоì как параìетр реøитеëüности, приìе-
нитеëüно к ìоäеëяì военных и боевых äействий
отражает характер и ìасøтаб äействий. При прове-
äении контртеррористи÷еских и спеöиаëüных опе-
раöий еãо зна÷ение ìаëо, на такти÷ескоì уровне
равно еäиниöе, на оперативноì уровне приìерно
равно 2—4. Параìетр ìасøтаба оöенен на приìере
сражений XIX — на÷аëа XX в., по резуëüтатаì стра-
теãи÷еских операöий Веëикой Оте÷ественной вой-
ны 1941—1945 ãã., по äанныì о боестоëкновениях
поãрани÷ников с банäãруппаìи, а также на основе
ìежäунароäной статистики о пиратских и разбой-
ных актах на ìоре. Поëу÷енные статисти÷еские
резуëüтаты не противоре÷ат преäставëенияì воен-
ной науки и искусства о пëанировании и веäении
боевых äействий.
Перспективныìи направëенияìи äаëüнейøих

иссëеäований преäставëяþтся разработка на осно-
ве функöии побеäы теоретико-иãровых ìоäеëей
поäãотовки боя, сражения, операöии, а также раз-
работка и обоснование коìпëекса ìоäеëей, позво-
ëяþщих у÷итыватü ìноãообразные боевые ситуа-
öии, возникаþщие по хоäу боевых äействий.
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Abstract. A statistical study of contest success functions for battles was performed, based on the
model of G. Tullock, which establishes the dependence of battle (combat, operation) victory
probability on the ratio of combat potentials of the sides. The combat potential is determined
by the number of combat units of the sides and takes into account their moral and technological
characteristics. The scale parameter (according to G. Tullock, the decisiveness parameter) is es-
timated by using the examples of battles that took part in the 19th and early 20th century, the
results of strategic operations of the Great Patriotic War of 1941—1945, the data on clashes be-
tween border guards and bandit groups, and also on the base of international statistical data on
acts of piracy and armed robbery at sea. For counter-terrorism and special operations, its value
is small; at the tactical level, it equals one; at the operational level its approximate value is 2—4.
The obtained statistical results do not contradict the military science and art ideas of planning
and conduct of hostilities. Using the contest success function for battle (combat, operation) is
advisable at the stage of preparation for the battle to substantiate the required forces and means
for completing the tasks.

Keywords: contest success function, Tullock model, parameter estimation, scale parameter, battle, combat,
operation.
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Выпуск инноваöионной проäукöии преäстав-
ëяет собой ìеханизì, способствуþщий быстроìу
развитиþ преäприятия. При этоì неуäа÷ное внеä-
рение инноваöионных проектов ìожет привести
к разорениþ при неэффективной орãанизаöии
произвоäства. Это связано с теì, ÷то рынок, на ко-
тороì работаþт совреìенные произвоäственные
систеìы, особенно ориентированные на выпуск
инноваöионной проäукöии, — ÷резвы÷айно äина-
ìи÷ный. Поэтоìу произвоäство такой проäукöии
требует синхронизаöии выбора выпускаеìой про-
äукöии с äинаìикой изìенения потребитеëüскоãо

спроса, преäъявëяет повыøенные требования к
скорости принятия реøений и их ка÷еству. К тоìу
же, инноваöионная проäукöия, как правиëо, обëа-
äает боëее короткиì жизненныì öикëоì, боëüøиì
÷исëоì ìоäификаöий (ìожно набëþäатü перехоä
к ìеëкосерийноìу иëи øту÷ноìу произвоäству
поä нужäы заказ÷ика), боëüøей наукоеìкостüþ
и конструктивной сëожностüþ, требует боëüøеãо
коëи÷ества среäств äëя орãанизаöии произвоäства
и повыøенной орãанизаöионной и техноëоãи÷ес-
кой ãибкости произвоäственных систеì. В связи с
этиì эффективностü управëения и оøибки, связан-
ные с управëениеì и пëанированиеì в таких про-
извоäственных систеìах, обретаþт эффект, непо-
среäственно вëияþщий на их жизнеспособностü.

Аннотация. В усëовиях постоянноãо появëения новой инноваöионной проäукöии воз-
никает необхоäиìостü осуществëения боëее эффективноãо пëанирования и управëения
äеятеëüностüþ произвоäственных систеì с поìощüþ повыøения уровня форìаëизаöии
при описании проöессов, связанных с форìированиеì произвоäственноãо портфеëя про-
извоäственной систеìы. Цеëü статüи закëþ÷ается в реøении заäа÷и объеìно-каëенäар-
ноãо пëанирования и опреäеëении требований к потоку и проектаì, которые позвоëяþт
произвоäственной систеìе эффективно функöионироватü в усëовиях неопреäеëенности
внеøней среäы. Приìенены ìетоäы иìитаöионноãо ìоäеëирования, систеìноãо анаëи-
за, статисти÷еской обработки поëу÷енных резуëüтатов с öеëüþ их обобщения и ìаøин-
ноãо обу÷ения äëя поиска и кëассификаöии проектов и траекторий возìожноãо развития
произвоäственных систеì. В резуëüтате иссëеäования поëу÷ена ìоäеëü, которая позво-
ëяет эìпири÷ескиì путеì опреäеëитü проекты и траектории развития произвоäственных
систеì при заäанных характеристиках проектов, которые привеäут к эффективноìу фун-
кöионированиþ систеì на основе испоëüзования истори÷еских äанных о реаëизованных
проектах äëя у÷ета спеöифики рассìатриваеìой систеìы. Сфорìуëирован ряä утверж-
äений, позвоëяþщих конкретизироватü рассìотреннуþ в статüе заäа÷у и обозна÷итü ãра-
ниöы приìениìости описанноãо поäхоäа. Поëу÷енные знания о потоке проектов и саìих
проектах позвоëят сфорìуëироватü требования к проектаì и äеятеëüности, связанной с
поискоì и разработкой новых проäуктов. Наибоëüøая öенностü описанноãо иссëеäова-
ния закëþ÷ается в тоì, ÷то поëу÷енные резуëüтаты показываþт снижение зна÷иìости
экспертных оöенок при выборе проектов и опреäеëении öеëевых показатеëей, а также
возìожностü перехоäа к форìаëüныì ìетоäаì, ÷то привоäит к повыøениþ объектив-
ности поëу÷аеìых оöенок.

Ключевые слова: произвоäственная систеìа, инноваöионный проект, поток проектов, ìоäеëü, ìоäе-
ëирование, объеìно-каëенäарное пëанирование, эконоìи÷еская эффективностü, поток Пуассона.
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Можно выäеëитü три фактора, которые оказы-
ваþт непосреäственное вëияние на эффективностü
произвоäственной систеìы: ìножество проектов,
из котороãо форìируется портфеëü проектов, ре-
аëизуеìых произвоäственной систеìой; синхро-
низаöиþ объеìа выпуска с потокоì заказов; оп-
тиìизаöиþ проöесса орãанизаöии произвоäства в
соответствии с потребностяìи рынка с у÷етоì
особенностей выпускаеìоãо портфеëя проäуктов.
В таких усëовиях приìенение эффективных ин-
теëëектуаëüных ìетоäик принятия реøений и уп-
равëения становится необхоäиìостüþ, особенно
есëи преäприятия-конкуренты уже поëüзуþтся та-
киìи ìетоäаìи.
Есëи рассìатриватü в ка÷естве внеøней среäы

ìножество рынков и проектов, возникает необхо-
äиìостü у÷ета высокоãо уровня вариативности и
äинаìики протекаþщих проöессов вкупе с инерт-
ностüþ произвоäственных систеì, ÷то накëаäыва-
ет оãрани÷ения на приìениìостü ìетоäов, на ко-
торых ìоãут базироватüся теории и конöепöии
управëения произвоäственныìи систеìаìи [1].
Наприìер, приìенение таких поäхоäов, как уп-
равëение по факти÷ескиì äанныì, рефëексивное
управëение, öеëевое управëение без у÷ета äинаìи-
ки изìенения среäы, в которой функöионирует
произвоäственная систеìа, привоäит к заäержкаì
в реаëизаöии реøений и проявëяется в оøибках
управëения, которые, в своþ о÷ереäü, привоäят к
несоãëасованности äействий поäсистеì, и нару-
øениях произвоäственных öикëов во вреìени.
Принöипы управëения, которыìи руковоäст-

вуþтся ëиöа, приниìаþщие реøения, ìоãут ба-
зироватüся на разных стратеãиях повеäения. При
взаиìоäействии произвоäственных систеì с рын-
коì и инноваöионныìи проектаìи они ìоãут ис-
катü оптиìаëüные äëя себя стратеãии, исхоäя из
сëоживøейся иëи скëаäываþщейся (по проãноз-
ныì оöенкаì) ситуаöии, а ìоãут заниìатüся выра-
боткой возäействий на внеøнее окружение, кото-
рые привеäут к жеëаеìоìу äëя конкретной произ-
воäственной систеìы состояниþ.
Вопросаì, связанныì с эффективной реаëиза-

öией инноваöионных проектов, проöессаì повы-
øения эффективности произвоäственных систеì
(ПрС) с поìощüþ внеäрения новых проектов,
посвящено боëüøое ÷исëо работ, в которых авто-
ры у÷итываþт разëи÷ные аспекты управëения, осо-
бенности орãанизаöии ПрС, а также среäы, в ко-
торой они функöионируþт. Разëи÷ия поäхоäов и
ìетоäов связаны с уровнеì форìаëизаöии набо-
роì факторов и аспектов, которые они у÷итываþт
[2]. Боëüøинство работ, связанных с управëениеì
инноваöионныìи проектаìи и ПрС, рассìатри-
ваþт еäини÷ные проекты иëи ãруппы проектов, а
также äинаìику функöионирования систеì при их

реаëизаöии. О÷евиäно, ÷то внеäрение еäини÷ных
проектов и рассìотрение ãрупп проектов окажет
эффект, оãрани÷енный во вреìени. Дëя стабиëü-
ной работы преäприятия необхоäиì непрерывный
поток новых проектов. Дëя проãнозной оöенки
÷исëа новых проектов и спроса на отäеëüные про-
екты приìеняþтся разëи÷ные теорети÷еские и эì-
пири÷еские ìетоäы оöенки и ìоäеëирования сис-
теì [3]: тренäовые ìоäеëи и проãнозирование зна-
÷ений ÷исëа новых проектов [4], объеìов проäаж
и öены; ìетоäы попуëяöионной äинаìики, поëу-
÷ивøие развитие на основе ìетоäа систеìной äи-
наìики [5] и äискретно-событийноãо ìоäеëирова-
ния; теория иãр и иãровых поäхоäов в принятии
реøений [6]; поäхоäы на основе äиффузных явëе-
ний [7]; ìоäеëи систеìноãо анаëиза в äинаìи÷ес-
кой постановке на основе äанных проãнозирова-
ния, эконоìи÷еские ìоäеëи.
Приìенение этих поäхоäов ориентировано на

поиск управëен÷еских реøений äëя тоãо, ÷тобы
выработатü наиëу÷øее äëя ПрС реøение в преä-
сказываеìых усëовиях в раìках инфорìаöионноãо
управëения ПрС. Развитиеì привеäенных поäхо-
äов сëужит выработка реøений с у÷етоì неопре-
äеëенности äинаìики внеøней среäы. В практике
управëения проектаìи и ПрС, внеäряþщиìи ин-
новаöионные проекты, äëя оöенки неопреäеëен-
ности приìеняþт оöенки риска [8], которые поëу-
÷аþт на основе äисперсии, вероятностных оöенок,
экспертных оöенок, ранжирования возìожных ре-
øений и ìатриöы рисков, на основе иìитаöион-
ноãо ìоäеëирования и ìетоäа Монте-Карëо.
Дëя эффективной работы ПрС в те÷ение äëи-

теëüноãо вреìени возникает заäа÷а управëения
портфеëеì проектов [9] и опреäеëения параìетров
потока проектов, при котороì обновëение произ-
воäственноãо портфеëя буäет на äостато÷ноì äëя
эффективной работы ПрС уровне, и не буäет вы-
зыватü ее переãрузки.
Опреäеëение требований к потоку проектов

позвоëит сфорìуëироватü стратеãиþ повеäения
ПрС при поиске и разработке новых проектов с
у÷етоì особенностей кажäой ПрС. Такое иссëеäо-
вание позвоëяет установитü связü ìежäу ìетоäа-
ìи эконоìико-ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования,
рассìатриваþщеãо обобщенные характеристики,
и ìетоäаìи управëения и пëанирования, ориенти-
рованныìи на орãанизаöиþ произвоäственной äе-
ятеëüности, с у÷етоì особенностей и преäпо÷те-
ний ПрС в раìках кибернети÷ескоãо поäхоäа [10].
Принятие реøения всеãäа связано с выбороì и

обоснованиеì выбора реøения. Боëüøуþ ãруппу
составëяþт ìетоäы, позвоëяþщие ранжироватü
возìожные варианты. Среäи них наибоëее øиро-
кое распространение при управëении ПрС поëу-
÷иëи: теория портфеëей [11], теория ожиäаеìой
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поëезности [12] и теория перспектив [13], ìетоäы
анаëиза иерархий и анаëиза сетей [14, 15], ìноже-
ство ìетоäов работы с ìуëüтикритериаëüныìи за-
äа÷аìи — VIKOR, TOPSIS [16], ELECTRE [17],
PROMETHEE [18], ìетоäы сöенариев [19].
В настоящее вреìя при управëении ПрС неäо-

стато÷но рассìатриватü тоëüко набор состояний и
перехоäы ìежäу ниìи. Необхоäиìо рассìатриватü
посëеäоватеëüности состояний соãëасно принöи-
пу оптиìаëüности Беëëìана, ÷то требует приìене-
ния ìетоäов эвристи÷ескоãо поиска äëя äостиже-
ния поставëенной ëиöоì, приниìаþщиì реøе-
ние, öеëи.
Совреìенные иссëеäования показываþт, ÷то

проöесс поääержки принятия управëен÷еских ре-
øений не своäится к поиску оптиìаëüных иëи хо-
роøих реøений, а явëяется итераöионныì проöес-
соì, который саì требует форìаëизаöии проöес-
сов обоснования выбора тоãо иëи иноãо реøения
во вреìени в связи с теì, ÷то äвижение к öеëевыì
показатеëяì преäставëяет собой не оäноøаãовый
проöесс, а траекториþ взаиìозависиìых состоя-
ний. Цеëевые показатеëи изìеняþтся во вреìени
и ìоãут преäставëятü собой ìножество веëи÷ин,
связанных разëи÷ныìи типаìи отноøений [20],
особенно это касается проектов, которые реаëизу-
þтся в конкурентной рыно÷ной среäе и иìеþт
приоритет (проекты, необхоäиìые äëя существо-
вания ПрС и вëияþщие на скоростü их развития)
[21]. В резуëüтате, проöесс управëения проектаìи
в произвоäственных систеìах рассìатривается как
проöесс пересìотра и обновëения списка реаëизу-
еìых проектов и ресурсов, выäеëяеìых на их реа-
ëизаöиþ [22], а заäа÷а управëения проектаìи в
произвоäственных систеìах становится связанной
с заäа÷ей управëения произвоäитеëüностüþ и эф-
фективностüþ произвоäственной систеìы. Цеëü
при этоì становится переìенной веëи÷иной, так
как в проöессе äвижения к ней ìеняþтся усëовия,
в которых функöионирует систеìа и приоритеты
ëиö, приниìаþщих реøение. Кроìе тоãо, ìоãут
наступатü события, которые не быëи преäусìотре-
ны при пëанировании. У÷естü эти особенности в
раìках таких известных поäхоäов к управëениþ,
как проектное управëение, проãраììно-öеëевое
управëение и пëанирование, ресурсно-öеëевое уп-
равëение, инфорìаöионное и рефëексивное управ-
ëение, преäиктивное управëение, аäаптивное уп-
равëение, ситуативное управëение ìожно, тоëüко
есëи произвоäитü пëанирование на короткоì ин-
терваëе вреìени. Оäнако при рассìотрении про-
öесса управëения в äинаìике как непрерывноãо
проöесса необхоäиìо ãоворитü о проãраììно-си-
туативноì управëении.
Исхоäя из сказанноãо, проöесс управëения и

пëанирования произвоäственной систеìой иìеет

сìысë рассìатриватü в раìках проöессноãо поä-
хоäа, который, по ìнениþ совреìенных у÷еных,
характеризуется оãрани÷енныì набороì äействий,
пере÷неì возìожных на÷аëüных усëовий и резуëü-
татов. К хороøо изу÷енныì проöессаì ìожно от-
нести: проöессы, протекаþщие в произвоäствен-
ных систеìах, проäоëжаþщиеся äëитеëüное вреìя
и не иìеþщие жестко опреäеëенноãо описания и
коне÷ноãо резуëüтата; хороøо форìаëизованные
и автоìатизированные произвоäственные проöес-
сы; проäоëжаþщиеся проöессы управëения и биз-
нес-проöессы.

В отëи÷ие от проöессов, реаëизаöиþ проектов
в произвоäственных систеìах рассìатриваþт, как
правиëо, как разовуþ иниöиативу, которая затра-
ãивает ìножество поäсистеì произвоäственной
систеìы и фокусируется на спеöифи÷еских öеëях
(сро÷ных, ìежäисöипëинарных, крити÷еских иëи
особо важных), которые не ìоãут бытü äостиãну-
ты в сëоживøейся управëен÷еской структуре и
требуþт спеöиаëüноãо контроëя, ÷то äеëает каж-
äый проект уникаëüныì. Оäнако при рассìотре-
нии проöессов управëения внеäрение и управëе-
ние новыìи инноваöионныìи проектаìи и порт-
феëеì проектов в öеëоì ìожно форìаëизоватü äо
уровня проöессноãо поäхоäа, иìеþщеãо обозна-
÷еннуþ ëиöоì, приниìаþщиì реøение, öеëü.

1. ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈß

Дëя постановки заäа÷и ìоäеëирования и иссëе-
äования вëияния параìетров потока проектов на
äеятеëüностü ПрС ввеäеì переìенные: β — поток
проектов; w — проект; i — øаã рас÷ета/пëанирова-

ния/вреìя изìенения пëана произвоäства; W (i) —
произвоäственная корзина на i-ì øаãе; α

w
 — спрос

на товар w;  — вреìя, необхоäиìое äëя внесе-

ния изìенений в работу ПрС при изìенении про-
извоäственноãо пëана, связанноãо с внеäрениеì/
снятиеì/изìенениеì объеìа выпуска товара w на
øаãе i; t

w
 — вреìя жизни проекта w и сфорìу-

ëируеì
Предположение 1. Для каждой ПрС существует

такое значение величины потока проектов β, а так-
же характеристики проектов и системы , t

w
 и

рынка α
w
, ∀w ∈ W

(i)
, при которых система переста-

нет быть экономически эффективной и перестанет
обрабатывать все проекты, поступающие на ее вход.
Тогда существует такое β, при котором для задан-
ных характеристик проектов и системы  и ,

∀w ∈ W
(i)

, система остается экономически эффек-
тивной (ее чистый дисконтированный доход NPV > 0).

τ
w

i( )

τ
w

i( )

τ
w

i( ) t
w

i( )
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Это преäпоëожение выступает обобщениеì та-
ких явëений, как эконоìи÷еская несостоятеëü-
ностü ПрС при отсутствии проектов и инноваöи-
онный реãресс при ÷резìерноì ÷исëе внеäряеìых
новых проектов.
Дëя проверки преäпоëожения построиì ìоäеëü,

структура которой привеäена на рис. 1. На äанный
ìоìент нет инфорìаöии о тоì, какиì сëу÷айныì
проöессоì äоëжна описыватüся ìоäеëü М1. Мож-
но преäпоëожитü, ÷то в зависиìости от преäìет-
ной обëасти описания ìоãут бытü разëи÷ныìи.
При пëанировании äеятеëüности ПрС обы÷но вы-
äеëяþт разëи÷ные уровни пëанирования в зави-
сиìости от вреìенных ãоризонтов: оперативное
(обы÷но 7—10 äней), такти÷еское (ìесяö иëи квар-
таë), стратеãи÷еское (ãоä и боëее). При реøении
заäа÷ оперативноãо и такти÷ескоãо пëанирования
важной характеристикой преäставëяется ÷исëо но-
вых проектов, рассìатриваеìых в эти интерваëы
вреìени, а не ìоìенты вреìени, в которые они
появëяþтся. Эти äиапазоны вреìени выступаþт
как накопитеëи в систеìах ìассовоãо обсëужива-
ния (СМО). Тоãäа äëя функöионирования ПрС
наибоëее важной характеристикой становится ÷ас-
тота появëения новых проектов. Жизненный öикë
ПрС описывается инноваöионныìи кривыìи. Оä-
нако у крупных ПрС он сиëüно растянут во вреìе-
ни и на этапе зреëости преäставëяет собой ëиниþ с
некоторыìи коëебанияìи, сãëаäитü и искëþ÷итü
перехоä к спаäу которых стреìится управëен÷ес-
кий персонаë с поìощüþ повыøения эффектив-
ности ПрС; при этоì вреìя появëения новых про-
ектов — сëу÷айная веëи÷ина, которая выступает в
ка÷естве характеристики потока проектов β. По-
этоìу äëя иссëеäования характеристик потока про-
ектов буäеì рассìатриватü поток Пуассона. Дан-
ные об объеìе спроса, сопоставëяеìые кажäоìу

проекту, как известно, описываþтся S-образной
иëи инноваöионной кривыìи [23], а откëонения
поä÷иняþтся норìаëüноìу закону распреäеëения
(в некоторых особых сëу÷аях описываþтся несиì-
ìетри÷ныìи вариантаìи норìаëüноãо закона) [24].
Данные о öене и вреìени жизни ìоãут бытü сãене-
рированы на основе норìаëüноãо закона распре-
äеëения с заäанныì среäниì зна÷ениеì, которое
соответствует типовыì зна÷енияì äëя выпускае-
ìых ãрупп товаров рассìатриваеìой ПрС. В ка-
÷естве проãнозных зна÷ений (М4) буäеì рассìат-
риватü базовые зна÷ения, испоëüзуеìые äëя ãене-
раöии откëонений в ìоäеëи М3. Такой поäхоä
позвоëяет избавитüся от оøибок, связанных с про-
ãнозированиеì, и теì саìыì повыситü то÷ностü
экспериìента äëя проверки преäпоëожения 1.
Моäеëü объеìно-каëенäарноãо пëанирования

(M2) в простейøей постановке без у÷ета оãрани-
÷ений потребности ìатериаëов ìожет бытü описа-
на так:

 –  –

– θ( , )  – P (i) → max,

0 ≤  ≤ ,  ∀w,

u
w

 ≤ U (i),

ãäе  — объеì выпуска товара w на øаãе i; P(i)

— веëи÷ина постоянных затрат, прихоäящихся на
периоä вреìени, соответствуþщий øаãу i; u

w
 —

потребностü произвоäственноãо ресурса на еäини-
öу товара w; U — объеì произвоäственноãо ресурса

в рассìатриваеìой ПрС;  — стоиìостü товара

w на øаãе i;  — объеì произвоäственных затрат,
необхоäиìых äëя орãанизаöии выпуска товара w
на i-ì øаãе; Γ — ãоризонт пëанирования (соответ-
ствует ÷исëу øаãов работы ìоäеëи);  — объ-

еì затрат, необхоäиìый äëя переориентаöии про-
извоäства с оäноãо виäа товара w1 на äруãой w2;

θ ,  — буëева функöия, которая прини-

ìает зна÷ения соãëасно усëовиþ:

θ ,  = 

Рис. 1. Структура модели
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Дëя простоты буäеì с÷итатü, ÷то:
— кажäый øаã рас÷ета i соответствует периоäу

вреìени, равноìу max( , ∀w ∈ W
(i), которое

вкëþ÷ает, при необхоäиìости, вреìя на перенаëаä-
ку оборуäования (в резуëüтате øаã рас÷ета i в реаëü-
ности соответствует разныì интерваëаì вреìени);

— все новые проекты сразу попаäаþт в произ-
воäственнуþ корзину ПрС и искëþ÷аþтся из нее
÷ерез вреìя t

w
.

Такие параìетры, как β, α
w
 вносят неопреäе-

ëенностü. Есëи вëияние потока проектов β ìы бу-
äеì иссëеäоватü путеì ìноãократноãо ìоäеëирова-
ния, то такие параìетры, как α

w
, C

w
 и t

w
 ìы опре-

äеëяеì на основе проãнозирования и поëüзуеìся
äëя этоãо äанныìи статистики. Строя функöии
äëя интерваëов вреìени, äëя которых известна ста-
тистика, ìожно опреäеëитü, какиì законоì рас-
преäеëения буäут описыватüся откëонения (при
постановке рассìатриваеìой в статüе заäа÷и ìы
поëüзоваëисü норìаëüныì распреäеëениеì) и тоã-
äа перевести на основе этих распреäеëений про-
ãнозы в не÷еткуþ форìу. Дëя не÷етких функöий,
заäанных трапеöиевиäныìи функöияìи принаä-
ëежности, известны ìетоäы реøения оптиìизаöи-
онных заäа÷ [25]. Перевоä в трапеöиевиäнуþ фор-
ìу осуществиì, есëи принятü за боëüøие ãраниöы
зна÷ения ±2σ, а ìенüøие ãраниöы ±σ, ãäе σ — äо-
веритеëüный интерваë (в наøеì сëу÷ае äëя крите-
рия Пирсона). Это позвоëит оöенитü äиапазоны
возìожных откëонений при реøении заäа÷и объ-
еìно-каëенäарноãо пëанирования.

2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È 
ÎÁÚÅÌÍÎ-ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

Резуëüтатоì ìоäеëирования буäет ìножество
ìоìентов вреìени появëения новых проектов, их
характеристик, а также объеìно-каëенäарный пëан
произвоäства. Есëи с÷итатü, ÷то в на÷аëüноì по-
ëожении систеìа не иìеет проектов в произвоä-
ственной корзине, то зна÷ение критерия на каж-
äоì øаãе рас÷ета буäет преäставëено функöией
принаäëежности, тоãäа изìенение зна÷ение кри-
терия ìожно увиäетü на рис. 2. Моìенты появëе-
ния новых проектов отìе÷ены ÷ерныìи то÷каìи,
реаëüные зна÷ения критерия иëëþстрирует ÷ерная
спëоøная кривая. Как виäно из иëëþстраöии, воз-
ìожный äиапазон ìожет ухоäитü в отриöатеëüные
зна÷ения. Тоãäа заäа÷а своäится к поиску таких ха-
рактеристик, при которых ПрС окажется эконо-
ìи÷ески эффективной. В ка÷естве таких характе-
ристик выступаþт вероятностü появëения новоãо
проекта (непосреäственно вëияет на ÷астоту появ-
ëения новых проектов), среäняя öена, вреìя жиз-
ни проектов и их äоверитеëüные интерваëы.
Поëу÷аеì коìбинаторнуþ заäа÷у, в которой

параìетры öены и вреìени жизни ìожно принятü,
исхоäя из характеристик реаëизуеìых проектов, а
äоверитеëüные интерваëы — на основе статистики
реаëизуеìых ПрС проектов. Такиì образоì, про-
верку ãипотезы о наëи÷ии ãрани÷ных зна÷ений
провериì тоëüко при изìенении вероятности по-
явëения проектов. При этоì, так как проöесс носит
вероятностный характер, требуется ìножественное

τ
w

i( )

Таблица 1
Çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïîñëå 100 ïîâòîðåíèé ìîäåëèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëå â 1000 øàãîâ

Вероятностü 
появëения 
проекта

Чисëо проектов Чисëо внеäрений Чисëо повторных
запусков Прибыëü (у. е.)

0,01 8,9 äисперсия 
0,42

8,8 äисперсия 
0,43

5,58 äисперсия 
11,72

–17 511 484,25 äисперсия 
748 139,05

0,02 20,34 äисперсия
0,095

20,03 äисперсия 
0,067

27,27 äисперсия 
10,667

17 143 805,35 äисперсия 
1 097 300,039

0,05 49,44 äисперсия 
0,777

47,06 äисперсия 
0,595

96,8 äисперсия 
4,354

86 844 718,98 äисперсия 
2 314 833,277

0,1 94,89 äисперсия 
0,984

80,9 äисперсия 
1,249

195,92 äисперсия 
1,4067

157 103 519,81 äисперсия 
436 698,49

0,2 182,17 äисперсия 
2,175

115,51 äисперсия 
2,170

294,42 äисперсия 
3,521

232 092 926,03 äисперсия 
948 859,189

0,3 258,35 äисперсия 
2,570

126,19 äисперсия 
0,038

342,82 äисперсия 
1,641

278 637 237,250 äисперсия 
1 173 966,081

0,4 329,26 äисперсия 
3,906

132,37 äисперсия 
1,260

386,57 äисперсия 
3,750

312 672 823,45 äисперсия 
6 996 049,981

0,6 451,79 äисперсия 
3,50

141,65 äисперсия 
2,35

461,32 äисперсия 
5,558

35 0205 995,63 äисперсия 
4 933 983,117

0,9 592,22 äисперсия 
5,675

147,31 äисперсия 
2,124

575,55 äисперсия 
4,980

380 804 571,34 äисперсия 
8 234 122,756
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ìоäеëирование (приìенение ìетоäа Монте-Кар-
ëо). Чисëо экспериìентов при этоì буäеì опреäе-
ëятü, опираясü на öентраëüнуþ преäеëüнуþ теоре-
ìу [26], из которой сëеäует, ÷то среäнее сëу÷айных
веëи÷ин естü веëи÷ина несëу÷айная (табë. 1).

Из привеäенных рас÷етов виäно, ÷то эффек-
тивностü систеìы зависит от ÷исëа проектов и ÷ас-
тоты их появëения. При этоì ìожно набëþäатü, с
оäной стороны, ситуаöиþ неäостатка проектов,
коãäа систеìа показывает отриöатеëüнуþ эффек-

Рис. 2. Примеры решения задачи объемно-календарного планирования: ìоìентаëüные зна÷ения критерия (а, в, д), зна÷ения критерия
накопитеëüныì итоãоì (б, г, е); äëя зна÷ения вероятности появëения проекта, равноìу 0,01 (а, б), 0,05 (в, г), 0,9 (д, е)
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тивностü (ситуаöия äëя вероятности появëения
проектов, равной 0,01 на рис. 2 и в табë. 1), а с äру-
ãой стороны — ситуаöиþ, связаннуþ с насыщени-
еì проектаìи, коãäа боëüøая ÷астü проектов не
внеäряется и рост ÷исëа проектов не привоäит к
росту эконоìи÷еской эффективности (ситуаöия äëя
вероятности появëения проектов, равной 0,2 на
рис. 2 и в табë. 1).
При этоì кажäая ПрС иìеет некоторые пре-

äеëüные зна÷ения (зна÷ения, к которыì она асиì-
птоти÷ески прибëижается) ÷исëа проектов, которые
она ìожет внеäритü, и объеì среäств, которые она
сìожет заработатü при реаëизаöии этих проектов
(соответствуþщие характеристи÷еские кривые äëя
рассìатриваеìой систеìы изображены на рис. 3).
Реøая сфорìуëированнуþ заäа÷у в ìоìенты

вреìени, коãäа в систеìе происхоäят изìенения
(принöип особых состояний), поëу÷иì не÷еткуþ
функöиþ от вреìени, заäаннуþ табëи÷но. Испоëü-
зование не÷етких ÷исеë привоäит к тоìу, ÷то кри-
терий и оãрани÷ения перехоäят в не÷еткуþ форìу и
ìоãут в некоторых сëу÷аях наруøатüся. Это буäет
сиãнаëизироватü о необхоäиìых изìенениях ПрС.
Соãëасно теореìе Байеса, вероятностü успеø-

ноãо перехоäа в новое состояние буäет зависетü от
преäыäущеãо состояния (состояния, в котороì на-
хоäится объект/систеìа управëения). Поэтоìу при
реаëизаöии поëу÷енноãо пëана необхоäиìо про-
воäитü ìониторинã реакöии систеìы. В этоì сëу-
÷ае ìожно буäет иäентифиöироватü откëонения и
осуществитü корректируþщие äействия. В ка÷естве
откëонений ìожно рассìатриватü неäостато÷нуþ
иëи ÷резìернуþ ÷астоту появëения новых проектов.

3. ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Рассìатриваеìый в статüе поäхоä иìеет øиро-
кое приìенение в СМО, иì траäиöионно поëüзу-
þтся при ìоäеëировании ìатериаëüных потоков
ПрС. Он поäхоäит äëя сëу÷аев, коãäа ПрС рабо-
тает на ìеäëенно ìеняþщихся рынках, выпускает
проäукöиþ с äëинныì жизненныì öикëоì, невы-
сокой äоëей инноваöионной составëяþщей.
Тенäенöии, набëþäаþщиеся на рынках про-

äукöии и ПрС, связаны с теì, ÷то оборуäование
становится все боëее универсаëüныì, проäукöия
боëее техноëоãи÷ной, ее вреìя жизни сокращает-
ся, стоиìостü и объеì среäств äëя орãанизаöии
внеäрения увеëи÷иваþтся. Это привоäит к увеëи-
÷ениþ рисков, связанных с реаëизаöией кажäоãо
отäеëüноãо проекта. При этоì саì факт вывоäа но-
воãо проекта на рынок не явëяется öеëüþ, так как
при постоянноì необоснованноì внеäрении ин-
новаöионных проектов ìожет возникатü такое яв-
ëение, как инноваöионный реãресс. Отсутствие
необхоäиìости обязатеëüноãо внеäрения новых
проектов поäтвержäается и насыщениеì ПрС про-
ектаìи, показанныì в резуëüтате ìоäеëирования.
Оäнако функöионирование ПрС в таких усëовиях
не äоëжно бытü зависиìыì тоëüко от уäа÷и. В ус-
ëовиях, коãäа саì проект становится товароì äëя
ПрС, опреäеëение параìетров, связанных с этиìи
товараìи и их коëи÷ествоì, становится необхоäи-
ìыì усëовиеì успеøноãо развития ПрС. Уже по-
явиëисü орãанизаöии, ориентированные на проек-
тнуþ работу [27]. Может показатüся, ÷то реøение

Рис. 3. Характеристические кривые рассматриваемой системы: зависиìостü ÷исëа внеäренных проектов от вероятности их появëения
(а) и зависиìостü объеìа прибыëи от вероятности появëения проектов (б)
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заäа÷и объеìно-каëенäарноãо пëанирования уст-
раняет пробëеìу выбора проектов. Оäнако такой
поäхоä тоëüко сìещает риски из обëасти пëани-
рования в обëастü внутренней орãанизаöии ПрС.
Кажäая ПрС иìеет опыт реаëизаöии проектов,
которые ìенеäжìент кваëифиöирует как уäа÷ные
иëи неуäа÷ные. В этоì сëу÷ае ìожно выäвинутü
преäпоëожение 2 о тоì, ÷то проекты переä вкëþ-
÷ениеì их в произвоäственнуþ корзину ìоãут бытü
преäваритеëüно кваëифиöированы как такие, реа-
ëизаöия которых в конкретной ПрС буäет уäа÷на
ëибо нет. Такиì образоì, ìожно выпоëнитü про-
реживание проектов-канäиäатов на вкëþ÷ение в
произвоäственнуþ корзину, а заäа÷у форìирова-
ния потока проектов свести к форìированиþ по-
тока потенöиаëüно успеøных проектов.

Предположение 2. Пусть задано множество про-
ектов W, характеризующееся множеством значений
параметров P

w
, ∀w. Тогда выбор проектов для рас-

сматриваемой ПрС заключается в определении ка-
тегорий для значений из подмножества S

u
 и нахож-

дении функции отображения F посредством описа-
ния преобразования сущностей из множества W в
категории множества S, F: W → S, ∀w.
О÷евиäно, ÷то разные ПрС ориентированы на

выпуск разëи÷ной проäукöии. Существуþт преä-
приятия с äëинныì произвоäственныì öикëоì и
äëитеëüныì периоäоì жизни изäеëий (наприìер,
в авиастроении), среäниì жизненныì öикëоì про-
äукöии (в автоìобиëüной отрасëи сìеняеìостü
ìоäеëей происхоäит в те÷ение 3—5 ëет), ìаëые ин-
новаöионные преäприятия ориентированы на вы-
пуск проäукöии с короткиì жизненныì öикëоì;
к тоìу же, ПрС äеëятся по отрасëяì, иìеþт спеöи-
аëизаöиþ, связаннуþ с виäаìи работ, стоиìостüþ
реаëизуеìых проектов, их техноëоãи÷еской сëож-
ностüþ и пр. Такиì образоì исхоäное ìножество
проектов ìожно сузитü, в резуëüтате ÷еãо сфорìи-
руется ìножество проектов-канäиäатов, наиëу÷-
øиì образоì поäхоäящих рассìатриваеìой ПрС.
Перви÷ный отбор проектов и вывеäение проек-

тов из произвоäственной корзины ìожет бытü осу-
ществëено с поìощüþ фиëüтраöии. Вхоäной и вы-
хоäной фиëüтры вкëþ÷аþт в себя оöенку NPV и
экспертнуþ оöенку.
Дëя вкëþ÷ения проекта w в произвоäственнуþ

корзину необхоäиìо провести оöенку NPV на среä-
несро÷нуþ перспективу:

 > 0,

ãäе d — ставка äисконтирования.

Дëя проектов, претенäуþщих на искëþ÷ение из
произвоäственной корзины на i-ì øаãе, необхоäи-
ìо выпоëнение усëовий:

— эффективный объеì произвоäства äоëжен

бытü равен нуëþ (  = 0, ∀j: i < j ≤ Γ, äëя про-

екта w);
— вëоженные в еãо реаëизаöиþ среäства уже

быëи возвращены:

 ≥ 0.

Реøение заäа÷и кëассификаöии проектов буäет
своäитüся к опреäеëениþ ìножества зна÷иìых
параìетров P

w
, ∀w. О÷евиäно, ÷то набор таких па-

раìетров äëя разных ПрС и отрасëей ìожет бытü
разныì. Оäнако äостоверностü преäпоëожения
ìожно проверитü на сãенерированных äëя рас-
сìотренноãо экспериìента äанных (проãноз спро-
са, öены, вреìени жизни проекта и äанные о пот-
ребностях в ìощностях). Дëя этоãо в ка÷естве ус-
пеøных проектов, рекоìенäуеìых äëя внеäрения,
разìетиì проекты, которые быëи внеäрены в про-
извоäство.
Дëя провеäения экспериìента буäеì выпоë-

нятü нескоëüко проãонов: первый — äëя ãенераöии
обу÷аþщей выборки и обу÷ения кëассификатора,
посëеäуþщие — äëя проверки вëияния фиëüтра-
öии проектов на эконоìи÷ескуþ эффективностü
ПрС. Выбор кëассификатора преäставëяется отäе-
ëüной заäа÷ей, так как, соãëасно теореìе [28], нет
оäноãо ìетоäа, который во всех усëовиях буäет по-
казыватü хороøие резуëüтаты. На рис. 4 привеäено
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Рис. 4. ROC-кривые соответствующие различным примененным
методам классификации
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сравнение ìетоäов äëя рассìатриваеìой заäа÷и на
основе ROC-кривой (анãë. Receiver Operating Cha-
racteristic, рабо÷ая характеристика приеìника) при
разìере обу÷аþщей выборки, поëу÷енной при ãе-
нераöии 1000 зна÷ений в те÷ение пяти öикëов рас-
÷ета с вероятностüþ появëения проекта 0,5, и тес-
товой выборке, поëу÷енной в те÷ение оäноãо öик-
ëа при ãенераöии 1000 зна÷ений.
Дëя кëассификаöии проектов при проверке ãи-

потезы буäеì приìенятü ìетоä SVM (анãë. Support
Vector Machine, ìетоä опорных векторов). Не-
сìотря на то, ÷то ка÷ество кëассификатора ìожет
бытü ëу÷øе, фиëüтраöия проектов позвоëяет сни-
зитü наãрузку на ПрС. Это способствует повыøе-
ниþ эконоìи÷еской эффективности при превы-
øении опреäеëенной веëи÷ины стоиìости внеä-
рения проектов. На рис. 5 изображены ãрафики,
позвоëяþщие сравнитü зависиìостü прибыëи от
стоиìости внеäрения проекта в ПрС с прорежива-
ниеì и без прореживания потока проектов на ин-
терваëе в 1000 øаãов при вероятности появëения
проектов 0,5.
При этоì ÷исëенное ìоäеëирование показыва-

ет, ÷то ãенераöия новоãо потока проектов сìещает
зна÷ения веëи÷ин стоиìости внеäрения и разниöы
в стоиìостях проектов в произвоäственной корзи-
не, оäнако нахоäится то÷ка, при которой проре-
живание проектов привоäит к повыøениþ эффек-
тивности ПрС. Возìожностü нахожäения такой
то÷ки поäтвержäается ìножественныì ìоäеëиро-
ваниеì [26], которое показывает, ÷то при увеëи÷е-
нии вероятности появëения проекта набëþäается
увеëи÷ение прибыëи; при прореживании и уìенü-

øении зна÷ения вариаöии (разниöы ìежäу зна÷е-
нияìи) прибыëи ìежäу проектаìи при реøении
заäа÷и пëанирования с у÷етоì всех проектов и при
реаëизаöии тоëüко тех проектов, которые останут-
ся посëе прореживания (наприìер, при вероят-
ности появëения проектов 0,8 и стоиìости внеä-
рения 500 000 у. е. прореживание позвоëяет увеëи-
÷итü прибыëü в среäнеì на 492 317,2976 у. е. при
вариаöии этоãо зна÷ения, равной 4,42660724).
Такиì образоì посëеäоватеëüностü появëения

проектов в произвоäственной корзине и интерва-
ëы ìежäу их появëениеì оказываþт существен-
ное вëияние на эффективностü функöионирования
ПрС. Это ãоворит от тоì, ÷то эти параìетры ха-
рактеризуþт не тоëüко саìу ПрС, но и поток про-
ектов и корзину проектов, с которой ПрС работа-
ет. Это поäтвержäает ìнение, ÷то важен не тоëüко
проект, но и вреìя, коãäа он появëяется. Чисëен-
ный экспериìент поäтвержäает возìожностü про-
реживания проектов и повыøения за с÷ет этоãо
эконоìи÷еской эффективности ПрС. При этоì
есëи у÷итыватü, ÷то ПрС äëя обу÷ения кëассифи-
катора ìожет заäействоватü опыт успеøной и не-
успеøной реаëизаöии проектов, то это привеäет
еще и к снижениþ рисков, связанных с реаëиза-
öией проектов.
Можно ожиäатü, ÷то äаëüнейøее иссëеäование

этоãо вопроса позвоëит сфорìироватü форìаëизо-
ванные требования к проектаì и вреìени их по-
явëения. Такое знание, без соìнения, снизит ве-
ëи÷ину вëияния сëабо форìаëизуеìых факторов,
связанных с приìенениеì экспертных оöенок при
разработке и поиске новых проектов поä конк-

Рис. 5. Зависимость прибыли от стоимости внедрения проекта: оäин вариант потока, 386 проектов (а); äруãой вариант потока, 363 про-
екта (б)
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ретнуþ ПрС, их аäаптаöии и внеäрении, и ìожет
рассìатриватüся как отäеëüная обëастü иссëеäова-
ний [29].
Описанная ìоäеëü не рассìатривает как функ-

öионаëüнуþ зависиìостü переìенные затраты, свя-
занные с функöионированиеì ПрС. Оäнако веëи-
÷ина этих затрат ìожет оказыватü существенное
вëияние на ее эффективностü. В работе [7] пока-
зано, ÷то существуþт факторы, которые ìоãут из-
ìенитü пëаны по реаëизаöии инноваöионной про-
äукöии. Тоãäа пëавный вывоä товаров на рынок и
у÷ет при построении проãнозов факторов, связан-
ных с äиффузией проектов, привоäящей к уäов-
ëетворениþ ÷асти проãнозируеìоãо спроса кон-
курентаìи, позвоëяет снизитü расхоäы ПрС за
с÷ет уìенüøения веëи÷ины переìенных затрат.
При этоì происхоäит и снижение рисков, связан-
ных с вывоäоì новоãо товара на рынок.
В резуëüтате ìы поëу÷аеì äва типа вариантов

форìирования возìожных траекторий развития
ПрС с поìощüþ управëения портфеëеì проектов:
варианты напоëнения портфеëя во вреìени (вре-
ìя и типы появëения проектов в произвоäствен-
ной корзине ПрС) и варианты реаëизаöии порт-
феëя в форìе объеìно-каëенäарноãо пëана с у÷е-
тоì äиффузных явëений и без.

4. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÂÛÁÎÐÀ ÐÅØÅÍÈß ÎÁ ÎÁÚÅÌÀÕ 
ÂÛÏÓÑÊÀ ÍÀ ÍÅÑÊÎËÜÊÎ ØÀÃÎÂ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

При реаëизаöии портфеëя проектов существу-
þт разëи÷ные траектории еãо реаëизаöии, иìеþ-
щие разëи÷нуþ прибыëüностü и риски äëя ПрС.
Как и в ситуаöии с проектаìи, ìожно преäпоëо-
житü, ÷то особенности ПрС ìоãут обусëовëиватü
äопоëнитеëüные особенности способа реаëизаöии,
исхоäя из опыта, орãанизаöионной структуры и
преäпо÷тений ПрС.

Предположение 3. Пусть задано множество на-
боров последовательностей состояний (траекторий),
которое необходимо структурировать: J = J

l
  S

u
,

J
l
  J

u
 = ∅. Определенное значение класса из мно-

жества известных классов S
l
 поставлено в соответ-

ствие траекториям в J
l
. Траектории в подмножест-

ве J
u
 не размечены. S

l
 — неизвестное подмножество

классов из полной коллекции: S = S
l
  S

u
, S

l
  S

u
 = ∅.

Тогда ранжирование решений заключается в опре-
делении категорий для значений из подмножества S

u

и нахождении функции отображения F посредством
описания преобразования сущностей из множества J
в категории множества S, F: J → S, ∀J.

Кажäая ПрС, реаëизуя проекты, приäерживает-
ся опреäеëенноãо пëана, связанноãо с пëавностüþ
наращивания объеìов произвоäства и вывоäа про-

äуктов из произвоäства, периоäи÷ностüþ в выпус-
ке опреäеëенных изäеëий и перенаëаäки äëя этоãо
произвоäственных ëиний. Часто такие особеннос-
ти в орãанизаöии произвоäства преäставëяþт со-
бой отражение опыта и кваëификаöии управëен-
÷ескоãо персонаëа, принöипов орãанизаöии труäа,
возìожностей оборуäования. Испоëüзуя статисти-
÷еские äанные о работе ПрС, ìожно у÷итыватü та-
кие особенности при составëении произвоäствен-
ной проãраììы.

Дëя выбора траектории необхоäиìо форìиро-
вание ìножества траекторий при реøении заäа÷и
объеìно-каëенäарноãо пëанирования и форìиро-
вание обу÷аþщей выборки с у÷етоì äинаìики из-
ìенения зна÷ений за рассìатриваеìый периоä пëа-
нирования. Форìирование обу÷аþщей выборки
ìожно осуществëятü на основе экспертной оöенки
повеäения произвоäственной систеìы в проøеä-
øие периоäы и форìирования на их основе раз-
ìе÷енноãо ìножества траекторий (обу÷аþщей вы-
борки), соãëасно схеìе, привеäенной на рис. 6. Дëя
у÷ета фактора вреìени при обу÷ении и приìене-
нии кëассификатора зна÷ение, соответствуþщее
кажäоìу ìоìенту вреìени, рассìатривается как
отäеëüная переìенная. Такой поäхоä у÷ета вреìе-
ни успеøно приìеняется в техни÷еских систеìах
(наприìер, при преäсказании аварийной работы
на основе äанных виброäиаãностики [30]). При от-
сутствии äанных о реаëизаöии проектов ПрС в ка-
÷естве äанных äëя обу÷ения ìоäеëи ìожно поëü-
зоватüся öеëевыìи äанныìи проãраìì развития.
В этоì сëу÷ае буäет выбиратüся вариант, позвоëя-
þщий реаëизоватü заëоженные в проãраììу пока-
затеëи развития.
Наибоëее сëожной заäа÷ей при такой поста-

новке преäставëяется форìирование äостато÷ноãо
äëя обу÷ения и тестирования ìножества разìе÷ен-
ных реøений. Сëожностü связана еще и с теì, ÷то
изìенение среäы, в которой функöионирует ПрС,
наëаãает оãрани÷ение на ãëубину выборки в про-
øëое, которуþ ìожно заäействоватü. Дëя увеëи÷е-
ния объеìа выборки в раìках ãруппы преäприятий,
иìеþщих анаëоãи÷нуþ структуру, ìожно поëüзо-
ватüся äанныìи äруãих ПрС, а также при наëи÷ии
аëüтернативных пëанов, которые быëи расс÷ита-
ны, но не реаëизованы, рассìатриватü их как не-
разìе÷енные äанные, которые ìоãут бытü кëас-
сифиöированы и äобавëены в обу÷аþщуþ выбор-
ку [31].

Приìенение ìетоäов ìаøинноãо обу÷ения поз-
воëяет реøитü заäа÷у кëассификаöии в вероятнос-
тной форìе, т. е. найти вероятностü принаäëеж-
ности траектории к кëассу успеøно реаëизуеìых
произвоäственных проãраìì. Такое реøение поз-
воëяет ранжироватü рассìатриваеìые траектории,
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связанные с реаëизаöией произвоäственноãо порт-
феëя.
Сфорìировав ìножество возìожных траекто-

рий на основе иìеþщихся вариантов появëения
проектов, их типов и ìоìентов реаëизаöии, рас-
сìотриì кажäый ìоìент вреìени в буäущеì (äо ãо-
ризонта пëанирования Γ) как ìножество возìож-
ных состояний. Есëи при рассìотрении появëения
проектов во вреìени существуþт ìоìенты, коãäа
в разных вариантах произвоäственной корзины
иìеþтся анаëоãи÷ные проекты, возìожен перехоä
с оäной траектории на äруãуþ (соответствуþщуþ
äруãой посëеäоватеëüности реаëизаöии проектов).
Такая ситуаöия возникает, наприìер, при рассìот-
рении реаëизаöии оäноãо и тоãо же произвоäст-
венноãо портфеëя с у÷етоì явëения äиффузии и
без. Вероятности тоãо, ÷то систеìа попаäет в каж-
äое из состояний, опреäеëяþтся функöией при-
наäëежности. Вероятностü реаëизаöии траектории
öеëикоì опреäеëяется öепныì правиëоì:

P(X (0), ..., X (Γ)) = P(X(i)|X (i – 1), ..., X (1)).

Такиì образоì, кажäой траектории в соответс-
твие ставятся вероятностü ее реаëизаöии и вероят-
ностü ее принаäëежности к кëассу успеøно реаëи-
зуеìых, теì саìыì ìы форìируеì обëастü выбора
и ìножество реøений, выбор из которых буäет
осуществëятü эксперт (рис. 7).
Кажäоìу реøениþ буäет соответствоватü ãра-

фик выпуска проäукöии на рассìатриваеìоì ãо-
ризонте пëанирования (рис. 8).

В основе описанноãо поäхоäа ëежит преäпоëо-
жение, ÷то рассìатриваеìые траектории преä-
ставëяþтся зна÷иìыìи äëя заäа÷ кëассификаöии.
Есëи бы это быëо не так, то äобавëение новых äан-
ных в выборки привоäиëо бы не к повыøениþ
ка÷ества кëассификаöии, а еãо снижениþ [33].

Поäхоä, связанный с реøениеì заäа÷и кëасси-
фикаöии, базируется на преäпоëожении об оäно-
роäности äанных.

Рис. 6. Принцип формирования обучающей и тестовой выборок для решения задачи выбора траекторий развития ПрС

i 1=

Γ

∏

Рис. 7. Область выбора решений задачи объемно-календарного
планирования
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Предположение 4. Если две траектории J1 и J2

расположены близко друг к другу, тогда должны быть
соответствующие им выходы S1, S2, находящиеся в
тех же отношениях.
Это свиäетеëüствует о тоì, ÷то есëи в про-

странстве äанных существует äвижение к какоìу-
ëибо кëассу, то ìожно äеëатü обобщения в раìках
ìоäеëи. Ина÷е ãоворя, есëи äанное преäпоëоже-
ние верно, то поëу÷ив объеìно-каëенäарный пëан
в не÷еткой форìе при откëонении зна÷ений про-
ãнозов, испоëüзуеìых при реøении заäа÷и в пре-
äеëах äоверитеëüноãо интерваëа, ìожно не произ-
воäитü перерас÷ет ìоäеëи, так как откëонения зна-
÷ений öеëевой функöии также окажутся в преäеëах
äоверитеëüноãо интерваëа и ее зна÷ения буäут
иìетü те же тенäенöии к изìенениþ (т. е. к уìенü-
øениþ иëи увеëи÷ениþ).

Исхоäя из сказанноãо, ìожно сäеëатü вывоä о
тоì, ÷то при рассìотрении траекторий реаëизаöии
произвоäственных проектов возìожны откëоне-
ния, которые, оäнако, не буäут привоäитü к зна-
÷итеëüныì изìененияì в объеìах произвоäства и
зна÷ении критерия. Эти откëонения описываþтся
функöияìи принаäëежности при реøении заäа÷и
объеìно-каëенäарноãо пëанирования в не÷еткой
форìе.
Возìожностü ранжирования объеìно-каëен-

äарных пëанов исхоäя из характеристик потока
проектов позвоëяет сфорìироватü произвоäствен-
нуþ проãраììу на вреìя ãоризонта пëанирования.
Ранжирование при этоì осуществëяется на основе
реøения заäа÷и кëассификаöии в вероятностной

постановке. Мерой буäет выступатü вероятностü
успеøной реаëизаöии рассìатриваеìоãо объеìно-
каëенäарноãо пëана.
Дëя рассìотрения вариантов äëя кажäоãо из

проектов-канäиäатов необхоäиìо расс÷итатü биз-
нес-пëан при реаëизаöии в рассìатриваеìой ПрС.
Такиì образоì ìы поëу÷иì характеристики про-
ектов и, ìоäеëируя вреìя их реаëизаöии с поìо-
щüþ потока проектов, поëу÷иì ìножество вари-
антов, которые ìоãут бытü ранжированы.
В ка÷естве приìера реаëизаöии произвоäствен-

ной проãраììы ìожно рассìотретü созäание ìаëых
инноваöионных преäприятий (МИП) универси-
тетаìи. Университет рассìатривает кажäый МИП
как отäеëüный инноваöионный проект в раìках
äостижения öеëевых показатеëей при выпоëнении
проãраììы развития. Такиì образоì, на приìере
университета ìожно проìоäеëироватü ситуаöиþ с
потокоì проектов, отбороì ëу÷øих из них и вы-
бора äëя них ëу÷øеãо вреìени реаëизаöии. При
этоì к 2010 ã., коãäа университетаì на законоäа-
теëüноì уровне быëо разреøено форìироватü
вокруã себя пояс инноваöионных преäприятий,
накопиëся избыток проектов-канäиäатов, и такая
ситуаöия сохраняëасü с 2010 ã. по 2014 ã. В этот пе-
риоä ÷ерез МИП в Перìскоì наöионаëüноì ис-
сëеäоватеëüскоì поëитехни÷ескоì университете
(ПНИПУ) быëо реаëизовано 17 проектов соãëасно
ãрафику, привеäенноìу в табë. 2.
Успеøная реаëизаöия проãраììы поäтвержäа-

ется интеãраëüныìи характеристикаìи äохоäов,
которые постоянно росëи (рис. 9) [7]. За рассìат-
риваеìый периоä ÷исëо проектов-канäиäатов со-

Рис. 8. Пример объемно-календарного плана для производственной корзины из двух товаров при выборе: а — оäной траектории; б —
äруãой траектории развития



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

43ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 � 2020

ставиëо 50, из них 11 быëо рекоìенäовано к безу-
сëовной реаëизаöии, 13 откëонено, а по оставøиì-
ся 26 оäнозна÷ное реøение не быëо принято (их
реаëизаöия ìоãëа бытü осуществëена при уäа÷ной
рыно÷ной конъþнктуре) [7]. В резуëüтате анаëиза
на ìоäеëи быëо реаëизовано 17 проектов.
Основной сëожностüþ, связанной с приìене-

ниеì ìетоäов ìоäеëирования, преäставëяется про-
бëеìа наëи÷ия необхоäиìых äанных. Сбор äанных
становится основной заäа÷ей. При этоì заäа÷у уп-
рощает знание о тоì, какие иìенно äанные не-
обхоäиìы, ÷то ìожет бытü у÷тено при разработке
корпоративных инфорìаöионных систеì и поиске
потенöиаëüных проектов äëя реаëизаöии.

Инфорìаöионные систеìы сìоãут бытü актив-
ныì эëеìентоì при принятии реøений, а не тоëü-
ко выпоëнятü роëü поääержки управëен÷еских кон-
öепöий, реаëизуеìых в ПрС. Кроìе этоãо, в усëо-
виях äинаìики внеøней среäы и непрерывных
внутренних изìенений öеëи ПрС тоже ìеняþтся,
÷то накëаäывает особые усëовия на приìенение
ìоäеëей и реаëизаöиþ реøений, поëу÷аеìых на
ìоäеëях в практи÷еской äеятеëüности (рис. 10).

Таблица 2
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ÌÈÏ, ñîçäàííûõ 

ñ ó÷àñòèåì Ïåðìñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî 
ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà ïî ñîñòîÿíèþ 

íà íà÷àëî 2015 ã.

Название Дата 
созäания

ООО «Вуëкан-Пëазìа» 13.01.2010

ООО «Институт Инноваöионных ИТ-ре-
øений»

03.11.2010

ООО «Нау÷но-произвоäственный öентр 
«Энерãия»

20.08.2010

ООО «Маëое инноваöионное преäпри-
ятие «ИНТЕЛЛЕКТ»

27.05.2011

ООО «Матеìати÷еские ìоäеëи спëоøных 
среä»

05.07.2011

ООО «Институт Стратеãи÷еских Материа-
ëов и Техноëоãий»

30.06.2011

ООО Маëое Инноваöионное Преäпри-
ятие «Техноресурс»

04.06.2011

ООО «Межäунароäная иссëеäоватеëüская 
ãруппа»

01.06.2011

ООО «Нау÷но-произвоäственная коìпа-
ния «Новые техноëоãии»

26.12.2011

ООО «Маëое инноваöионное преäпри-
ятие «Реаëизаöия инженерно-техни÷еских 
öеëей пороøковой ìетаëëурãии»

20.02. 2012

ООО «Сìарт-Ап» 01.03.2012

ООО «Центр инженерноãо консаëтинãа» 23.06.2012

ООО «Центр ЭЛТ» 15.04.2013

ООО МИП «ИНТЭК» 11.09.2013

ООО «НТЦ Эëектротехники» 24.09.2013

ООО «ЭКОПОТЕНЦИАЛ» 21.02.2014

ООО «МИП «Проãноз РНМ» 17.07.2014

Рис. 9. Статистические данные об оборотах реализованных про-
ектов через МИП ПНИПУ

Рис. 10. Цикл реализации и корректировки производственной
программы в условиях динамики внешней среды
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В статüе преäставëена ìоäеëü, позвоëяþщая
опреäеëятü характеристики потока проектов äëя
ПрС и проектов, позвоëяþщих систеìе нахоäитü-
ся в эконоìи÷ески эффективноì состоянии. При-
веäенное иссëеäование систеìы позвоëяет обос-
новыватü управëен÷еские реøения, связанные с
изìененияìи в äеятеëüности ПрС, расøирениеì
иëи сокращениеì произвоäственных ìощностей,
сìеной типа выпускаеìой проäукöии, необхоäи-
ìостüþ ее ìоäернизаöии, провоäитü сравнение
ПрС и типов проектов äëя реаëизаöии на основе
оöенок их эконоìи÷еской эффективности. Поëу-
÷аеìые резуëüтаты показываþт не тоëüко преäпо-
ëаãаеìый итоã, но и возìожные откëонения. Такиì
образоì ìожет бытü реøен øирокий круã произ-
воäственно-эконоìи÷еских заäа÷, связанный с оп-
реäеëениеì стратеãии повеäения ПрС [33, 34].
У÷итывая, ÷то внеäрение инноваöионных про-

ектов сопряжено с повыøенныìи рискаìи, осо-
бенно в усëовиях ãëобаëüноãо рынка, при появëе-
нии кризисных явëений и перестройки структуры
рынка повыøение уровня объективности прини-
ìаеìых реøений становится существенныì кон-
курентныì преиìуществоì при управëении ПрС.
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MANAGING ECONOMIC EFFICIENCY OF PRODUCTION SYSTEMS
IN A FLUENT FLOW OF NEW PROJECTS

L.А. Mylnikov
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Abstract. In conditions when new innovative products appear constantly, there is a need for im-
plementing more effective planning and production systems activity management by means of
formalization level increase while describing the processes related to formation of production
portfolio of a production system. The aim of the article is to solve the scheduling problem and
to define requirements for the projects and their flow, which allow the production system to func-
tion effectively in conditions of environment uncertainty. The methods of simulation modeling,
system analysis, statistical processing of the received results are applied for the purpose of their
generalization and machine learning for search and classification of projects and routes of the
possible development of production systems. As a result of the research, the model has been ob-
tained, that allows determining empirically the projects and trajectories of the production systems
development for the given characteristics of the projects, which will lead to the effective func-
tioning of the systems on the basis of using historical data about the implemented projects to take
into account the specifics of the considered system. A number of statements have been formu-
lated that allow us to specify the problem considered in the article and to designate the described
approach applicability limits. Knowledge received about the stream of projects and the projects
themselves will allow formulating requirements for projects and activities connected with the
search and development of new products. The greatest value of the described research lies in the
fact that the obtained results show a decrease in the significance of expert assessments when
choosing projects and setting targets, as well as a possibility of transition to formal methods,
which leads to increasing the objectivity of the obtained assessments.

Keywords: production system, innovation project, project flow, model, simulation, scheduling, economic ef-
ficiency, Poisson point process.
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В статüе рассìотрена заäа÷а äеöентраëизован-
ной автоноìной синхронизаöии проöессов взаи-
ìоäействия объектов в ãруппе распреäеëенных ìо-
биëüных объектов, в ÷астности роботов. Деöент-
раëизаöия искëþ÷ает наëи÷ие в ãруппе öентра,
управëяþщеãо проöессоì синхронизаöии. Авто-
ноìностü позвоëяет выпоëнятü синхронизаöиþ без
взаиìоäействия с внеøниìи среäстваìи управ-
ëения.
Синхронизаöия — о÷енü øирокое понятие.

В преäëаãаеìой статüе проöесс синхронизаöии на-

÷инается в ãруппе исхоäно не взаиìоäействуþщих
ìежäу собой объектов. Все иëи нескоëüко объек-
тов по собственной иниöиативе асинхронно пере-
äаþт по оäноìу синхросиãнаëу. Доëжно выпоë-
нятüся ÷асти÷ное совìещение синхросиãнаëов во
вреìени. Обнаружив ìоìент заверøения такоãо
совìестноãо синхросиãнаëа, объекты на÷инаþт
проöесс ãрупповой синхронизаöии, который упоря-
äо÷ивает äаëüнейøие äействия объектов. В общеì
сëу÷ае возникøее синхронное состояние äëится в
те÷ение заранее неизвестноãо объектаì интерваëа
вреìени и вновü на÷инается также в неизвестный
ìоìент вреìени. На основе такоãо виäа синхро-

Аннотация. Преäëожен поëностüþ äеöентраëизованный автоноìный способ синхрони-
заöии взаиìоäействия объектов в распреäеëенных систеìах ìобиëüных объектов (на-
приìер, роботов). Он синхронизует оäновреìеннуþ переäа÷у сиãнаëов от ãруппы объ-
ектов-исто÷ников сиãнаëов ãруппе объектов-приеìников сиãнаëов, ускоряет ãрупповуþ
переäа÷у äанных и выпоëнение распреäеëенных вы÷исëений непосреäственно в сетевых
среäствах систеìы. Деöентраëизаöия искëþ÷ает наëи÷ие внутри ãруппы объектов öент-
ра, управëяþщеãо проöессаìи синхронизаöии. Автоноìностü позвоëяет выпоëнятü син-
хронизаöиþ без взаиìоäействия с внеøниìи управëяþщиìи техни÷ескиìи среäстваìи.
Объекты ãруппы обìениваþтся ненаправëенныìи сиãнаëаìи по беспровоäныì опти÷ес-
киì иëи раäиоканаëаì связи. В способе приìенены äва взаиìоäействуþщих проöесса
синхронизаöии. Основное назна÷ение первоãо проöесса ãрупповой синхронизаöии —
упоряäо÷итü äействия ãруппы асинхронных объектов и преäоставитü исхоäнуþ инфор-
ìаöиþ äëя второãо проöесса коррекöии синхронизаöии. Второй проöесс ускоряет ãруп-
повуþ переäа÷у äанных и выпоëнение распреäеëенных вы÷исëений непосреäственно в
сетевых среäствах систеìы с поìощüþ боëее быстроãо и то÷ноãо, ÷еì в первоì проöессе,
у÷ета изìенения распоëожения äвижущихся объектов. Первый проöесс ìожет испоëü-
зоватüся независиìо от второãо проöесса äëя опреäеëения распоëожения, скорости и ус-
корения äвижущихся объектов относитеëüно äруã äруãа и внеøних активных иëи пас-
сивных объектов. В öеëоì, преäëоженная синхронизаöия без возäействия выäеëенноãо
öентра управëения перевоäит нахоäящуþся в сëу÷айноì состоянии ãруппу ìобиëüных
объектов в синхронно функöионируþщуþ ìобиëüнуþ систеìу.

Ключевые слова: ãруппа ìобиëüных объектов, синхронизаöия, автоноìностü, äеöентраëизаöия, са-
ìоорãанизаöия систеìы, синхронные распреäеëенные сетевые вы÷исëения.

нформационные технологии в управленииИ
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низаöии в статüе и созäается автоноìное, äеöент-
раëизованное взаиìоäействие объектов.
Дëя выпоëнения синхронизаöии ãруппа ìобиëü-

ных объектов поëüзуется беспровоäныìи сетевы-
ìи среäстваìи обìена опти÷ескиìи иëи раäиосиã-
наëаìи; наëи÷ие таких среäств перевоäит ãруппу в
систеìу ìобиëüных объектов.
Требования к то÷ности синхронизаöии сущес-

твенно зависят от реøаеìых систеìой заäа÷. Наи-
боëее жесткие требования к способаì синхрони-
заöии преäъявëяет выпоëнение распреäеëенных
вы÷исëений непосреäственно сетевыìи среäства-
ìи систеì. Интерес к такиì вы÷исëенияì возрос
в посëеäнее äваäöатиëетие при созäании высоко-
произвоäитеëüных стаöионарных распреäеëенных
коìпüþтерных систеì. Наибоëее известные на-
правëения этих иссëеäований преäставëены в ра-
ботах [1—6]. Среäи них ìожно выäеëитü направ-
ëение работ In-Network Computing [3—6]. Зäесü
сëожные распреäеëенные коìпüþтерные систеìы
иìеþт в своих сетях коìпüþтерные среäства, ко-
торые и провоäят распреäеëенные вы÷исëения наä
äанныìи в переäаваеìых сообщениях.
В работах [7, 8] äëя ìенее сëожных стаöионар-

ных систеì быë преäëожен äруãой способ распре-
äеëенных вы÷исëений в сети. Зäесü сетевые среä-
ства, в отëи÷ие от рассìотренных в работах [3—6]
упрощены, не соäержат коìпüþтеры, но при этоì
они выпоëняþт ряä øироко востребованных вы-
÷исëитеëüных операöий непосреäственно в сети за
вреìя, не зависящее от ÷исëа у÷астников опера-
öии. Это потребоваëо то÷ной, побитной синхро-
низаöии сообщений, переäаваеìых ÷ерез сетü оä-
новреìенно ìноãиìи объектаìи, ÷то преäъявиëо
äопоëнитеëüные требования к проöессу синхро-
низаöии.

В статüе [9] быëи преäëожены способы пере-
носа реøений, рассìотренных в работах [7, 8], на
ìобиëüные систеìы. Основнуþ сëожностü при
этоì составиëа быстрая и то÷ная коррекöия син-
хронизаöии обìена сообщенияìи ìежäу объекта-
ìи, коìпенсируþщая их äвижение. Техни÷еские
среäства непрерывно äаþт возìожностü повыøатü
скоростü выпоëнения распреäеëенных вы÷исëе-
ний, и ка÷ество синхронизаöии не äоëжно этоìу
ìеøатü.
В настоящей статüе реøения, преäëоженные в

работе [9] взяты за основу, но проöесс синхрони-
заöии в ней существенно уëу÷øен с поìощüþ но-
вых возìожностей.

В статüе [9] переä на÷аëоì синхронизаöии объ-
екты систеìы выäеëяþт öентр, управëяþщий син-
хронизаöией. Он назна÷ает ìоäуëü связи MS, в ко-
тороì буäут выпоëнятüся распреäеëенные вы÷ис-
ëения, и посыëает объектаì посëеäоватеëüностü

коìанä äëя поо÷ереäноãо опреäеëения объектаìи
их расстояния äо ìоäуëя MS. Эти äействия вносят
äопоëнитеëüные затраты вреìени и усëожняþт ап-
паратуру. В преäëаãаеìой статüе отсутствует öентр,
упрощены и ÷асти÷но искëþ÷ены указанные выøе
äействия. В работе [9] иìеется еще оäин неäоста-
ток, снижаþщий то÷ностü синхронизаöии. Межäу
ìоìентоì заверøения изìерений, опреäеëяþщих
то÷ностü синхронизаöии, и ìоìентоì испоëüзова-
ния этих изìерений в статüе [9] прохоäит интерваë
вреìени, существенно оãрани÷иваþщий то÷ностü
синхронизаöии. Ее неëüзя уëу÷øитü из-за тоãо,
÷то проöесс синхронизаöии и обìен сообщенияìи
совìещены в общеì канаëе. Этот неäостаток так-
же устранен.

В настоящей статüе äëя устранения указанных
неäостатков кроìе канаëа обìена сообщенияìи
ввеäены äва канаëа синхронизаöии, в которых вы-
поëняþтся äва взаиìосвязанных проöесса синхро-
низаöии: в первоì — основной äеöентраëизован-
ный проöесс ãрупповой синхронизаöии объектов
SP0, во второì — проöесс коррекöии синхрониза-

öии SP.

В проöессе SP0 объекты выпоëняþт указаннуþ

выøе синхронизаöиþ, возìожности которой äо-
стато÷ны äëя опреäеëения распоëожения объектов
и выпоëнения в сетевых среäствах вы÷исëений, не
требуþщих высокоãо быстроäействия. Оäнако про-
öесс SP0 иìеет существенное вреìенное оãрани÷е-

ние. Есëи в проöессе SP0 у÷аствуþт n объектов, то

äëя кажäоãо объекта синхронизаöиþ, наруøеннуþ
из-за переìещения объектов, ìожно корректиро-
ватü тоëüко ÷ерез n интерваëов вреìени, требуе-
ìых äëя синхронизаöии кажäоãо объекта. Проöесс
коррекöии ãрупповой синхронизаöии SP, работа-
þщий совìестно с проöессоì SP0, корректирует

вреìена всех n объектов за вреìя, требуеìое про-
öессу SP0 äëя синхронизаöии тоëüко оäноãо объ-

екта. Это упрощает и ускоряет ìониторинã состо-
яния ìобиëüной систеìы.

В § 1 привеäена структура связей систеìы и
возìожности объектов. В § 2 изëожен проöесс SP0.

В § 3 изëожен проöесс SP. В § 4 äаны приìеры
приìенения проöессов SP0 и SP при выпоëнении

сетевыìи среäстваìи распреäеëенных вы÷исëений,
требуþщих быстрой и то÷ной синхронизаöии.

В öеëоì в статüе преäставëен поëностüþ äеöен-
траëизованный автоноìный способ синхрониза-
öии переäа÷и äанных и распреäеëенных вы÷исëе-
ний в систеìах ìобиëüных объектов с оäновре-
ìенныì у÷астиеì в указанных операöиях ìноãих
объектов.
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Так как ниже развиваþтся резуëüтаты, поëу-
÷енные в работе [9], выäеëиì сохраненные в на-
стоящей статüе существенные особенности струк-
туры систеìы из статüи [9], и расøириì их.
Объекты обìениваþтся беспровоäныìи опти-

÷ескиìи иëи раäиосиãнаëаìи. Так как текущее рас-
поëожение объектов неизвестно, то сиãнаëы нена-
правëенные.
В испоëüзуеìой проöессоì SP, проöессаìи пе-

реäа÷и сообщений и проöессаìи сетевых вы÷ис-
ëений структуре, исто÷ники в объектах посыëаþт
сиãнаëы иëи сообщения в ìоäуëü связи MS, кото-
рый без заäержки отправëяет их приеìникаì объ-
ектов. Такие же äействия выпоëняþтся в статüе [9].
Сиãнаëы исто÷ников и сиãнаëы ìоäуëя связи MS
разëи÷аþтся по ÷астоте, и приеìники объектов
восприниìаþт тоëüко сиãнаëы еäинственноãо ис-
то÷ника — ìоäуëя MS. Кажäоìу объекту присва-
ивается поряäковый ноìер, в соответствии с кото-
рыì объекты упоряäо÷иваþт свои äействия.
Распреäеëенные вы÷исëения, преäставëенные

в § 4, как и в статüе [9] провоäятся непосреäствен-
но в ìоäуëе связи MS, и объекты переäаþт в ìо-
äуëü MS сообщения так, ÷тобы их оäноиìенные
разряäы поступаëи в ìоäуëü MS оäновреìенно.
Вы÷исëения провоäятся без заäержки поëу÷аеìых
сообщений объектов, äëитеëüностü вы÷исëения не
зависит от ÷исëа у÷астников операöии и не пре-
выøает вреìени, требуеìоãо тоëüко äвуì у÷астни-
каì. Резуëüтат вы÷исëения переäается параëëеëü-
но всеì объектаì.
Обы÷ная переäа÷а сообщений также ускоряет-

ся ввиäу тоãо, ÷то ãруппа объектов поëу÷ает äан-
ные от äруãой ãруппы объектов оäновреìенно
синхронно в виäе оäноãо общеãо äëя всех объек-
тов-исто÷ников сообщения.
Дëя выпоëнения ãрупповой синхронизаöии SP0

объекты упоряäо÷иваþт свои äействия без испоëü-
зования ìоäуëя MS. Ее приìенение поäробно опи-
сано в § 2.
В ряäе сëу÷аев приìенения проöесса SP0 пот-

ребуется работатü с ãруппой объектов, разäеëен-

ной на äве ãруппы объектов 1O и 2O, состоящих из

ìобиëüных объектов 1O
i
 и 2O

j
 соответственно. В об-

щеì сëу÷ае ãруппа 2O явëяется ÷астüþ ãруппы 1O.
При вкëþ÷ении объекта в ãруппу еìу присваива-
ется поряäковый ноìер в ãруппе, отображаеìый
инäексоì, ãäе 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m. Объекты обìе-
ниваþтся сиãнаëаìи и сообщенияìи ÷ерез сетü,
объеäиняþщуþ их в общуþ систеìу. Обìен сиã-
наëаìи исхоäно асинхронен.

Объекты 1O
i
 из ãруппы 1O активны и соäержат

среäства управëения взаиìоäействиеì ìежäу äру-

ãиìи объектаìи из ãруппы 1O и объектаìи из ãруп-

пы 2O. Объект 2O
j
 тоëüко приниìает сиãнаëы, пос-

ëанные еìу от объекта 1O
i
, преобразует их ÷астоту

и возвращает к объекту 1
O

i
. Преобразование ÷ас-

тоты позвоëяет объекту 1
O

i
 при приеìе сиãнаëов

от объекта 2O
j
 искëþ÷итü поìехи от сиãнаëов, пе-

реäаваеìых äруãиìи объектаìи 1
O

i
. Иìеется äва

типа объектов 2
O

j
. Первый тип объектов 2O

j
 при-

ниìает от объекта 1O
i
 ненаправëенный сиãнаë S

ij
 и

в ответ посыëает всеì объектаì 1
O

i
 сиãнаë также

ненаправëенно. Второй тип объекта 2
O

j
 работает

тоëüко с опти÷ескиìи сиãнаëаìи и просто отража-

ет сиãнаë в направëении объекта 1
O

i
, посëавøеãо

сиãнаë S
ij
, т. е. преäставëяет собой ретрорефëектор.

2. ÃÐÓÏÏÎÂÀß ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈß SP0

2.1. Íà÷àëüíîå óïîðÿäî÷åíèå îáúåêòîâ

Как указано в § 1, в проöессах синхронизаöии
SP0 и SP объекты при вкëþ÷ении в ãруппу синх-
ронизуеìых объектов äоëжны бытü упоряäо÷ены.
Оäновреìенно поступаþщие заявки объектов на
вкëþ÷ение в ãруппу ìожет упоряäо÷итü öентраëи-
зованное среäство. Но äопустиìы и äруãие вари-
анты äеöентраëизованноãо упоряäо÷ения. Как пра-
виëо, техни÷еские объекты при изãотовëении по-
ëу÷аþт инäивиäуаëüный коä. При объеäинении
объектов в ãруппу он äоëжен бытü преобразован в
поряäковый ноìер. В статüе [9] äëя этоãо приìе-
нен аëãоритì ДКУ (äеöентраëизованное коäовое
управëение), в котороì объекты преäставëяþт свои
ноìера в äвои÷ноì коäе и на первоì øаãе переäа-
þт старøий разряä своеãо ноìера. В переäа÷е сëе-
äуþщеãо разряäа у÷аствуþт объекты, переäавøие
переä этиì 0, и т. ä. Остается еäинственный объ-
ект, котороìу присваивается новый поряäковый
ноìер — ноëü. Так поо÷ереäно нуìеруþтся все
объекты, оäновреìенно поäавøие заявку на вхоä в
ãруппу. Нуìераöия сëеäуþщеãо пакета заявок про-
äоëжает поëу÷еннуþ ранее нуìераöиþ.

Есëи инäивиäуаëüноãо коäа нет, то кажäоìу
объекту присвоиì сëу÷айное äвои÷ное ÷исëо. При-
ìениì к набору этих ÷исеë аëãоритì ДКУ. Есëи
посëе еãо окон÷ания выäеëено боëее оäноãо объ-
екта, то к этиì объектаì приìениì эту же проöе-
äуру и т. ä. Выäеëенноìу такиì образоì объекту
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присвоиì ноìер ноëü. Так буäут упоряäо÷ены все
объекты. Есëи объекты иìеþт отëи÷итеëüные
признаки, то выäеëенный объект ìожет поëüзо-
ватüся иìи äëя управëения хоäоì всех указанных
выøе проöессов упоряäо÷ения объектов.

2.2. Ïðîöåññ ãðóïïîâîé ñèíõðîíèçàöèè SP0

В ãрупповой синхронизаöии SP0, как указано

выøе, у÷аствует ãруппа активных объектов 1
O,

иниöиаторов сиãнаëов и ãруппа пассивных объек-

тов 2O. Лþбой объект 1O
i
 ãруппы 1O äоëжен поëу-

÷итü возìожностü без поìех от äруãих объектов

посëатü аäресованный ëþбоìу объекту 2O
j
 ãруппы

2
O сиãнаë S

ij
 и опреäеëитü вреìя T

ij переäа÷и сиã-

наëов ìежäу этиìи объектаìи. Кажäый объект 1O
i

при этоì äействует автоноìно, не требуя управëе-
ния от каких-ëибо äруãих объектов систеìы иëи
внеøних среäств. Зна÷ение вреìени T

ij
 испоëüзу-

ется äëя синхронизаöии указанных äаëее äействий
объектов.
Как отìе÷аëосü, ãрупповая синхронизаöия вы-

поëняется в выäеëенноì тоëüко äëя нее канаëе
связи, сиãнаëы в этоì канаëе не вëияþт на сиãна-
ëы в äруãих канаëах. Преäпоëаãается, ÷то за вреìя
выпоëнения всех требуеìых äëя конкретноãо объ-
екта изìерений переìещение объектов не вëияет
на требуеìуþ то÷ностü изìерений (сì. § 2.3).
Как буäет показано, способ ãрупповой синхро-

низаöии, опреäеëив вреìя T
ij
, позвоëяет реøитü

сëеäуþщие заäа÷и.
При известных зна÷ениях вреìени T

ij
 и скоро-

сти распространения сиãнаëов опреäеëяется рас-
стояние ìежäу объектаìи и скоростü изìене-
ния расстояния.

Есëи ãруппа 2
O соäержит нескоëüко объектов,

распоëожение которых фиксировано, то каж-

äый объект 1
Oi опреäеëяет в преäеëах оäноãо

интерваëа изìерения свое поëожение относи-

теëüно указанной иì ãруппы объектов 2Oj.
В интерваëе вреìени, выäеëенноì äëя опреäе-
ëения вреìени T

ij
, объект иìеет возìожностü

посëатü сообщение äруãиì объектаì. Также
объект ìожет выпоëнитü показанные в § 4 рас-
преäеëенные вы÷исëения, но существенно ìеä-
ëеннее, ÷еì в сëу÷ае приìенения проöесса SP.
Проöесс SP0 кроìе сиãнаëов S

ij
 испоëüзует сиã-

наëы S и *S
ij
, уто÷ненные ниже. Сиãнаëы S, S

ij
, *S

ij

ненаправëенные, кроìе направëенных сиãнаëов
*S

ij
, возвращаеìых ретрорефëектороì. Заäан ин-

терваë вреìени T, äостато÷ный äëя переноса сиã-

наëов ìежäу ëþбыìи объектаìи 1O
i
 и 2O

j
. Дëя вы-

поëнения синхронизаöии проöесс SP0 опреäеëяет
T

ij
 — интерваëы вреìени переäа÷и сиãнаëов ìежäу

объектаìи 1O
i
 и 2O

j
.

Проöесс SP0 состоит из ÷етырех øаãов.

Шаг 1. Объекты ãруппы 1
O обнаруживаþт от-

сутствие сиãнаëов S, S
ij
, *S

ij
 в те÷ение заäанноãо

интерваëа вреìени, не ìенüøеãо интерваëа вреìе-
ни T, и перехоäят к øаãу 2.

Замечание: äаëее вìесте с выражениеì «вреìя
распространения сиãнаëа» и поäобных еìу по
сìысëу буäеì также употребëятü «расстояние».

Шаг 2. Оäин иëи нескоëüко объектов 1O
i
 посы-

ëаþт сиãнаë S äëитеëüности не ìенее T. При по-
сыëке сиãнаëов S нескоëüкиìи объектаìи эти
сиãнаëы накëаäываþтся, образуя общий сиãнаë S
не ìенüøей äëитеëüности. В ìоìент обнаружения
объектоì заверøения сиãнаëа S объект перехоäит
к øаãу 3. Даëее ìоìент заверøения сиãнаëа S бу-
äеì обозна÷атü как S*.

Шаг 3. Объект 1O0, (объект с наиìенüøиì по-
ряäковыì ноìероì) при поëу÷ении сиãнаëа S* по-

сыëает объекту 2O
k
, äо котороãо опреäеëяется рас-

стояние, сиãнаë S0k (иëи сообщение S0k — сì. ниже
«Расøирение возìожностей проöесса SP0») äëи-

теëüности *T, который äостиãнет объекта 2
O

k
 не

позäнее интерваëа вреìени T. В ответ объект 2
O

k

поøëет сиãнаë *S0k, — копиþ сиãнаëа S0k, который

äостиãнет объекта 1
O0 также в те÷ение интерваëа

вреìени T. Через интерваë вреìени 2T + *T посëе
поëу÷ения объектоì сиãнаëа S* все привеäенные
сиãнаëы покинут канаë связи.

Сëеäуþщий по поряäку объект 1O1 ожиäает при-
хоäа сиãнаëа S0k и с заäержкой 2T + *T посыëает

сиãнаë S1m äëитеëüности *T объекту 2O
m
, расстоя-

ние äо котороãо он опреäеëяет. Так как к ìоìенту
посыëки сиãнаëа S1m все иниöиированные объек-

тоì 1O0 сиãнаëы ис÷езнут, то они не созäаäут по-

ìех объекту 1
O1. Анаëоãи÷но äействуþт сëеäуþ-

щие объекты 1O
i
.

Такиì образоì, кажäый объект 1
O

i
 с i ≥ 1 äо-

бавëяет к ìоìенту появëения сиãнаëа S
ij
, иниöи-

ируþщеãо переäа÷у объектаìи сиãнаëов, заäержку
τ = i(2T + *T ). Объекты изìеряþт интерваë вре-
ìени T

ij
 ìежäу на÷аëоì посыëки сиãнаëа S

ij
 и на-

÷аëоì приеìа сиãнаëа *S
ij
, возвращаеìоãо объек-

тоì 2
O

j
. У÷ет скорости переноса сиãнаëов позво-
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ëяет также опреäеëитü расстояние от объекта 1
O

i

äо объекта 2O
j
.

Такиì образоì, ëþбой объект 1O
i
 поëу÷ает воз-

ìожностü изìеритü вреìеннуþ и пространствен-

нуþ уäаëенностü от требуеìоãо объекта 2O
j
.

О синхронном варианте шага 3. Выøе иниöиа-

тороì äействий объекта 1
O0 сëужит обнаружение

иì события S*, остаëüные объекты ожиäаþт от
преäøественника появëения сиãнаëа S

ij
. Но на øа-

ãе 3 все объекты ìоãут перехоäитü в режиì поо÷е-
реäноãо опреäеëения расстояний, реаãируя тоëüко
на появëение события S*. Этот вариант реаëизует-
ся проще, но он боëее ìеäëенный, так как у÷иты-
вает наихуäøее взаиìное распоëожение объектов.

Шаг 4. Проöесс SP0 заверøается по коìанäе от
приëожения иëи посëе обсëуживания всех объек-
тов, на÷авøих проöесс.
Рассìотриì äëя упрощения изëожения тоëüко

синхронный вариант øаãа 3 и обратиìся к рисунку.

На рисунке äëя кажäой пары объектов 1O
i
 и 2O

j

выäеëены обëасти äëитеëüностüþ 2T + *T äëя об-
ìена сиãнаëаìи S

ij
 и *S

ij
. В преäеëах кажäой обëас-

ти кажäоìу объекту выäеëены зоны 1O
i
 и 2O

j
 äëи-

теëüности T, в преäеëах которых сиãнаëы S
ij
 и *S

ij

äостиãнут аäресата.

Все объекты ãруппы 1
O обнаруживаþт ìоìент

заверøения сиãнаëа S (S* на рисунке). Объект 1O0

в этот ìоìент на÷инает переäаватü сиãнаë S0k äëи-

теëüности *T. На÷аëо этоãо сиãнаëа äостиãнет объ-

екта 2O
k
 не позäнее интерваëа вреìени T и еще ÷е-

рез интерваë, не превыøаþщий T + *T, ис÷езнет

из канаëа связи, т. е. из поëя набëþäения объек-

тов. Тоëüко посëе этоãо объект 1O1 на÷нет бескон-

фëиктно выпоëнятü свое изìерение äëя произ-

воëüноãо объекта 2
O

m
. Анаëоãи÷но поступят сëе-

äуþщие объекты ãруппы 1O.
Такиì образоì, заäержку, равнуþ i(2T + *T ),

выпоëняет кажäый объект 1
O

i
, ÷то обеспе÷ивает

бесконфëиктностü требуеìых объектаì изìерений
расстояний.

Расширение возможностей процесса SP
0

Привеäеì нескоëüко расøирений проöесса SP0,

увеëи÷иваþщих возìожности проöессов SP0 и SP.

Их ëеãко внести в состав проöесса SP0, но это за-
ìетно увеëи÷ит объеì статüи.

Передача в процессе SP0 дополнительной инфор-

мации. Часто объекту 1
O

i
 требуется не тоëüко

опреäеëитü интерваë T
ij
, но сообщитü äруãиì

объектаì äопоëнитеëüнуþ инфорìаöиþ. Дëя
этоãо зна÷ение вреìени *T äостато÷но увеëи-
÷итü äо произвоëüной, еäиной äëя всех объек-
тов äëитеëüности и в преäеëах интерваëа *T пе-
реäаватü сообщение. Это сообщение ìожет бытü
коìанäой, требуþщей ответной реакöии при-
еìника сообщения в преäеëах вреìени *T.
Интерваë *T ìожет также разëи÷атüся äëя раз-

ных объектов 1
O

i
, о ÷еì объект äоëжен указатü в

на÷аëе интерваëа *T. Так как объекты 1O
i
 посыëа-

þт ненаправëенные сиãнаëы, то проäоëжитеëü-
ностü интерваëа *T станет известна всеì объектаì.
Отìетиì поëезнуþ возìожностü проöесса SP0.

Широковещатеëüнуþ переäа÷у äопоëнитеëüных

äанных объекты 1O
i
 ìоãут выпоëнятü сиãнаëаìи F

÷астоты, которуþ не ретрансëируþт объекты 2
O

j
.

При этоì äанные ëþбоãо объекта из ãруппы 1O пе-
реäаþтся в первоì интерваëе Т переäа÷и сиãнаëов

сëеäуþщиì по поряäку объектоì ãруппы 1
O, ÷то

не заìеäëяет проöесс SP0.

Динамическая перенумерация объектов. Разре-

øиì отäеëüныì объектаì 1
O

i
 не у÷аствоватü в

проöессе SP0, т. е. не переäаватü сиãнаë S
ij
. Есëи

объекты не переäаþт сиãнаë S
ij
, то потребуеì,

÷тобы сëеäуþщие по поряäку i-е объекты все
равно у÷итываëи выäеëенные «ìоë÷ащиì» объ-
ектаì заäержки τ. Так как объектаì известна за-
äержка τ, фиксируется ìоìент появëения сиã-

наëа S* и ìоìенты появëения сиãнаëов S
ij
, то

такой у÷ет выпоëняется просто. Наприìер, ес-
ëи «ìоë÷ат» объекты с i = 0, ..., k, то объект с
i = k + 1 поëу÷ит новый ноìер i = 0.

Процесс групповой синхронизации



ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В УПРАВЛЕНИИ

51ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 � 2020

Определение числа участников процесса SP0. Про-
öесс SP0 заäействует заранее известное ÷исëо
у÷астников проöесса n. Откажеìся от этоãо.
Пустü в проöессе SP0 заäано тоëüко äопустиìое
÷исëо распоëоженных поäряä «ìоë÷ащих» объ-
ектов. Превыøение этой ãраниöы (признак äо-
стижения посëеäнеãо объекта в ãруппе) опреäе-
ëяет *n — реаëüное ìаксиìаëüное ÷исëо объек-
тов-у÷астников проöесса SP0.

2.3. Ãðàíèöû âëèÿíèÿ ïîäâèæíîñòè îáúåêòîâ
íà òî÷íîñòü ïðîöåññà SP0

Выясниì, при каких усëовиях äопустиìо пре-
небре÷ü вëияниеì äвижения объектов на то÷ностü
проöесса SP0 (объекты квазистаöионарны). Пустü
заäано t — вреìя переноса сиãнаëа ìежäу наибоëее
уäаëенныìи äруã от äруãа поäвижныìи объектаìи
1
O

i
 и 2O

j
. Опреäеëиì, наскоëüко за вреìя изìере-

ния t изìенится xmax — расстояние ìежäу 1O
i
 и 2O

j
.

Вреìя t = xmax/v, ãäе v — скоростü переìещения
объекта. Но также t = (2L ± xmax)/c, ãäе L — рас-
стояние ìежäу указанныìи объектаìи, с — ско-
ростü света. Отсþäа xmax = 2Lv/(c ± v) ≈ 2Lv/c.

Расстояние xmax сиãнаë прохоäит за вреìя Δt =

= xmax/c ≈ 2Lv/c2. Интерваë Δt проöесс SP0 не у÷и-

тывает, ÷то вносит оøибку в изìерение вреìени.
В проöессе SP0 за вреìя опреäеëения расстоя-

ния n объектов 1O
i
 относитеëüно m объектов 2O

j
 ре-

зуëüтаты изìерения äëя первоãо из у÷астников из-
ìерения ìоãут откëонитüся в nm раз.
Привеäеì приìер. В боëüøинстве приìенений

веëи÷ина xmax ìаëа. Наприìер, при vmax = 100 ì/с
(360 кì/÷) и L = 150 ì изìенение зна÷ения L со-
ставит xmax = 0,1 ìì и Δt = 0,33 пс.

При äостато÷ных äëя ìноãих заäа÷ n ≤ 100, m ≤ 4
это откëонение составит 4 сì, и изìенение t со-
ставит nmΔt ≈ 0,33 нс. Есëи äопустиìо такое зна-
÷ение nmΔt, то систеìа квазистаöионарная, оøиб-
ка в изìерении расстояния — не боëее 4 сì.
Но äëя выпоëнения распреäеëенных вы÷исëе-

ний, кратко рассìотренных в § 4, нужна боëее вы-
сокая то÷ностü, и вреìя t потребуется корректиро-
ватü ÷аще, ÷то и äеëается в § 3.

2.4. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ãðóïïîâîé ñèíõðîíèçàöèè

Привеäеì приìеры реøения способоì SP0 ряäа
заäа÷, не требуþщих привëе÷ения способа SP.

Определение местоположения объектов из 1
O.

Пустü объект 1
O

i
 опреäеëиë расстояния относи-

теëüно трех объектов ãруппы 2O
j
, распоëоженных в

верøинах треуãоëüника с известныìи äëинаìи

сторон. Тоãäа объект 1O
i
 нахоäится на пересе÷ении

трех отрезков, соеäиняþщих объект 1O
i
 с объекта-

ìи 2O
j
. Это ÷астный вариант приìеняеìой в ãео-

äезии триëатераöии.

Как показано в § 1, объекты 2O
j
 ìоãут бытü пас-

сивныìи и активныìи. В пассивных объектах 2O
j

при опреäеëении ìестопоëожения объектов о÷енü
просто реаëизоватü требуеìое выøе изìерение трех
расстояний оäновреìенно, испоëüзуя сиãнаëы *S

ij

разных ÷астот. Дëя активных объектов это сäеëатü
сëожнее и боëее приеìëеìо посëеäоватеëüно из-
ìерятü расстояния. Так как требуется изìеритü рас-

стояния äо небоëüøоãо ÷исëа объектов 2O
j
, то на-

копëение оøибки изìерения не вëияет на то÷-

ностü распоëожения объекта 1O
i
.

Определение максимальной и минимальной уда-

ленности группы 
1
O от группы 

2
O. Дëя этоãо äоста-

то÷но испоëüзоватü сиãнаë F, как показано в § 2.2.

Посыëаеìый кажäыì объектоì 1
O

i
 сиãнаë S

ij

поëу÷аþт все объекты 1
O

i
. В ìоìент поëу÷ения

сиãнаëа *S
ij
 от объекта 2O

j
 объект 1O

i
 посыëает сиã-

наë F. Поëу÷ив указанные äва сиãнаëа объекты 1O
оäновреìенно опреäеëяþт интерваë T

ij
, а посëе за-

верøения изìерений всей ãруппой объектов опре-
äеëяþт ìаксиìаëüное Tmax и ìиниìаëüное Tmin

расстояние ãруппы 1
O относитеëüно ãруппы 2

O.

В резуëüтате кажäый объект 1O
i
 поëу÷ает свеäения

о распоëожении всей ãруппы 1O и переìещениях

ее объектов. Есëи объекты ãруппы 2O распоëаãа-
þтся коìпактно, то ìожно оãрани÷итüся изìере-

ниеì объектоì 1
O

i
 расстояния тоëüко äо оäноãо

объекта из ãруппы 2O.

3. ÏÐÎÖÅÑÑ SP-ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ 
ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈÈ

3.1. Î íåîáõîäèìîñòè êîððåêöèè 
ãðóïïîâîé ñèíõðîíèçàöèè

Как показано выøе, в способе SP0 ëþбой объ-
ект корректирует расстояние ìежäу объектаìи и
уто÷няет своþ синхронизаöиþ тоëüко посëе завер-
øения изìерения расстояния всеìи объектаìи.
Накапëиваþщаяся за это вреìя из-за äвижения
объектов оøибка снижает то÷ностü синхрониза-
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öии. Дëя уìенüøения этой оøибки и ввеäен спо-
соб коррекöии синхронизаöии SP. В неì за вреìя,
требуеìое äëя синхронизаöии тоëüко äвух объек-
тов, провоäится коррекöия äëя всей ãруппы объ-
ектов, ÷то обеспе÷ивает боëее то÷нуþ синхрони-
заöиþ.
Способ SP äëя устранения накопëенной оøиб-

ки SP0 заäействует выäеëенный тоëüко äëя неãо
канаë. Дëя функöионирования проöесса SP еìу
требуется указатü ìоäуëü связи (MS), который бу-
äет поëу÷атü сиãнаëы исто÷ников сообщений и без
заäержки пересыëатü их приеìникаì сообщений.
Свеäения о ìоäуëе связи MS преäоставëяет про-
öесс SP0, иëи проöесс SP поëу÷ает их äруãиì за-
ранее известныì способоì.
У÷аствуþщие в проöессе SP объекты поëу÷аþт

от проöесса SP0 иìя объекта — MS, зна÷ение вре-
ìени переäа÷и сиãнаëа от них äо ìоäуëя связи MS
и затеì корректируþт изìенение вреìени. В ос-
новноì проöесс SP требуется äëя выпоëнения рас-
преäеëенных вы÷исëений, приìеры которых преä-
ставëены в § 4. При вы÷исëениях все объекты со-

ставëяþт оäну общуþ ãруппу 1O, и ìоäуëü связи
MS также ìожет вхоäитü в ее состав.

Объект 1O
i
, опреäеëивøий в проöессе SP0 рас-

стояние äо ìоäуëя связи MS, неìеäëенно вхоäит в
синхронный проöесс SP и на÷инает ìноãократно
корректироватü расстояние äо ìоäуëя связи MS,
не ожиäая опреäеëения в проöесс SP0 расстояния
äо ìоäуëя связи MS äруãиìи объектаìи.

3.2. Âûïîëíåíèå êîððåêöèè ñèíõðîíèçàöèè

Так как в проöессе SP все объекты 1O
i
 опреäе-

ëяþт расстояние T
ims

 тоëüко äо еäинственноãо объ-

екта 2O
j
 (иëи объекта из ãруппы 1O) — ìоäуëя свя-

зи MS, то вìесто сиãнаëа S
ij
 ввеäеì обозна÷ение

S
ims

. Моäуëü MS äаëее с÷итается активныì объек-
тоì, возвращаþщиì ненаправëенные сиãнаëы.
Рассìотриì общуþ схеìу орãанизаöии проöес-

са SP, взаиìоäействуþщеãо с проöессоì SP0. Бу-
äеì с÷итатü, ÷то äо на÷аëа проöесса SP äва раза
выпоëнен проöесс SP0. Посëе первоãо выпоëнения
проöесса SP0 объекты выбираþт ìоäуëü MS, ис-
поëüзуя сообщения *T (сì. расøирение 1 в про-
öессе SP0). Оäнако ìоäуëü MS ìожет бытü заäан
и заранее. Посëе второãо выпоëнения становятся
известны Tmax — вреìя прихоäа сиãнаëа в ìоäуëü

связи MS от наибоëее уäаëенноãо от ìоäуëя MS
объекта и вреìена T

ims
.

Уäобно описатü проöесс SP, испоëüзуя ëоãи÷ес-

куþ øкаëу Q, посыëаеìуþ объектаìи 1O
i
 в ìоäуëü

связи MS. Она состоит из посëеäоватеëüности äво-
и÷ных разряäов, кажäый из которых ставится в

соответствие оäноìу из объектов 1O
i
 соãëасно еãо

ноìеру i. Объект 1O
i
 у÷аствует в созäании øкаëы,

посыëая сиãнаë S
t
 в своеì разряäе øкаëы.

Проöесс коррекöии синхронизаöии объектов 1O
i

на÷инается с äействий объекта 1O0 при поëу÷ении
от проöесса SP0 зна÷ения расстояния T0ms

 (зäесü

инäекс объекта 1O0 соответствует äинаìи÷ески оп-

реäеëенноìу ноìеру этоãо объекта, т. е. ноìеру
первоãо из реаëüно работаþщих в äанный ìоìент

вреìени объектов ãруппы 1O (сì. в § 2.2 äинаìи-
÷ескуþ перенуìераöиþ объектов)).

Объект 1
O0 посыëает в ìоäуëü MS синхроко-

ìанäу (иëи äействуþщий как коìанäа сиãнаë) Sk.
Объект MS ненаправëенно возвращает коìанäу

всеì объектаì 1O
i
 в виäе сиãнаëа *Sk.

Объект, успевøий äо этоãо поëу÷итü от проöес-
са SP0 зна÷ение интерваëа Tims

, посыëает в ìоäуëü

MS сиãнаë S
t
 в соответствуþщеì еìу разряäе øка-

ëы Q. Это äеëается сëеäуþщиì способоì.

Объект 1
O

i
 с i ≤ 0 посыëает сиãнаë S

t
 со стан-

äартной äëя всех объектов 1
O

i
 заäержкой D =

= 2(Tmax – T
ims

) + iT
f
, ãäе T

f
 — интерваë вреìени

переäа÷и разряäа øкаëы. Такие äействия разìе-
щаþт кажäый сиãнаë S

t
 в соответствуþщий объек-

ту 1
O

i
 разряä i øкаëы Q. Покажеì это.

Вреìенно не буäеì у÷итыватü интерваë T
f
, тоã-

äа D = *D = 2 (Tmax – T
ims

). Пустü коìанäа *Sk пос-

тупиëа к объекту 1Omax, ìаксиìаëüно уäаëенноìу
от ìоäуëя MS на интерваë Tmax. При заäержке *D

= 2 (Tmax – T
ims

) объект 1Omax вернет сиãнаë в ìо-
äуëü MS ÷ерез вреìя 2Tmax посëе отправки коìан-

äы *Sk объектоì MS, так как äëя объекта 1Omax за-

äержка *D = 0. Но и äëя произвоëüноãо объекта 1O
i

еãо сиãнаë при отсутствии заäержки поступит в ìо-
äуëü MS ÷ерез вреìя 2T

ims
, а при заäержке *D ÷ерез

вреìя 2T
ims

 + *D = 2T
ims

 + 2 (Tmax – T
ims

) = 2Tmax.

Такиì образоì, сиãнаëы S
t
 всех объектов при за-

äержке *D поступаþт в ìоäуëü MS оäновреìенно.
При заäержке D все объекты с поìощüþ ÷ëена

iT
f
 поëу÷ат вна÷аëе сиãнаë *S

t
 от объекта 1O0, затеì

от объекта 1O1 и т. ä, ÷то и требоваëосü.

Есëи переäа÷у объектоì 1
O

i
 сиãнаëа S

t
 выпоë-

нятü с заäержкой 0,5T
f
, то он буäет поìещен в

öентр разряäа øкаëы, соответствуþщеãо объекту
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1
O

i
. Разìер разряäа øкаëы (äëитеëüностü еãо пе-

реäа÷и) выбирается такиì, ÷тобы сиãнаë S
t
, посы-

ëаеìый в сереäину разряäа øкаëы, при изìенении
интерваëа T0ms

 из-за переìещения объекта, не по-
кинуë разìеры разряäа øкаëы.

Объекты 1
O

i
 поëу÷ат от ìоäуëя связи MS всþ

øкаëу *Q, и в своеì разряäе øкаëы поëу÷ат сиãнаë
*S

t
 — копиþ отправëенноãо в ìоäуëü MS сиãнаëа

S
t
. По сäвиãу в разряäе поëу÷енноãо сиãнаëа объ-

екты корректируþт свое переìещение.
Дëитеëüностü T

f
 ìожет бытü выбрана ìноãо

ìенüøе äëитеëüности T, ÷то позвоëяет ìноãократ-
но изìерятü в проöессе SP расстояния äо ìоäуëя
MS всеìи объектаìи ãруппы за вреìя опреäеëения
тоëüко оäноãо расстояния в проöессе SP0. Интер-
ваë вреìени ìежäу переäа÷ей объектоì сиãнаëа S

t

и приеìоì иì сиãнаëа *S
t
 не ìожет бытü ìенüøе

2T
ims

, ÷то опреäеëяет ìиниìаëüно äостижиìуþ
оøибку синхронизаöии.
Привеäенные äействия выпоëняþт коррекöиþ.
Заìетиì, ÷то посëе поëу÷ения от проöесса SP0

текущих зна÷ений интерваëов T
ims

 проöесс SP вы-

поëняется независиìо от проöесса SP0.

Существенно, ÷то äëя опреäеëения расстояния
T

ims
 в проöессе SP0 отвоäится зна÷итеëüно боëüøе

вреìени, ÷еì в проöессе SP, и на÷аëüные изìере-
ния в проöессе SP0 ìожно выпоëнятü боëее то÷но,
÷еì в проöессе SP.
Коррекöия SP устраниëа иìеþщуþся в про-

öессе SP0 зависиìостü то÷ности синхронизаöии
от ÷исëа объектов систеìы. Достижиìая то÷ностü
проöесса синхронизаöии SP опреäеëяется вреìе-
неì переноса сиãнаëа ìежäу объектоì и ìоäуëеì
связи MS и не ìожет бытü уìенüøена.
Привеäенное выøе äвукратное выпоëнение

проöесса SP0 переä на÷аëоì проöесса SP требует-
ся при на÷аëüноì запуске и äоëжно повторятüся
тоëüко при существенноì изìенении в систеìе
синхронизаöии объектов. Наприìер, при сìене
ìоäуëя MS.

Дополнительная информация
Многократная посылка шкалы Q. Дëя ìноãо-

кратной коррекöии синхронизаöии объект 1O0 пос-
ëе заверøения приеìа øкаëы *Q вновü посыëает
коìанäу Sk, и проöесс коррекöии проäоëжается.
Ценой усëожнения объектов коррекöиþ ìожно
нескоëüко ускоритü. Дëя этоãо созäается øкаëа Q

l
,

состоящая из нескоëüких øкаë Q. Объекты поìе-
щаþт сиãнаëы в соответствуþщие иì разряäы всех
øкаë Q.

Варианты завершения процесса коррекции. Объ-

ект 1
O0 заверøает коррекöиþ по коìанäе от вы-

поëняеìоãо систеìой приëожения иëи при отсут-
ствии в сети ëþбых сиãнаëов свыøе заäанноãо
интерваëа вреìени. Дëя заверøения приìенения
øкаëы Q

l
 в на÷аëо кажäой øкаëы Q, вхоäящей в

Q
l
, äобавиì äопоëнитеëüный управëяþщий разряä.

Объект 1
O0 внесет в неãо еäиниöу — коìанäу за-

верøения Q
l
, направëеннуþ всеì объектаì.

4. ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ 
ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÖÈÉ

Привеäеì нескоëüко приìеров, показываþщих,
как быстрая синхронизаöия SP ускоряет выпоë-
нение ряäа востребованных в ìобиëüных систе-
ìах распреäеëенных операöий. Боëее äетаëüно эти
операöии рассìотрены в работах [7—9]. Испоëüзу-
þтся беспровоäные связи объектов с ìоäуëеì MS,
в которых 1 и 0 переäаþтся сиãнаëаìи с ÷астотой
f1 и f0 соответственно. Моäуëü MS превращает эти
сиãнаëы в *f1 и *f0.

Пустü выпоëнен проöесс SP и опреäеëены ин-
терваëы Tmax и Tims

. Дëя выпоëнения операöий объ-
екты синхронно посыëаþт в ìоäуëü связи MS со-
общения с заäержкой D = 2(Tmax – T

ims
), ÷то обес-

пе÷ивает совпаäение их оäноиìенных разряäов
при вхоäе в ìоäуëü MS. Поëу÷енная øкаëа с «сов-
ìещенныìи разряäаìи» всех сообщений поступа-
ет ко всеì объектаì. Эта схеìа взаиìоäействия
объектов приìенена ниже во всех приìерах.

1. Определение состояния системы. Заäана
n-разряäная øкаëа, поäобная привеäенной выøе
øкаëе Q. Кажäый äвои÷ный разряä øкаëы соот-
ветствует оäноìу из признаков, характеризуþщих
состояние объекта: 1 ( f1) — зна÷ение в норìе,
0 ( f0) — крити÷но. Группа из N объектов синхрон-

но переäает свои øкаëы в ìоäуëü связи MS, ãäе
оäноиìенные разряäы øкаë совìещаþтся. Такуþ
совìещеннуþ øкаëу ìоäуëü MS посыëает всеì
объектаì. В ней совокупностü сиãнаëов 1 и 0 от-
ражает состояние всей систеìы. За вреìя переäа÷и
тоëüко оäноãо сообщения из n разряäов обнаружи-
вается наëи÷ие крити÷ных признаков äëя всех N
объектов. Отсутствует зависиìостü вреìени вы-
поëнения операöии от коëи÷ества объектов.

2. Поиск максимального числового значения
признака во всех объектах. Пустü, наприìер, ис-
поëüзуется äесяти÷ная систеìа с÷исëения и каж-
äая äесяти÷ная öифра ÷исëа, соответствуþщеãо
признаку, преäставëена øкаëой из äевяти разря-
äов, в которой все разряäы соäержат 0, кроìе раз-
ряäа с еäиниöей, соответствуþщеãо зна÷ениþ öиф-
ры. Все объекты оäновреìенно переäаþт старøуþ
öифру ÷исëа в ìоäуëü связи MS. От ìоäуëя MS
объекты поëу÷аþт объеäиненнуþ øкаëу. По нахо-
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äящиìся в ней еäиниöаì объекты опреäеëяþт ìак-
сиìаëüное зна÷ение переäанной öифры. Объекты,
переäавøие такое зна÷ение, переäаþт сëеäуþщуþ
öифру и т. ä. äо опреäеëения ìаксиìуìа ÷исëа.
Дëитеëüностü операöии также не зависит от ÷исëа
объектов. Увеëи÷ение основания систеìы с÷исëе-
ния уìенüøает коëи÷ество пересыëок сообщений
ìежäу объектаìи и ìоäуëеì MS, ÷то существенно
ускоряет вы÷исëение.

3. Аналого-цифровые операции. Пустü сиãна-
ëы, посыëаеìые объектоì äëя вы÷исëений, иìеþт
равнуþ энерãиþ, и ìоäуëü связи MS иìеет анаëо-
ãо-öифровой преобразоватеëü (АЦП). Пустü также
öифры переäаþтся в виäе указанных выøе øкаë.
Тоãäа при совìещении в ìоäуëе MS оäноиìенных
разряäов øкаëы АЦП сфорìирует ÷исëенное зна-
÷ение суììарной энерãии сиãнаëов в кажäоì раз-
ряäе и переäаст резуëüтат оäновреìенно всеì объ-
ектаì, ãäе буäет выпоëнено заверøаþщее суììи-
рование. Зäесü также нет зависиìости от ÷исëа
у÷астников операöии.

4. Распределенный ассоциативный поиск. Дëя
распреäеëенных вы÷исëений ÷асто требуется при-
вëекатü äанные, распоëоженные в разëи÷ных объ-
ектах систеìы. Эти äанные составëяþт распреäе-
ëенный ìассив, в котороì требуется нахоäитü со-
вокупности äанных, соответствуþщие усëовияì
поиска. В коìпüþтерах наибоëее быстрый способ
такоãо сосреäото÷енноãо поиска обеспе÷иваþт ас-
соöиативная паìятü и ассоöиативные проöессоры.
Распреäеëенные операöии пп. 1—3 также выпоë-
няþт ассоöиативный поиск в указанноì выøе рас-
преäеëенноì ìассиве, ускоряя поиск äанных и
распреäеëеннуþ их обработку в сети. В такой рас-
преäеëенной ассоöиативной систеìе наëи÷ие в
кажäоì ее объекте коìпüþтера позвоëяет по срав-
нениþ с обы÷ной ассоöиативной паìятüþ выпоë-
нятü äопоëнитеëüно сëожнуþ ëокаëüнуþ обработ-
ку äанных, соответствуþщуþ требованияì поиска.
Дëя суперкоìпüþтеров поäобный ассоöиативный
поиск преäëожен в статüе [8].

5. ÊËÀÑÒÅÐÈÇÀÖÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÑÂßÇÅÉ 
ÌÎÁÈËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Простая структура связей § 2 позвоëиëа про-
öессу SP0 упоряäо÷итü äействия асинхронных объ-
ектов. Связка «ãруппа исто÷ников сиãнаëов → ìо-
äуëü MS → ãруппа исто÷ников сиãнаëов» в § 3 поз-
воëиëа проöессу SP объеäинятü ãруппу сообщений
в еäиное сообщение. Но ÷асто требуþтся боëее
сëожные структуры взаиìоäействия объектов с раз-
äеëениеì всей совокупности объектов на кëасте-
ры, работаþщие независиìо, но в äинаìике объ-
еäиняеìые в еäинуþ структуру иëи в новый набор

кëастеров. Такие структуры быëи преäëожены ав-
тороì äëя стаöионарных суперкоìпüþтеров [7, 8]
и äëя боëее простых коìпüþтерных кëастеров [10].
Преäставëяет практи÷еский интерес перенести

резуëüтаты статüи [10] на рассìотренные в насто-
ящей статüе систеìы ìобиëüных объектов. Это поз-
воëит заäействоватü ìноãоуровневые связи с со-
хранениеì возìожностей рассìотренных выøе
проöессов синхронизаöии.
В статüе [10] в иерархи÷ескуþ структуру объ-

еäинены простые кëастеры, состоящие из коì-
пüþтеров, взаиìоäействуþщих ÷ерез еäинствен-
ный ìоäуëü связи. Простые кëастеры поäобны
рассìотренныì в настоящей статüе систеìаì ìо-
биëüных объектов. Объеäинение выпоëняется ÷е-
рез ìоäуëи связи простых кëастеров. В составноì
кëастере простые кëастеры ìоãут äействоватü ав-
тоноìно, но посыëка еäинственной коìанäы пере-
воäит составной кëастер в еäиный простой кëастер,
в котороì все коìпüþтеры синхронно äействуþт
поä управëениеì еäинственноãо коìпüþтера со
скоростяìи взаиìоäействия, не ìенüøиìи, ÷еì
скорости в простых кëастерах. Беспровоäные свя-
зи упростят реорãанизаöиþ связей в ìобиëüной
систеìе, но при этоì выäеëение отäеëüных бес-
провоäных канаëов äëя кажäоãо кëастера накëа-
äывает существенные оãрани÷ения на ÷исëо оäно-
вреìенно äействуþщих кëастеров.

6. Î ÑÐÅÄÑÒÂÀÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈß ÐÀÑÑÒÎßÍÈß 
ÌÅÆÄÓ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

В настоящей статüе активно приìеняþтся спо-
собы изìерения расстояний, но не преäëаãается
новый способ их изìерения. Выбор способа из из-
вестных äиктуется усëовияìи конкретноãо приëо-
жения. Часто приìеняется наибоëее простой спо-
соб изìерения интерваëа вреìени ìежäу посыë-
кой и приеìоì иìпуëüсноãо сиãнаëа.
Из боëüøоãо коëи÷ества испоëüзуеìых техни-

÷еских среäств изìерения расстояния выäеëиì äва
реøения äëя стаöионарных и ìобиëüных объектов,
наибоëее поëезные äëя настоящей статüи. О÷енü
то÷ные стаöионарные изìерения реаëизованы в
проекте White Rabbit äëя физи÷еских экспериìен-
тов в ЦЕРН [11—13]. Обеспе÷ивается то÷ностü
синхронизаöии переäа÷и сообщений в сети ëу÷øе
100 пс на расстоянии свыøе 16 кì при изìенении
теìпературы в äиапазоне (12,5—85,0) °С. Приìе-
нен нониусный способ изìерения äаëüности, в ап-
паратуру сети встроены спеöиаëüные устройства,
корректируþщие синхронизаöиþ.
В связи с интенсивныì развитиеì в посëеäние

ãоäы разëи÷ноãо виäа автоìати÷еских ìобиëüных
устройств (автоìобиëей, кваäрокоптеров и äр.)
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проìыøëенностü на÷аëа выпуск коìпактных и
то÷ных изìеритеëей расстояния. Посëеäние раз-
работки äаþт то÷ностü в субнаносекунäноì äиа-
пазоне [14].
Дëя повыøения быстроäействия преäëаãаеìых

способов требуþтся высокоскоростные исто÷ники
öифровых сиãнаëов. Зäесü также появëяþтся но-
вые скоростные реøения. Приìероì ìожет бытü
работа [15], в которой äëя исто÷ника опти÷еских
ненаправëенных öифровых сиãнаëов поëу÷ена ско-
ростü переäа÷и 400 Гб/с.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В преäставëенноì в статüе способе синхрони-
заöии ее выпоëняет собственныìи среäстваìи сис-
теìа ìобиëüных объектов, приìеняþщих проöес-
сы синхронизаöии SP0 и SP.

Проöесс SP0 выпоëняет äве заäа÷и. Он прово-
äит на÷аëüнуþ синхронизаöиþ исхоäно асинхрон-
ных проöессов в объектах, не иìеþщих инфорìа-
öии о расстояниях ìежäу объектаìи и параìетрах
их äвижения. При этоì объекты асинхронно по-
сыëаþт синхронизуþщий сиãнаë, который позво-
ëяет объектаì упоряäо÷итü их äействия, опреäе-
ëитü расстояния ìежäу объектаìи, направëение,
скоростü и ускорение äвижения объектов, а также
позвоëяет объектаì переäаватü сообщения и уп-
равëяþщуþ инфорìаöиþ. Такие заäа÷и øироко
востребованы.
Но SP0 не иìеет возìожности корректироватü

быстрые äвижения с то÷ностüþ, äостато÷ной äëя
выпоëнения распреäеëенных вы÷исëений в сете-
вых среäствах систеìы. Быстрая и то÷ная коррек-
öия позвоëиëа бы ускоритü выпоëнение ìноãих
виäов распреäеëенных вы÷исëений, приìеры ко-
торых привеäены в § 4 статüи. Такуþ коррекöиþ
обеспе÷ивает второй проöесс SP, а запуск проöес-
са SP и требуеìые äëя еãо работы äанные преäо-
ставëяет проöесс SP0. Это еãо вторая заäа÷а.
Проöесс SP корректирует переìещения объек-

тов с то÷ностüþ, соответствуþщей требованияì
наибоëее быстрых приìеняеìых в настоящее вре-
ìя техни÷еских среäств.
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DECENTRALIZED AUTONOMIC SYNCHRONIZATION 
OF INTERACTION PROCESSES OF MOBILE OBJECTS

G.G. Stetsyura

V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
 gstetsura@mail.ru

Abstract. A fully decentralized autonomous method of synchronization of objects interaction in
distributed systems of mobile objects (for example, robots) is proposed. It synchronizes the si-
multaneous transmission of signals from a group of signal-source objects to a group of signal re-
ceivers, accelerates group data transmission and execution of distributed computations directly
in the network facilities of the system. Decentralization eliminates the presence of a center that
manages the synchronization processes within the group of objects. Autonomy allows performing
synchronization without interaction with external controlling technical means. The objects of the
group exchange non-directional signals via wireless optical or radio communication channels.
Two interacting synchronization processes are used. The main purpose of the first process of the
group sync process is to sequence the actions of a group of asynchronous objects and provide in-
put data for the second sync correction process. The second process accelerates the group data
transmission and the execution of distributed computations directly in the network facilities of
the system due to faster and more accurate account for changes in the location of moving objects
than in the first process. The first process can be used independently of the second process to
determine the location, speed, and acceleration of moving objects relative to each other and to
external active or passive objects. On the whole, the proposed synchronization without the in-
fluence of a dedicated control center translates a group of mobile objects from a random state
into a synchronized mobile system.

Keywords: mobile objects group, synchronization, autonomy, decentralization, system self-organization,
synchronous distributed network computing.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В настоящее вреìя во всеì ìире иäет так назы-
ваеìый энерãети÷еский перехоä — форìирование
öифровой äеöентраëизованной ìаëоуãëероäной
энерãети÷еской инфраструктуры (перспектива 3D:
digitalization, decentralization, decarbonization) [1].
В проöессе перехоäа возникает новый тип эëект-
роэнерãети÷еских систеì с распреäеëенныìи энер-
ãоресурсаìи (ЭЭС РЭР) — сëожные ãетероãенные
объекты управëения, вкëþ÷аþщие в себя разно-
образные энерãоприеìники (в тоì ÷исëе с управ-
ëяеìой наãрузкой), ëокаëüные ãенерируþщие ус-
тановки (в тоì ÷исëе на äизеëüноì топëиве, на
прироäноì ãазе, а также на возобновëяеìых ис-
то÷никах энерãии — ВИЭ) и накопитеëи эëектро-
энерãии. Такие объекты насыщаþтся и буäут насы-
щатüся разëи÷ныìи инноваöияìи, как техни÷ес-
киìи (новые виäы оборуäования и автоìатики),

так и орãанизаöионныìи (новые виäы усëуã и ìо-
äеëи рынка).
Рост установëенной ìощности ЭЭС РЭР, сти-

ìуëируеìый в ìире как эконоìи÷ески, так и за-
коноäатеëüно, в перспективе ìожет статü уãрозой
äëя устой÷ивости и наäежности работы энерãо-
систеì, есëи ЭЭС РЭР и их операторы не буäут
вовëе÷ены в общий контур оперативно-техноëо-
ãи÷ескоãо и эконоìи÷ескоãо управëения. Оäнако
траäиöионные ìетоäы и среäства управëения не
расс÷итаны на увеëи÷ение на поряäки коëи÷ества
субъектов и объектов управëения, объеìа потоков
äанных, состава функöионаëüных заäа÷. Разработ-
ка и внеäрение автоìатизированных систеì управ-
ëения (АСУ) äëя отäеëüных объектов натаëкивает-
ся на пробëеìы, связанные с высокиìи затратаìи
и с интеãраöией таких АСУ äруã с äруãоì (интеро-
перабеëüностüþ).

В этих усëовиях, исхоäя из принöипов öифро-
вой эконоìики, актуаëüна разработка öифровой

Аннотация. Рассìатриваþтся пробëеìы интеëëектуаëüноãо управëения совреìенныìи
эëектроэнерãети÷ескиìи систеìаìи с распреäеëенныìи энерãоресурсаìи. Указанные сис-
теìы вкëþ÷аþт в себя разнообразные энерãоприеìники (в тоì ÷исëе с управëяеìой на-
ãрузкой), ëокаëüные ãенерируþщие установки и накопитеëи эëектроэнерãии. Показана
öеëесообразностü форìирования и испоëнения прикëаäных систеì управëения такиìи
объектаìи на базе еäиной öифровой пëатфорìы. Описан типовой проöесс управëения
на базе пëатфорìы, направëенный на повыøение эффективности совìестноãо функöи-
онирования физи÷еских ëибо виртуаëüных ãрупп распреäеëенных энерãоресурсов с по-
ìощüþ оптиìизаöионноãо пëанирования и виртуаëüной отработки на öифровых äвой-
никах. Пере÷исëены актуаëüные сöенарии испоëüзования пëатфорìы в оперативноì уп-
равëении распреäеëенныìи энерãоресурсаìи. Преäставëены заäа÷и ìатеìати÷ескоãо
обеспе÷ения пëатфорìы: автоìати÷еское ìоäеëирование и анаëиз эëектри÷еских режи-
ìов на öифровых äвойниках, оптиìизаöионное пëанирование и управëение, проãнози-
рование профиëей потребëения/ãенераöии и технико-эконоìи÷еских факторов.

Ключевые слова: распреäеëенные энерãоресурсы, öифровая пëатфорìа, öифровой äвойник, сìарт-
контракт, оптиìизаöионное пëанирование.
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пëатфорìы [2]. Чтобы поääерживатü созäание и
функöионирование АСУ ЭЭС РЭР, в пëатфорìу
вкëþ÷ается боëüøой набор базовых функöий и аë-
ãоритìов управëения РЭР с øирокиìи возìож-
ностяìи по настройке, а также ãотовые сервисы
äëя субъектов распреäеëенной энерãетики в ìощ-
ной обëа÷ной вы÷исëитеëüной среäе с уäаëенныì
äоступоì. В раìках пëатфорìы унифиöируþтся и
автоìатизируþтся такие проöеäуры, как инфор-
ìаöионный обìен ìежäу у÷астникаìи öикëов
управëения, верификаöия взаиìных обязатеëüств
и финансовые взаиìорас÷еты, взаиìоäействие с
äат÷икаìи и испоëнитеëüныìи ìеханизìаìи, ìо-
äеëирование и оптиìизаöионное пëанирование
режиìов работы оборуäования, защита от несанк-
öионированноãо äоступа к инфорìаöии и äр. Ар-
хитектура пëатфорìы проектируется с приöеëоì
на возìожностü быстро коìпоноватü из ãотовых
ìоäуëей, развертыватü и эффективно экспëуатиро-
ватü разнообразные АСУ сиëаìи как разработ÷ика
пëатфорìы, так и экосистеìы партнеров, заинте-
ресованных в испоëüзовании сервисов и инстру-
ìентов пëатфорìы äëя разработки и проäвижения
собственных реøений.
На рынке АСУ äëя распреäеëенной энерãетики

иìеется преäëожение пëатфорìенных реøений, в
тоì ÷исëе крупных от ãранäов в сфере автоìати-
заöии. Оäнако крупные реøения в основноì на-
öеëены на крупных заказ÷иков (ãенерируþщие
коìпании, нефтеãазовый сектор, проìыøëенные
преäприятия), всëеäствие ÷еãо иì присущи опре-
äеëенный функöионаëüный äисбаëанс, высокая
стоиìостü вëаäения и жесткие требования к уров-
нþ кваëификаöии разработ÷иков и экспëуатиру-
þщеãо персонаëа АСУ. Эти особенности боëüøих
пëатфорì остро ощущаþтся в äеöентраëизован-
ной инфраструктуре типа ìикроãриäа, состоящей
из ìножества небоëüøих активных потребитеëей
низкоãо уровня напряжения (0,4 кВ), не распоëа-
ãаþщих ни еäиныì öентроì управëения, ни зна-
÷итеëüныì ИТ-бþäжетоì, ни высококваëифиöи-
рованныì персонаëоì. В своþ о÷ереäü, существу-
þщие «ìаëоãабаритные» пëатфорìенные реøения
äëя такой инфраструктуры во ìноãоì направëены
на преäоставëение красивых потребитеëüских сер-
висов и неäостато÷но оснащены ìощныìи высо-
котехноëоãи÷ныìи инструìентаìи энерãетиков,
позвоëяþщиìи форìироватü и приìенятü öифро-
вые äвойники ЭЭС РЭР, оöениватü техни÷ескуþ
испоëниìостü и верифиöироватü факти÷еское ис-
поëнение сìарт-контрактов разëи÷ных виäов и т. п.
Дëя реøения этих пробëеì в настоящее вреìя

в раìках Наöионаëüной техноëоãи÷еской иниöи-
ативы по направëениþ «Энерäжинет» веäется раз-
работка «∀Пëатфорìы» [3] — öифровой пëатфор-
ìы новоãо покоëения, способной преäоставитü

ìассовыì ряäовыì субъектаì распреäеëенной
энерãетики отве÷аþщий их потребностяì и воз-
ìожностяì интеãрированный пакет высоких энер-
ãети÷еских, инфорìаöионных и эконоìи÷еских
техноëоãий.
В настоящей статüе описывается совреìенный

поäхоä к разработке пëатфорìенных реøений,
принятый, в ÷астности, при созäании «∀Пëатфор-
ìы», а также кратко рассìатриваþтся особенности
орãанизаöионноãо и аëãоритìи÷ескоãо обеспе÷е-
ния управëения на базе «∀Пëатфорìы», отëи÷аþ-
щие это реøение от анаëоãов. Дëя разработ÷иков
и поставщиков АСУ преäставëены функöионаëü-
ные возìожности и архитектурная орãанизаöия
коìпонентов пëатфорìы, типовые проöессы и сöе-
нарии испоëüзования, аëãоритìы и ìоäеëи. Ис-
сëеäоватеëи в сфере ЭЭС РЭР увиäят новые об-
ëасти и способы приëожения и внеäрения своих
резуëüтатов путеì интеãраöии с пëатфорìой. Субъ-
ектаì распреäеëенной энерãетики ìоãут бытü ин-
тересны описанные в статüе способы повыøения
отäа÷и от вëожений в новые техноëоãии посреäс-
твоì внеäрения пëатфорìенноãо реøения.

1. ÒÈÏÎÂÎÉ ÏÐÎÖÅÑÑ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÍÀ ÁÀÇÅ ÏËÀÒÔÎÐÌÛ

Так же, как и саìа ЭЭС РЭР, АСУ ЭЭС РЭР
преäставëяет собой распреäеëеннуþ ìноãоуровне-
вуþ систеìу. На разных ее уровнях объектаìи уп-
равëения явëяþтся как отäеëüные орãанизаöии и
÷астные ëиöа — субъекты распреäеëенной энерãе-
тики, так и их объеäинения (операторы иëи аãре-
ãаторы), сервисные коìпании и äруãие у÷астники
ЭЭС РЭР, а также принаäëежащее иì эëектрообо-
руäование, объекты инженерной и инфорìаöион-
но-коììуникаöионной инфраструктуры.
Цеëесообразностü приìенения пëатфорìы наи-

боëее ярко проявëяется на ãруппах РЭР, которые
функöионируþт боëее эффективно (по теì иëи
иныì критерияì) при соãëасованноì (в той иëи
иной степени) äëя всех объектов ãруппы принятии
управëяþщих реøений, нежеëи ÷еì при инäиви-
äуаëüноì управëении кажäыì объектоì ãруппы
без у÷ета остаëüных. Управëение такиìи ãруппаìи
ìожет происхоäитü как äеöентраëизованно, так и
из выäеëенноãо ëоãи÷ескоãо öентра. При äеöент-
раëизованноì управëении вëаäеëüöы отäеëüных
РЭР саìостоятеëüно нахоäят äруã äруãа äëя взаи-
ìовыãоäноãо обìена энерãией и оказания/поëу-
÷ения усëуã, в тоì ÷исëе посреäствоì рыно÷ных
ìеханизìов аукöионноãо типа, фиксируþт обяза-
теëüства по соãëасованноìу управëениþ своиìи
объектаìи в сìарт-контрактах и испоëняþт их
путеì пряìых энерãети÷еских трансакöий (анãë.
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peer-to-peer, P2P). Такой принöип управëения ìо-
жет приìенятüся в инфраструктуре типа Интерне-
та энерãии [4, 5], которая станет реаëизуеìой по
ìере развития техноëоãий, способных обеспе÷итü
устой÷ивостü äеöентраëизованных ЭЭС РЭР.
В настоящее вреìя проще реаëизоватü öентра-

ëизованное управëение, при÷еì как на основе
трансакöий, финансовый поток в которых направ-
ëен от вëаäеëüöа РЭР к оператору öентра управëе-
ния (анãë. peer-to-operator, P2O), так и на основе
трансакöий от оператора к вëаäеëüöу РЭР (анãë.
operator-to-peer, O2P). В первоì из этих äвух сëу-
÷аев (P2O) оператор приниìает от вëаäеëüöев ãруп-
пу РЭР в заранее заäанноì составе, выпоëняет
ãрупповое управëение в öеëях ìаксиìизаöии эф-
фективности их совìестноãо функöионирования и
за это поëу÷ает свое вознаãражäение; этот прин-
öип управëения называется «энерãия как сервис»
(анãë. energy-as-a-service). Во второì сëу÷ае (O2P)
ëоãи÷еский öентр по собственной иниöиативе
форìирует ãруппу РЭР, в тоì ÷исëе путеì конку-
рентноãо отбора, в öеëях объеäинения их возìож-
ностей и/иëи потребностей в öеëüные эконоìи-
÷еские аãреãаты, стоиìостü которых он оптиìизи-
рует за с÷ет ìасøтабных эффектов и из äохоäа от
которых вознаãражäает вëаäеëüöев РЭР; öентры
управëения такоãо типа называþтся аãреãатораìи
(анãë. aggregators). Известны аãреãаторы спроса
(öенозависиìоãо снижения потребëения), преäëо-
жения (виртуаëüные эëектростанöии), хранения
(распреäеëенные систеìы накопëения эëектро-
энерãии).
Возìожна и ÷асти÷ная äеöентраëизаöия уп-

равëения, коãäа аãреãатор/оператор не поëу÷ает
пряìоãо äоступа к оборуäованиþ у÷астника ЭЭС
РЭР, но закëþ÷ает с ниì обязываþщие соãëаøе-
ния, оãрани÷иваþщие испоëüзование оборуäова-
ния иëи ãарантируþщие выпоëнение операторс-
ких коìанä. При этоì на вëаäеëüöа ëожится уп-
равëение своиì энерãети÷ескиì оборуäованиеì в
öеëях наибоëее эффективноãо еãо испоëüзования
при усëовии выпоëнения соãëаøений.
Типовой проöесс управëения ãруппаìи объек-

тов на базе пëатфорìы состоит из пяти стаäий, как
показано на рис. 1.
На первой стаäии заинтересованные стороны —

субъекты распреäеëенной энерãетики, иниöииру-
þщие проöесс, — выбираþт öеëевые критерии
оптиìаëüности ãрупповоãо управëения сообразно
своиì бизнес-öеëяì: ìиниìизаöии пëатежей за
закупаеìуþ на розни÷ноì рынке эëектроэнерãиþ
и ìощностü, ìаксиìизаöии äохоäа от проäажи
эëектроэнерãии и оказания систеìных усëуã, ìак-
сиìизаöии наäежности эëектроснабжения и äр.
Соãëасно критерияì и своиì возìожностяì субъ-
екты äаëее опреäеëяþт ìетоäы и среäства управ-

ëения, реãëаìенты и форìаты взаиìоäействия и
взаиìорас÷етов, а также АСУ. Эффект от приìе-
нения пëатфорìы на этой стаäии закëþ÷ается в
возìожности быстрой коìпоновки проãраììноãо,
инфорìаöионноãо и ìатеìати÷ескоãо обеспе÷е-
ния АСУ из коìпонентов пëатфорìы и ãотовых
сервисов на ее базе. Дëя этоãо коìпоненты пëат-
форìы офорìëяþтся как ìикросервисы — не-
боëüøие, сëабо связанные и ëеãко изìеняеìые
коìпоненты с открытыì прикëаäныì проãраì-
ìныì интерфейсоì, взаиìоäействуþщие в еäиной
инфорìаöионной среäе с испоëüзованиеì эконо-
ìи÷ных коììуникаöионных протокоëов в стиëе
REST [6]. Аëãоритìы АСУ в основноì составëя-
þтся из обращений к (ìикро)сервисаì пëатфорìы
в поряäке, обусëовëенноì особенностяìи конк-
ретноãо проöесса и объекта управëения. Допоëни-
теëüно в прикëаäной ÷асти проãраììноãо обеспе-
÷ения АСУ реаëизуþтся среäства поääержки про-
öесса, спеöиаëизированные äо такой степени, ÷то
вкëþ÷атü их в пëатфорìу нераöионаëüно: это ìо-
ãут бытü äрайверы взаиìоäействия с реäко встре-
÷аþщиìися устройстваìи, аäаптеры интеãраöии со
сìежныìи автоìатизированныìи систеìаìи, ìо-
äуëи сбора и обработки спеöифи÷еских äанных,
виäеокаäры поëüзоватеëüскоãо интерфейса и øаб-
ëоны эëектронных äокуìентов.
На второй стаäии форìируется конкретная

ãруппа РЭР äëя автоìатизированноãо управëения
по выбранныì критерияì и оöениваþтся ожиäае-
ìые зна÷ения интеãраëüных показатеëей ее эф-
фективности. Данная стаäия ìожет выпоëнятüся,

Рис. 1. Типовой процесс управления на базе платформы
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в ÷астности, на этапах проектирования и строи-
теëüства РЭР. Бëаãоäаря приìенениþ пëатфорìы
устанавëивается еäиная защищенная инфорìаöи-
онная среäа äëя сëаженноãо взаиìоäействия всех
эëеìентов систеìы ãрупповоãо управëения в раì-
ках äостижения öеëей независиìо от территори-
аëüноãо распоëожения, техноëоãи÷еских особен-
ностей, вëаäеëüöев. Провоäится проöеäура вкëþ-
÷ения кажäоãо объекта управëения ãруппы в эту
среäу. При оãрани÷енных возìожностях управëе-
ния объект ìожет бытü преäставëен в среäе как
«÷ерный ящик» с известныì фиксированныì ин-
терфейсоì взаиìоäействия. Оäнако äëя äостиже-
ния ìаксиìаëüной эффективности управëения
öеëесообразно сфорìироватü еãо öифровой äвой-
ник — ìоäеëü высокой степени аäекватности, спо-
собнуþ äетаëüно отображатü состояние объекта,
преäсказыватü еãо повеäение в разëи÷ных усëо-
виях и опреäеëятü öеëесообразные управëяþщие
возäействия на неãо. Форìирование, приìенение
и приìер öифровоãо äвойника ЭЭС РЭР рассìат-
риваþтся поäробно äаëее в § 3.

На третüей стаäии типовоãо проöесса проис-
хоäит пëанирование öикëа управëения — опреäе-
ëяþтся конкретные ожиäаеìые зна÷ения показа-
теëей функöионирования объектов и эффектив-
ности сфорìированной из них ãруппы в öеëоì,
которые äоëжны бытü äостиãнуты в буäущеì öик-
ëе. Зна÷ения ìоãут вырабатыватüся путеì посëе-
äоватеëüноãо уто÷нения и верификаöии äости-
жиìости в хоäе пëанирования на сужаþщихся ãо-
ризонтах: среäнесро÷ноãо (от 1 ìесяöа äо 1 ãоäа),
краткосро÷ноãо (на сутки впереä), оперативноãо
(в те÷ение операöионных суток), а также по ìере
уто÷нения инфорìаöии (заявок) от у÷астников
ЭЭС РЭР. Соãëасно выработанныì пëанаì фор-
ìируþтся заäания на функöионирование кажäоãо
РЭР в хоäе öикëа, которые ìоãут бытü зафиксиро-
ваны äоãоворныìи обязатеëüстваìи ìежäу субъек-
таìи, наìереваþщиìися принятü у÷астие в öикëе,
в тоì ÷исëе в форìе сìарт-контрактов. Пëатфорìа
преäоставëяет äëя поääержки пëанирования про-
ãраììные ìоäуëи, которые реаëизуþт типовые
аëãоритìы øирокоãо спектра приìенения, поз-
воëяþщие автоìати÷ески ìоäеëироватü и анаëи-
зироватü эëектри÷еские режиìы, проãнозироватü
профиëи потребëения/ãенераöии и внеøние тех-
нико-эконоìи÷еские факторы, реøатü оптиìиза-
öионные заäа÷и управëения ãруппой РЭР. Моäе-
ëирование режиìов провоäится на базе öифровой
рас÷етной ìоäеëи, которая автоìати÷ески форìи-
руется на основе öифровых äвойников объектов
ãруппы соãëасно топоëоãии соеäиняþщих их сеã-
ìентов эëектри÷еских сетей. Аëãоритìы проãно-
зирования строятся в тоì ÷исëе на базе пëоских и
ãëубоких ìоäеëей ìаøинноãо обу÷ения на боëü-

øих ìассивах истори÷еских äанных. Оптиìизаöи-
онные заäа÷и реøаþтся на основе базовоãо аëãо-
ритìа, преäоставëяþщеãо øирокие возìожности
по настройке путеì выбора конкретных переìен-
ных, технико-эконоìи÷еских критериев и оãрани-
÷ений. Ряä указанных аëãоритìов рассìатривается
поäробно в § 4 и 5.
По итоãаì пëанирования öикëа управëения

выпоëняется стаäия еãо реаëизаöии. Реаëизаöия
öикëа вкëþ÷ает в себя непрерывный сбор теëеиз-
ìерений и теëесиãнаëов (от существуþщих авто-
ìатизированных инфорìаöионно-изìеритеëüных
и управëяþщих систеì иëи непосреäственно от
КИПиА), оперативный рас÷ет факти÷еских зна÷е-
ний показатеëей функöионирования РЭР и эф-
фективности ãруппы в öеëоì, выявëение откëоне-
ний факти÷еских зна÷ений от пëановых, опреäе-
ëение необхоäиìых корректируþщих возäействий
на объекты управëения, отправку коìанä на вы-
поëнение возäействий испоëнитеëüныì ìеханиз-
ìаì РЭР и/иëи экспëуатируþщеìу их персонаëу,
реаãирование на всевозìожные изìенения внеø-
них усëовий и отказы, оперативнуþ визуаëизаöиþ
текущеãо состояния РЭР. Инструìенты пëатфор-
ìы, в тоì ÷исëе вхоäящая в нее среäа интернета
вещей, при реаëизаöии öикëа способны автоìати-
÷ески поääерживатü поток сбора и коìпëексной
обработки оперативной инфорìаöии в теìпе ìяã-
коãо реаëüноãо вреìени, вкëþ÷аþщий все пере-
÷исëенные функöии. В пëатфорìе соäержатся
аäаптеры станäартных коììуникаöионных про-
токоëов, таких как протокоë орãанизаöии о÷ере-
äей äоставки теëеìетри÷еских сообщений MQTT
(ГОСТ Р 58603—2019), Modbus, протокоëы из
ГОСТ Р МЭК 60870-5-104—2004 и äр. Поток опе-
ративной инфорìаöии выступает объектоì øиро-
коãо спектра вкëþ÷енных в пëатфорìу ìер защи-
ты, направëенных на нивеëирование уãроз и рис-
ков утраты конфиäенöиаëüности, öеëостности и
äоступности. По окон÷ании о÷ереäноãо öикëа про-
исхоäит возврат на стаäиþ пëанирования äëя сëе-
äуþщеãо öикëа.
Заверøаþщая стаäия типовоãо проöесса — поä-

веäение эконоìи÷еских итоãов öикëов управëе-
ния, выпоëненных в те÷ение некотороãо рас÷етно-
ãо периоäа. Факти÷еский вкëаä кажäоãо объекта в
(не)äостижение öеëей öикëов автоìати÷ески вы-
÷исëяется в натураëüноì выражении и перево-
äится в стоиìостное зна÷ение. Уäовëетворяþтся
зафиксированные в хоäе пëанирования äоãовор-
ные обязатеëüства ìежäу субъектаìи, принявøи-
ìи у÷астие в öикëах, путеì автоìати÷еской опëа-
ты расс÷итанных вкëаäов в форìе вознаãражäения
иëи øтрафа посреäствоì перевоäа öифровых фи-
нансовых активов ìежäу öифровыìи коøеëüкаìи
у÷астников. По итоãаì взаиìорас÷етов возìожна
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корректировка состава ãруппы путеì возврата на
вторуþ стаäиþ типовоãо проöесса. Эффект от при-
ìенения пëатфорìы при поäвеäении итоãов за-
кëþ÷ается в обеспе÷ении «справеäëивости» — ис-
кëþ÷ении субъективноãо ÷еëове÷ескоãо фактора
из проöеäур рас÷ета и опëаты, обеспе÷ение их
поëной прозра÷ности, защищенности и верифи-
öируеìости, в тоì ÷исëе бëаãоäаря хранениþ ис-
тории энерãети÷еских трансакöий с хеø-суììаìи
äанных о факти÷еских физи÷еских объеìах усëуã в
распреäеëенноì реестре.

2. ÑÖÅÍÀÐÈÈ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÏËÀÒÔÎÐÌÛ
Â ÎÏÅÐÀÒÈÂÍÎÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

Путеì конкретизаöии выøеописанноãо типо-
воãо проöесса äëя разëи÷ных принöипов управ-
ëения, виäов субъектов и объектов распреäеëен-
ной эëектроэнерãетики, норìативно-правовых и
технико-эконоìи÷еских усëовий выäеëено восеìü
сöенариев испоëüзования пëатфорìы в оператив-
ноì управëении. Поскоëüку у пëатфорìы в öеëоì
отсутствует заранее фиксированный заказ÷ик (в уз-
коì сìысëе этоãо терìина), построение и посëе-
äуþщее иìитаöионное ìоäеëирование сöенариев
сëужит основныì способоì выявëения потребнос-
тей заинтересованных сторон в ней, поäтвержäе-
ния ее уникаëüности и востребованности. Пере-
÷енü сöенариев быë первона÷аëüно сфорìирован в
раìках проекта по разработке архитектуры Интер-
нета энерãии [7] и уто÷нен в хоäе проектирования
пëатфорìы.
Первые три сöенария экспëуатируþт возìож-

ностü преäоставëения энерãосистеìе усëуã на ос-
нове аãреãирования и соãëасованноãо управëения
разëи÷ноãо роäа ресурсаìи.

Сценарий 1. Управление спросом (ценозависимое
снижение потребления). Управëение спросоì осно-
вано на возìожности уäовëетворятü повыøеннуþ
потребностü в эëектроэнерãии в пиковые периоäы
не тоëüко путеì увеëи÷ения выработки (ãенера-
öией иëи отбороì из накопитеëей), но и путеì
уìенüøения факти÷ескоãо потребëения по отно-
øениþ к запëанированноìу заранее [8]. Дëя ìас-
совых розни÷ных потребитеëей кратковреìенное
откëþ÷ение иëи снижение наãрузки ìожет бытü
необреìенитеëüныì и при объеäинении в круп-
нуþ ãруппу с коорäинированныì оптиìаëüныì
управëениеì наãрузкой, в тоì ÷исëе по принöипу
«скоëüзящеãо окна», ìожет преäставëятü зна÷и-
ìый ресурс äëя коìпенсаöии пиков с ìиниìаëü-
ныìи изäержкаìи. Операторы такоãо ãрупповоãо
управëения наãрузкой называþтся аãреãатораìи
спроса: они проäаþт усëуãу по существенноìу сни-
жениþ потребëения оператораì боëüøой энерãе-

тики, а с вëаäеëüöаìи откëþ÷аеìоãо оборуäова-
ния провоäят трансакöии типа O2P на базе сìарт-
контрактов.

Сценарий 2. Управление виртуальной электро-
станцией. Функöия аãреãатора РЭР востребована
не тоëüко äëя снижения потребëения, но и äëя
ãрупповоãо у÷астия вëаäеëüöев ãенерируþщеãо
оборуäования небоëüøой ìощности в рынках
эëектроэнерãии, ìощности, систеìных усëуã [9].
Особенно актуаëüна аãреãаöия ãенераöии на ВИЭ,
поскоëüку их выработка зависит от неуправëяе-
ìых прироäных усëовий. Коорäинированное оп-
тиìаëüное управëение ãруппой ãенераторов (ВИЭ
и топëивных), распоëоженных в реãионах с разной
поãоäой, позвоëяет коìпенсироватü проваëы вы-
работки оäних ãенераторов за с÷ет äруãих, ìини-
ìизируя расхоä ископаеìоãо топëива траäиöион-
ныìи эëектростанöияìи. В иäеаëе аãреãатор такой
виртуаëüной эëектростанöии способен наäежно
поставëятü стопроöентно экоëоãи÷ески ÷истуþ
энерãиþ, ÷то позвоëяет еìу и вëаäеëüöаì обору-
äования поëу÷итü äопоëнитеëüные эконоìи÷ес-
кие преференöии, в тоì ÷исëе ÷ерез ìеханизì «зе-
ëеных» сертификатов [10].

Сценарий 3. Управление распределенной системой
накопителей. Объектаìи аãреãаöии ìоãут высту-
патü не тоëüко еäиниöы энерãоприниìаþщеãо и
ãенерируþщеãо оборуäования, но и накопитеëи
эëектроэнерãии. Способностü накопитеëей прак-
ти÷ески ìãновенно перехоäитü из режиìа потреб-
ëения энерãии к выработке и обратно äеëает их
среäствоì управëения не тоëüко спросоì/преäëо-
жениеì эëектроэнерãии и ìощности, но и ãиб-
костüþ энерãосистеìы — скорости наращивания/
уìенüøения ìощности. Аãреãатор, котороìу в со-
ãëасованное оптиìаëüное управëение преäостави-
ëа свои накопитеëи ãруппа вëаäеëüöев, охватыва-
þщая некоторый сеãìент боëüøой энерãосистеìы
с äостато÷но высокой пëотностüþ, способен про-
äаватü оператору сеãìента высокока÷ественные
систеìные усëуãи — автоìати÷еское реãуëирова-
ние ÷астоты и ìощности, в тоì ÷исëе норìиро-
ванное перви÷ное реãуëирование ÷астоты (НПРЧ)
[11]. Такой аãреãатор расс÷итывается с вëаäеëüöа-
ìи конкретных устройств, обеспе÷ивøих оказание
усëуãи, соãëасно их факти÷ески изìеренноìу вкëа-
äу на базе сìарт-контрактов.
Ряä сöенариев испоëüзования пëатфорìы ори-

ентирован на операторов кëасси÷ескоãо форìата и
трансакöии типа P2O.

Сценарий 4. Коммерческая диспетчеризация пот-
ребителей. Типи÷ныì оператороì явëяется коì-
ìер÷еский äиспет÷ер, оказываþщий кëиентаì —
активныì потребитеëяì усëуãи по оптиìаëüноìу
управëениþ их энерãоприниìаþщиì оборуäова-
ниеì, собственной ãенераöией и накопитеëяìи
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эëектроэнерãии в öеëях ìиниìизаöии пëатежей
за закупаеìуþ на розни÷ноì рынке эëектроэнер-
ãиþ и ìощностü при собëþäении оãрани÷ений по
уäовëетворениþ потребностей кëиентов в эëект-
роэнерãии. Вознаãражäение оператору опреäеëя-
ется в зависиìости от äостиãнутой веëи÷ины эко-
ноìии пëатежей в рас÷етноì периоäе соãëасно пра-
виëаì, заäанныì в сìарт-контракте с кëиентоì.

Сценарий 5. Управление активными энергетичес-
кими комплексами (АЭК). Функöии, схожие с теìи,
которые осуществëяет коììер÷еский äиспет÷ер,
выпоëняет оператор АЭК — ëокаëüноãо коìпëек-
са объектов по произвоäству и потребëениþ эëект-
роэнерãии, связанных собственныìи эëектросе-
тяìи, который присоеäинен к внеøней сети в
оäной то÷ке посреäствоì спеöиаëизированноãо
проãраììно-аппаратноãо узëа, называеìоãо управ-
ëяеìыì интеëëектуаëüныì соеäинениеì (УИС)
[12]. Оператор осуществëяет оптиìаëüное управ-
ëение АЭК при поìощи УИС и иных среäств ав-
тоìатизаöии в öеëях ìиниìизаöии отбора ìощ-
ности из внеøней сети в стоиìостноì выражении
и поëу÷ает за это вознаãражäение от вëаäеëüöев
объектов, вхоäящих в АЭК. В общеì сëу÷ае АЭК
äоëжен обеспе÷иватü эëектроснабжение крити÷-
ных наãрузок и в сëу÷ае прерывания внеøнеãо
эëектроснабжения, перехоäя в островной режиì с
ëокаëüныì баëансированиеì ìощности и управ-
ëениеì ÷астотой. Теì саìыì АЭК — это факти-
÷ески спеöиаëüный сëу÷ай микрогрида (сì. сöена-
рий 8), иìеþщеãо оãрани÷енный переток с внеø-
ней энерãосистеìой. Отìетиì постепенный рост
÷исëа таких ìикроãриäов в энерãосистеìах разных
стран, наприìер, как ìеру повыøения наäежнос-
ти эëектроснабжения крити÷еских объектов инфра-
структуры иëи функöионируþщих в небëаãопри-
ятных усëовиях внеøней среäы (ëесные пожары
и äр.) [13].

Сценарий 6. Диспетчеризация парка станций за-
ряда электротранспорта. Среäи ЭЭС РЭР особое
ìесто заниìаþт станöии заряäа эëектротранспор-
та. Профиëü их потребëения отëи÷ается нереãу-
ëярностüþ и вспëескаìи отбора ìощности. Оп-
тиìизаöионное пëанирование в управëении стан-
öияìи ÷асто провоäится в öеëях установëения
привëекатеëüной öены на заряäку äëя вëаäеëüöев
эëектроìобиëей, äифференöированной по вреìе-
ни и по ìесту нахожäения станöии, с у÷етоì как
заãрузки заряäных постов, так и рыно÷ной стои-
ìости эëектроэнерãии. Может бытü преäëожена
äаже отриöатеëüная öена, коãäа оператор станöии
отбирает энерãиþ у эëектроìобиëей äëя попоë-
нения собственных накопитеëей, у÷астия в öикëе
управëения спросоì иëи оказания систеìных ус-
ëуã. Рас÷еты ìежäу оператораìи станöий и вëа-

äеëüöаìи транспорта öеëесообразно осуществëятü
на основе сìарт-контрактов [14].

Сценарий 7. Диспетчеризация участков и районов
активной распределительной электрической сети.
Распреäеëитеëüные сети траäиöионно рассìатри-
ваþтся в фокусе энерãети÷ескоãо перехоäа. Ин-
новаöионные энерãети÷еские и инфорìаöионные
техноëоãии позвоëяþт поäнятü на новый уровенü
оказание траäиöионных сетевых усëуã, ка÷ество
которых изìеряется показатеëяìи наäежности
(SAIDI/SAIFI), объеìаìи потерü и переãрузок на
у÷астках сети. Становится возìожныì преäостав-
ëятü такие усëуãи поäкëþ÷енныì потребитеëяì на
основе сìарт-контрактов. В то же вреìя, наëи÷ие
на стороне потребитеëей ëокаëüноãо ãенерируþ-
щеãо оборуäования и накопитеëей, управëяеìых
инвертораìи, преäъявëяет новые требования к аë-
ãоритìаì пëанирования режиìов в ÷асти обеспе-
÷ения устой÷ивости в усëовиях äвунаправëенноãо
перетока ìощности.
Заверøает пере÷енü сöенариев оперативноãо

управëения наибоëее ìноãоãранный и коìпëекс-
ный из них.

Сценарий 8. Управление микрогридами и микро-
рынками. К ìикроãриäаì относятся ëокаëüные
ЭЭС РЭР, äëя которых поäкëþ÷ение к внеøней
эëектросети отсутствует иëи оãрани÷ено по ìощ-
ности, ëибо требуþтся особые ìеры обеспе÷ения
наäежности эëектроснабжения. Строитеëüство
ìикроãриäов ìожет бытü обусëовëено как отсут-
ствиеì иëи оãрани÷енностüþ öентраëизованноãо
энерãоснабжения (в труäноäоступных районах),
так и соображенияìи экоëоãи÷ности и престиж-
ности. В раìках ìикроãриäа ìожно отрабатыватü в
соответствуþщеì ìасøтабе все выøепере÷исëен-
ные сöенарии, поëу÷ая ìаксиìаëüный синерãети-
÷еский эффект от пëатфорìенноãо поäхоäа. Боëее
тоãо, как указываëосü выøе, при наëи÷ии среäств
обеспе÷ения устой÷ивости возìожна орãаниза-
öия ëокаëüноãо ìикрорынка äëя пряìой торãов-
ëи эëектроэнерãией ìежäу вëаäеëüöаìи РЭР, поä-
кëþ÷енных к ìикроãриäу, путеì провеäения транс-
акöий типа P2P на базе сìарт-контрактов. В этоì
сëу÷ае режиì энерãосистеìы опреäеëяется не öент-
раëизованныì оптиìизаöионныì пëанировани-
еì, а технико-эконоìи÷ескиì консенсусоì ìеж-
äу ìножествоì иãроков с разëи÷ныìи интереса-
ìи [4].
В перспективе типовой проöесс оперативноãо

управëения в раìках пëатфорìы ìожет бытü рас-
øирен äëя реаëизаöии äруãих проöессов и заäа÷,
в тоì ÷исëе возникаþщих на разëи÷ных стаäиях
жизненноãо öикëа ЭЭС РЭР. В ка÷естве приìеров
обëастей такоãо приìенения пëатфорìы ìожно
привести:

— инвестиöионное пëанирование и оöенку,



УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

63ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 � 2020

— проектирование ЭЭС РЭР,
— закупки и строитеëüство,
— техни÷еское обсëуживание и реìонт,
— обу÷ение персонаëа субъектов распреäеëен-

ной энерãетики,
— инфорìаöионно-анаëити÷ескуþ поääержку.

3. ÖÈÔÐÎÂÛÅ ÄÂÎÉÍÈÊÈ ÎÁÚÅÊÒÎÂ 
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏËÀÒÔÎÐÌÛ

Особенностü преäëаãаеìой öифровой пëатфор-
ìы закëþ÷ается в øирокоì испоëüзовании öиф-
ровых äвойников. Цифровые äвойники объектов
преäназна÷ены äëя ìоäеëирования всевозìожных
возäействий на эти объекты в хоäе их поëноãо
жизненноãо öикëа (в тоì ÷исëе не осуществëяв-
øихся физи÷ески), проãнозирования резуëüтатов
таких возäействий, выработки и реаëизаöии ìер
по преäотвращениþ их неãативных посëеäствий
[15]. Как указываëосü в § 1, öифровые äвойники
форìируþтся вìесте с ãруппаìи объектов управ-
ëения в öеëях повыøения äостоверности преä-
ставëения и анаëиза их состояния и повеäения.
Как и пëатфорìы в öеëоì, öифровые äвойники
ориентированы на приìенение при реøении не-
оãрани÷енно øирокоãо круãа заäа÷ анаëиза и уп-
равëения, в тоì ÷исëе не известных во вреìя
проектирования. Поэтоìу ãëавныì коìпонентоì
öифровоãо äвойника явëяется коìпëекс разнороä-
ных инфорìаöионных, рас÷етных, иìитаöионных,
нейросетевых и äруãих ìоäеëей, способных опи-
сатü ìаксиìаëüно øирокий круã аспектов повеäе-
ния ориãинаëа с приеìëеìыì уровнеì äостовер-
ности [16].
В настоящее вреìя выäеëяþтся äва основных

принöипа построения таких ìоäеëей: путеì ÷ис-
ëенноãо описания физи÷еских явëений и путеì
ìаøинноãо обу÷ения по преöеäентаì [17]. Моäеëи
физи÷еских явëений, основанные на ÷исëенных
ìетоäах реøения систеì аëãебраи÷еских и äиффе-
ренöиаëüных уравнений ìатеìати÷еской физики,
уже нескоëüко äесятиëетий развиваþтся в составе
САПР (коìпüþтерных инструìентов инженерных
рас÷етов, анãë. Computer Aided Engineering, CAE).
В посëеäние ãоäы появиëисü высокопроизвоäи-
теëüные вы÷исëитеëüные среäства, способные вы-
поëнятü инженерные рас÷еты не при проектиро-
вании изäеëия в конструкторскоì бþро, а в хоäе
экспëуатаöии в ìяãкоì реаëüноì вреìени на äан-
ных, поступаþщих с äат÷иков объекта. Это позво-
ëяет испоëüзоватü CAE в öифровых äвойниках, в
тоì ÷исëе энерãети÷ескоãо оборуäования: напри-
ìер, известны терìоэëектри÷еские ìоäеëи сиëо-
вых трансфорìаторов, позвоëяþщие оперативно
преäсказыватü отказы [18]. В своþ о÷ереäü, ìоäеëи

на основе ìаøинноãо обу÷ения актуаëüны äëя
проöессов, отëи÷аþщихся высокой äинаìикой и
наëи÷иеì изìен÷ивых скрытых законоìерностей.
Такие проöессы присущи оборуäованиþ ЭЭС РЭР:
наприìер, ãëубокие (ìноãосëойные) искусствен-
ные нейронные сети приìеняþтся äëя проãнози-
рования выработки ãенераторов на ВИЭ [19]. Гëав-
ныì фактороì аäекватности ìаøинноãо обу÷ения
явëяется наëи÷ие хороøей обу÷аþщей выборки —
статисти÷ески репрезентативноãо набора äосто-
верно набëþäаеìых сöенариев повеäения ориãи-
наëа при разëи÷ных зна÷ениях всех вëияþщих
факторов.
Дëя ЭЭС РЭР актуаëüны äва типа öифровых

äвойников, образуþщие иерархиþ:
— öифровые ìоäеëи эëектрооборуäования,

позвоëяþщие описыватü ìехани÷еские, тепëовые,
эëектроìаãнитные, хиìи÷еские и иные проöессы в
трансфорìаторе, накопитеëе эëектроэнерãии и пр.;

— öифровые ìоäеëи эëектроэнерãети÷еских
систеì в öеëоì, позвоëяþщие ìоäеëироватü уста-
новивøиеся и перехоäные проöессы, оöениватü
риски взаиìоäействия с окружаþщей среäой (ãро-
зы, пожары, усëовия безопасности ëþäей и äр.).
Цифровые ìоäеëи второãо типа уже нескоëüко

äесятиëетий приìеняþтся в составе среäств кëасса
SCADA/EMS, SCADA/DMS/OMS и äр., позвоëяя
äиспет÷ераì оöениватü риски при возìожных от-
казах важных эëеìентов энерãосистеì, выпоëнятü
оперативнуþ оптиìизаöиþ эëектри÷еских режи-
ìов и äр. Новое ка÷ество такиì ìоäеëяì ìожет
äатü у÷ет эконоìи÷еских аспектов развития и
функöионирования энерãосистеì, интеãраöия с
ãеоинфорìаöионныìи систеìаìи и äанныìи со-
öиаëüных сетей. В иäеаëе, особенно äëя ãрупповых
объектов управëения, öифровая ìоäеëü энерãо-
систеìы äоëжна вкëþ÷атü в себя поëнофункöио-
наëüные ìоäеëи всеãо испоëüзуеìоãо эëектрообо-
руäования. Оäнако сборка öеëостноãо корректно-
ãо öифровоãо äвойника ЭЭС РЭР из äвойников ее
составëяþщих ìожет потребоватü высоких затрат
труäа и привести к вы÷исëитеëüно еìкой ìоäеëи.
Факти÷ески требуется виртуаëüно воспроизвести
проöесс строитеëüства сеãìента ЭЭС РЭР на ин-
форìаöионных и ìатеìати÷еских ìоäеëях. Дëя
этоãо необхоäиìы ìоäеëи, иìеþщие явно выäе-
ëенные интерфейсы äëя взаиìоäействия äруã с
äруãоì с проверкой корректности и поääержива-
þщие иерархи÷ескуþ коìпозиöиþ. Веäутся иссëе-
äования, направëенные на построение таких ìо-
äеëей путеì сборки на уровне сиìуëяöий [20],
нейросетей [21] и äр.
Дëя форìаëüноãо описания и верификаöии

сборки ìоäеëей ранее быë преäëожен перспектив-
ный поäхоä на базе ìатеìати÷ескоãо аппарата те-
ории катеãорий [22]. Еãо основная иäея закëþ÷а-
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ется в тоì, ÷то схеìа ЭЭС РЭР преäставëяется
äиаãраììой в катеãории, объектаìи которой сëу-
жат аëãебраи÷еские преäставëения ìоäеëей, а ìор-
физìы описываþт äействия по сборке ìоäеëей
систеì из ìоäеëей составëяþщих. Дëя такой äиа-
ãраììы вы÷исëяется универсаëüная конструкöия
копреäеëа (colimit) — аëãебраи÷еский анаëоã сбор-
ки. В öеëях приëожения к разработке пëатфорìы
быëи äетаëüно изу÷ены такие конструкöии, опи-
сываþщие сборку инфорìаöионных и иìитаöи-
онных ìоäеëей, и на их основе выработаны типо-
вые проектные реøения äëя коìпоновки öифро-
вых äвойников ЭЭС РЭР.
Цифровой äвойник ЭЭС РЭР реаëизуется в

пëатфорìе как коìпëекс ìатеìати÷еских ìоäеëей,
настроенных (сконфиãурированных) на обработку
в теìпе ìяãкоãо реаëüноãо вреìени разнообразной
инфорìаöии: ìассивов äанных теëеизìерений и
теëесиãнаëизаöии по объектаì управëения от сре-
äы интернета вещей, ìастер-äанных из инфорìа-
öионной ìоäеëи объектов управëения, эëектрон-
ной äокуìентаöии и öифровых интерактивных
схеì (пëанов, карт) [23]. Макет такой ìоäеëи ëо-
каëüной энерãосистеìы активноãо потребитеëя,
разработанный в среäе Matlab Simulink, показан на
рис. 2. Макет способен расс÷итыватü и показыватü
ãрафики состояния äëя всех еäиниö оборуäования,
профиëи ãенераöии и потребëения по еäиниöаì и

по энерãосистеìе в öеëоì. Моäеëируþтся и отоб-
ражаþтся как установивøиеся режиìы, так и пе-
рехоäные проöессы, такие как перекëþ÷ение на
питание от накопитеëя и отработка öикëа öено-
зависиìоãо снижения потребëения. Иìеется воз-
ìожностü расс÷итатü и заäатü уставки äëя инвер-
тора накопитеëя.
Чтобы обеспе÷итü сквознуþ совìестиìостü ìо-

äеëей по вхоäныì/выхоäныì äанныì и искëþ÷итü
разно÷тения в иìеновании и интерпретаöии по-
нятий, которыìи оперирует öифровой äвойник,
инфорìаöионное обеспе÷ение разрабатывается на
основе общей äëя всей пëатфорìы онтоëоãии рас-
преäеëенной энерãетики. Эта онтоëоãия форìиру-
ется из реëевантных норìативно-техни÷еских äо-
куìентов, таких как станäарты IEC 61968, 61970,
62325 (Common Information Model, CIM), ГОСТ
Р 58651.2—2019 «Еäиная энерãети÷еская систеìа
и изоëированно работаþщие энерãосистеìы. Ин-
форìаöионная ìоäеëü эëектроэнерãетики. Базис-
ный профиëü инфорìаöионной ìоäеëи» (россий-
ский профиëü CIM), преäваритеëüный наöио-
наëüный станäарт «Инфорìаöионные техноëоãии.
Уìная энерãетика. Терìины и опреäеëения», онто-
ëоãия уìных энерãоприниìаþщих устройств Smart
Appliances REFerence (SAREF), станäарт на сìарт-
контракты ERC20 и äр.

Рис. 2. Макет цифрового двойника энергосистемы [23]
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4. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅ 
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

Разëи÷ные заäа÷и оптиìизаöии возникаþт во
всех сöенариях испоëüзования систеìы управëе-
ния распреäеëенной энерãетикой. Поìиìо кëас-
си÷еских äëя эëектроэнерãетики заäа÷ оптиìиза-
öии режиìов эëектроэнерãети÷еских систеì, вы-
бора оптиìаëüноãо состава рабо÷еãо оборуäования
иëи конфиãураöии сети [24], совреìенные ЭЭС
РЭР требуþт реøения заäа÷ оптиìаëüноãо пëани-
рования работы сетевых накопитеëей эëектроэнер-
ãии (СНЭ), оöенки рисков при управëении спро-
соì, оптиìизаöии испоëüзуеìых аãреãатораìи ре-
сурсов при оказании систеìных усëуã.
Все эти оптиìизаöионные заäа÷и иìеþт своþ

спеöифику:
— они реøаþтся на разных вреìенных проìе-

жутках: от нескоëüких ìинут в заäа÷ах управëения
ìощностüþ при втори÷ноì реãуëировании ÷асто-
ты [25] äо äесятиëетий в заäа÷ах пëанирования
развития сети [26];

— они иìеþт разëи÷ные критерии ìиниìиза-
öии реактивной ìощности, потерü в сети, откëоне-
ний напряжения от ноìинаëа, совокупных затрат
на ãенераöиþ, а также ìаксиìизаöии совокупной
прибыëи у÷астников эëектроэнерãети÷еской сис-
теìы [24] иëи прибыëи отäеëüных у÷астников в
преäпоëожении раöионаëüных (равновесных) äей-
ствий остаëüных у÷астников [27];

— они вкëþ÷аþт в себя разëи÷ные наборы и
типы переìенных (äвои÷ные, öеëо÷исëенные, не-
прерывные);

— они разëи÷ныì образоì у÷итываþт неопре-
äеëенностü буäущеãо, и т. ä.
Наконеö, к реøениþ этих заäа÷ преäъявëяþтся

разëи÷ные требования по то÷ности и оператив-
ности — от нескоëüких секунä в заäа÷ах äеëения
сети [28] äо äней и ìесяöев в заäа÷ах пëанирова-
ния состава кëиентов аãреãаторов (сì. ниже).
В то же вреìя, пëатфорìенный поäхоä к реа-

ëизаöии систеì управëения распреäеëенной энер-
ãетикой преäпоëаãает вкëþ÷ение в пëатфорìу ìак-
сиìаëüно универсаëüных аëãоритìов реøения
оптиìизаöионных заäа÷, которые бы покрываëи
боëüøуþ ÷астü заäа÷ сöенариев испоëüзования
пëатфорìы. Это требует разработки общей ìате-
ìати÷еской ìоäеëи и унифиöированноãо поäхоäа
к форìуëировке и реøениþ заäа÷ оптиìизаöии
эëектроэнерãети÷еских систеì. Поìиìо ìакси-
ìаëüной универсаëüности ìатеìати÷еской ìоäе-
ëи, АСУ ЭЭС РЭР äиктуþт высокие требования к
ìасøтабируеìости аëãоритìов äëя реøения заäа÷
äëя äесятков тыся÷ приборов и сетей сëожной
конфиãураöии.

Универсаëüная ìоäеëü объеäиняет спеöифику
заäа÷ разëи÷ных, в тоì ÷исëе инноваöионных,
сöенариев — в постановке оптиìизаöионной заäа-
÷и у÷итываþтся:

— управëение составоì и режиìаìи работы ис-
то÷ников эëектроэнерãии — траäиöионных ãене-
раторов и ВИЭ;

— управëение наãрузкой (пряìое управëение на-
ãрузкой, перенос наãрузки, аãреãирование спроса);

— управëение накопитеëяìи эëектроэнерãии, в
тоì ÷исëе у общественноãо и персонаëüноãо эëект-
ротранспорта;

— техни÷еские среäства управëения реактив-
ной ìощностüþ и напряжениеì, конфиãураöией
ЭЭС РЭР;

— систеìы и объекты, внеøние по отноøениþ
к объекту управëения (к ÷асти ЭЭС РЭР, контро-
ëируеìой пëатфорìой), вкëþ÷ая ìноãо÷исëенные
взаиìные обязатеëüства ìежäу у÷астникаìи —
сëожные ìноãоставо÷ные и ìуëüтизонные тарифы
на эëектроэнерãиþ и ìощностü, øтрафы за откëо-
нение от заявëенноãо потребëения, обязатеëüства
по у÷астиþ в оказании систеìных усëуã и т. п.;

— боëüøое ÷исëо (äо нескоëüких сотен) взаи-
ìосвязанных периоäов пëанирования;

— неопреäеëенностü буäущеãо — разëи÷ные
сöенарии изìенения объеìов ãенераöии, потреб-
ëения, рыно÷ных öен и äруãих зна÷иìых пара-
ìетров.
С то÷ки зрения разработки ìетоäов реøения

оптиìизаöионной заäа÷и кëþ÷евуþ роëü иãрает ее
кëасс. Вообще, заäа÷а оптиìизаöии режиìа эëект-
ри÷еской сети — это невыпукëая заäа÷а неëи-
нейноãо проãраììирования, обы÷но реøаеìая ìе-
тоäоì Нüþтона — Рафсона. К сожаëениþ, этот
ìетоä не работает при наëи÷ии äискретных пере-
ìенных, описываþщих состав вкëþ÷енноãо обо-
руäования, режиìы наãрузки и конфиãураöиþ се-
ти. К тоìу же, наëи÷ие в систеìе СНЭ зна÷итеëüно
увеëи÷ивает разìерностü заäа÷и управëения режи-
ìоì, поскоëüку периоäы пëанирования в преäеëах
суток становятся существенно взаиìозависиìыìи
[29], ÷то сиëüно усëожняет реøение неëинейной
заäа÷и. Такиì образоì, универсаëüностü и ìасø-
табируеìостü öифровой пëатфорìы управëения
ЭЭС РЭР требует иноãо поäхоäа.
Неëинейные равенства, описываþщие переäа-

÷у энерãии ìежäу узëаìи эëектри÷еской сети, äëя
норìаëüных режиìов работы распреäеëитеëüных
сетей преиìущественно раäиаëüной топоëоãии эф-
фективно прибëижаþтся в раìках ëинейной ìо-
äеëи «постоянноãо тока» (анãë. direct current power
flow [24]). Про÷ие исто÷ники неëинейности в за-
äа÷е управëения режиìоì — неëинейные функ-
öии себестоиìости ãенераöии и потери энерãии в
ëинии, также неëинейныì образоì зависящие от
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объеìа протекаþщей ÷ерез нее активной и реак-
тивной энерãии — ìоãут бытü заìенены кусо÷но-
ëинейной аппроксиìаöией [30]. В раìках сöенар-
ноãо поäхоäа к ìоäеëированиþ неопреäеëенности
[31] при перехоäе к заäа÷е стохасти÷ескоãо про-
ãраììирования кëасс оптиìизаöионной заäа÷и
не ìеняется.
В резуëüтате реøается сìеøанная (äискретно-

непрерывная) заäа÷а ëинейноãо проãраììирова-
ния (СЗЛП). Дëя реøения заäа÷ такоãо типа в пос-
ëеäние äесятиëетия разработаны эффективные ìе-
тоäы на базе аëãоритìа ветвей и ãраниö с нижни-
ìи оöенкаìи на основе непрерывной реëаксаöии.
Совреìенные универсаëüные коììер÷еские оп-
тиìизаöионные пакеты, такие как Gurobi, Mosek,
IBM CPLEX, FICO Xpress, позвоëяþт эффективно
реøатü СЗЛП боëüøой разìерности с тыся÷аìи
äискретных и ìиëëионаìи непрерывных переìен-
ных. В раìках пëатфорìы пëанируется, у÷итывая
их опыт, разработатü собственные аëãоритìы ре-
øения СЗЛП боëüøой разìерности на основе äе-
коìпозиöионных ìетоäов [25]. Декоìпозиöионные
аëãоритìы оптиìизаöии ëеãко распараëëеëиваþт-
ся, ÷то позвоëяет ìасøтабироватü пëатфорìенное
реøение за с÷ет повыøения ÷исëа испоëüзуеìых
вы÷исëитеëüных яäер.
Реøение заäа÷и в ëинейноì прибëижении

позвоëяет ответитü на важные вопросы выбора со-
става вкëþ÷енноãо оборуäования, испоëüзования
СНЭ, выбора конфиãураöии сети. Оäнако ãаран-
тированно äопустиìый режиì эëектри÷еской сети
ìожно поëу÷итü, тоëüко реøив исхоäнуþ неëи-
нейнуþ заäа÷у с у÷етоì потоков активной и реак-
тивной ìощности в сети. Она реøается посëеäо-
ватеëüно äëя кажäоãо пëановоãо периоäа вреìени
и при зафиксированных зна÷ениях äискретных
переìенных, поëу÷енных из реøения ëинеаризо-
ванной заäа÷и. В резуëüтате реøения этой непре-
рывной заäа÷и относитеëüно небоëüøой разìер-
ности нахоäится äопустиìый режиì, наибоëее
бëизкий к расс÷итанноìу с у÷етоì эконоìи÷еских
соображений в ëинейноì прибëижении.

C ростоì разìерности систеì то÷ное реøение
оптиìизаöионных заäа÷ и äаже прибëиженное ре-
øение с заäанной то÷ностüþ становится невозìож-
ныì. Даëüнейøее повыøение ìасøтабируеìости
пëатфорìенноãо реøения возìожно с поìощüþ
ìетоäов прибëиженноãо äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования (анãë. approximate dynamic programming)
[32], ина÷е называеìоãо обу÷ениеì с поäкрепëе-
ниеì (анãë. reinforcement learning) [33]. Этот поäхоä
преäставëяет собой коìбинаöиþ кëасси÷еских оп-
тиìизаöионных поäхоäов, оптиìаëüноãо управëе-
ния и поäхоäов, основанных на äанных (ìаøин-
ноì обу÷ении), и позвоëяет при реøении ìноãо-
периоäной оптиìизаöионной заäа÷и ìаксиìаëüно

испоëüзоватü инфорìаöиþ об истори÷еских усëо-
виях функöионирования систеìы.
На i-ì øаãе аëãоритìа äëя кажäоãо из рассìат-

риваеìых в соответствии с работой [31] сöенариев
ìиниìизаöия суììарных затрат объекта управëе-
ния на äиапазоне периоäов пëанирования

C(�) = c
t
(s(t), u(t)) → ,

ãäе s(t) — состояние систеìы на на÷аëо периоäа t,
äекоìпозируется на ìножество оäнопериоäных
заäа÷ ìиниìизаöии скорректированных затрат

C
t
(�) = c

t
(s(t), u(t)) + W (i)(s(t + 1), t) → ,

ãäе W(s, t) = W
B
(s

B
, t) + W

S
(s

S
, t) + W

D
(s

D
, t) +

+ W
A
(s

A
, t) + W

M
(s

M
, t) — эвристи÷еская кусо÷но-

ëинейная функöия Беëëìана, описываþщая вëи-
яние ëокаëüных реøений u(t), приниìаеìых в пе-
риоä t, на затраты буäущих периоäов в преäпо-
ëожении раöионаëüноãо повеäения в буäущеì;
s(t + 1) = 〈s

B
(�), s

S
(�), s

D
(�), s

A
(�), s

M
(�)〉 — опреäеëя-

еìое на÷аëüныì состояниеì s(t) и управëениеì
u(t) состояние систеìы на конеö периоäа t, вкëþ-
÷аþщее в себя состояния всех СНЭ s

B
(�), статусы

s
S
(�), s

D
(�) и s

A
(�) обязатеëüств по куìуëятивныì

(наприìер, суто÷ныì) объеìаì приобретения, пос-
тавки и потребëения эëектроэнерãии (ЭЭ) соот-
ветственно, а также ìаксиìаëüное накопëенное ÷а-
совое потребëение s

M
(�) (äëя у÷ета вëияния äвухста-

во÷ноãо тарифа на переäа÷у ЭЭ); W
B
(�, t), W

S
(�, t),

W
D
(�, t), W

A
(�, t), W

M
(�, t) — сëаãаеìые функöии

Беëëìана, описываþщие буäущие затраты, свя-
занные соответственно с СНЭ, куìуëятивныìи
обязатеëüстваìи по приобретениþ, переäа÷е и пот-
ребëениþ ЭЭ, äвухставо÷ныì тарифоì на пере-
äа÷у ЭЭ.
В хоäе реøения заäа÷и периоäа t äëя кажäоãо

узëа сети v ∈ V также вы÷исëяþтся äвойственные
переìенные оãрани÷ений баëанса ìощности, так
называеìые узловые цены LMP

v
(t). В преäпоëоже-

нии фиксированных узëовых öен ìожно уто÷нитü
сëаãаеìые функöии Беëëìана. Действитеëüно, ска-
жеì, öенностü зака÷ки äопоëнитеëüной еäиниöы
энерãии в конкретный СНЭ в периоäе t опреäеëя-
ется ìаксиìаëüной разниöей текущей и буäущей
узëовой öены с у÷етоì потерü в накопитеëе, т. е.
совокупные затраты W

B
(s

B
, t) всех СНЭ систеìы

преäставëяþт собой ëинейнуþ функöиþ заряäа.
Анаëоãи÷ныì образоì уто÷няþтся и остаëüные
сëаãаеìые функöии Беëëìана. Дëя сëеäуþщей ите-
раöии уто÷ненные функöии усреäняþтся по сöе-
нарияì.

t 1=

T

∑ min
u 1( ) ... u T( ), ,

min
u t( )
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Такиì образоì, реøение заäа÷и ìетоäоì при-
бëиженноãо äинаìи÷ескоãо проãраììирования ос-
новано на аëãоритìе посëеäоватеëüноãо уто÷нения
эвристи÷еской функöии Беëëìана, при÷еì ско-
ростü схоäиìости аëãоритìа зависит от тоãо, на-
скоëüко то÷ныì явëяется нуëевое прибëижение
функöии Беëëìана, которое обы÷но берется из
анаëоãи÷ноãо периоäа в проøëоì.

Боëüøинство возникаþщих в бизнес-сöенари-
ях заäа÷ среäнесро÷ноãо пëанирования также в
öеëоì описываþтся привеäенной выøе универ-
саëüной ìоäеëüþ. Оäнако их спеöифика позвоëя-
ет существенно снизитü разìерностü и преäëожитü
боëее эффективные аëãоритìы реøения. Рассìот-
риì это на приìере заäа÷и выбора состава кëи-
ентов аãреãатора систеìных усëуã. Как указано в
сöенарии 3, с ìассовыì распространениеì СНЭ и
распреäеëенной ãенераöии у сетевых коìпаний и
аãреãаторов появëяþтся возìожности преäостав-
ëения усëуã НПРЧ на основе ãрупповых äоãоворов
путеì испоëüзования спонтанно возникаþщих не-
соãëасованных резервов СНЭ и ãазотурбинных ãе-
нерируþщих установок. Аãреãатор ìожет, с оäной
стороны, преäëаãатü Систеìноìу оператору усëуãи
ãарантированноãо НПРЧ, а с äруãой стороны, обе-
щатü небоëüøуþ фиксированнуþ пëату вëаäеëü-
öаì оборуäования за возìожностü уäаëенноãо уп-
равëения настройкаìи их среäств ПРЧ и за äоступ
к их систеìаì ìониторинãа ПРЧ, не требуя при
этоì от них поääерживатü резервы ìощности.

Аãреãатор, выбирая состав РЭР äëя закëþ÷ения
с их вëаäеëüöаìи äоãоворов у÷астия в ãрупповоì
НПРЧ, ìаксиìизирует ìатеìати÷еское ожиäание
своей прибыëи, равное разниöе ìежäу ожиäаеìыì
äохоäоì и затратаìи:

F(Ц, R, x) = Ц�R�π(Ц)�Т –

– Ш�ES(r(t)�x' – R) – c�x',

ãäе Ц — öеновая заявка аãреãатора на рынке усëуãи
НПРЧ; R — заявëенный аãреãатороì резерв актив-
ной ìощности; x = (x1, ..., xn

) — вектор-строка от-

бора кëиентов на пëановый периоä (ãäе x
i
 = 1, есëи

i-й кëиент отбирается äëя у÷астия в ãрупповоì
НПРЧ, и 0 в противноì сëу÷ае); π(Ц) — проãноз
вероятности отбора заявки аãреãатора с öеной Ц
на рынке систеìной усëуãи НПРЧ (неотриöатеëü-
ная убываþщая функöия); T — ÷исëо контроëü-
ных периоäов на ãоризонте пëанирования; Ш —

ставка øтрафа за непреäоставëение кажäоãо МВт
резерва ìощности; ES(y), ãäе y — äействитеëüная
сëу÷айная веëи÷ина с пëотностüþ распреäеëения

p(y), — функöия ожиäаеìых потерü (анãë. Expected
Shortfall):

ES(y) = – yp(y)dy,

которуþ также ìожно записатü ÷ерез среäнее аб-
соëþтное откëонение и ìатеìати÷еское ожиäание

арãуìента как ES(y) =  – ; r(t) = (r1(t), ...,

r
n
(t)) — вектор-строка сëу÷айных веëи÷ин про-

ãнозов объеìа резерва оборуäования кëиентов i =
= 1, ..., n в контроëüный ìоìент t; c = (c1, ..., cn

) —

вектор-строка стоиìостей у÷астия кëиентов i =
= 1, ..., n в ãрупповоì НПРЧ (öены äоступа к сис-
теìаì ìониторинãа кëиентов).
Преäпоëожение норìаëüности распреäеëения

сëу÷айных веëи÷ин r
i
(t), i = 1, ..., n, в кажäый ìо-

ìент вреìени t = 1, ..., T позвоëяет отказатüся от
общеãо сöенарноãо поäхоäа к у÷ету неопреäеëен-
ности [31] и карäинаëüно уìенüøитü разìерностü
заäа÷и. В этоì преäпоëожении суììарный резерв
R(t) = r(t)�x' — это норìаëüно распреäеëенная сëу-

÷айная веëи÷ина со среäниì (t) = (t)x' и äис-

персией Σ2(t) = xK
t
x', ãäе (t) — вектор ìатеìати-

÷еских ожиäаний сëу÷айных веëи÷ин r1(t), ..., rn(t),

а K
t
 — их ìатриöа ковариаöии, и заäа÷а своäится

к заäа÷е сìеøанноãо неëинейноãо проãраììиро-
вания:

F(Ц, R, x) = Ц�R�π(Ц)�Т –

– Ш�ES(r(t)�x' – R) – c�x',

ãäе φ(�) и Φ(�) — функöия пëотности и функöия
интеãраëüноãо распреäеëения станäартноãо нор-
ìаëüноãо распреäеëения соответственно.
Соãëасно работе [34], реøение этой заäа÷и эк-

виваëентно реøениþ сеìейства заäа÷ кваäрати÷-
ной ìиниìизаöии среäней по вреìени äисперсии

резервов Σ2 := x x' при параìетри÷ески

заäанноì оãрани÷ении на среäний резерв x (t)'.

Кваäрати÷ные заäа÷и äвои÷ноãо проãраììирова-
ния своäятся к ëинейныì заäа÷аì станäартныìи
техникаìи. Функöия π(Ц) при этоì также заìеня-
ется своей воãнутой кусо÷но-ëинейной аппрокси-
ìаöией.
Анаëоãи÷ные заäа÷и возникаþт и при аãреãи-

ровании систеìных усëуã втори÷ноãо реãуëирова-
ния ÷астоты, öенозависиìоì снижении потребëе-
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ния, управëении ãруппой заряäных станöий эëект-
ротранспорта; они реøаþтся с поìощüþ схожих
поäхоäов.

5. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÀÍÍÛÕ

Как отìе÷ено выøе, эффективностü аëãоритìа
прибëиженноãо äинаìи÷ескоãо проãраììирования
во ìноãоì обусëовëена испоëüзованиеì накоп-
ëенной (в функöии Беëëìана) истори÷еской ин-
форìаöии о функöионировании систеìы. Это при-
ìер аëãоритìа, основанноãо на äанных. Остаëü-
ные аëãоритìы, описанные в преäыäущеì разäеëе,
также требуþт боëüøоãо объеìа исхоäных äанных.
Частü исхоäных äанных преäставëяет собой ре-
зуëüтат норìативноãо пëанирования (произвоäст-
венные пëаны), а остаëüные äанные ìожно тоëüко
проãнозироватü.
Этиì обусëовëена необхоäиìостü реаëизаöии в

пëатфорìе øирокоãо спектра ìетоäов проãнози-
рования зна÷иìых параìетров. В основноì это
проãнозы потребëения в реãионе, в ÷астности, ÷ас
пиковой наãрузки на сетü, öены на оптовоì и роз-
ни÷ноì рынке, проãнозы соëне÷ной и ветровой ãе-
нераöии. А при ãрупповоì управëении, наприìер,
исхоäные äанные äëя среäнесро÷ноãо аëãоритìа
отбора кëиентов вкëþ÷аþт в себя öеëуþ проãноз-
нуþ ìатриöу ковариаöии на äовоëüно проäоëжи-
теëüный периоä вреìени.
Пëатфорìенный поäхоä преäпоëаãает ìакси-

ìаëüнуþ универсаëüностü, аäаптивностü и саìо-
настраиваеìостü приìеняеìых аëãоритìов про-
ãнозирования на основе пëоских и/иëи ãëубоких
ìоäеëей ìаøинноãо обу÷ения. С то÷ки зрения
архитектуры, ìоäеëи проãнозирования состоят из
трех посëеäоватеëüно вкëþ÷енных бëоков: бëок ãе-
нераöии инфорìативных признаков из исхоäных
äанных, бëок построения проãнозов, бëок о÷истки
от øуìов и форìирования финаëüных оöенок.
Генераöия инфорìативных признаков строится

на основе коìбинаöии таких ìетоäов, как [35]:
— ìонотонные преобразования (типа Бокса —

Кокса и т. п.),
— интеãраëüные преобразования (Фурüе, вейв-

ëет и т. п.),
— ëинейные обобщенные преобразования (ìе-

тоä ãëавных коìпонент и т. п.),
— неëинейные обобщенные преобразования

(Vector Embedding, ìетоä T-SNE и т. п.).
Бëок построения проãнозов строится на основе

коìбинаöии таких поäхоäов, как:
— пëоские ìоäеëи ìаøинноãо обу÷ения (Lоg-

Reg, SVM, RF и т. п.) [36],
— ãëубокие ìоäеëи ìаøинноãо обу÷ения (CNN,

RNN, Attention и т. п.) [37],

— обобщенные аëãебраи÷еские аäаптируеìые
ìоäеëи (ëинейная реãрессия, неëинейная реãрес-
сия, кëасс автореãрессий и т. п.) [38].
Бëок о÷истки проãнозов от øуìов и форìиро-

вания финаëüных оöенок строится на основе коì-
бинаöии таких поäхоäов, как:

— фиëüтры Винера, Коëìоãорова и т. п.,
— байесова фиëüтраöия,
— проöеäуры посëеäоватеëüноãо статисти÷ес-

коãо анаëиза,
— проöеäуры ìноãовариантноãо статисти÷ес-

коãо анаëиза,
— ëоãико-вероятностные ìоäеëи,
— орãанизаöия ìоäеëей в стек,
— каскаäное вкëþ÷ение ìоäеëей и äр.
Конкретный ìетоä проãнозирования и еãо реа-

ëизаöия опреäеëяþтся при синтезе ìоäеëи äëя
конкретноãо объекта/приëожения по оãрани÷ен-
ной выборке реаëüных äанных.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Пëатфорìенный поäхоä открывает øирокий
спектр новых возìожностей äëя повыøения ка-
÷ества управëения инфраструктурой распреäеëен-
ной энерãетики, ее устой÷ивости и наäежности.
Буäу÷и реаëизованныìи на базе еäиной пëатфор-
ìы, разнообразные среäства и систеìы управëения
ЭЭС РЭР äеìонстрируþт поëнуþ интеропера-
беëüностü, унифиöированный äоступ и интерфейс
äëя поëüзоватеëя, а также синерãиþ в разëи÷ных
аспектах, от разреøения конфëиктов при оäновре-
ìенноì испоëüзовании оäноãо и тоãо же оборуäо-
вания в нескоëüких проöессах, äо консоëиäиро-
ванноãо сбора боëüøих äанных äëя тренировки
аëãоритìов ìаøинноãо обу÷ения.
В настоящее вреìя разработка преäставëенной

пëатфорìы нахоäится на стаäии проектирования.
Гоëовныì испоëнитеëеì работ этой стаäии явëя-
ется АО «РТСофт», а в ÷исëо соиспоëнитеëей вхо-
äит Институт пробëеì управëения иì. В.А. Тра-
пезникова РАН. По резуëüтатаì проектирования
в 2020—2022 ãã. пëанируется созäатü и внеäритü
проãраììные коìпоненты пëатфорìы, обëа÷ные
прикëаäные сервисы и øирокий набор АСУ ЭЭС
РЭР на ее базе.
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Abstract. The problems of intelligent control of modern electric power systems with distributed
energy resources (DER) are considered. Such systems contain various energy consuming equip-
ment (including those with demand-side management capabilities), on-site generation equip-
ment, and energy storage devices. An approach to develop and execute DER management sys-
tems on the basis of a digital platform is advocated. A typical control process based on the plat-
form is described, aimed at improving the operation efficiency of physical or virtual DER groups
by means of optimal planning and simulation on digital twins. Scenarios of employing the plat-
form in DER operational management are listed. The mathematical basis of the platform is pre-
sented, including automatic modeling and analysis of electrical modes on digital twins, optimi-
zation planning and control algorithms, forecasting consumption/generation profiles and tech-
nical and economic factors.

Keywords: distributed energy resources, digital platform, digital twin, smart contract, optimal equipment op-
eration planning.
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В.П. Первадчук, Д.Б. Владимирова, Д.Н. Дектярев

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория оптиìаëüноãо управëения распреäеëен-
ныìи систеìаìи интенсивно развивается на про-
тяжении нескоëüких посëеäних äесятков ëет. Ос-
нову иссëеäований в боëüøинстве сëу÷аев состав-
ëяþт функöионаëüные уравнения, в тоì ÷исëе
äифференöиаëüные уравнения с ÷астныìи произ-
воäныìи. Боëüøой вкëаä в развитие этой пробëе-
ìы принаäëежит А.Г. Бутковскоìу и Ж.-Л. Лионсу
[1, 2].
Основной öеëüþ теории оптиìаëüноãо управ-

ëения явëяется иссëеäование вопроса о существо-
вании оптиìаëüноãо управëения, äоставëяþщеãо
ìиниìуì öеëевоìу функöионаëу, а также поëу÷е-
ние необхоäиìых и, есëи это возìожно, äостато÷-
ных усëовий оптиìаëüности управëения.
В общеì виäе заäа÷у оптиìаëüноãо управëения

ìожно сфорìуëироватü так:

I(y, u) → inf, (1)

F(y, u) = 0,  u ∈ U
d
, (2)

ãäе I: YЅU →  — öеëевой функöионаë; F:
YЅU → V — оператор с ÷астныìи произвоäныìи
иëи интеãро-äифференöиаëüный оператор; y —
параìетр состояния систеìы; u — функöия управ-

ëения; U
d
 — выпукëое поäìножество пространст-

ва U, соäержащее боëее оäной то÷ки; Y, U, V — ба-

наховы пространства;  — расøиренная ÷исëовая
пряìая, т. е. ìножество вещественных ÷исеë, äо-
поëненное äвуìя бесконе÷но уäаëенныìи то÷ка-
ìи {+∞} и {–∞}. Такиì образоì, уравнение (2)
преäставëяет собой уравнение состояния, к которо-
ìу необхоäиìо äобавитü ãрани÷ные усëовия, а так-
же усëовия в на÷аëüный ìоìент вреìени äëя сëу-
÷ая, коãäа F — эвоëþöионный оператор. Опреäеëив
ìножество äопустиìых пар (проöессов) управëе-
ние — состояние как ìножество Δ = {(y, u) ∈ YЅU

d
:

F(y, u) = 0, I(y, u) < ∞}, назовеì ( , ) ∈ Δ оп-

тиìаëüной парой (проöессоì), есëи I( , ) =

= I(y, u).

Среäи äостато÷ных усëовий существования оп-
тиìаëüноãо управëения основныìи явëяþтся ус-
ëовия нетривиаëüности [3], коэрöитивности, коì-
пактности. Усëовие нетривиаëüности состоит в
преäпоëожении, ÷то ìножество Δ не пусто. Усëо-
вие коэрöитивности требует оãрани÷енности ìно-
жества {(y, u) ∈ Δ: I(y, u) ≤ M} в пространстве YЅU
äëя некотороãо ÷исëа M. Усëовие коìпактности
преäпоëаãает коìпактностü ëþбоãо оãрани÷енно-
ãо поäìножества в ìножестве Δ. Кроìе этоãо,

Аннотация. Рассìотрена ìатеìати÷еская ìоäеëü, описываþщая проöесс наãрева кварöе-
вой трубы поäвижныì исто÷никоì тепëа, преäставëенная в виäе оäноìерноãо уравнения
тепëопровоäности. На основе этой ìоäеëи сфорìуëирована и реøена заäа÷а оптиìаëü-
ноãо стабиëизируþщеãо управëения с распреäеëенныì управëениеì и распреäеëенныì
набëþäениеì äëя ëинеаризованной заäа÷и. В ка÷естве управëяþщеãо возäействия вы-
брана веëи÷ина расхоäа ãазовой сìеси, опреäеëяþщая ìощностü тепëовоãо исто÷ника.
Цеëü управëения закëþ÷ается в ìиниìизаöии возìожных теìпературных откëонений от
проãраììных режиìов проöесса ëеãирования кварöевых труб. Поëу÷ены необхоäиìые
усëовия оптиìаëüности в форìе оптиìизаöионной систеìы, состоящей из äвух äиффе-
ренöиаëüных уравнений в ÷астных произвоäных, а также закон нахожäения функöии оп-
тиìаëüноãо управëения, явно зависящий от реøения этой систеìы уравнений. Прове-
äено ÷исëенное реøение оптиìизаöионной систеìы, поëу÷ены новые коëи÷ественные
резуëüтаты äëя функöии управëяþщеãо возäействия, расс÷итаны и проанаëизированы
распреäеëения теìпературы при разëи÷ных режиìах управëения.

Ключевые слова: оптиìаëüное управëение, проöесс MCVD, распреäеëенная систеìа, оптиìизаöи-
онная систеìа.
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функöионаë I(y, u) преäпоëаãаþт оãрани÷енныì
снизу и поëунепрерывныì снизу на YЅU

d
.

В некоторых сëу÷аях проверка указанных усëо-
вий сëожна и оказывается проще приìенитü ìетоä
äоказатеëüства теорети÷ескоãо существования ре-
øения абстрактной заäа÷и [3]. Впервые этот ìетоä
быë преäëожен А.В. Фурсиковыì [4, 5] äëя заäа÷
оптиìаëüноãо управëения систеìой Навüе — Сток-
са. Ж.-Л. Лионс [6] анаëоãи÷ныì ìетоäоì иссëе-
äоваë øирокий кëасс заäа÷ оптиìаëüноãо управ-
ëения с синãуëярностяìи.
Набор соотноøений, описываþщих необхоäи-

ìые усëовия äëя заäа÷и (1) вìесте с оãрани÷енияìи
(2) исхоäной заäа÷и, называþт систеìой опти-
ìаëüности [7]. В сëу÷ае ëинейных заäа÷ оптиìаëü-
ноãо управëения с выпукëыì öеëевыì функöио-
наëоì систеìа оптиìаëüности обы÷но явëяется не
тоëüко необхоäиìыì, но и äостато÷ныì усëовиеì
отыскания ìиниìуìа экстреìаëüной заäа÷и. К на-
стоящеìу вреìени в теории оптиìаëüноãо управ-
ëения распреäеëенныìи систеìаìи разработано
ìножество ìетоäов поëу÷ения систеì оптиìаëü-
ности, к ниì ìожно отнести принöип ìаксиìуìа
Понтряãина, принöип Беëëìана, принöип Лаãран-
жа. В работе [3] äëя вывоäа систеì оптиìаëüнос-
ти приìеняþтся разëи÷ные варианты известноãо
принöипа Лаãранжа, сфорìуëированноãо впервые
саìиì Ж.Л. Лаãранжеì [8]. Обоснованиþ и разви-
тиþ этоãо принöипа посвящены работы В.М. Аëек-
сеева, В.М. Тихоìирова, С.В. Фоìина [9], а также
А.И. Еãорова [10]. Совреìенный вариант принöи-
па Лаãранжа, уäобный äëя приìенения в øиро-
коì кëассе заäа÷ оптиìаëüноãо управëения, äока-
зан А.Д. Иоффе и В.М. Тихоìировыì [11]. Весüìа
существенный øаã в обосновании этоãо принöипа
сäеëаëи Лþстерник и Варãа [12]. Этот же принöип
в новоì изëожении описан А.В. Фурсиковыì [3].
В настоящей работе буäет преäëожен поäхоä к

поëу÷ениþ и ÷исëенной реаëизаöии систеìы оп-
тиìаëüности äëя заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
техноëоãи÷ескиì проöессоì поëу÷ения кварöевых
труб. Заäа÷а управëения буäет преäставëятü собой
заäа÷у с коìпроìиссныì распреäеëенныì управ-
ëениеì и распреäеëенныì набëþäениеì. Систеìа
оптиìаëüности буäет поëу÷ена в сиëüной форìе
[3], т. е. в форìе систеìы äифференöиаëüных урав-
нений в ÷астных произвоäных, функöия опти-
ìаëüноãо управëения буäет опреäеëятüся явной за-
висиìостüþ из реøения поëу÷енной систеìы.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

В проöессе изãотовëения спеöиаëüных опти-
÷еских световоäов оäниì из кëþ÷евых звенüев в
техноëоãи÷еской öепи произвоäства явëяется про-
öесс ëеãирования кварöевоãо стекëа. Оäин из на-
ибоëее совреìенных способов ëеãирования — ìо-

äифиöированный ìетоä хиìи÷ескоãо парофазно-
ãо осажäения (Modified Chemical Vapor Deposition,
äаëее проöесс MCVD) [13]. Еãо сутü закëþ÷ается в
сëеäуþщеì (рис. 1). Во вращаþщуþся на станке
кварöевуþ трубку поäаþт о÷ищенный кисëороä и
парообразные хëориäы (Si, Ge, P и äр. эëеìентов).
Теìпература äвижущеãося ãазовоãо потока увеëи-
÷ивается, äостиãая своеãо ìаксиìаëüноãо зна÷е-
ния в зоне наãрева кисëороäно-воäороäной ãореë-
ки, ãäе и происхоäит реакöия окисëения ëеãируþ-
щих коìпонентов. Даëее оксиäы осажäаþтся на
хоëоäной поверхности опорной трубки переä ãо-
реëкой поä äействиеì сиë терìофореза. Поäбирая
параìетры этоãо техноëоãи÷ескоãо проöесса, ìож-
но поëу÷итü требуеìуþ конöентраöиþ ëеãируþщих
эëеìентов, а зна÷ит, и соответствуþщий коэффи-
öиент преëоìëения света.
Дëя обеспе÷ения оäнороäности опти÷еских и

ãеоìетри÷еских параìетров изãотавëиваеìой заãо-
товки по äëине требуется то÷ная настройка систе-
ìы управëения параìетраìи проöесса, в первуþ
о÷ереäü, скоростüþ äвижения ãореëки и распреäе-
ëениеì теìпературы в зоне протекания хиìи÷ес-
ких реакöий, образования оксиäов и осажäения
оксиäов на стенки опорной трубы.
Основная пробëеìа закëþ÷ается в сëожности

контроëя теìпературы в зоне реакöии, ãäе проте-
каþт физико-хиìи÷еские проöессы. В то же вре-
ìя, распреäеëение теìпературноãо поëя в зоне об-
разования окисëов опреäеëяет не тоëüко разìеры
и конöентраöиþ коаãуëированных ÷астиö, но и на-
правëение их äвижения поä äействиеì сиë терìо-
фореза, так как терìофорети÷еская сиëа, äейству-
þщая на кажäуþ ÷астиöу, пропорöионаëüна ãра-
äиенту теìпературноãо поëя в äанной то÷ке [7]. На
практике в проöессе MCVD теìпературу на поверх-
ности кварöевой трубы контроëируþт с поìощüþ
бесконтактных инфракрасных пироìетров.
Построиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü наãрева квар-

öевой трубы поäвижныì тепëовыì исто÷никоì,
которая с äостато÷ной то÷ностüþ опиøет теìпе-
ратурное поëе в кварöевой трубе, форìируеìое в
хоäе реаëüноãо техноëоãи÷ескоãо проöесса.

Рис. 1. Схематическое изображение процесса MCVD: 1 — вра-
щаþщаяся кварöевая труба; 2 — äвижущаяся ãореëка (стреëки
показываþт направëение äвижения); 3 — пëаìя ãореëки; 4 —
зона реакöии
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Преäпоëожения, при которых поëу÷ена ìате-
ìати÷еская ìоäеëü, таковы: теìпературное поëе
кварöевой трубки осесиììетри÷ное (это обеспе-
÷ивается вращениеì трубы); тепëообìен с внеø-
ней окружаþщей среäой и ãазоì, текущиì внутри
трубы, описывается законоì Нüþтона; изëу÷ение
с внеøней поверхности трубы поä÷иняется закону
Стефана — Боëüöìана.
Моäеëü вкëþ÷ает в себя уравнение энерãии, в

наøеì сëу÷ае уравнение тепëопровоäности, и ìо-
äеëü поäвижноãо исто÷ника, т. е. описание форìы
и ìощности поäвоäиìоãо тепëовоãо потока, а так-
же закон äвижения исто÷ника [14]. Тепëовой по-
ток от факеëа изìеняется вäоëü оси z (рис. 1) и
описывается функöией Гаусса

q(t, z) = qmax , (3)

ãäе v(ς) — скоростü äвижения ãореëки; H — пара-
ìетр форìы (øирина тепëовоãо потока); qmax —

интенсивностü (ìощностü) ãореëки; t — вреìя; z —
пространственная переìенная; ς — переìенная
интеãрирования, иìеþщая сìысë вреìени.
Тоãäа уравнение тепëопровоäности äëя квар-

öевой трубы в öиëинäри÷еской систеìе коорäинат
иìеет виä:

ρC
p

 =

=  + , (4)

ãäе Θ(t, r, z) — теìпература; ρ, C
p
, λ — пëотностü,

уäеëüная тепëоеìкостü и тепëопровоäностü квар-
öа соответственно, при÷еì в общеì сëу÷ае эти
характеристики явëяþтся функöией теìпературы
Θ(t, r, z); r, z — пространственные переìенные,
при÷еì r ∈ [r0, R], z ∈ [0, L], t ∈ [0, T], ãäе r0 — внут-
ренний раäиус трубы, R — внеøний раäиус трубы,
L — äëина трубы, T — проäоëжитеëüностü проöес-
са осажäения.
На÷аëüное и краевые усëовия на поверхностях

трубы иìеþт виä:

Θ(t, r, z)|
t = 0 = Θ0(r, z), (5)

λ  = αãаза(Θ(t, z) – Θãаза), (6)

λ  = q(t, z) – αсреäы(Θ(t, z) – Θсреäы) –

– εσ0(Θ(t, z)4 – ), (7)

Θ(t, r, z)|
z = 0 = Θ1(t, r), (8)

 = 0, (9)

ãäе αãаза, αсреäы — коэффиöиенты тепëообìена ãаза
и внеøней среäы (возäуха); Θãаза, Θсреäы — теìпе-
ратуры ãаза и внеøней среäы; ε — коэффиöиент
÷ерноты; σ0 — постоянная Стефана — Боëüöìана.
В äаëüнейøеì äëя краткости изëожения буäеì при
записи функöий опускатü арãуìенты, есëи эта за-
писü не явëяется принöипиаëüно важной.
В сиëу осевой сиììетрии теìпературноãо поëя

и ìаëой тоëщины стенки трубы изìенения теìпе-
ратуры по попере÷ноìу се÷ениþ трубы ìаëы по
сравнениþ с изìененияìи теìпературы вäоëü оси z,
поэтоìу зна÷ения теìпературы в попере÷ноì се-
÷ении заìениì на ее среäнее зна÷ение по обëасти
D = {(r, ϕ)|r0 ≤ r ≤ R; 0 ≤ ϕ ≤ 2π}. Проинтеãрируеì
обе ÷асти уравнения (4) по указанной обëасти:

ρC
p

rdϕdr = rdϕdr +

+ rdϕdr.

Тоãäа с у÷етоì усëовий (6) и (7) первый интеã-
раë в правой ÷асти посëеäнеãо уравнения приìет
виä:

dϕdr = 2π  = 2πRλ  –

– 2πr0λ  = 2πR(q(z, t) – εσ0(Θ
4 – ) –

– αсреäы(Θ – Θсреäы)) – 2πr0αãаза(Θ – Θãаза).

Посëе усреäнения оставøихся сëаãаеìых по
обëасти D и äеëения обеих ÷астей уравнения на

π(R2 – ), поëу÷иì уравнение со свойстваìи, за-

висящиìи от теìпературы, виäа

ρ(Θ)C
p
(Θ)  =  –

– β1(αсреäы(Θ – Θсреäы) + εσ0(Θ
4 – ) – q) –

– β2αãаза(Θ – Θãаза), (10)

ãäе β1 = , β2 = .

Уравнение (10) äопоëняется на÷аëüныì и ãра-
ни÷ныìи усëовияìи, анаëоãи÷ныìи усëовияì (5),
(8), (9):

Θ(t, z)|
t = 0=Θ0(z),  Θ(t, z)|

z = 0=Θ1(t),  =0.

e

z v ς( ) ςd
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Буäеì преäпоëаãатü, ÷то физи÷еский проöесс,
ìоäеëü котороãо описывается уравнениеì (10), уп-
равëяеì. В ка÷естве типи÷ных управëяþщих воз-
äействий в проöессе парофазноãо осажäения вы-
ступаþт ëибо параìетры тепëовоãо исто÷ника воз-
äействия, такие, как еãо ìощностü qmax, скоростü
еãо äвижения v(ξ) и параìетр форìы (øирина теп-
ëовоãо потока) H, ëибо веëи÷ина тепëовоãо пото-
ка. Цеëü управëения при этоì закëþ÷ается в уäер-
жании теìпературы кварöевой трубы в окрестнос-
ти заäанноãо состояния. Преäпоëожиì в раìках
äанноãо иссëеäования, ÷то управëениеì u(t, z) про-
öесса MCVD явëяется тепëовой поток от исто÷ни-
ка возäействия q(t, z). Как быëо указано выøе,
проöессоì буäеì называтü пару: распреäеëение
теìпературы Θ(t, z), явëяþщееся реøениеì урав-
нения (10), и соответствуþщее управëение u(t, z),
обеспе÷иваþщее такое распреäеëение. Проöесс,
реаëизуеìый на практике, назовеì проãраììныì
проöессоì и обозна÷иì (Θ*(t, z), u*(t, z)). Отìетиì,
÷то Θ*(t, z) при этоì также явëяется реøениеì кра-
евой заäа÷и с уравнениеì состояния (10).

В реаëüных усëовиях распреäеëение теìперату-
ры Θ(t, z) буäет отëи÷атüся от проãраììноãо рас-
преäеëения теìпературы Θ*(t, z) на некоторуþ ве-
ëи÷ину откëонения (возìущения) ΔΘ(t, z), о кото-
рой известно, ÷то это äостато÷но ìаëая веëи÷ина
по отноøениþ к проãраììноìу зна÷ениþ. Тоãäа
ìожно записатü, ÷то Θ(t, z) = Θ*(t, z) + ΔΘ(t, z). По
анаëоãии запиøеì, ÷то управëение u(t, z) также
ìожет бытü преäставëено в виäе u(t, z) = u*(t, z) +
+ Δu(t, z), ãäе u*(t, z) — проãраììное управëение, а
u(t, z) — факти÷еское управëение.
Нетруäно поëу÷итü уравнение возìущенноãо

состояния, описываþщее откëонение факти÷еско-
ãо состояния от проãраììноãо [15]. При äостато÷-
но ãëаäких зависиìостях ρ(Θ), C

p
(Θ), λ(Θ) уравне-

ние (10) ìожно ëинеаризоватü в окрестности теì-
пературы Θ*(t, z) путеì разëожения неëинейных
зависиìостей в ряä Тейëора. Существуþт разëи÷-
ные способы ëинеаризаöии, зäесü ìы воспоëüзуеì-
ся приеìоì, изëоженныì в работе [16]. Преäставиì
уравнение (10) в виäе оäноìерноãо äифференöи-
аëüноãо уравнения второãо поряäка с неëинейныì
оператороì:

A  = ρ(Θ)C
p
(Θ)  –

–  + β1(αсреäы(Θ – Θсреäы) +

+ εσ0(Θ
4 – ) – q) + β2αãаза(Θ – Θãаза) = 0. (11)

Как быëо отìе÷ено выøе, преäставиì реøение
этоãо уравнения в виäе Θ(t, z) = Θ*(t, z) + ΔΘ(t, z),

при этоì Θ*(t, z) и u*(t, z) уäовëетворяþт уравне-
ниþ (11), т. е.

A  = 0.

Поëаãая, ÷то функöия A äважäы непрерывно
äифференöируеìа по совокупности своих арãуìен-
тов, ìожно поëу÷итü ëинейное уравнение относи-
теëüно ΔΘ(t, z), т. е. выпоëнитü проöеäуру ëинеа-
ризаöии:

ΔΘ +  +  +

+  + Δu(t, z) = 0. (12)

Зäесü ввеäены обозна÷ения  = , Θ'' = ,

Θ' = , сиìвоë «*» соответствует состояниþ

Θ*(t, z) систеìы.
Обозна÷иì произвоäные, вхоäящие в уравне-

ние (12), так:

 = (ρ(Θ)C
p
(Θ))  –

–  –  +

+ β1(αсреäы + 4εσ0(Θ*)3) + β2αãаза = χ2(t, z),

 = ρ(Θ*)C
p
(Θ*),   = –λ(Θ*),

 = –2  = χ1(t, z),   = –β1.

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений, поëу÷иì:

ρ(Θ*)C
p
(Θ*)  = λ(Θ*)  – χ1(t, z)  –

– χ2(t, z)ΔΘ + β1Δu.

Разäеëиì обе ÷асти поëу÷енноãо уравнения на
ρ(Θ*)C

p
(Θ*):

 =  –  –

– ΔΘ + Δu.
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Такиì образоì, уравнение äëя возìущенноãо
состояния иìеет виä:

 – a(t, z)  + γ1(t, z)  + γ2(t, z)ΔΘ =

= β(t, z)Δu, (13)

ãäе

a(t, z) = ,

γ1(t, z) = ,

γ2(t, z) = ,

β(t, z) = .

Отìетиì, ÷то есëи теìпература Θ* зависит тоëü-

ко от коорäинаты z, то в выражении  первое

сëаãаеìое обращается в ноëü. В сëу÷ае же, коãäа

Θ* = const, то в выражении  первые три

сëаãаеìых равны нуëþ и  = 0.

Анаëоãи÷ныì образоì провеäеì ëинеаризаöиþ
ãрани÷ных и на÷аëüноãо усëовий, в резуëüтате ÷еãо
поëу÷иì ãрани÷ные и на÷аëüное усëовия äëя ëи-
неаризованной заäа÷и:

ΔΘ|
t = 0 = ΔΘ0(z),  ΔΘ|

z = 0 = 0,

 = 0. (14)

Такиì образоì, сфорìуëирована ëинейная кра-
евая заäа÷а (13), (14) äëя возìущенноãо состояния
ΔΘ(t, z), описываеìая оäноìерныì уравнениеì
тепëопровоäности.

2.ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ

Сфорìуëируеì заäа÷у оптиìаëüноãо стабиëи-
зируþщеãо управëения [17—19] с у÷етоì ëинеари-
заöии исхоäной ìоäеëи и äаëüнейøеãо перехоäа к
иссëеäованиþ веëи÷ин возìущенных состояний.
Рассìотриì заäа÷у распреäеëенноãо управëения и
распреäеëенноãо набëþäения с поìощüþ систеìы
(13), (14) [20]. Сëеäуя терìиноëоãии [3], функöия
Δu, соäержащаяся в правой ÷асти уравнения состо-
яния, естü функöия управëения, а набëþäениеì
явëяется функöия состояния ΔΘ(t, z) в кажäой то÷-

ке обëасти реøения заäа÷и. В ка÷естве функöио-
наëüноãо пространства состояний и äопустиìых
управëений рассìотриì пространство U = L2(Ω),

ãäе Ω = [0, τ]Ѕ[0, L], зäесü τ — вреìя управëения
изу÷аеìыì проöессоì. Отìетиì, ÷то зна÷ение τ в
общеì сëу÷ае не совпаäает со зна÷ениеì T, опре-
äеëенныì выøе.
Опреäеëиì öеëевой функöионаë интеãраëüноãо

типа, явно зависящий от функöии управëения и
обëаäаþщий свойствоì коэрöитивности, ÷то поз-
воëит в äаëüнейøеì приìенятü технику поëу÷ения
оптиìизаöионной систеìы и опреäеëитü функöиþ
оптиìаëüноãо управëения в явноì виäе:

F(Δu, ΔΘ) = ΔΘ2
dzdt + σ Δu

2
dzdt → inf. (15)

Функöионаë F преäставëяет собой сìеøанный
интеãраëüный критерий с поäынтеãраëüной функ-
öией, äаþщей откëонения по фазовыì коорäина-
таì в среäнеì (первое сëаãаеìое) и общие энер-
ãети÷еские затраты (второе сëаãаеìое). Зäесü σ —
поëожитеëüный ÷исëовой параìетр (öена управëе-
ния), который оöенивается заранее ëибо поäбира-
ется из реøений тестовых заäа÷. Выбор сìеøан-
ноãо функöионаëа в äанной заäа÷е связан с теì,
÷то в раìках реаëüноãо техноëоãи÷ескоãо проöесса
все пироìетри÷еские изìерения произвоäятся при-
бораìи, а ëþбые приборы иìеþт поãреøности
изìерений. В сиëу этоãо äобиватüся тоãо, ÷тобы
первое сëаãаеìое обратиëосü в ноëü, преäставëя-
ется неöеëесообразныì. Оäнако наëи÷ие второãо
сëаãаеìоãо позвоëяет поëу÷итü необхоäиìые усëо-
вия оптиìаëüности в сиëüной форìе. Это возìож-
но, поскоëüку öеëевой функöионаë (15), обëаäает
свойствоì коэрöитивности бëаãоäаря своеìу вто-
роìу сëаãаеìоìу.
Поскоëüку управëение Δu(t, z) вхоäит в заäа÷у

(13), (14) ëинейно, то ìожно ãоворитü о некотороì
ëинейноì операторе Λ, äействуþщеì на ìножест-
ве äопустиìых управëений, со зна÷енияìи в прост-
ранстве состояний: Λ(Δu(t, z)) = ΔΘ(t, z)). Заìетиì,
÷то в сиëу ëинейности Λ еãо äифференöиаë Гато
(первая вариаöия отображения) на приращении δΔu
совпаäает со зна÷ениеì саìоãо оператора, поскоëü-
ку äëя ëþбоãо бесконе÷но ìаëоãо зна÷ения ξ 

dΛ(Δu, δΔu) =  =

=  = Λ(δΔu).

Ввеäеì обозна÷ение: Δ (t, z) = Λ(δΔu). Извест-
но, ÷то есëи Δu(t, z) — ìиниìизируþщий эëеìент
(оптиìаëüное состояние), существование которо-
ãо сëеäует из свойств коэрöитивности, поëунепре-
рывности снизу и выпукëости öеëевоãо функöио-

ΔΘ∂
t∂

-----------
Δ2 Θ∂

z
2∂

-------------
ΔΘ∂
z∂

-----------

λ Θ*( )
ρ Θ*( )Cp Θ*( )
----------------------------------

χ1 t z,( )
ρ Θ*( )Cp Θ*( )
----------------------------------

χ2 t z,( )
ρ Θ*( )Cp Θ*( )
----------------------------------

β1

ρ Θ*( )Cp Θ*( )
----------------------------------

A∂
Θ∂
-------⎝ ⎠

⎛ ⎞

*

∫
A∂
Θ∂
-------⎝ ⎠

⎛ ⎞

*

A∂
Θ'∂
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞

ΔΘ∂
z∂

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞

z L=

Ω
∫

Ω
∫

ξ 0→
lim Λ Δu ξδΔu+( ) Λ Δu( )–

ξ
-----------------------------------------------------------

ξ 0→
lim Λ Δu( ) ξΛ δΔu( ) Λ Δu( )–+

ξ
--------------------------------------------------------------------

Θ̂



УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

76 CONTROL SCIENCES ¹ 6 � 2020

наëа (15) [2], а δΔu — еãо вариаöия, то первая ва-
риаöия функöионаëа (15) обращается в ноëü:

δF(Δu, ΔΘ) = 2 (ΔΘΔ  + σΔu(δΔu))dzdt =

= 2 (Λ(Δu)Λ(δΔu) + σΔu(δΔu))dzdt = 0, (16)

ãäе Δ (t, z) заäается как реøение проварüирован-
ной заäа÷и (13), (14). Испоëüзование äанной ин-
теãраëüной форìы преäставëения необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности не совсеì уäобно в сìысëе
практи÷еских реаëизаöий. Дëя вывоäа необхоäи-
ìоãо усëовия оптиìаëüности в иной форìе — фор-
ìе краевой заäа÷и — и возìожности äаëüнейøеãо
поëу÷ения явноãо выражения функöии оптиìаëü-
ноãо управëения ÷ерез состояние этой краевой за-
äа÷и воспоëüзуеìся äаëее техникой, анаëоãи÷ной
той, ÷то изëожена в работе [3].
Варüируя исхоäнуþ äифференöиаëüнуþ заäа÷у

(13), (14), поëу÷иì äифференöиаëüнуþ заäа÷у от-

носитеëüно Δ (t, z) виäа

 – a  + γ1  + γ2Δ  = βδΔu,

Δ |
t = 0 = 0,  Δ |

z = 0 = 0,   = 0. (17)

Уìножиì правуþ и ëевуþ ÷асти уравнения за-
äа÷и (17) на произвоëüнуþ функöиþ p(t, z) ∈ U и
проинтеãрируеì их по заäанной обëасти:

pdzdt – a pdzdt + γ1 pdzdt +

+ γ2Δ pdzdt = βδΔupdzdt. 

Посëе провеäения равносиëüных преобразова-
ний поëу÷иì резуëüтат:

pΔ dz – Δ dzdt – Δ dzdt –

– ap dt + Δ dt – Δ dzdt +

+ γ1pΔ dt + γ2Δ pdzdt = βδΔupdzdt. (18)

Потребуеì, ÷тобы произвоëüная äо сих пор
функöия p(t, z) уäовëетворяëа äифференöиаëüной
заäа÷е с обратныì вреìенеì (19). Функöия p(t, z)
при этоì называется функöией, сопряженной со-
стояниþ систеìы (13), (14) [3], относитеëüно ко-

торой буäет форìироватüся вывоä систеìы опти-
ìаëüности в форìе äифференöиаëüной заäа÷и,
которой буäет уäовëетворятü как ΔΘ(t, z), так и
функöия сопряженноãо состояния:

–  –  –  + γ2p = ΔΘ,

p|
t = τ = 0,  p|

z = 0 = 0,   = 0. (19)

Объеäиняя все интеãраëы по обëасти Ω в ëевой
÷асти соотноøения (18), а также поëüзуясü урав-
нениеì и усëовияìи краевой заäа÷и (19), приво-
äиì соотноøение (18) к виäу:

ΔΘΔ dzdt = βδΔupdzdt. (20)

Заìетиì, ÷то интеãраë в ëевой ÷асти равенства
(20) в то÷ности совпаäает с интеãраëоì от оäноãо
из сëаãаеìых соотноøения (16). Осуществëяя со-
ответствуþщуþ поäстановку выражения (20) в фор-
ìуëу (16), иìееì:

(βp + σΔu)δΔudzdt = 0.

Поскоëüку по опреäеëениþ вариаöия δΔu ≠ 0,
функöия оптиìаëüноãо управëения ìожет бытü
преäставëена явной зависиìостüþ

Δuопт(t, z) = – . (21)

Пара зна÷ений Δuопт(t, z) и соответствуþщее ей
состояние ΔΘ(t, z) назовеì оптиìаëüныì проöес-
соì. Такиì образоì, у÷итывая форìы äифферен-
öиаëüных заäа÷ (13), (14), (19) и соотноøение äëя
функöии оптиìаëüноãо управëения (21), ìожно
записатü систеìу оптиìаëüности в своей сиëüной
форìе, т. е. в форìе систеìы краевых заäа÷ äëя со-
стояния систеìы ΔΘ(t, z) и äвойственной функöии
p(t, z) в виäе:

 – a  + γ1  + γ2ΔΘ = – p,

 +  +  – γ2p = –ΔΘ,

ΔΘ|
t = 0 = ΔΘ0,  ΔΘ|

z = 0 = 0,   = 0,

p|
t = τ = 0,  p|

z = 0 = 0,   = 0. (22)
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3. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß 
ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Систеìа оптиìаëüности (22) преäставëяет сбой
äифференöиаëüнуþ заäа÷у, несоãëасованнуþ по
вреìени. В ÷астности, состояние систеìы описы-
вается краевой заäа÷ей, корректной по вреìени
впереä, а сопряженное состояние — корректной
по вреìени назаä, ÷то привоäит к некоторыì труä-
ностяì в реаëизаöии: с÷итатü в опреäеëенноì на-
правëении по вреìени не преäставëяется возìож-
ныì. В связи с этиì реøение заäа÷и (22) прово-
äиëосü итераöионныì ìетоäоì. В ÷астности, зная
зна÷ения сопряженной функöии p(t, z) на i-ì øа-
ãе, а зна÷ит, и оптиìаëüное управëение на i-ì øаãе
(i = 0, 1, 2, ...), ìожно реøитü краевуþ заäа÷у, опи-
сываþщуþ состояние систеìы (при этоì ìы на-
хоäиì прибëижение к оптиìаëüноìу проöессу на
i-ì øаãе). Поëу÷енное реøение позвоëяет реøитü
краевуþ заäа÷у äëя отыскания (i + 1)-ãо прибëи-
жения сопряженноãо состояния, ãäе в ка÷естве
функöии ΔΘ(t, z) взято ее i-е прибëижение. При-
бëижение к оптиìаëüноìу управëениþ на (i + 1)-ì
øаãе ищется по форìуëе (21) ÷ерез зна÷ения со-
пряженной функöии в (i + 1)-ì прибëижении.
Нуëевое прибëижение функöии p(t, z) выбираëосü
произвоëüно.
Кажäая заäа÷а реøаëасü ìетоäоì коне÷ных эëе-

ìентов, реаëизованноì в систеìе ìуëüтифизи÷ес-
ких вы÷исëений Comsol Multiphysics. Все физи-
÷еские функöии и постоянные, преäставëяþщие
собой тепëофизи÷еские параìетры заäа÷и, быëи
взяты из Material Library Comsol Multiphysics. Дëя
реøения краевых заäа÷, описываþщих состояние
систеìы и сопряженное состояние, испоëüзова-
ëасü равноìерная сетка по пространственной пе-
реìенной z. Быëо провеäено иссëеäование, каса-
þщееся вëияния øаãа сетки на поëу÷енные ре-
øения. При÷еì при изìеëü÷ении øаãов сетки по
пространственной переìенной, на÷иная с неко-
тороãо зна÷ения, набëþäаëосü установëение ре-
øений, — зна÷ения искоìых функöий о÷енü ìаëо
ìеняëисü (рис. 2).

Интересен также ãрафик зависиìости öеëевоãо
функöионаëа F от ноìера итераöии, изображен-
ный на рис. 3. Виäно, ÷то на÷иная с сеäüìой ите-
раöии, функöионаë уìенüøается незна÷итеëüно и
устанавëивается окоëо зна÷ения F = 32 750 (äëя

зна÷ения σ = 8�10–8).

4. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Преäпоëаãается, ÷то контроëü распреäеëения
теìпературы вäоëü поверхности наãрева кварöево-
ãо öиëинäра осуществëяется сканируþщиì пиро-
ìетроì, который позвоëяет оäновреìенно сниìатü
распреäеëение теìпературы на äëине 100 ìì. Из-
ìерения теìпературы происхоäят ÷ерез равные
проìежутки вреìени τ. Зна÷ения τ поäбираþтся с
у÷етоì особенностей техноëоãи÷ескоãо проöесса
MCVD и физи÷еских возìожностей осуществëятü
корректировку параìетров заäа÷и. В раìках äан-
ной постановки зна÷ения вреìени управëения
систеìой τ выбираëисü равныì 1, 3, 5 с. Реøение

Рис. 2. Зависимость значений функции DQ(t, L/2) от числа раз-
биений

Рис. 3. Зависимость значений целевого функционала F от числа
итераций

Рис. 4. Начальное распределение температуры DQ
0
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систеìы (22), поäставëенное в выражение (21),
позвоëяет опреäеëитü функöиþ оптиìаëüноãо кор-
ректируþщеãо управëения. Даëее по расс÷итан-
ныì зна÷енияì корректируþщеãо управëения на-
хоäится ìощностü тепëовоãо исто÷ника qmax, не-
обхоäиìая äëя стабиëизаöии проöесса в раìках
рас÷етноãо вреìени [0, τ]. Отìетиì, ÷то найäенное
стабиëизируþщее управëение буäет äействоватü
тоëüко на указанноì проìежутке вреìени, по ис-
те÷ении котороãо проöесс повторяется — проис-
хоäит новый заìер теìпературы, вновü реøается
заäа÷а оптиìаëüноãо управëения, снова корректи-
руется ìощностü тепëовоãо исто÷ника и т. ä.

Сканируþщий пироìетр сниìает показания
тоëüко в зоне наãрева. В ка÷естве äеìонстраöион-
ноãо приìера рассìотриì разниöу ìежäу äействи-
теëüной (опреäеëенной при поìощи пироìетра) и
проãраììной теìператураìи в ìоìент вреìени,
соответствуþщий коорäинате z = L/2. Приìеì
зна÷ения этих разностей в ка÷естве на÷аëüных ус-
ëовий уравнения тепëопровоäности систеìы оп-
тиìаëüности (22) (рис. 4).
На рис. 5 преäставëены поверхности оптиìаëü-

ных распреäеëений теìпературы ΔΘ(t, z), поëу÷ен-
ные в резуëüтате реøения систеìы оптиìаëüности
(22), и управëения Δuопт(t, z) (тепëовоãо потока),
вы÷исëенноãо по форìуëе (21).
Цена управëения — параìетр σ, как отìе÷ено

выøе, ìожет изìенятüся, еãо зна÷ения поäбира-
þтся из соображений практи÷еской реаëизаöии
ìетоäа. В наøеì сëу÷ае выбор этоãо зна÷ения за-
висит от поãреøности изìерений пироìетроì. Ис-
поëüзуеìые пироìетры обеспе÷иваþт то÷ностü за-
ìеров теìператур с поãреøностüþ не боëее 0,5 %
от ìаксиìаëüно изìеряеìой теìпературы, т. е. поã-
реøностü изìерения составëяет 8—10 °С. Исхоäя
из этоãо, провеäены рас÷еты при разëи÷ных зна-
÷ениях параìетра σ (рис. 6), кривая 4 показывает
профиëü теìпературы ΔΘ(τ, z), соответствуþщий
указанноìу выøе зна÷ениþ поãреøности.
Провеäены ÷исëенные экспериìенты с öеëüþ

изу÷ения вëияния вреìени управëения τ на рас-
преäеëение оптиìаëüной теìпературы (теìперату-
ры ΔΘ(τ, z), отве÷аþщей оптиìаëüноìу управëе-
ниþ Δuопт(t, z)). Резуëüтаты рас÷етов äëя разëи÷-

ных зна÷ений вреìени управëения τ преäставëены
на рис. 7. При рас÷етах на÷аëüное состояние сис-
теìы выбираëосü неизìенныì.

Рис. 6. Зависимость распределения температуры DQ(t, z), °C, от
параметра s: 1 — на÷аëüное состояние; 2 — σ = 10–6; 3 —

σ = 2�10–7; 4 — σ = 5�10–8

Рис. 5. Оптимальный процесс при t = 3 c: а — ΔΘ(t, z), °С; б — Δuопт(t, z), Вт/ì
2



УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

79ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 � 2020

Тепëовой поток факеëа ãореëки, как отìе÷ено
выøе форìуëой (3), описывается функöией Гаусса.
Мощностü тепëовоãо исто÷ника qmax при этоì рас-
с÷итываëасü по найäенныì зна÷енияì Δuопт(t, z).

Резуëüтат аппроксиìаöии äëя вреìени управëения
τ = 3 с преäставëен на рис. 8.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе рассìотрена ìатеìати÷ес-
кая ìоäеëü техноëоãи÷ескоãо проöесса MCVD, в
основе которой ëежит нестаöионарное äвуìерное
уравнение тепëопровоäности. Посëе принятия ря-
äа преäпоëожений, в тоì ÷исëе об осреäнении теì-
пературы по раäиусу трубы, а также в резуëüтате
провеäения ëинеаризаöии ìоäеëи, поëу÷ено ëи-
нейное оäноìерное уравнение тепëопровоäности
äëя возìущенноãо состояния, на основе котороãо
поставëена и реøена заäа÷а оптиìизаöии. Сфор-

ìуëирована заäа÷а оптиìаëüноãо стабиëизируþ-
щеãо управëения с распреäеëенныì управëениеì
и распреäеëенныì набëþäениеì. В ка÷естве фун-
кöии управëения выбран тепëовой поток от äви-
жущейся ãореëки, öеëевой функöионаë ìиниìи-
зирует откëонения факти÷еской теìпературы от
проãраììной. Поëу÷ена систеìа оптиìаëüности,
закон нахожäения функöии оптиìаëüноãо управ-
ëения в явноì виäе, преäëожен аëãоритì реøения
поëу÷енной систеìы оптиìаëüности. Привеäены
и проанаëизированы резуëüтаты ÷исëенных иссëе-
äований поставëенной заäа÷и.
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OPTIMAL CONTROL OF THERMAL EXPOSURE SOURCE
IN THE PROCESSES OF VAPOR PHASE DEPOSITION
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Abstract. We consider a mathematical model that describes the process of heating a silica tube
by a movable heat source. The model is represented in the form of a one-dimensional heat con-
duction equation. Based on this model, we solve the problem of optimal stabilizing control with
distributed control and distributed observation for the linearized problem. The value of the gas
mixture flow rate, which determines the power of the heat source, was selected as a control in-
fluence. The aim of the control was to minimize possible temperature deviations from the pro-
grammed regimes of the silica pipes alloying. We obtained necessary optimality conditions in the
form of an optimization system consisting of two partial differential equations. A law for finding
the optimal control function, which explicitly depends on the solution of the mentioned system
of equations, was obtained as well. Ultimately, we carried out the numerical solution of the op-
timization system and obtained quantitative results for the control function. We also calculated
and analyzed the temperature distributions in various control modes.

Keywords: optimal control, MCVD process, distributed system, optimization system.
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