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Время развертывания . . . . . . . не более 10 мин

Наземное электропитание от трехфазной си-
стемы электроснабжения переменного тока 
220/380 В частотой 50 или 400 Гц; в мобильном 
исполнении в полевых условиях в качестве ис-
точника электропитания может быть исполь-
зована элект ростанция мощностью 15 кВт 
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ÑÐÅÄÍÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ: 
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ 1

В.В. Подиновский, А.П. Нелюбин

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В управëении, эконоìике, соöиоëоãии, технике
и äруãих обëастях науки и практики øироко при-
ìеняþтся среäние веëи÷ины. В общей теории ста-
тистики это понятие опреäеëяется такиì образоì:
«Среäней веëи÷иной называется статисти÷еский
показатеëü, который äает обобщеннуþ характе-
ристику варüируþщеãо признака оäнороäных еäи-
ниö совокупности. <...> Сущностü среäней закëþ-
÷ается в тоì, ÷то в ней взаиìопоãаøаþтся сëу÷ай-
ные откëонения зна÷ений признака и у÷итываþтся
изìенения, вызванные основныì фактороì» [1].
И еще: «Среäняя веëи÷ина — это обобщаþщая ха-
рактеристика еäиниö совокупности по какоìу-ëи-
бо варüируþщеìу признаку <...> Среäние веëи÷и-
ны позвоëяþт сравниватü уровни оäноãо и тоãо же

признака в разëи÷ных совокупностях и нахоäитü
при÷ины этих расхожäений» [2].
Оäнако сëеäует иìетü в виäу важное обстоя-

теëüство: «... не существует возìожности нахожäе-
ния некой универсаëüной форìуëы, ис÷ерпыва-
þщей понятие среäней веëи÷ины и обëаäаþщей
конструктивныìи äостоинстваìи». (Из предисло-
вия в книге [3].) Поэтоìу актуаëüной остается про-
бëеìа поиска поäхоäов к общей форìуëировке по-
нятия среäней веëи÷ины и ее конкретизаöии äëя
разëи÷ных ситуаöий (заäа÷). В наøей статüе преä-
ëаãаþтся новые поäхоäы к реøениþ указанной
пробëеìы, основанные на иäеях и ìетоäах ìноãо-
критериаëüной оптиìизаöии.

1. ÑÂÅÄÅÍÈß Î ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍÀÕ

Вна÷аëе äëя уäобства ÷итатеëя привеäеì необ-
хоäиìые свеäения о среäних веëи÷инах. Пустü иìе-
ется совокупностü X, состоящая из n ≥ 2 äейст-
витеëüных ÷исеë, называеìых äаëее äанныìи, иëи

Аннотация. Преäëожен новый поäхоä к опреäеëениþ понятия среäней веëи÷ины äëя ко-
не÷ноãо ìножества X ÷исеë x1, x2, ..., xn: уäаëенностü произвоëüной то÷ки x от кажäой от-
äеëüной то÷ки xi оöенивается расстояниеì fi(x) ìежäу ниìи, а уäаëенностü то÷ки x от все-
ãо ìножества X характеризуется векторныì критериеì (f1(x), f2(x), ..., fn(x)); при поìощи
этоãо критерия заäается отноøение преäпо÷тения в уäаëенности; среäней веëи÷иной
с÷итается то÷ка x*, неäоìинируеìая по такоìу отноøениþ. Иссëеäованы свойства и
структура среäних äëя нескоëüких отноøений преäпо÷тения, в тоì ÷исëе отноøения
Парето и отноøения, порожäаеìоãо инфорìаöией о равноважности критериев. Выяс-
нена взаиìосвязü ìежäу ввеäенныìи среäниìи веëи÷инаìи и основныìи статисти÷ес-
киìи среäниìи — ìеäианой, среäниìи арифìети÷еской, кваäрати÷еской, ãеоìетри÷ес-
кой и ãарìони÷еской. Рассìотрены вопросы построения ìножеств таких среäних, преä-
ëожен эффективный ìетоä построения äëя сëу÷ая, коãäа оäинаково важные критерии
иìеþт øкаëу первой поряäковой ìетрики. Обсужäены направëения возìожных обоб-
щений ввеäенноãо понятия на ìноãоìерный сëу÷ай.

Ключевые слова: среäние веëи÷ины, ìноãокритериаëüные заäа÷и выбора, отноøения преäпо÷те-
ния, неäоìинируеìые то÷ки, теория важности критериев, равноважные критерии, теория ìажори-
заöии.

1 Иссëеäования финансироваëисü в раìках ãосуäарствен-
ной поääержки веäущих университетов Российской Феäераöии
«5-100».
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то÷каìи и явëяþщихся резуëüтатаìи изìерения
интенсивности некотороãо выäеëенноãо признака:

X = {x1, x2, ..., xn}. (1)

Эти äанные явëяþтся оäнороäныìи в тоì
сìысëе, ÷то изìерения произвоäиëисü по оäной
и той же øкаëе [4], характеризуеìой ìножествоì
äопустиìых преобразований Φ — ÷исëовых функ-
öий ϕ, так ÷то вìесто признака (1) ìожно рассìат-
риватü ìножество

ϕ(X) = {ϕ(x1), ϕ(x2), ..., ϕ(xn)} (2)

äëя ëþбой функöии ϕ ∈ Φ. Дëя основных типов
øкаë [4] обëастüþ опреäеëения функöий ϕ явëя-
ется вся ÷исëовая пряìая Re = (–∞, +∞) иëи же
поëожитеëüный ëу÷ Re+ = [0, + ∞).

Упоряäо÷енные соответственно по неубываниþ
и невозрастаниþ ìножества

X↑ = 〈x(1), x(2), ..., x(n)〉; 

X↓ = 〈x[1], x[2], ..., x[n]〉, (3)

ãäе x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n) и x[1] ≥ x[2] ≥ ... ≥ x[n], поëу-
÷аþтся из совокупности ÷исеë (1) при поìощи со-
ответствуþщих перестановок. Отìетиì, ÷то ìно-
жество (1) в статистике называется выборкой, а
первая совокупностü из ìножества (3) — вариаöи-
онныì ряäоì.
Функöия n переìенных g(X) = g(x1, x2, ..., xn) на-

зывается средней величиной, средней иëи средним
(по Коши), есëи

min{x1, x2, ..., xn} ≤ g(x1, x2, ..., xn) ≤
≤ max{x1, x2, ..., xn}. (4)

Иноãäа äопоëнитеëüно требуется, ÷тобы оба
неравенства в выражении (4) быëи строãиìи [3].
Поскоëüку все äанные в признаке (1) с÷итаþтся
«оäинаково весоìыìи», то функöия g äоëжна
бытü сиììетри÷еской, так ÷то, в ÷астности, g(X) =
= g(X↑) = g(X↓). Функöия f ìожет заäаватüся ана-
ëити÷ески, аëãоритìи÷ески иëи иныìи способа-
ìи. Она ìожет бытü как оäнозна÷ной, так и ìно-
ãозна÷ной, и среäняя называется соответственно
оäнозна÷ной иëи ìноãозна÷ной. Аäекватный виä
среäней, т. е. тот конкретный виä функöии g, ко-
торуþ ìожно корректно приìенятü, зависит от ти-
па øкаëы, по которой произвоäиëисü изìерения
äëя поëу÷ения признака (1) [5].
Вна÷аëе рассìотриì сëу÷ай ка÷ественных äан-

ных, коãäа øкаëа поряäковая, а ìножество Φ = Φп
вкëþ÷ает все возрастаþщие непрерывные на Re
функöии:

Φп = {ϕ: x > y ⇒ ϕ (x) > ϕ (y); limx→aϕ(x) = ϕ(a)}.

Преобразования äанных (1) с у÷етоì ϕ ∈ ΦП со-
храняет их упоряäо÷ение: xi > xj ⇒ ϕ(xi) > ϕ(xj). По-
этоìу аäекватной среäней äëя поряäковой øкаëы
явëяется, наприìер, ìеäиана μX, которая опреäе-
ëяется с поìощüþ вариаöионноãо ряäа так: есëи
÷исëо n не÷етное, то ìеäиана равна öентраëüноìу
÷ëену ряäа: μX = ; есëи же ÷исëо n ÷етное,

то ìеäианой явëяется ëþбое ÷исëо, закëþ÷енное
ìежäу зна÷енияìи äвух öентраëüных ÷ëенов  и

, так ÷то ìеäиана оказывается ìноãозна÷ной

среäней.
Буäеì теперü поëаãатü, ÷то äанные (1) явëяþтся

коëи÷ественныìи, т. е. изìерения произвоäиëисü
в øкаëе интерваëов (Φ = Φи) иëи же øкаëе отно-
øений (Φ = Φо):

Φи = {ϕ: ϕ(x) = kx + l, k > 0}, 

Φo = {ϕ: ϕ(x) = kx, k > 0}.

Множество Φи состоит из всех возрастаþщих ëи-
нейных функöий, а ìножество Φo — из всех воз-
растаþщих ëинейных оäнороäных функöий. Дëя
таких äанных ìеäиана, разуìеется, тоже явëяется
аäекватной среäней. Боëее тоãо, зäесü в сëу÷ае ÷ет-
ноãо ÷исëа n äëя устранения ìноãозна÷ности ÷асто
за ìеäиану приниìаþт среäнþþ арифìети÷ескуþ
öентраëüных ÷ëенов  и  иëи же иное ÷ис-

ëо, ëежащее ìежäу ниìи [3].
В сëу÷аях, коãäа все ÷исëа в äанных (1) неотри-

öатеëüны, а øкаëа изìерений явëяется øкаëой от-
ноøений, на практике øироко приìеняется среä-
няя степенная

gs(X) = ,  s ≠ 0. (5)

Отìетиì сëеäуþщие свойства этой среäней [3]:

gs(X) непрерывна по совокупности переìенных

xi на  и непрерывна по s на Re, кроìе то÷ки
s = 0;

gs(X) возрастает по кажäой переìенной xi и воз-
растает по s, есëи не все xi равны;

справеäëивы форìуëы:

lims → –∞ gs(X) = mini ∈ N xi, lims → 0g
s(X) = ,

lims → +∞ gs(X) = maxi ∈ N xi, (6)
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⎛ ⎞

x n
2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞

x n
2
--- 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞

x n
2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞
x n

2
--- 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞

1
n
--- xi( )s

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/s

Re+
n

xi
i 1=

n

∏
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/n



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

5ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2020

ãäе N = {1, 2, ..., n}. Есëи äоопреäеëитü по непре-

рывности функöиþ gs(X) äëя s = 0, поëожив ее рав-
ной, с у÷етоì второãо равенства из (6), среäней

ãеоìетри÷еской g0(X) = , то функöия

gs(X) при изìенении s от –∞ äо +∞ буäет пробеãатü
все зна÷ения из интерваëа (mini ∈ N xi, maxi ∈ N xi).

При s = 1 среäняя степенная gs(X) оказывается

равной среäней арифìети÷еской g1(X) = xi,

которая опреäеëена и в тоì боëее общеì сëу÷ае,
коãäа ÷исëа xi в äанных (1) ìоãут иìетü ëþбой

знак. Среäнþþ арифìети÷ескуþ ìожно коррект-
но приìенятü, коãäа äанные (1) поëу÷ены изìере-
нияìи по øкаëе интерваëов.

2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎÐÈÈ 
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Теперü привеäеì необхоäиìые свеäения из те-
ории ìноãокритериаëüной оптиìизаöии [6]. Даëее
изëожение опирается на сëеäуþщуþ ìатеìати÷ес-
куþ ìоäеëü ситуаöии принятия реøения по n ≥ 2
критерияì:

〈V, f, R〉. (7)

Зäесü V — ìножество вариантов (äействий), иëи
стратеãий, пëанов, аëüтернатив (оно соäержит не
ìенее äвух вариантов); f = ( f1, f2, ..., fn) — вектор-
ный критерий, состоящий из n ÷астных критериев
fi: V → Zi, т. е. критерий fi — это функöия с об-

ëастüþ опреäеëения V и ÷исëовой обëастüþ зна÷е-
ний Zi ⊆ Re. Кажäый вариант v из ìножества V ха-
рактеризуется своей векторной оценкой y(v) = f(v) =
= (f1(v), f2(v), ..., fn(v)). Поэтоìу сравнение вариан-
тов по преäпо÷титеëüности своäится к сопоставëе-
ниþ их векторных оöенок. Множество всех век-
торных оöенок естü Z = Z1ЅZ2Ѕ ...ЅZn. Через Y
обозна÷ается ìножество äостижиìых векторных
оöенок, т. е. ìножество зна÷ений векторноãо кри-
терия: Y = f(V ) = {y ∈ Z|∃v ∈ V: y = f(v)}.
Преäпо÷тения ëиöа, приниìаþщеãо реøение

(ЛПР), ìоäеëируþтся на ìножестве Z при поìощи
отношения нестрогого предпочтения R, так ÷то yRz
озна÷ает, ÷то векторная оöенка y не ìенее преä-
по÷титеëüна, ÷еì оöенка z. Отноøение R явëяется
квазипорядком, т. е. оно рефëексивно и транзи-
тивно: верно yRy и (yRz, zRu) вëе÷ет yRu при ëþ-
бых y, z, u ∈ Z. Есëи найäутся äве векторные оöен-
ки y и z, несравниìые по R, т. е. äëя которых не-
верно ни yRz, ни zRy, то квазипоряäок называется

÷асти÷ныì, иëи несвязныì, в противноì сëу÷ае —
поëныì, иëи связныì.
Отноøение R порожäает отношение безразли-

чия I и (строãоãо) предпочтения P сëеäуþщиì об-
разоì: yIz ⇔ yRz ∧ zRy; yPz ⇔ yRz ∧ zRy (зäесü zRy
озна÷ает, ÷то zRy неверно). Отноøение R опре-
äеëяется составоì инфорìаöии о преäпо÷тениях
ЛПР. Записü yIz озна÷ает, ÷то векторные оöенки y
и z оäинаковы по преäпо÷титеëüности, иëи безраз-
ëи÷ны, а записü yPz озна÷ает, ÷то векторная оöен-
ка y преäпо÷титеëüнее, ÷еì оöенка z. Отноøение R,
заäанное на ìножестве Z поäхоäящиì реøаþщиì
правиëоì на основе иìеþщейся инфорìаöии Γ о

преäпо÷тениях ЛПР, обозна÷ается RΓ. Отноøе-

ния RΓ, IΓ и PΓ порожäаþт иìеþщие анаëоãи÷-
ный сìысë отноøения RΓ, IΓ и PΓ на ìножестве V:

vRΓw ⇔ f(v)RΓf(w), vIΓw ⇔ f(v)IΓf(w),

vPΓv ⇔ f(v)PΓf(w). (8)

(Достижиìая) векторная оöенка y* ∈ Y называ-

ется недоминируемой (по PΓ), есëи не существует
(äостижиìой) векторной оöенки y ∈ Y такой, ÷то

верно yPΓy*; в противноì сëу÷ае она — äоìиниру-

еìая (по отноøениþ PΓ векторной оöенкой y). Не-
äоìинируеìыì векторныì оöенкаì соответству-
þт неäоìинируеìые варианты: вариант v* неäо-
ìинируеì (по PΓ), есëи не существует варианта v

такоãо, ÷то верно vPΓv*. Пустü Y Γ и V Γ — ìножест-
ва неäоìинируеìых векторных оöенок и вариан-
тов соответственно. Лþбые äве неäоìинируеìые
векторные оöенки (неäоìинируеìые варианты) ëи-

бо безразëи÷ны, ëибо несравниìы. Множество Y Γ

(ìножество V Γ) называется внеøне устой÷ивыì,
есëи äëя всякой äоìинируеìой векторной оöенки y
(äоìинируеìоãо варианта v) найäется неäоìини-
руеìая векторная оöенка y* (неäоìинируеìый ва-

риант v*) такая (такой), ÷то верно y*PΓy (соответст-
венно v*PΓv). Оптиìаëüный (наиëу÷øий) вариант
наäëежит выбратü среäи ìножества неäоìинируе-
ìых вариантов, есëи оно внеøне устой÷иво.

Множества (y) = {z ∈ A|zRΓy} и (y) =

= {z ∈ A|yRΓz} называþтся соответственно верх-
ниì и нижниì срезаìи ìножества A ⊆ Z отноøе-

ниеì RΓ ÷ерез то÷ку y ∈ A. Есëи верхний срез ÷ерез
кажäуþ то÷ку y ∈ Y явëяется ìножествоì заìкну-
тыì и оãрани÷енныì, то ìножество неäоìиниру-

еìых векторных оöенок Y Γ не пусто и, боëее тоãо,
внеøне устой÷иво [7]. Поëезно иìетü в виäу, ÷то

есëи ìножество стратеãий V ⊂ Rem явëяется заìк-
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нутыì и оãрани÷енныì, а все критерии fi — непре-

рывные на V функöии, то и ìножество V Γ заìк-
нуто и оãрани÷ено.
Буäеì äаëее поëаãатü, ÷то преäпо÷тения ЛПР с

увеëи÷ениеì зна÷ений критериев fi убываþт, иëи,
иныìи сëоваìи, ÷то критерии жеëатеëüно ìини-

ìизироватü2. При отсутствии иной инфорìаöии о
преäпо÷тениях на ìножестве Z преäпо÷тения опи-

сывает отноøение Парето P ∅, опреäеëяеìое так:

yP ∅z ⇔ (yi ≤ zi, i = 1, 2, ..., n; y ≠ z). (9)

Отноøение R∅ опреäеëяется n нестроãиìи нера-

венстваìи из (9). Отноøение P ∅ порожäает на V

отноøение Парето P∅: vP∅w ⇔ f(v)P ∅f(w).

Неäоìинируеìые  по  P ∅ векторные  оöенки
(и неäоìинируеìые по соответствуþщеìу отно-
øениþ P∅ варианты) называþтся оптиìаëüныìи

по Парето и составëяþт ìножество Y ∅ (соответст-
венно V∅). Опреäеëение отноøения P∅ и ìноже-
ства V∅ корректно, äаже есëи кажäый критерий
иìеет своþ всеãо ëиøü поряäковуþ øкаëу: посëе
приìенения к критерияì fi соответствуþщих äо-
пустиìых преобразований ϕi (возрастаþщих на Re
непрерывных функöий) указанные отноøение и
ìножество не изìеняþтся.
Теперü преäпоëожиì, ÷то все критерии иìеþт

общуþ поряäковуþ øкаëу, так ÷то Z1 = Z2 = ... =

= Zn = Z0, и Z = . Рассìотриì сëу÷ай, коãäа все

критерии равноважны [8]. Пустü Π — ìножество
перестановок π = 〈π(1), π(2), ..., π(n)〉 ìножества
{1, 2, ..., n}. Критерии f1, f2, ..., fn называþтся рав-
новажными (иìеþщиìи оäинаковуþ важностü),
есëи оäинаковы по преäпо÷титеëüности всякая
векторная оöенки y и поëу÷енная из нее при по-
ìощи ëþбой перестановки π ∈ Π векторная оöен-
ка π(y) = (yπ(1), yπ(2), ..., yπ(n)). Инфорìаöиþ о тоì,
÷то все критерии равноважны, буäеì обозна÷атü

÷ерез E. Отноøение нестроãоãо преäпо÷тения RE

(квазипоряäок), порожäаеìое на Z такой инфор-
ìаöией, заäается сëеäуþщиì образоì:

yREz ⇔ найäутся такие перестановки π, ρ ∈ Π, ÷то

yπ(1) ≤ zρ(1), yπ(2) ≤ zρ(2), ..., yπ(n) ≤ zρ(n); (10)

при этоì yIEz, коãäа все n нестроãих неравенств

выпоëняþтся как равенства, и yPEz, коãäа хотя бы
оäно из неравенств явëяется строãиì. Эти отно-

øения порожäаþт, соãëасно выражениþ (8), соот-
ветствуþщие отноøения RE, IE и PE на ìножестве
вариантов V.
Сëеäуþщие равносиëüные утвержäения заäаþт

простые правиëа проверки справеäëивости выпоë-
нения соответствуþщих соотноøений (сì. выра-
жение (3)):

yREz ⇔ y(1) ≤ z(1), y(2) ≤ z(2), ..., y(n) ≤ z(n); 

yREz ⇔ y[1] ≤ z[1], y[2] ≤ z[2], ..., y[n] ≤ z[n]. (11)

И зäесü также справеäëивы заìе÷ания, анаëоãи÷-
ные привеäенныì сразу посëе выражения (10).

Отноøения PE и PE порожäаþт соответствуþ-

щие ìножества Y E и VE неäоìинируеìых соответ-

ственно по PE и PE векторных оöенок и вариантов.
Опреäеëения отноøений RE, PE, IE и ìножества VE

корректны, äаже есëи общая øкаëа критериев все-
ãо ëиøü поряäковая.
Заäанная на Z сиììетри÷еская функöия ψ(y)

называется возрастаþщей (неубываþщей, убываþ-

щей, невозрастаþщей) по PE, есëи из yPEz сëеäует
ψ(y) > ψ(z) (соответственно ψ(y) ≥ ψ(z), ψ(y) < ψ(z),

ψ(y) ≤ ψ(z)). Приìероì такой убываþщей по PE

функöии явëяется ψΣ(y) = yi, а невозрастаþ-

щей — функöия ψ♠(y|a) = minπ ∈ Πmaxi ∈ N{yπ(i) – ai},
ãäе a — произвоëüный вектор из Z.
Пустü y* — то÷ка ìиниìуìа функöии ψ(y), не-

убываþщей по PE на Z. Дëя тоãо, ÷тобы то÷ка y*

быëа неäоìинируеìой по PE, äостато÷но, ÷тобы

функöия ψ быëа убываþщей по PE иëи ÷тобы эта
то÷ка быëа еäинственной (с то÷ностüþ äо эквива-

ëентности IE) то÷кой ìиниìуìа указанной функ-

öии. Есëи y* — неäоìинируеìая по PE то÷ка, то
она явëяется еäинственной (с то÷ностüþ äо экви-

ваëентности IE) то÷кой ìиниìуìа функöии ψ♠(y|y*)
на Y, при÷еì этот ìиниìуì равен нуëþ. Сëеäо-

ватеëüно, все неäоìинируеìые по PE векторные
оöенки буäут найäены в резуëüтате реøения пара-

ìетри÷еской заäа÷и ìиниìизаöии функöии ψ♠(y|a)
äëя a ∈ Y (но при этоì ìоãут бытü выäеëены и äо-
ìинируеìые).
Выäеëитü оптиìаëüные варианты среäи неäо-

ìинируеìых по PE позвоëяет äопоëнитеëüная ин-
форìаöия о преäпо÷тениях, касаþщаяся, в ÷аст-
ности, возìожности взаиìной коìпенсаöии зна÷е-
ний критериев. Есëи увеëи÷ение боëüøих зна÷ений
оäних критериев не коìпенсируется уìенüøени-

2 Это сëеäует поìнитü при обращении к указанной в статüе
ëитературе, так как в ней преäпоëаãается, ÷то критерии жеëа-
теëüно ìаксиìизироватü.

Z0
n

i 1=

n

∑
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еì ìенüøих зна÷ений äруãих, то преäпо÷тения на
ìножестве Z описываþтся ëексикоãрафи÷ескиì

отноøениеì REL:

yRELz ⇔ (y[1] < z[1]) ∨ (y[1] = z[1], y[2] < z[2]) ∨ ... ∨
∨ (y[i] = z[i], i = 1, 2, ..., n), (12)

при÷еì yPELz верно, есëи посëеäние n равенств в

(12) не выпоëнены. Отноøение REL — поëный
квазипоряäок. Векторная оöенка y* ∈ Y оптиìаëü-

на по REL, есëи y*REy äëя ëþбой y ∈ Y. Отноøение

REL порожäает на V отноøение REL. Все оптиìаëü-
ные векторные оöенки (варианты) эквиваëентны

по IE (соответственно по IE) и неäоìинируеìы по

PE (по PE).

Пустü, наконеö, стаëо известно, ÷то общая øка-
ëа равноважных критериев явëяется øкаëой пер-
вой поряäковой ìетрики [9]. Это озна÷ает, ÷то ес-
ëи в произвоëüной векторной оöенке y, в которой
yi > yj, заìенитü yi на yi – δ, а yj — на yj + δ, ãäе
δ — поëожитеëüное ÷исëо такое, ÷то yi – δ ≥ yj + δ,
то поëу÷енная такиì образоì векторная оöенка z
буäет преäпо÷титеëüнее, ÷еì исхоäная y. Отноøе-

ние нестроãоãо преäпо÷тения REΔ, порожäаеìое
такой инфорìаöией на Z, заäается так [10, 11]:

yREΔz ⇔ (y[1] ≤ z[1], y[1] + y[2] ≤ z[1] + z[2], ..., 
y[1] + y[2] + ... + y[n] ≤ z[1] + z[2] + ... + z[n]). (13)

И зäесü справеäëивы заìе÷ания, анаëоãи÷ные
привеäенныì сразу посëе выражения (10).

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ 
ÊÀÊ ÍÅÄÎÌÈÍÈÐÓÅÌÛÕ ÒÎ×ÅÊ

Рассìотриì ìножество äанных X (сì. (1)).
Пустü х — произвоëüное фиксированное ÷исëо —
то÷ка на ÷исëовой пряìой Re. Уäаëенностü ее от
отäеëüной то÷ки xi из X ìожно оöенитü расстоя-
ниеì yi = |x – xi|. Тоãäа уäаëенностü х от совокуп-
ности всех то÷ек из X характеризуется вектороì
y = (y1, y2, ..., yn), составëенныì из таких расстоя-
ний. Еãо ìожно с÷итатü зна÷ениеì векторноãо кри-
терия f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)), ãäе fi(x) = |x – xi|.
Обëастüþ зна÷ений Z этоãо векторноãо критерия яв-

ëяется поëожитеëüный кваäрант  = [0, +∞)n —
ìножество векторов с неотриöатеëüныìи коìпо-
нентаìи, а ìножество зна÷ений Y = f(X) ⊂ Z ìожет
иìетü äовоëüно сëожнуþ конфиãураöиþ уже при
n = 3. Дëя сëу÷аев n = 2 и n = 3 оно изображено
на рис. 1 и 2.

По терìиноëоãии äифференöиаëüной ãеоìет-

рии [12] непрерывное отображение f: Re →  —
это параìетри÷еская кривая (параìетр x), и при-
тоì простая (так как отображение взаиìно-оäно-
зна÷ное). Проще ãоворя, Y = f(X) — (непрерывная)
кривая в ìноãоìерноì пространстве (без саìопе-
ресе÷ений).
Пустü на ìножестве Z заäано отноøение не-

строãо преäпо÷тения — ÷асти÷ный квазипоряäок

RΓ, ãäе Γ — инфорìаöия о преäпо÷тениях ЛПР,
касаþщаяся уäаëенности: есëи верно xPΓx', то то÷-
ка x бëиже к совокупности то÷ек X, ÷еì x'. Сëеäо-

Re+
n

Re+
n

Рис. 1. График множества векторных оценок Y

Рис. 2. График множества векторных оценок Y (X = {1, 2, 5}; чис-
ла у точек ломаной Y — значения x; на плоскости y10y2 — про-
екция Y )
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ватеëüно, на роëü наибоëее бëизких к X и преä-
ставëяþщих все ìножество X ìоãут претенäоватü
ëиøü те то÷ки, которые неäоìинируеìы по PΓ. Ес-

ëи ìножество таких то÷ек GΓ(X) внеøне устой÷и-
во, то все они буäут иìеноватüся ПН-среäниìи
(среäниìи по Поäиновскоìу — Неëþбину), а боëее
конкретно (äëя рассìатриваеìой инфорìаöии Γ)
и кратко — среäниìи по PΓ.

Утверждение 1. Средними по P∅ являются все
точки отрезка от x(1) = mini ∈ Nxi до x(n) = maxi ∈ Nxi,

т. е. G∅(X ) =  = [x(1), x(n)]. Это множество внеш-
не устойчиво. ♦
Доказатеëüство этоãо и сëеäуþщих утвержäе-

ний вынесено в Приëожение.
Такиì образоì, понятие среäних по P∅ оказы-

вается эквиваëентныì понятиþ среäних по Коøи.

На рис. 1 ìножество Y ∅ векторных оöенок среä-
них по P∅ — это оäин отрезок. На рис. 2 ìножество

Y ∅ состоит из äвух звенüев ëоìаной — от (0, 1, 4)
äо (1, 0, 3) и от (1, 0, 3) äо (4, 3, 0).

Множество G∅(X) иìеет о÷енü простуþ струк-
туру и заäается явно. Оäнако äëя äруãих отноøе-

ний PΓ cëожностü конфиãураöии ìножества Y Γ

привоäит к сëожности конфиãураöии и структуры

ìножества ПН-среäних GΓ(X), ÷то существенно
затруäняет еãо построение (сì. äаëее).
Отìетиì, ÷то есëи ϕ — возрастаþщая на Re+

функöия, то заìена исхоäных критериев fi(x) =
= |x – xi| на критерии ϕ(fi(x)) не изìеняет ìноже-

ство G∅(X). Наприìер, ìожно перейти к «ãëаäкиì»

критерияì fi(x) = (x – xi)
2.

4. ÑÐÅÄÍÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ 
ÏÐÈ ÐÀÂÍÎÂÀÆÍÛÕ ÊÐÈÒÅÐÈßÕ

Даëее буäеì поëаãатü, ÷то все критерии иìеþт
равнуþ важностü (инфорìаöия E). В этоì сëу÷ае
уäаëенностü то÷ки x от ìножества X оöенивается

отноøениеì RE на Ren, которое опреäеëяется со-
ãëасно соотноøенияì (11) кажäыì из äвух равно-
сиëüных правиë:

xREx' ⇔ f(1)(x) ≤ f(1)(x' ), 
f(2)(x) ≤ f(2)(x'), ..., f(n)(x) ≤ f(n)(x');

xREx' ⇔ f[1](x) ≤ f[1](x'), 
f[2](x) ≤ f[2](x'), ..., f[n](x) ≤ f[n](x'), (14)

ãäе fi(x) = |x – xi|. ПН-среäниìи (по RE), составëя-

þщиìи GE(X), зäесü явëяþтся неäоìинируеìые
по PE то÷ки ÷исëовой пряìой.

Утверждение 2. Множество GE(X) ⊆ G∅(X) = 
и внешне устойчиво. ♦
Отìетиì, ÷то есëи ϕ — возрастаþщая на Re+

функöия, то заìена исхоäных критериев fi(x) на
критерии ϕ(fi(x)) не изìеняет отноøение RE и ìно-

жество GE(X).
Пример 1. Нетруäно понятü, ÷то при n = 2 ëþбые äве

разëи÷ные то÷ки из  несравниìы по отноøениþ PE и

поэтоìу иìеет ìесто равенство GE(X) = . Заìетиì, ÷то

верхние срезы  отноøениеì PE не выпукëы (рис. 3).

Пример 2. Пустü n = 3 и X = {1, 2, 5}. Зäесü GE(X) =

= [1,5; 3]. На рис. 2 ìножество Y E состоит из äвух зве-
нüев ëоìаной — от (1/2, 1/2, 3 1/2) äо (1, 0, 3) и от
(1, 0, 3) äо (2, 1, 2). ♦
В этих äвух приìерах структура ìножества

GE(X) проста — это оäин отрезок. Оäнако при
боëüøих зна÷ениях n это ìножество ìожет преä-
ставëятü собой объеäинение нескоëüких проìе-
жутков, ãраниöы которых ìоãут иì не принаäëе-
жатü! Это — сëеäствие невыпукëости и заìкнутос-

ти верхних срезов  отноøениеì PE.
Пример 3. При n = 6 иìееì:

GE({10, 11, 15, 61, 107, 110}) =
= [10,5; 83) ∪ (83,5; 84,5) ∪ (106,5; 109);

GE({10, 11, 40, 55, 70, 110}) =
= [10,5; 18) ∪ (18; 67,5) ∪ (68; 75);

GE({10, 57, 61, 64, 109, 110}) =
= (56,5; 57,5) ∪ (58,5; 88,5) ∪ (108; 109,5]. ♦

Приìеры 2 и 3 иëëþстрируþт и сëеäуþщее
Утверждение 3. Если x(i) и x(i + 1) — два нерав-

ных смежных члена вариационного ряда с мини-
мальным расстоянием x(i) – x(i + 1) между ними и
такой интервал единствен, то их середина — точка

xc = 1/2(x(i) + x(i + 1)) входит в состав GE(X); при этом
если x(i) есть x(1) (соответственно x(i + 1) есть x(n)),

X

X

X

X

Re+
n

Рис. 3. График множества векторных оценок Y E

Re+
n
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то xc — это левая (соответственная правая) точка

множества GE(X). ♦
Не при всякоì зна÷ении параìетра s среäняя

степенная gs(X) (сì. форìуëу (5)) явëяется и среä-

ней по PE, есëи x(1) ≠ x(n) и (x(1), x(n)) ⊄ GE(X), ибо

проäоëженная по непрерывности функöия gs(X)
при возрастании s на Re пробеãает все зна÷ения из
интерваëа (x(1), x(n)) (сì. § 2). Оäнако справеäëиво

Утверждение 4. Средняя арифметическая явля-
ется и средней по PE, т. е. g1(X) ∈ GE(X). ♦
Пример 4. Соãëасно приìеру 3 äëя X = {10, 57, 61, 64,

109, 110} иìееì: GE(X) = (56,5; 57,5) ∪ (58,5; 88,5) ∪ (108;

109,5]: зäесü среäняя ãеоìетри÷еская g0(X) = 54,66 ∉ GE(X)

и среäняя ãарìони÷еская g–1(X) = 35,75 ∉ GE(X), но, ко-

не÷но, g1(X) = 68,5 ∈ GE(X). В приìере 2 äëя X = {1, 2, 5}

иìееì GE(X) = [1,5; 3]; зäесü среäняя кваäрати÷еская

g2(X) = 3,162 ∉ GE(X), но g1(X) = 2,67 ∈ GE(X).
Утверждение 5. Медиана является и средней по

PE, т. е. при нечетном n, когда медиана одно-

значна, верно μ(X) =  ∈ GE(X), а при нечет-

ном n, когда медиана многозначна, верно μ(X) =

= [ , ] ⊆ GE(X). ♦

Это утвержäение иëëþстрируþт приìеры 2 и 3.

5. ÑÐÅÄÍÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ ÏÐÈ ÐÀÂÍÎÂÀÆÍÛÕ ÊÐÈÒÅÐÈßÕ 
È ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ ÊÎÌÏÅÍÑÀÖÈÈ ÓÄÀËÅÍÍÎÑÒÅÉ

Пустü увеëи÷ение уäаëенности то÷ки x от оäних
то÷ек xi не коìпенсируется уìенüøениеì ее уäа-
ëенности от äруãих. В этоì сëу÷ае äëя опреäеëения
ПН-среäних ìожно воспоëüзоватüся отноøениеì
REL, заäаваеìыì на X правиëоì соãëасно отноøе-
ниþ (12):

xRELx' ⇔ [f[1](x) < f[1](x')] ∨ [f[1](x) = f[1](x'), 
f[2](x) < f[2](x')] ∨ ... ∨ [f[i](x) = f[i](x'), 

i = 1, 2, ..., n]. (15)

Поскоëüку расстояние от сереäины отрезка  —

то÷ки xc = 1/2(x[1] + x[n]) — äо кажäой из äвух край-
них то÷ек ìножества X равно d = 1/2(x[1] – x[n]), а
äëя ëþбой äруãой то÷ки x расстояние äо оäной из

крайних то÷ек боëüøе, ÷еì d, то то÷ка xc явëяется

оптиìаëüной по RE, т. е. верно x
cRELx. Сëеäова-

теëüно, xc явëяется оäнозна÷ной среäней по REL и

GEL(X) = {xc}. Так как PEL ⊃ PE, то x
c ∈ GE(X), т. е.

в ÷исëо среäних по RE всеãäа вхоäит сереäина от-

резка .

6. ÑÐÅÄÍÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ ÏÐÈ ÐÀÂÍÎÂÀÆÍÛÕ ÊÐÈÒÅÐÈßÕ 
ÑÎ ØÊÀËÎÉ ÏÅÐÂÎÉ ÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÌÅÒÐÈÊÈ

Буäеì рассìатриватü сëу÷ай, коãäа векторная
оöенка z, поëу÷енная из произвоëüной векторной
оöенки y, в которой yi > yj, заìеной yi на yi – δ и
yj на yj + δ, ãäе δ — поëожитеëüное ÷исëо такое, ÷то
yi – δ ≥ yj + δ, буäет преäпо÷титеëüнее, ÷еì исхоä-
ная y в тоì сìысëе, ÷то она, как боëее «сконöен-
трированная», с÷итается боëее поäхоäящей äëя
роëи среäней (такая инфорìаöия буäет обозна-
÷атüся буквой Δ). Это озна÷ает (сì. § 2), ÷то общая
øкаëа равноважных критериев явëяется øкаëой
первой поряäковой ìетрики. Отноøение нестро-
ãоãо преäпо÷тения REΔ, порожäаеìое совокупной

инфорìаöией E и Δ на Ren, заäается, соãëасно от-
ноøениþ (13), такиì реøаþщиì правиëоì:

xREΔx' ⇔ [f[1](x) ≤ f[1](x'), f[1](x) + f[2](x) ≤ f[1](x') +
+ f[2](x'), ..., f[1](x) + f[2](x) + ... + f[n](x) ≤ f[1](x') +

+ f[2](x') + ... + f[n](x')]. (16)

ПН-среäниìи зäесü явëяþтся то÷ки, неäоìини-

руеìые по PEΔ. Так как PEΔ ⊃ PE, то G
E(X) ⊇ GEΔ(X).

Отìетиì, ÷то верхние срезы  отноøениеì PEΔ —
выпукëые ìножества (рис. 4).

Так как PEL ⊃ PEΔ, то G
E(X) ⊇ GEL`(X) = {xc}.

Утверждение 6. Средняя арифметическая явля-

ется и средней по PEΔ, т. е. g1(X) ∈ GEΔ(X).
Утверждение 7. При нечетном n, когда медиана

однозначна, она является и средней по PEΔ, т. е. вер-

но μ(X) ∈ GEΔ(X); при четном n, когда медиана мно-

гозначна, верно лишь μ(X) ∩ GEΔ(X) ≠ ∅.
Пример 5. При n = 5 äëя X = {1, 2, 3, 5, 11} иìееì

GEΔ(X) = [3; 6], μ(X) = 3, g1(X) = 4,4. При n = 4 äëя

x n 1+
2

------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

x n
2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞
x n

2
--- 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞

X

X Рис. 4. График множества векторных оценок Y ED

Re+
n
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X = {10, 11, 12, 110} иìееì GEΔ(X) = [11,5; 60], μ(X) =

= [11; 12], g1(X) = 35,75, а äëя X = {10, 11, 20, 110} иìееì

GEΔ(X) = [15,5; 60], μ(X) = [11; 20], g1(X) = 35,75. ♦
Ввеäеì в рассìотрение функöии

σk(x) = f[i](x),  k = 1, 2, ..., n. (17)

Утверждение 8. Функции (17) являются выпук-
лыми кусочно-линейными, их графики — ломаные ли-
нии. ♦
С поìощüþ функöий (17) реøаþщее правиëо

(16) ìожно переписатü в такоì виäе:

xREΔx' ⇔ σk(x) ≤ σk(x'),  k = 1, 2, ..., n. (18)

Заìетиì, ÷то, соãëасно реøаþщеìу правиëу
(18), отноøение REΔ ìожно с÷итатü отноøениеì
Парето (отноøениеì покоìпонентноãо нестро-
ãоãо äоìинирования) по векторноìу критериþ

σ(x) = (σ1(x), σ2(x), ..., σn(x)), и ìножество G
EΔ(X)

с÷итатü ìножествоì Парето äëя векторноãо кри-
терия σ(x).
Обозна÷иì обëасти ìиниìаëüных зна÷ений

выпукëых кусо÷но-ëинейных функöий σk(x) ÷ерез
Mk = {x: σk(x) = minσk(x)}. Эти обëасти явëяþтся от-
резкаìи Mk = [ak, bk] (но некоторые отрезки стяãи-
ваþтся в оäну то÷ку). Пустü α = minkbk, β = maxkak.
Так как ìиниìуì функöии σ1(x) = f[1](x) всеãäа

äостиãается тоëüко в сереäине отрезка  — то÷ке

xc = 1/2(x(1) + x(n)), то M1 = {xc}. Поэтоìу верны со-

отноøения: α = minkbk ≤ b1 = xc = a1 ≤ maxkak = β,
так ÷то α ≤ β.
Сëеäуþщее утвержäение показывает, ÷то струк-

тура ìножества GEΔ(X) совсеì простая.

Утверждение 9. Множество GEΔ(X) внешне ус-
тойчиво и является отрезком [α, β].
Пример 6. При n = 2 ìножество GEΔ(X) состоит из оä-

ной то÷ки xc (сì. рис. 4—6).
Пример 7. При n = 5 äëя X = {1, 2, 7, 8, 11} ãрафики

функöий y = σk(x) преäставëены на рис. 7. Он показы-
вает, ÷то зäесü M1 = {6}, M2 = [4,5; 6,5], M3 = {5}, M4 =

= [4,5; 7,5], M5 = {7}, α = 5, β = 7. Поэтоìу GEΔ(X) = [5; 7].

Пример 8. При n = 3 äëя X = {1, 2, 5} иìееì: GEΔ(X) =

= [2; 3] ⊂ GE(X) = [1,5; 3].

При n = 5 äëя X = {1, 2, 5, 9, 11} иìееì: GEΔ(X) =

= [5; 6] ⊂ GE(X) = [1,5; 7,5) ∪ (8,5; 9,5).
При n = 6 äëя X = {10, 11, 15, 61, 107, 110} иìееì:

GEΔ(X) = [38; 60] ⊂ GE(X) =
= [10,5; 83) ∪ (83,5; 84,5) ∪ (106,5; 109).

7. Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Дëя построения ìножества GE(X) ìожно вос-
поëüзоватüся известныìи в теории ìноãокрите-
риаëüной оптиìизаöии поäхоäящиìи ìетоäаìи

i 1=

k

∑

Рис. 5. Графики функций y = f1(x) и y = f2(x) на X

X

Рис. 6. Графики функций y = s1(x) и y = s2(x) на X

Рис. 7. Графики функций sk(x)
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построения ìножеств неäоìинируеìых вариантов
[6, 8], основанных на приìенении сеìейств функ-
öий, возрастаþщих (убываþщих) иëи хотя бы не
убываþщих (не возрастаþщих) по PE. Наприìер,
ìожно реøатü параìетри÷ескуþ заäа÷у ìиниìи-

заöии на X функöии оäной переìенной ψ♠(f(x)|c) =
= minπ ∈ Πmaxi ∈ N{fπ(i)(x) – ci}, варüируя векторный

параìетр c ∈ f( ). Оäнако уже при «не о÷енü боëü-
øоì» коëи÷естве то÷ек n ÷исëо n! ÷ëенов в этой
функöии, среäи которых ищется ìаксиìуì, стано-
вится сëиøкоì боëüøиì.
У÷итывая оäноìерностü ìножества X, ìожно

пойти äруãиì путеì: построитü равноìернуþ сет-
ку с «небоëüøиì» øаãоì h, покрываþщуþ ìно-

жество , и искатü неäоìинируеìые по PE то÷ки
среäи узëов этой сетки пряìыì перебороì (с по-
ìощüþ известных приеìов сокращения объеìа
перебора [13]). Шаã сетки зависит от требуеìой
то÷ности рас÷етов и ìожет уìенüøатüся в проöес-
се их провеäения при реøении заäа÷и построения

GE(X). Иìенно при поìощи такоãо способа нахо-

äиëисü ìножества GE(X) в приìерах 2 и 3.
Пример 9. Покажеì вкратöе, как ìожно реøитü за-

äа÷у построения GE(X) äëя X = {1, 2, 5, 9, 11}. Рас÷еты
на коìпüþтере с постепенныì уìенüøениеì øаãа сетки
äаëи сëеäуþщие резуëüтаты построения ìножества не-
äоìинируеìых то÷ек:

Шаг h = 1: [2; 7] ∪ [9; 9].
Шаг h = 0,1: [1,5; 7,4] ∪ [8,6; 9,4].
Шаг h = 0,01: [1,50; 7,49] ∪ [8,51; 9,49].
Шаг 0,001: [1,500; 7,499] ∪ [8,501; 9,499].
Шаг 0,0001: [1,5000; 7,4999] ∪ [8,5001; 9,4999].
При переборе с øаãоì 0,01 быëо выяснено, ÷то то÷-

ка 4,5 äоìинирует наä то÷каìи 7,5 и 8,5, а то÷ка 2,5 äо-
ìинирует наä то÷кой 9,5. Поэтоìу, с у÷етоì утвержäе-

ния 2, принято GE(X) = [1,5; 7,5) ∪ (8,5; 9,5). ♦
Отìетиì еще сëеäуþщее утвержäение, которое

ìожет оказатüся поëезныì при построении GE(X).
Утверждение 10. Если все исходные точки мно-

жества расположены в узлах равномерной сетки, то
для проверки принадлежности к средним по RE лю-

бого узла этой сетки достаточно сравнить его век-
торную оценку с векторными оценками остальных
узлов этой сетки. ♦
Заìетиì, ÷то такуþ равноìернуþ сетку всеãäа

ìожно построитü, есëи коорäинаты всех то÷ек ìно-
жества — раöионаëüные ÷исëа (а на практике —
öеëые ÷исëа иëи äесяти÷ные äроби).

Дëя нахожäения ìножества GEΔ(X) ìожно
воспоëüзоватüся анаëоãоì описанноãо выøе ìе-
тоäа, основанноãо на приìенении равноìерной
сетки: построитü при ее поìощи ãрафики функöий
y = σk(x), а затеì выäеëитü отрезок [α, β] (сì. ут-
вержäение 9).

8. Î ÑÐÀÂÍÅÍÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÐÅÄÍÈÕ
ÏÎ ÂÅËÈ×ÈÍÅ

Практи÷ески важно уìение сравниватü среä-
ние, поëу÷енные при изìерениях по оäной и той
же øкаëе, по веëи÷ине. Дëя оäнозна÷ных среäних
такой вопрос не стоит, так как сравнение äвух
среäних своäится просто к сопоставëениþ äвух ÷и-
сеë. Мноãозна÷ные среäние в статистике обы÷но
«уто÷няþт», заìеняя оäниì ÷исëоì (приìер — ìе-
äиана äëя не÷етноãо ÷исëа n).
При сëожной структуре ìножеств среäних

GΓ(X') и GΓ(X'') äëя реøения вопроса их сравнения
ìожно воспоëüзоватüся иäеяìи вероятностноãо,
иëи стохасти÷ескоãо äоìинирования [14]. Буäеì
поëаãатü, ÷то все то÷ки ìножества ПН-среäних

оäинаково зна÷иìы. Дëиной DΓ(X) ìножества

GΓ(X), состоящеãо из l непересекаþщихся непус-

тых интерваëов с конöаìи x1, x2; x3, x4; ...; x2l – 1, x2l

буäеì называтü суììу äëин всех этих интерваëов:

DΓ(X) = |x2k – x2k – 1|. Дëиной (X) ÷асти этоãо

ìножества, ëежащей правее то÷ки x, буäеì назы-
ватü суììу составëяþщих еãо (÷асти) оäноãо ин-
терваëа и всех äруãих интерваëов, ëежащих правее

нее. Относитеëüная äëина (X) поëу÷ается нор-

ìировкой: (X) = (X): DΓ(X).

Буäеì с÷итатü, ÷то среäняя GΓ(X') не ìенüøе

среäней GΓ(X'') и писатü GΓ(X')  GΓ(X''), есëи

(X') ≥ (X'') при кажäоì x ∈ Re. Есëи при этоì

неравенство буäет строãиì хотя бы при оäноì
x ∈ Re, то первая среäняя боëüøе второй. Ввеäен-
ное указанныì образоì отноøение «бытü не ìенü-
øе» явëяется ÷асти÷ныì квазипоряäкоì, а отно-
øение «бытü боëüøе» обозна÷ается P и явëяется
строãиì ÷асти÷ныì поряäкоì (оно иррефëексив-
но и транзитивно). Посëеäнее отноøение явëяет-
ся, по существу, отноøениеì вероятностноãо äо-
ìинирования, иëи стохасти÷ескоãо äоìинирова-

ния первоãо поряäка3 [13].

Пример 10. Пустü GE(X') = [1; 2) ∪ (5; 8), GE(X'') =

= [1,5; 4,5] ∪ (8; 9]. Графики функöий (X') и (X'')

преäставëены на рис. 8. Поскоëüку ни оäин из этих ãра-
фиков не ëежит поä äруãиì, то рассìатриваеìые среä-
ние не сравниìы по , т. е. это отноøение не позвоëяет

X

X

3 Справеäëиво равенство (X) = 1 – F(x), ãäе F(x) — фун-

кöия распреäеëения вероятностей сëу÷айной веëи÷ины с пос-
тоянной пëотностüþ вероятности 1/DΓ(X) на GΓ(X).

k 1=

l

∑ Dx
Γ

dx
Γ

dx
Γ Dx

Γ

dx
Γ dx

Γ

dx
Γ

dx
E dx

E
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утвержäатü, ÷то оäна из среäних боëüøе äруãой иëи же
÷то они равны. ♦
Отноøение  явëяется сëабыì в тоì сìысëе,

÷то реäко позвоëяет сравнитü по веëи÷ине ìно-
жественные среäние. Воспоëüзовавøисü иäеяìи
стохасти÷ескоãо äоìинирования второãо поряäка,
отноøение  ìожно расøиритü, но практи÷ески
это не о÷енü эффективно.
Можно, разуìеется, «сжатü» ìножественные

среäние äо оäнозна÷ных. Но при этоì буäет поте-
ряно ìноãо инфорìаöии, т. е. резуëüтаты сравне-
ния буäут весüìа ãрубыìи. Наприìер, среäнþþ

GΓ(X), состоящуþ из l непересекаþщихся непус-

тых интерваëов с конöаìи x1, x2; x3, x4; ...; x2l – 1, x2l,
ìожно преäставитü оäной то÷кой — öентроì тя-

жести этих интерваëов xΓ(X).
Пример 11. Дëя среäних из приìера 8 иìееì:

xE(X') = (1,5•1 + 6,5•3)/4 = 4,875; 

xE(X'') = (3•3 + 8,5•1)/4 = 4,375.

Поскоëüку 4,875 > 4,375, то, соãëасно рассìатривае-

ìоìу поäхоäу, сëеäует принятü, ÷то среäняя GE(X') боëü-

øе, ÷еì среäняя GE(X''). ♦

Поëезно иìетü в виäу, ÷то есëи GΓ(X') P GΓ(X''),

то xΓ(X') > xΓ(X'') (сì. [13]).

Сравниватü среäние GEΔ(X') и GEΔ(X'') проще,

÷еì среäние GE(X') и GE(X''), так как первые всеãäа
явëяþтся отрезкаìи [α', β'] и [α'', β''] соответствен-

но. Поскоëüку ãрафик функöии (X) — ëоìаная

с оäниì у÷асткоì [α, β] убывания от 1 äо 0, то

GEΔ(X') ⊆ GEΔ(X'') верно тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
α' ≥ α'' и β' ≥ β''.

9. ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈß

Выøе рассìатриваëасü пробëеìа опреäеëения
среäних äëя то÷ек на пряìой. Оäнако преäëожен-
ный поäхоä к опреäеëениþ ПН-среäних о÷евиä-

ныì образоì распространяется и на боëее общие
сëу÷аи.
Пустü, наприìер, x1, x2, ..., xn — то÷ки в m-ìер-

ноì евкëиäовоì пространстве Em. Тоãäа бëизостü
то÷ки x к совокупности указанных n то÷ек ìожно
характеризоватü зна÷ениеì векторноãо критерия
f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)), ãäе fi(x) = d(x, xi) — рас-
стояние ìежäу то÷каìи x и xi. А äаëее ìожно фор-
ìуëироватü опреäеëения ПН-среäних впоëне ана-
ëоãи÷но преäëоженныì выøе äëя оäноìерноãо
сëу÷ая. Оäнако свойства среäних и ìетоäы пост-
роения ìножеств среäних зäесü оказываþтся бо-
ëее сëожныìи. Рассìотрение этих вопросов вы-
хоäит за раìки äанной статüи. Отìетиì ëиøü, ÷то
среäние по P∅ образуþт выпукëуþ обоëо÷ку за-
äанных n то÷ек.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëоженные новые понятия среäних осно-
ваны на еäинообразноì поäхоäе, опираþщеìся
на иäеи ìноãокритериаëüной оптиìизаöии, и не
преäпоëаãаþт наëи÷ие у искоìых среäних некото-
рых априорных свойств (÷то типи÷но при кëасси-
÷ескоì поäхоäе к выбору среäних в статистике и
иноãäа ìожет затруäнятü выбор среäней в конк-
ретной заäа÷е [3]), но испоëüзуþт свеäения о преä-
по÷титеëüности тех иëи иных ìер уäаëенности
ìежäу вектораìи — зна÷енияìи векторноãо кри-
терия, состоящеãо из расстояний от текущей то÷ки
äо кажäой из заäанных.
Оказаëосü, ÷то такие среäние явëяþтся ìно-

жественныìи, при÷еì ìножества некоторых среä-
них ìоãут иìетü äостато÷но сëожнуþ структуру.
Это затруäняет построение ìножеств среäних äëя
выборок боëüøоãо разìера (при боëüøоì ÷исëе n),
но при совреìенноì уровне развития вы÷исëи-
теëüной техники и инфорìаöионных техноëоãий
явëяется эффективно преоäоëиìыì затруäнениеì.
Преäëоженные среäние преäставëяþтся поëез-

ныì äопоëнениеì (но, разуìеется, не аëüтерна-
тивой) к арсенаëу известных в статистике среä-
них веëи÷ин, но ìоãут испоëüзоватüся и саìосто-
ятеëüно.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 1. Рассìотриì äве

то÷ки x' и x'' из отрезка . Понятно, ÷то найäутся то÷ки
x[i] и x[j] такие, ÷то оäна из них буäет бëиже к то÷ке x', а

äруãая — к то÷ке x''. Сëеäоватеëüно, неверно ни x'P∅x'',

ни x''P∅x'. Пустü теперü x < x[1]. Тоãäа расстояние от то÷-
ки x äо ëþбой то÷ки xi буäет боëüøе, ÷еì от x[1] äо xi, и

Рис. 8. Графики функций (X') и (X'')dx
E dx

E

dx
EΔ

X
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поэтоìу x[1]P
∅x. Анаëоãи÷ное рассужäение показывает,

÷то есëи x > x[n], то x[n]P
∅x. Такиì образоì, выяснено,

÷то ìножество GΓ(X) =  и внеøне устой÷иво.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 2. Поскоëüку

P∅ ⊂ PE, то G
E(X) ⊆ G∅(X) = . Критерии f(x) — непре-

рывные функöии, а ìножество  заìкнуто и оãрани÷е-

но. Поэтоìу ìножество GE(X) непусто и внеøне устой-
÷иво [8].

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 3. Дëя то÷ки xc

зна÷ения первых äвух критериев f(1)(x
c) и f(2)(x

c) явëя-
þтся ìиниìаëüно возìожныìи среäи f(1)(x) и f(2)(x)

äëя всех x ∈ : есëи äëя некотороãо x' окажется, ÷то
f(1)(x) < f(1)(x') иëи же f(2)(x) < f(2)(x'), то тоãäа буäет со-
ответственно f(2)(x) > f(2)(x') иëи же f(1)(x) > f(1)(x'). Поэ-
тоìу есëи рассìатриваеìый интерваë ìиниìаëüной äëи-

ны еäинствен, то xc ∈ GE(X). Преäпоëожиì, ÷то x(i) = x(1),
так ÷то x(i + 1) = x(2). Тоãäа то÷ка x(2) + ε, ãäе 0 < ε < δ/2
буäет äоìинироватü по PE наä то÷кой x(2) – ε, так как все
остаëüные то÷ки из X ëежат правее, а потоìу и äаëüøе

от x(2). Поэтоìу то÷ка x
c буäет ëевой ãраниöей ìноже-

ства GE(X). Анаëоãи÷ные рассужäения показываþт, ÷то

есëи x(i) = x(n – 1) и x(i + 1) = x(n), то то÷ка x
c буäет правой

ãраниöей ìножества GE(X).
Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 4. Функöия

ψ(y) = yi явëяется сиììетри÷еской и возрастает по

кажäой переìенной yi на , а потоìу убывает по PE.

Поэтоìу то÷ка ìиниìуìа на  непрерывной функöии

ψ(f(x)) = fi(x), ãäе fi(x) = |x – xi|
2 = (x – xi)

2, явëяется

неäоìинируеìой по PE. Но эта функöия, соãëасно из-
вестноìу в ìатеìати÷еской статистике свойству äиспер-

сии [3], иìеет еäинственнуþ то÷ку ìиниìуìа x = g1(X).
Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 5. Функöия

ψ(y) = yi явëяется сиììетри÷еской и возрастает по

кажäой переìенной yi на , а потоìу убывает по PE.

Поэтоìу то÷ка ìиниìуìа на  непрерывной функöии

ψ(f(x)) = fi(x), ãäе fi(x) = |x – xi|, явëяется неäоìини-

руеìой по PE. Но äëя этой функöии, как известно из ìа-
теìати÷еской статистики [3], то÷ки ìиниìуìа составëя-
þт ìеäиану μ(X).

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 6. Функöия

ψ(y) = yi явëяется суììой оäинаковых возрастаþ-

щих (не строãо) выпукëых функöий и потоìу оказыва-

ется невозрастаþщей по PEΔ. Поэтоìу еäинственная

то÷ка ìиниìуìа x = g1(X) на  непрерывной функöии

ψ(f(x)) = fi(x), ãäе fi(x) = (x – xi)
2, явëяется неäоìи-

нируеìой по PEΔ.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 7. При äоказа-
теëüстве преäыäущеãо утвержäения быëо выяснено, ÷то

функöия ψ(y) = yi явëяется невозрастаþщей по P
EΔ.

Поэтоìу, по крайней ìере оäна то÷ка ìиниìуìа на 

непрерывной функöии ψ(f(x)) = fi(x), ãäе fi(x) = |x – xi|,

среäи всех ее то÷ек ìиниìуìа, которые образуþт за-
ìкнутое и оãрани÷енное ìножество — отрезок μ(X), яв-
ëяется неäоìинируеìой по PEΔ. Наприìер, неäоìини-
руеìой по PEΔ буäет то÷ка ìиниìуìа на μ(X) функöии

ψ2(f(x)) = (x).

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 8. Заìетиì сна÷а-
ëа, ÷то äëя произвоëüных зна÷ений x ∈ Re и k ∈ {1, ..., n}
суììа σk(x) вкëþ÷ает в себя расстояния от то÷ки x äо l(x)
крайних сëева (на ÷исëовой оси) и äо r(x) крайних спра-
ва то÷ек ìножества X. При этоì ÷исëа l(x) и r(x) — öе-
ëые, неотриöатеëüные, в суììе равные k. Поэтоìу ìож-
но записатü

σk(x) = (x – x(i)) + (x[i] – x) =

= x(l(x) – r(x)) – x(i) + x[i]. (П1)

Дëя äоказатеëüства выпукëости функöий σk(x) äо-
стато÷но показатü, ÷то äëя ëþбоãо ÷исëа a > 0 выпоë-
няется неравенство F(x, a, k) = 2σk(x) – σk(x – a) –
– σk(x + a) ≤ 0.

Обозна÷иì äëя краткости l = l(x), r = r(x), l– = l(x – a),

r– = r(x – a), l+ = l(x + a), r+ = r(x + a). Межäу этиìи
÷исëаìи äоëжны выпоëнятüся соотноøения:

l + r = l– + r– = l+ + r+ = k, 

l– ≤ l ≤ l+, r+ ≤ r ≤ r–. (П2)

Поäставиì выражения суìì (П1) äëя x, x – a и x + a
в F(x, a, k) и преобразуеì с у÷етоì соотноøений (П2):

F(x, a, k) = 2x(l – r) – 2 x(i) + 2 x[i] –

– (x – a)(l– – r–) + x(i) – x[i] – (x + a)(l+ – r+) +

+ x(i) – x[i] = x(2l – 2r – l– + r– – l+ + r+) +

+ a(l– – r– – l+ + r+) – x(i) + x(i) +
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+ x[i] – x[i] = (x – a – x(i)) –

– (x + a – x(i)) + (x[i] – x – a) –

– (x[i] – x – a). (П3)

Сопоставиì первуþ и ÷етвертуþ суììу в поëу÷ив-
øеìся выражении (П3). Из соотноøений (П2) сëеäует,

÷то ÷исëо сëаãаеìых в этих суììах оäинаково: l – l– =

= r– – r. Кажäое сëаãаеìое в ÷етвертой суììе естü рас-

стояние от то÷ки x – a äо то÷ек x[i], i = r + 1, ..., r–. Эти

расстояния вхоäят в суììу σk(x – a) и поэтоìу äоëжны

бытü не ìенüøе зна÷ения f[k](x – a) ≥ 0. Кажäое сëаãа-

еìое в первой суììе ëибо явëяется расстояниеì то÷ки

x – a äо то÷ек x(i), i = l– + 1, ..., l, ëибо вообще отриöа-

теëüное. Эти расстояния, наоборот, не вхоäят в суììу
σk(x – a) и поэтоìу äоëжны бытü не боëüøе зна÷ения

f[k](x – a). Из всеãо этоãо äеëаеì вывоä, ÷то

(x – a + x(i)) – (x[i] – x + a) ≤ 0. (П4)

Анаëоãи÷но сопоставиì вторуþ и третüþ суììу в вы-
ражении П(3). Из соотноøений (П2) сëеäует, ÷то ÷исëо

сëаãаеìых в этих суììах оäинаково: l+ – l = r – r+. Каж-
äое сëаãаеìое во второй суììе естü расстояние от то÷-

ки x + a äо то÷ек x(i), i = l + 1, ..., l+. Эти расстояния

вхоäят в суììу σk(x + a) и поэтоìу äоëжны бытü не

ìенüøе зна÷ения f[k](x + a) ≥ 0. Кажäое сëаãаеìое в тре-

тüей суììе ëибо явëяется расстояниеì то÷ки x + a äо то-

÷ек x[i], i = r+ + 1, ..., r, ëибо вообще отриöатеëüное. Эти

расстояния, наоборот, не вхоäят в суììу σk(x + a) и по-

этоìу äоëжны бытü не боëüøе зна÷ения f[k](x + a). Из

всеãо этоãо äеëаеì вывоä, ÷то

– (x + a – x(i)) + (x[i] – x – a) ≤ 0. (П5)

Поäставëяя форìуëы (П4) и (П5) в выражение (П3),
поëу÷аеì, ÷то F(x, a, k) ≤ 0. Выпукëостü функöий σk(x)

äоказана.
Графики выпукëых функöий fi(x) = |x – xi| явëяþтся

ëоìаныìи. Кривая y = f[1](x) — верхняя оãибаþщая се-

ìейства n ëоìаных y = fi(x) и потоìу саìа ëоìаная. Кри-

вая y = f[2](x) — верхняя оãибаþщая сеìейства ëоìаных,

оставøихся посëе уäаëения ëоìаной y = f[2](x), и саìа

оказывается ëоìаной. Анаëоãи÷ные рассужäения äëя
посëеäуþщих функöий y = f[i](x) показываþт, ÷то и их

ãрафики — ëоìаные ëинии. Но функöии σk(x) — это

суììы k первых функöий y = f[i](x), и поэтоìу их ãра-

фики тоже явëяþтся ëоìаныìи. Это озна÷ает, ÷то функ-
öии σk(x) явëяþтся кусо÷но-ëинейныìи (и выпукëыìи).

Доказатеëüство утвержäения 8 заверøено.
Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 9. Верхний срез

ìножества f( ) отноøениеì REΔ ÷ерез ëþбуþ то÷ку

y ∈ f( ), т. е. ìножество (y) = {z ∈ f( )| (y[k] –

– z[k]) ≤ 0, l = 1, 2, ..., n)} — заìкнутое и оãрани÷енное,

так как функöии y[i] непрерывные [15]. Поэтоìу ìно-

жество GEΔ(X) внеøне устой÷иво [7].

Обозна÷иì ÷ерез kα и kβ те зна÷ения k, при которых
äостиãаþтся α = minkbk и β = maxkak соответственно. От-

резок [x(1); α] принаäëежит обëастяì убывания иëи не-

возрастания кажäой из функöий σk(x), k = 1, ..., n. При

этоì он принаäëежит обëасти убывания функöии σ1(x).

Сëеäоватеëüно, äëя ëþбой то÷ки x из проìежутка [x(1); α)

верно αPEΔx.

Анаëоãи÷но, отрезок [β; x(n)] принаäëежит обëастяì

возрастания иëи неубывания кажäой из функöий σk(x),

k = 1, ..., n. При этоì он принаäëежит обëасти возрас-
тания функöии σ1(x). Сëеäоватеëüно, äëя ëþбой то÷ки x

из проìежутка (β; x(n)] верно βPEΔx.

Такиì образоì, неäоìинируеìыìи по PEΔ претенäу-

þт бытü тоëüко то÷ки из отрезка [α; β]. Поскоëüку ìно-
жество неäоìинируеìых по PEΔ то÷ек внеøне устой÷и-

во, то äостато÷но проверитü неäоìинируеìостü то÷ек
отрезка [α; β] äруãиìи то÷каìи этоãо отрезка. В вырож-

äенноì сëу÷ае α = xc = β тоëüко то÷ка xc явëяется неäо-
ìинируеìой. Есëи же α < β, то возüìеì произвоëüные
äве то÷ки x' и x'', принаäëежащие отрезку [α; β] (вкëþ÷ая
еãо ãраниöы). Пустü x' < x''. Поскоëüку функöия (x)

строãо возрастает при x ≥ α, то (x') < (x''). Пос-

коëüку функöия (x) строãо убывает при x ≤ β, то

(x') > (x''). Сëеäоватеëüно, соãëасно реøаþщеìу

правиëу (18), то÷ки x' и x'' несравниìы по отноøениþ
REΔ и поэтоìу явëяþтся неäоìинируеìыìи. Утвержäе-

ние 9 äоказано поëностüþ.
Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 10. Пустü øаã рав-

ноìерной сетки, покрываþщей ìножество , равен h.
Пронуìеруеì узëы сетки ÷исëаìи k = 1, ..., K. Расстоя-
ние ìежäу ëþбыìи то÷каìи буäеì изìерятü в ÷исëе øа-
ãов h. Тоãäа коорäината ëþбоãо узëа сетки буäет соот-
ветствуþщиì öеëыì ÷исëоì k, а коорäинатой то÷ки xi

станет öеëое ÷исëо ki (в ÷астности, k(1) = 1 и k(n) = L), и

зна÷ения критериев fi(k) = |k – ki| буäут öеëо÷исëенныìи.

Рассìотриì произвоëüный узеë сетки t. Есëи äëя не-
котороãо k = 1, ..., K выпоëняется kPEt, то t не явëяется

среäней по RE. Пустü такоãо äоìинируþщеãо узëа k не

наøëосü. Докажеì, ÷то в этоì сëу÷ае то÷ка t явëяется
среäней по RE.
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Преäпоëожиì, ÷то это не так и иìеется то÷ка k + ε,
0 < ε < h, такая, ÷то (k + ε)PEt. Тоãäа, соãëасно реøаþ-
щеìу правиëу (14), выпоëняþтся неравенства

f(1)(k + ε) ≤ f(1)(t), f(2)(k + ε) ≤ f(2)(t), ..., 
f(n)(k + ε) ≤ f(n)(t), (П6)

среäи которых хотя бы оäно äоëжно бытü строãиì. Фак-
ти÷ески же все эти неравенства строãие, так как ëевые
их ÷асти — не öеëые ÷исëа, а правые — öеëые.

Обозна÷иì перестановки ноìеров коìпонент i =
= 1, ..., n в векторе f↑(k + ε) ÷ерез π(ε) = {1ε, 2ε, ..., nε}, а
в векторе f↑(t) ÷ерез π(t) = {1t, 2t, ..., nt}. Тоãäа неравенства
(П6) ìожно записатü так:

(k + ε) < (t),  i = 1, 2, ..., n. (П7)

Векторная оöенка f(k + ε) отëи÷ается от векторной
оöенки f(k) теì, ÷то кажäая коìпонента fi(k + ε) равна
ëибо fi(k) + ε, ëибо fi(k) – ε, в зависиìости от тоãо, сëева
иëи справа от узëа k нахоäится то÷ка xi. При÷еì, äоëжна
бытü хотя бы оäна увеëи÷енная коìпонента и хотя бы
оäна уìенüøенная коìпонента, поскоëüку узеë k нахо-

äится ìежäу крайниìи то÷каìи ìножества .

Есëи (k + ε) = (k) + ε, то, соãëасно (П7),

(k) < (k) + ε < (t).

Есëи (k + ε) = (k) – ε, то äоëжно выпоëнятüся

(k) ≤ (t), поскоëüку (k) — бëижайøее öеëое ÷ис-

ëо, превыøаþщее (k + ε), а (t) — некоторое öеëое

÷исëо, превыøаþщее (k + ε) соãëасно (П7).

В резуëüтате äеëаеì вывоä, ÷то неравенство
(k) ≤ (t) выпоëняется äëя кажäоãо i = 1, ..., n, при-

÷еì хотя бы äëя оäноãо i явëяется строãиì. Сëеäоватеëü-

но, äëя вектора f π(ε)(k), поëу÷енноãо из f(k) перестанов-
кой коìпонент π(ε), выпоëняþтся неравенства:

(k) ≤ f[i](t),  i = 1, 2, ..., n,

среäи которых хотя бы оäно строãое. Но тоãäа верно
kPEt. А это противоре÷ит сäеëанноìу преäпоëожениþ,
÷то то÷ка t не äоìинируеìа ни оäниì из узëов сетки.
Поëу÷енное противоре÷ие заверøает äоказатеëüство.
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Abstract. A new approach to defining the concept of the mean quantity for a fixed finite set X
of numbers x1, x2, ..., xn is proposed: the distance of an arbitrary point x from each individual
point xi is estimated by the distance fi(x) between them, and the distance of a point x from the
entire set X is characterized by a vector criterion (f1(x), f2(x), ..., fn(x)); using this criterion, the
preference relation in distance is introduced; the mean value is the point x*, non-dominated with
regard to this relation. Properties and structure of such averages for several preference relations,
including the Pareto relation and the relation generated by information about the equal impor-
tance of criteria, are investigated. The relationship between the introduced mean quantities and
the main statistical averages (arithmetic mean and median) is clarified. The issues of constructing
sets of such averages are considered and an effective method of construction is proposed for the
case when equally important criteria have the first ordinal metric scale. The directions of possible
generalizations of the introduced concept for the multidimensional case are discussed.
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The methodology of complex activity is further elaborated with a set of interconnected mathematical models
that describe the processes of technology design, adoption and use.

The technology of complex activity and its general models are considered in Chapter 1. The models of the
processes of technology design and adoption are introduced in Chapter 2. The models of technology
management are presented in Chapter 3. Finally, the analytical complexity and errors of solving technology
design/optimization problems are estimated in Chapter 4.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Иссëеäованиþ систеì с разëи÷ноãо роäа не-
опреäеëенностяìи посвящено ìножество работ.
Так, вопросы робастной устой÷ивости и стабиëи-
заöии систеì со структурированной ìатри÷ной
неопреäеëенностüþ рассìатриваþтся в ìоноãра-
фиях [1, 2], сì. также обзоры [3, 4] и ссыëки в них.
Пробëеìаì устой÷ивости и синтеза управëения в
систеìах с параìетри÷еской неопреäеëенностüþ
посвящены, в ÷астности, пубëикаöии [5—8], а так-
же ìоноãрафия [9]. В ка÷естве основноãо среäства
во ìноãих из них приìеняется построение кваäра-
ти÷ных функöий Ляпунова. Оäнако в раìках этоãо
äавно известноãо и хороøо зарекоìенäовавøеãо
себя поäхоäа за÷астуþ прихоäится стаëкиватüся с
пробëеìой консерватизìа, обусëовëенной пост-

роениеì общей кваäрати÷ной функöии Ляпунова
äëя всеãо сеìейства систеì с неопреäеëенностüþ.
В этоì отноøении весüìа перспективныì преä-
ставëяется конструирование параметрической кваä-
рати÷ной функöии Ляпунова.
В настоящей статüе на основе построения па-

раìетри÷еской кваäрати÷ной функöии Ляпунова
устанавëиваþтся простые усëовия робастной ус-
той÷ивости äëя сеìейства äискретных систеì с не-
опреäеëенностяìи. Основныì инструìентоì при
этоì сëужит аппарат ëинейных ìатри÷ных нера-
венств [10] и известная ëеììа Питерcена [11],
эффективно приìеняеìая в разнообразных ро-
бастных постановках заäа÷ стабиëизаöии и управ-
ëения. В исхоäной статüе [11] ëеììа Питерсена
приìеняëасü äëя реøения робастной версии за-
äа÷и о ëинейно-кваäрати÷ноì реãуëяторе, в ста-
тüях [12, 13] она приìеняëасü в синтезе робастноãо
H∞-управëения; в работах [14, 15] этот резуëüтат
привëекаëся äëя построения общей кваäрати÷ной
функöии Ляпунова äëя интерваëüноãо ìатри÷ноãо

Аннотация. Установëены усëовия робастной устой÷ивости äëя сеìейства ëинейных äис-
кретных систеì с неопреäеëенностяìи. Отìе÷ено, ÷то траäиöионный поäхоä, преäпоëа-
ãаþщий построение общей кваäрати÷ной функöии Ляпунова äëя всеãо сеìейства систеì
с неопреäеëенностüþ, за÷астуþ привоäит к возникновениþ пробëеìы консерватизìа.
В связи с этиì поставëена заäа÷а конструирования параìетри÷еской кваäрати÷ной функ-
öии Ляпунова, äëя реøения которой в ка÷естве основноãо инструìента выбран аппарат
ëинейных ìатри÷ных неравенств, а в ка÷естве техни÷ескоãо среäства — ìоäификаöия хо-
роøо известной ëеììы Питерсена. Преäëожен простой поäхоä к нахожäениþ раäиуса
робастной кваäрати÷ной устой÷ивости рассìатриваеìоãо сеìейства. Показано, ÷то со-
ответствуþщие оптиìизаöионные заäа÷и преäставëяþт собой заäа÷и поëуопреäеëенноãо
проãраììирования и оäноìерной ìиниìизаöии, ëеãко реøаþщиеся ÷исëенныì обра-
зоì. Эффективностü преäëоженноãо поäхоäа проäеìонстрирована на ÷исëенноì приìе-
ре. Поëу÷енные резуëüтаты преäëожено обобщитü на заäа÷у синтеза äëя сеìейства äис-
кретных систеì управëения с неопреäеëенностяìи, на иные робастные постановки за-
äа÷, а также на сëу÷ай возäействия на систеìу оãрани÷енных внеøних возìущений.

Ключевые слова: ëинейная äискретная систеìа, параìетри÷еская функöия Ляпунова, структуриро-
ванная ìатри÷ная неопреäеëенностü, робастностü, ëинейные ìатри÷ные неравенства.

1 Иссëеäование выпоëнено при ÷асти÷ной поääержке Рос-
сийскоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (проект
№ 18-08-00140).

нализ и синтез систем управленияА



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

18 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2020

сеìейства; схожая ìоäеëü неопреäеëенности рас-
сìатриваëасü в работе [16] при вывоäе новоãо вер-
øинноãо резуëüтата о кваäрати÷ной устой÷ивости
интерваëüной систеìы.
Статüя орãанизована такиì образоì: § 1 посвя-

щен постановке заäа÷и и поäхоäаì к ее реøениþ;
§ 2 посвящен ìоäификаöии важноãо техни÷ескоãо
резуëüтата, известноãо поä названиеì ëеììы Пи-
терсена; основной резуëüтат статüи соäержится в
§ 3; в § 4 рассìатриваþтся резуëüтаты ÷исëенноãо
ìоäеëирования.
Всþäу äаëее ||•|| — спектраëüная норìа ìатри-

öы, T — сиìвоë транспонирования, I — еäини÷ная
ìатриöа соответствуþщей разìерности, а все ìат-
ри÷ные неравенства пониìаþтся в сìысëе знако-
опреäеëенности ìатриö.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì ëинейнуþ äискретнуþ систеìу

xk + 1 = A(α)xk (1)

с фазовыì состояниеì xk ∈ n и на÷аëüныì со-

стояниеì x0, ãäе ìатриöы A(α) ∈ nЅn принаäëежат
выпукëоìу сеìейству

 = A(α): A(α) = αiAi, αi = 1, αi l 0 . (2)

Систеìу (1) буäеì называтü устой÷ивой, есëи
все ìатриöы A(α) ∈  øуровские (их собственные
зна÷ения ëежат внутри еäини÷ноãо круãа).
Ввеäеì в рассìотрение кваäрати÷нуþ форìу

V(x) = xTQx с поëожитеëüно опреäеëенной ìатри-

öей Q = QT ∈ nЅn. Как известно, устой÷ивостü ëи-
нейной äискретной систеìы xk + 1 = Axk эквива-
ëентна разреøиìости äискретноãо неравенства Ля-

пунова ATQA – Q N 0.
Уìножив неравенство Ляпунова сëева и спра-

ва на ìатриöу P = Q–1 P 0, поëу÷иì PATP–1AP –
– P N 0 иëи по ëеììе о äопоëнении по Шуру [17]

 P 0.

Еще раз приìеняя ëеììу о äопоëнении по Шуру,
прихоäиì к äискретноìу неравенству Ляпунова

виäа APAT – P N 0.
Такая форìа записи äискретноãо неравенства

Ляпунова, ассоöиированная с кваäрати÷ной функ-

öией Ляпунова V(x) = xTP–1x, уäобна äëя посëеäу-
þщих ìатри÷ных преобразований.
Вернеìся к сеìейству (1)—(2); äостато÷ное ус-

ëовие еãо робастной кваäрати÷ной устой÷ивости
состоит в наëи÷ии общей кваäрати÷ной функöии

Ляпунова V(x) = xTP–1x, т. е. в выпоëнении ìат-

ри÷ноãо неравенства A(α)PAT(α) – P N 0 äëя всех
A(α) ∈ . Даëее нас буäет интересоватü боëее тон-
кий резуëüтат, а иìенно, усëовие существования
параметрической кваäрати÷ной функöии Ляпуно-
ва с ìатриöей виäа

P(α) = αiPi,  0 N Pi =  ∈ nЅn, (3)

которая äоëжна уäовëетворятü усëовиþ

A(α)P(α)AT(α) – P(α) N 0 äëя всех А(α) ∈ . (4)

Соãëасно работе [4], в ка÷естве ìатриö Pi ìоãут
бытü взяты реøения ëинейных ìатри÷ных нера-
венств

 P 0, Pi P 0, i = 1, ..., N, (5)

при некоторой (не обязатеëüно сиììетри÷ной!)

ìатриöе G ∈ nЅn.
Цеëü настоящей работы состоит в робастиза-

ции этоãо резуëüтата — еãо распространении на
сëу÷ай наëи÷ия в ìатриöах систеìы (1) структу-
рированной ìатри÷ной неопреäеëенности: Ai =

= Ai(Δ) =  + FiΔHi, i = 1, ..., N, ãäе возìущение

Δ оãрани÷ено по норìе. Соответственно, буäеì ис-
катü параìетри÷ескуþ функöиþ Ляпунова виäа (3)
такуþ, ÷тобы усëовие (4) выпоëняëосü при всех
äопустиìых Δ.

2. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ: ËÅÌÌÀ ÏÈÒÅÐÑÅÍÀ

Дëя äаëüнейøеãо наì потребуется техни÷ес-
кий резуëüтат, известный поä названиеì лемма
Питерсена [11]. Привеäеì еãо в сëеäуþщей фор-
ìуëировке.

Лемма 1 (Питерсен). Пусть G = GT ∈ nЅn,

M ∈ nЅp и N ∈ qЅn — заданные матрицы. Неравен-

ство G + MΔN + NTΔTMT N 0 справедливо для всех

Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ 1 тогда и только тогда, когда су-

ществует число ε > 0 такое, что G + εMMT +

+ NTN N 0. ♦

Такиì образоì, ëеììа Питерсена своäит про-
верку знакоопреäеëенности сеìейства G + MΔN +

+ NTΔTMT с ìатри÷ной неопреäеëенностüþ Δ к ãо-
разäо боëее простой заäа÷е разреøиìости ìатри÷-
ноãо неравенства относитеëüно оäной скаëярной
переìенной ε. Некоторые обобщения ëеììы Пи-
терсена рассìотрены в работе [18], сì. также ста-
тüþ [2].

⎩
⎨
⎧

i 1=

N

∑
i 1=

N

∑
⎭
⎬
⎫

P AP

PAT P⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

N

∑ Pi
T

Pi AiG

GTAi
T G GT Pi–+⎝ ⎠

⎜ ⎟
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⎛ ⎞

Ai
0

1
ε
---
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Сëеäуþщая ее ìоäификаöия охватывает сëу÷ай
ìатри÷ноãо неравенства противопоëожноãо зна-
ка, а также сëу÷ай, коãäа ìатри÷ная неопреäеëен-
ностü оãрани÷ена по норìе некоторыì ÷исëоì γ.
Следствие 1. Пусть G = GT ∈ nЅn, M ∈ nЅp

и N ∈ qЅn — заданные матрицы. Неравенство

G + MΔN + NTΔTMT P 0 справедливо для всех

Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ γ тогда и только тогда, когда сущес-
твует число ε > 0 такое, что

 P 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Действитеëüно, запиøеì ис-
хоäное ìатри÷ное неравенство в виäе G + (γM)ΔN +

+ NTΔT(γM)T P 0 иëи (–G) + (–γM)ΔN + NTΔT(–γM)T N 0,

которое äоëжно выпоëнятüся äëя всех Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ 1.
Приìеняя к поëу÷енноìу соотноøениþ ëеììу Питер-
сена, прихоäиì к эквиваëентноìу ìатри÷ноìу нера-

венству –G + γ2εMMT + NTN N 0 иëи по ëеììе о äо-

поëнении по Шуру

 P 0.

Окон÷атеëüно, приìеняя еще раз ëеììу о äопоëнении
по Шуру, поëу÷аеì искоìое утвержäение. ♦
В äаëüнейøеì изëожении этот резуëüтат буäет

испоëüзоватüся саìыì существенныì образоì.

3. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

В äаëüнейøеì — äëя упрощения выкëаäок —
буäеì преäпоëаãатü, ÷то структурированная ìат-
ри÷ная неопреäеëенностü присутствует ëиøü в оä-
ной из ìатриö A1, ..., AN, наприìер, в ìатриöе A1:

A1 = A1(Δ) =  + FΔH, (6)

ãäе  ∈ nЅn, F ∈ nЅp, H ∈ qЅn — заäанные ìат-

риöы, а Δ — ìатри÷ная неопреäеëенностü, оãрани-

÷енная в спектраëüной норìе: Δ ∈ pЅq: ||Δ|| ≤ γ. 
Заìетиì, ÷то никакие иные требования на

ìатри÷нуþ неопреäеëенностü Δ не накëаäываþт-
ся; в ÷астности, она ìожет бытü нестаöионарной:
Δ = Δ(t).
Первое из усëовий (5) äëя рассìатриваеìой

систеìы приниìает виä

 P 0, (7)

 P 0,  i = 2, ..., N. (8)

Матри÷ное неравенство (7) перепиøеì в виäе

+  P 0

иëи

 + Δ(0  HG) +

+ ΔT(FT 0) P 0.

Воспоëüзовавøисü сëеäствиеì 1 и, теì саìыì,
искëþ÷ив Δ из поëу÷енноãо соотноøения, прихо-
äиì к ìатри÷ноìу неравенству

 P 0, (9)

не соäержащеìу ìатри÷нуþ неопреäеëенностü и
ëинейноìу относитеëüно переìенных P1 и γ.
Такиì образоì, разреøиìостü систеìы ëиней-

ных ìатри÷ных неравенств (9) и (8) буäет сëужитü
äостато÷ныì усëовиеì робастной кваäрати÷ной
устой÷ивости сеìейства (6) в сìысëе (3).
Сфорìуëируеì поëу÷енный резуëüтат в виäе

сëеäуþщеãо утвержäения.
Теорема 1. Система (1)—(2) с неопределеннос-

тью (6) робастно квадратично устойчива при всех
допустимых значениях матричной неопределенности

Δ, если существуют матрицы 0 N Pi =  ∈ nЅn,

i = 1, ..., N, матрица G ∈ nЅn и число ε > 0 такие,
что выполняются условия

 P 0,

 P 0,  i = 2, ..., N.

G NT γM
N εI 0

γMT 0 1
ε
---I⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎛ ⎞

1
ε
---

G γ2εMMT– NT

N εI⎝ ⎠
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⎛ ⎞
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0

P1 A1
0 FΔH+( )G

GT A1
0 FΔH+( )

T
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При этом P(α) = αiPi является матрицей пара-

метрической квадратичной функции Ляпунова для
рассматриваемой системы с неопределенностью. ♦
Дëя сеìейства (1) с неопреäеëенностüþ (6) ìож-

но вы÷исëитü раäиус кваäрати÷ной устой÷ивости,
т. е. ìаксиìаëüный разìах γmax неопреäеëенности Δ
такой, ÷то при всех γ < γmax у сеìейства (1) иìеется
общая кваäрати÷ная функöия Ляпунова.

Следствие 2. Радиус  робастной квадратичной
устойчивости системы (1), (2), (6) доставляет ре-
шение задачи maxγ при ограничениях

 P 0,

 P 0,  i = 2, ..., N,

Pi P 0,  i = 1, ..., N,

где оптимизация проводится по матричным пере-

менным Pi =  ∈ nЅn, i = 1, ..., N, G ∈ nЅn, ска-
лярной переменной γ и скалярному параметру ε > 0. ♦
Сфорìуëированная в сëеäствии 2 оптиìизаöи-

онная заäа÷а преäставëяþт собой заäа÷у поëу-
опреäеëенноãо проãраììирования и оäноìерной
ìиниìизаöии по параìетру ε, ëеãко реøаþщуþся
÷исëенныì образоì.

4. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì сеìейство xk + 1 = A(α)xk, A(α) = αA1 +
+ (1 – α)A2, 0 ≤ α ≤ 1, ëинейных äискретных систеì, ãäе

A1 = ,

A2 = .

Прежäе всеãо заìетиì, ÷то заäа÷а разреøиìости ìат-
ри÷ных неравенств (5) äоставëяет ìатриöы

P1 = ,

P2 = ,

параìетри÷еской кваäрати÷ной функöии Ляпунова
P(α) = αP1 + (1 – α)P2, 0 ≤ α ≤ 1, äëя рассìатриваеìой
систеìы.

Ввеäеì в ìатриöу A1 структурированнуþ ìатри÷нуþ

неопреäеëенностü:  = A1 + FΔH, ãäе

F = , H = (1 0 0 0),

и вы÷исëиì раäиус робастной кваäрати÷ной устой-
÷ивости поëу÷енноãо сеìейства соãëасно сëеäствиþ 2:
систеìа робастно кваäрати÷но устой÷ива äëя всех
||Δ|| ≤ γmax = 0,4331.

Дëя найäенноãо γmax ìатриöы параìетри÷еской ро-
бастной функöии Ляпунова

P rob(α) = α  + (1 – α) ,  0 ≤ α ≤ 1,

иìеþт виä:

 = 

 = .

Вы÷исëения произвоäиëисü в среäе MATLAB с по-
ìощüþ проãраììноãо пакета cvx [19].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Авторы преäпоëаãаþт распространитü поëу÷ен-
ные резуëüтаты на заäа÷у синтеза äëя сеìейства
äискретных систеì управëения с неопреäеëеннос-
тяìи, на иные робастные постановки заäа÷, а так-
же на сëу÷ай возäействия на систеìу оãрани÷ен-
ных внеøних возìущений.
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Abstract. Robust stability conditions are established for a family of linear discrete-time systems subjected
to uncertainties. The traditional approach, which involves the construction of a common quadratic Lya-
punov function for the entire family of systems with uncertainty, often leads to the problem of conserv-
atism. In this connection, constructing the parametric quadratic Lyapunov functions seems promising.
The main tools of the proposed approach are the apparatus of linear matrix inequalities and presented
modification of the well-known Petersen’s lemma. A simple approach to finding the radius of robust
quadratic stability of the considered family is proposed in the paper as well. The corresponding optimi-
zation problems have the form of semi-definite programming and one-dimensional minimization, which
could be easily solved numerically. The effectiveness of the proposed approach is demonstrated via nu-
merical example. The results obtained can be generalized to the design problems for linear discrete-time
systems subjected to uncertainties, to other robust statements, and to the case of exogenous disturbances.

Keywords: linear discrete-time system, parametric Lyapunov function, structured matrix uncertainty, robustness,
linear matrix inequalities.
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ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ 
ÏÐÈ ÊÎÍÅ×ÍÎ-×ÀÑÒÎÒÍÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Д.В. Шатов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Иäентификаöия в теории управëения приìеня-
ется äëя реøения заäа÷ по опреäеëениþ ìоäеëей
объектов управëения (техноëоãи÷еских проöессов)
по экспериìентаëüныì äанныì (вхоäныì и вы-
хоäныì сиãнаëаì). В раìках теории иäентифика-
öии развиты и приìеняþтся разëи÷ные поäхоäы и
ìетоäы, реøаþщие схоäные заäа÷и, но иìеþщие
опреäеëенные отëи÷ия. Среäи них ìожно выäе-
ëитü: параìетри÷еские и непараìетри÷еские ìе-
тоäы, иäентификаöиþ в ÷астотной и вреìенной
обëасти, ìетоäы на основе оптиìизаöии, с ис-
поëüзованиеì нейронных сетей и äр. В теории
иäентификаöии поäхоäы разäеëяþтся по разëи÷-
ныì признакаì. В зависиìости от преäпоëаãаеìо-
ãо типа внеøнеãо возìущения, äва основных кëас-
са составëяþт стохасти÷еские ìетоäы, в которых
внеøнее возìущение — сëу÷айный проöесс, и äе-
терìинированные ìетоäы, коãäа внеøнее возìу-
щение — неизвестная äетерìинированная функ-
öия (в этоì сëу÷ае обы÷но поëüзуþтся преäпоëо-
женияìи о ее оãрани÷енности). Поäробнее теория
иäентификаöии и ее ìетоäы описаны, наприìер, в
работах [1—3].

Частотные ìетоäы иäентификаöии øироко
приìеняþтся в теории управëения, в них испоëü-
зуется ÷астотная характеристика объекта управëе-
ния äëя опреäеëения еãо ìоäеëи и нахожäения ее
параìетров [4—6]. В ка÷естве оäноãо из ÷астотных
ìетоäов отìетиì разработанный А.Г. Аëексанäро-
выì ìетоä коне÷но-÷астотной иäентификаöии [7],
который относится к активныì (испоëüзуется ãар-
ìони÷еский испытатеëüный сиãнаë). Моäеëи объ-
екта при этоì поëаãаþтся ëинейныìи, а внеøнее
возìущение — неизвестной оãрани÷енной функ-
öией. Проöесс иäентификаöии состоит из äвух эта-
пов: на первоì провоäится экспериìент, в те÷ение
котороãо опреäеëяþтся ÷астотные параìетры объ-
екта (зна÷ения еãо ÷астотной характеристики на
наборе ÷астот), а на второì этапе реøается систе-
ìа ëинейных уравнений, в резуëüтате ÷еãо поëу-
÷аþтся искоìые оöенки параìетров объекта уп-
равëения. Этот ìетоä развивается в разëи÷ных на-
правëениях: существует äискретный вариант [8],
вариант äëя ìноãоìерных систеì [9], äëя иссëеäо-
вания настраиваеìых параìетров аëãоритìа [10].
В настоящей работе иссëеäуется первый этап

иäентификаöии: экспериìентаëüное опреäеëение
оöенок ÷астотных параìетров с поìощüþ фиëü-
тров Фурüе (äаëее буäеì называтü еãо фиëüтраöи-

Аннотация. Рассìатриваþтся ëинейные объекты управëения, поäверженные äействиþ не-
известных оãрани÷енных внеøних возìущений. Коне÷но-÷астотная иäентификаöия поз-
воëяет найти оöенки параìетров таких объектов управëения. Дëя этоãо испоëüзуþтся спе-
öиаëüные интеãраëüные фиëüтры (фиëüтры Фурüе), с поìощüþ которых ищутся оöенки
зна÷ений ÷астотной характеристики объекта на заäанноì наборе ÷астот. По äанноìу на-
бору зна÷ений ÷астотной характеристики составëяется систеìа ëинейных уравнений, ре-
øение которой äает искоìые оöенки параìетров объекта. В раìках развития ìетоäа ко-
не÷но-÷астотной иäентификаöии в статüе иссëеäовано повеäение оøибок проöесса фиëü-
траöии. Иссëеäование основано на известных резуëüтатах, описываþщих асиìптоти÷еское
повеäение оøибок фиëüтров Фурüе. Преäëожен ìетоä опреäеëения äëитеëüности фиëüт-
раöии, привоäится оöенка то÷ности резуëüтатов фиëüтраöии. Преäëаãаеìый поäхоä осно-
ван на спеöиаëüной заäа÷е ëинейноãо проãраììирования, реøение которой äает оöенку
зна÷ения фиëüтра Фурüе и зна÷ения параìетра, характеризуþщеãо скоростü схоäиìости
оøибок фиëüтраöии. Посëеäнее испоëüзуется äëя опреäеëения äëитеëüности. Разрабо-
тан соответствуþщий аëãоритì фиëüтраöии и привеäены резуëüтаты ÷исëенноãо экспе-
риìента, поäтверäивøие работоспособностü и эффективностü преäëоженноãо поäхоäа.

Ключевые слова: коне÷но-÷астотная иäентификаöия, фиëüтры Фурüе, ëинейное проãраììирова-
ние, äëитеëüностü иäентификаöии, то÷ностü оöенивания.
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ей). Этот проöесс о÷енü важен, так как от ка÷ества
опреäеëения ÷астотных параìетров во ìноãоì за-
висит итоãовая то÷ностü иäентификаöии. Оøибки
фиëüтраöии возникаþт в экспериìенте из-за не-
нуëевых на÷аëüных усëовий, перехоäных проöес-
сов от испытатеëüноãо сиãнаëа и внеøнеãо воз-
ìущения, а также äействия саìоãо возìущения.
В работе [11] äоказана схоäиìостü оöенок фиëüт-
ров Фурüе к истинныì зна÷енияì ÷астотных па-
раìетров при вреìени фиëüтраöии, стреìящеìся
к бесконе÷ности, и опреäеëенных преäпоëожени-
ях о внеøнеì возìущении; таì же поëу÷ены оöен-
ки äинаìики оøибок фиëüтраöии. Оäнако конст-
руктивноãо аëãоритìа иëи способа испоëüзоватü
эти оöенки äëя опреäеëения äëитеëüности фиëü-
траöии в статüе не привоäится. Настоящая статüя
проäоëжает и развивает резуëüтаты работы [11]:
преäëаãается ìетоä опреäеëения äëитеëüности
фиëüтраöии с поìощüþ анаëоãи÷ных оöенок оøи-
бок фиëüтраöии и привоäятся некоторые сообра-
жения об оöенке текущей то÷ности фиëüтраöии.

1. ÊÎÍÅ×ÍÎ-×ÀÑÒÎÒÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß. 
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÔÈËÜÒÐÎÂ ÔÓÐÜÅ

Рассìатривается объект управëения виäа

d(s)y = b(s)u + c(s)f, (1)

ãäе y — изìеряеìый скаëярный выхоä объекта; u —
управëяþщее возäействие; f — внеøнее возìуще-
ние, которое преäставëяет собой оãрани÷еннуþ по
ìоäуëþ (| f | < ∞) разëожиìуþ в ряä Фурüе функ-
öиþ; поëиноìы объекта иìеþт виä:

d(s) = dis
i,  b(s) = bis

i,  c(s) = cis
i,

n > m, n > mf ,

поëиноì d(s) преäпоëаãается ãурвиöевыì, s — пе-
реìенная преобразования Лапëаса.
Внеøнее возìущение выãëяäит так:

f(t) = ρfksin(ωfkt + ϕk), (2)

ãäе ρfk, ωfk, ϕk — неизвестные аìпëитуäы, ÷астоты
и фазы внеøнеãо возìущения.
Коне÷но-÷астотная иäентификаöия реøает заäа-

÷у опреäеëения оöенок коэффиöиентов di, i = ,

и bj, j = , объекта управëения. Дëя произвоëü-
ной ÷астоты ω ÷астотныìи параìетраìи объекта
(1) буäеì называтü веëи÷ины:

α(ω) = Re{wyu( jω)},  β(ω) = Im{wyu( jω)}, (3)

ãäе wyu(s) = b(s)/d(s) — переäато÷ная функöия объ-
екта, связываþщая вхоä u с выхоäоì y. Анаëоãи÷но
параìетраì (3), ввеäеì обозна÷ения äëя ÷асто-

тных параìетров по внеøнеìу возìущениþ äëя
÷астоты ωf :

αf (ωf) = Re{wyf( jωf)}, βf(ωf) = Im{wyf ( jωf)},

ãäе wyf(s) = c(s)/d(s) — переäато÷ная функöия объ-
екта, связываþщая внеøнее возìущение f с выхо-
äоì y.
Метоä коне÷но-÷астотной иäентификаöии ос-

нован на экспериìентаëüноì опреäеëении оöенок

÷астотных параìетров (ωi) и (ωi), i = , äëя
набора из n ÷астот, которые выбираþтся извест-
ныì образоì [12]. Даëее реøается систеìа ëиней-
ных уравнений, которая составëяется в сиëу связи

b( jω) = [α(ω) + jβ(ω)]d( jω),

в резуëüтате поëу÷аþтся искоìые оöенки коэф-

фиöиентов поëиноìов объекта , i = , и ,

i = .

Оöенки ÷астотных параìетров (ω) и (ω) äëя
выбранной ÷астоты ω ищутся с поìощüþ фиëüт-
ров Фурüе, при этоì к объекту прикëаäывается ãар-
ìони÷еский испытатеëüный сиãнаë этой ÷астоты:

u(t) = ρsin(ωt), (4)

ãäе ρ — аìпëитуäа испытатеëüноãо сиãнаëа, выби-
раеìая из известных соображений [12].
Саìи фиëüтры Фурüе иìеþт виä:

(ω) = y(t)sin(ωt)dt,

(ω) = y(t)cos(ωt)dt, (5)

ãäе tf — ìоìент на÷аëа фиëüтраöии, а τ — äëитеëü-
ностü проöесса фиëüтраöии.
В статüе [11] иссëеäовано асиìптоти÷еское по-

веäение фиëüтров Фурüе. В ÷астности, äоказана

схоäиìостü (ω) → α(ω), (ω) → β(ω) при τ → ∞
при усëовии, ÷то внеøнее возìущение обëаäает
свойствоì ФФ-фиëüтруеìости (фиëüтруеìости с
поìощüþ фиëüтра Фурüе), которое закëþ÷ается в
тоì, ÷то спектр ÷астот внеøнеãо возìущения не
соäержит иссëеäуеìой испытатеëüной ÷астоты

ωfk ≠ ω, k = , и проверяется экспериìентаëüно.
В этой же работе поëу÷ена äинаìика оøибок оöе-

нок (ω) и (ω):

(6)

i 0=

n

∑
i 0=

m

∑
i 0=

mf

∑

k 0=

∞

∑

0 n,

0 m,

α̂ β̂ 1 n,

di
^ 0 n, bi

^

0 m,

α̂ β̂

α̂ 2
ρτ
------

tf

tf τ+

∫

β̂ 2
ρτ
------

tf

tf τ+

∫

α̂ β̂

0 ∞,

α̂ β̂

α ω( ) α ω( )– 2
τ
--- vae

στ– υa ξa cfa+ + +( ),<

β ω( ) β ω( )– 2
τ
--- vbe

στ– υb ξb cfb+ + +( ),<

^

^
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ãäе va, vb, υa, υb — константы, зависящие от на÷аëü-
ных усëовий; ξa = ξb — коìпоненты, порожäенные
äействиеì испытатеëüноãо сиãнаëа и обращаþщи-
еся в ноëü в ìоìенты вреìени, коãäа äëитеëüностü
фиëüтраöии τ кратна периоäу испытатеëüной ÷ас-
тоты (2π/ω); σ = –max{Re(λi)} — степенü устой÷и-

вости поëиноìа d(s), ãäе λi, i = , — еãо корни;
cfa, cfb — константы, зависящие от внеøнеãо воз-
ìущения (2). Эти неравенства поëу÷ены путеì ана-
ëиза фиëüтров Фурüе (5). Выхоäной сиãнаë объек-
та y(t) при этоì рассìатриваëся как суììа коìпо-
нент, вызванных вëияниеì ненуëевых на÷аëüных
усëовий и äействиеì испытатеëüноãо сиãнаëа u(t)
и внеøнеãо возìущения f(t). Из-за боëüøоãо ÷исëа
неизвестных параìетров, вхоäящих в правуþ ÷астü
неравенств (6), их конструктивное приìенение
äëя опреäеëения äëитеëüности иëи то÷ности поëу-
÷аеìых оöенок ÷астотных параìетров затруäни-
теëüно.
В работе [13] приìеняется ìетоä оöенки äëи-

теëüности фиëüтраöии, основанный на относитеëü-
ной скорости схоäиìости фиëüтров Фурüе, коãäа
проверяþтся öеëевые неравенства

1 –  < ε,  1 –  < ε,

i = 2, 3, ..., (7)

ãäе (i, ω), (i, ω), i = 2, 3, ..., — зна÷ения оöенок
÷астотных параìетров, поëу÷енные в äискретные
ìоìенты вреìени τi = Ti, i = 1, 2, 3, ..., кратные пе-
риоäу иссëеäуеìой ÷астоты

T = 2π/ω, (8)

а ε — выбираеìое небоëüøое ÷исëо. Выпоëнение
усëовий (7) посëе окон÷ания периоäа ifin озна÷ает
заверøение проöесса фиëüтраöии, а поëу÷енные

при этоì оöенки (ifin, ω), (ifin, ω) приниìаþтся
в ка÷естве зна÷ений ÷астотных параìетров объек-
та (1). Оöенка то÷ности поëу÷аеìых ÷астотных па-
раìетров при этоì не привоäится.

2. ÂËÈßÍÈÅ ÂÍÅØÍÅÃÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß 
ÍÀ ÏÐÎÖÅÑÑ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Буäеì, как в работе [13], рассìатриватü резуëü-
таты фиëüтраöии в äискретные ìоìенты вреìени
Ti, i = 1, 2, 3, ..., ãäе T с÷итается соãëасно фор-
ìуëе (8). Даëее преäпоëаãается, ÷то ìоìент на÷аëа
фиëüтраöии tf сäвинут от ìоìента поäа÷и на объ-
ект испытатеëüноãо сиãнаëа (4) на вреìя qT, ãäе
q ∈ N — ÷исëо, выбранное так, ÷то за вреìя qT пе-
рехоäные проöессы в объекте закон÷иëисü. Пустü

также внеøнее возìущение (2) äëя простоты со-
äержит оäну ãарìонику ÷астоты ωf с аìпëитуäой ρf

и фазой ϕ, äаëее ÷астоту ωf преäставиì как ωf = ηω,
которой соответствуþт ÷астотные параìетры αf(ηω)
и βf (ηω), тоãäа выхоäной сиãнаë объекта, обозна-

÷енный (t), с высокой то÷ностüþ описывается
суììой синусов и косинусов с ÷астотаìи ω и ωf

и аìпëитуäаìи, равныìи ÷астотныì параìетраì
объекта:

(t) = ρ(α(ω)sin(ωt) + β(ω)cos(ωt)) +
+ ρf (αf (ηω)sin(ηωt + ϕ) + βf(ηω)cos(ηωt + ϕ)). (9)

Поäставив суììу (9) в выражение äëя фиëüтров
Фурüе (5), приняв ìоìент на÷аëа фиëüтраöии tf = 0,
а äëитеëüностü фиëüтраöии τi = Ti, i = 1, 2, 3, ...,
посëе вы÷исëения интеãраëов поëу÷иì анаëити-
÷еские выражения äëя оøибок фиëüтраöии по коì-
поненте внеøнеãо возìущения с ÷астотой ωf:

(10)

Приìенение выражений (10) äëя практи÷еской
корректировки резуëüтатов фиëüтраöии невозìож-
но, оäнако ìожно сäеëатü ряä ка÷ественных за-
кëþ÷ений о проöессе фиëüтраöии:
с поìощüþ фиëüтраöии ìожно вëиятü на ско-
ростü схоäиìости оöенок к истинныì зна÷ени-
яì ÷ерез соотноøение ρf/ρ, увеëи÷ивая по воз-
ìожности аìпëитуäу испытатеëüноãо сиãнаëа.
оøибки, вызванные высоко÷астотныìи коìпо-
нентаìи внеøнеãо возìущения, буäут ис÷езатü
о÷енü быстро, в ÷астности, ìожно не у÷итыватü
высоко÷астотные поìехи (это справеäëиво, так
как испытатеëüная ÷астота выбирается спеöи-
аëüныì образоì [12] из äиапазона собственных
÷астот объекта, äëя которых поìехи изìерения
иìеþт η . 1). И наоборот, есëи η ≈ 1, то с по-

ìощüþ веëи÷ины (η2 – 1) в знаìенатеëе выра-
жения (10) поëу÷иì боëüøой коэффиöиент,
усиëиваþщий оøибку фиëüтраöии по äанной
коìпоненте, ÷то зна÷итеëüно увеëи÷ит äëитеëü-
ностü фиëüтраöии. Поэтоìу жеëатеëüно выби-
ратü испытатеëüные ÷астоты так, ÷тобы в неко-
торой их окрестности не соäержаëосü коìпо-
нент внеøнеãо возìущения.
есëи иссëеäуеìая ÷астота выбрана так, ÷то на-
руøается свойство ФФ-фиëüтруеìости внеø-

1 n,

α i ω,( )

α i 1– ω,( )
---------------------------
^

^ β i ω,( )

β i 1– ω,( )
---------------------------
^

^

α̂ β̂

α̂ β̂

y

y

Δα i ηω,( )
2ρf ηπi( )sin

ρπi η2 1–( )
-------------------------------- ×=

αf ηω( ) ηπi ϕ+( )cos βf ηϕ( ) ηπi ϕ+( )sin–( ),×

Δβ i ηω,( )
2ρf ηπi( )sin

ρπi η2 1–( )
-------------------------------- ×=

αf ηω( ) ηπi ϕ+( )sin βf ηϕ( ) ηπi ϕ+( )cos+( ),×

i 1 2 3 ..., , ,=
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неãо возìущения, т. е. есëи η = 1, то проöесс
фиëüтраöии сойäется к ÷астотныì параìетраì
с оøибкой, которая не отфиëüтровывается с те-
÷ениеì вреìени и соãëасно выраженияì (10)
преäставëяет собой:

Δα(i, ω) = ρf/ρ(αf(ω)cos(ϕ) – βf(ω)sin(ϕ)),

Δβ(i, ω) = ρf/ρ(αf(ω)sin(ϕ) + βf(ω)cos(ϕ)).

Дëя выражений (10) ìожно записатü верхние и
нижние оöенки оøибок:

(11)

ãäе |wyf(ηω)| =  — ìоäуëü переäа-

то÷ной функöии от внеøнеãо возìущения на ÷ас-
тоте ωf = ηω.
Перепиøеì верхние оöенки в выражениях (11),

свернув постоянные веëи÷ины в оäну константу:

Δ (i, ηω) = ,  Δ (i, ηω) = , 

i = 1, 2, 3, ...,

ãäе ca(ηω) = , cb(ηω) = ,

äëя нижних оöенок ìожно сäеëатü анаëоãи÷ные
операöии.
Перехоäя к общеìу виäу внеøнеãо возìущения

(2) и у÷итывая еãо оãрани÷енностü, ìожно запи-
сатü неравенства, схожие с выраженияìи (6), но с
преäпоëожениеì, ÷то перехоäные проöессы закон-
÷иëисü и соответствуþщиìи сëаãаеìыìи в правой

÷асти неравенств ìожно пренебре÷ü (vae
–στ = 0,

vbe
–στ = 0), а остаëüные постоянные сëаãаеìые

(2, υa, υb и cfa, cfb) объеäинены в константы caf и cbf :

(12)

В сëеäуþщеì разäеëе эти неравенства приìе-
няþтся äëя оöенивания äëитеëüности и то÷ности
проöесса фиëüтраöии; описывается способ анаëи-
за резуëüтатов проöесса фиëüтраöии, который поз-

воëяет по текущиì экспериìентаëüныì äанныì
найти оöенки ÷астотных параìетров и оöенитü
схоäиìостü проöесса фиëüтраöии, скоростü кото-
рой опреäеëяет äëитеëüностü фиëüтраöии. Даëее
рассужäения провоäятся äëя оöенки äëитеëüности
и äаны оöенки то÷ности фиëüтраöии по параìетру
α(ω); äëя параìетра β(ω) рассужäения буäут ана-
ëоãи÷ныìи.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 
È ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

3.1. Èäåÿ ïîäõîäà

Пустü в проöессе фиëüтраöии посëеäоватеëüно

поëу÷ено l оöенок ÷астотных параìетров (i, ω),

i = , тоãäа зна÷ения параìетров α(ω) и caf из не-
равенств (12) ìожно поëу÷итü с поìощüþ реøе-
ния заäа÷и ëинейноãо проãраììирования:
найти

caf . (13)

Оãрани÷ения в заäа÷е (13) форìируþтся из ус-
ëовия caf > 0 и неравенств (12), которые посëе рас-
крытия ìоäуëя иìеþт форìу, уäобнуþ äëя на-
ãëяäной ãеоìетри÷еской интерпретаöии реøения
заäа÷и:

(14)

Пустü в резуëüтате реøения заäа÷и (13) поëу÷е-
ны оöенки параìетров (ω, l) и (l). Их ãеоìет-

ри÷еский сìысë состоит в тоì, ÷то они опреäеëяþт
äве кривые, заäанные выраженияìи в правой ÷ас-

ти неравенств (14), а все зна÷ения оöенок (i, ω),

i = , ëежат ìежäу ниìи.

Реøение заäа÷и (13) обëаäает свойстваìи:
1) есëи внеøнее возìущение ФФ-фиëüтруеìо,

то при l → ∞ иìеет ìесто схоäиìостü (ω, l) → α(ω);

2) параìетр (l), l = 2, 3, ..., преäставëяет

собой неубываþщуþ ìонотоннуþ посëеäоватеëü-
ностü, преäеë которой сверху оãрани÷ен констан-
той caf .

Пустü при некотороì l иìееì реøение заäа÷и
(13) (ω, l) и (l), äëя котороãо справеäëивы не-

равенства (14). Коãäа в проöессе фиëüтраöии по-
ëу÷ено сëеäуþщее зна÷ение оöенки ÷астотноãо

параìетра (l + 1, ω), возìожны äва варианта еãо
распоëожения относитеëüно кривых, заäаваеìых

η 1→
lim

η 1→
lim

Δα i ηω,( )
2ρf wyf ηω( )

ρπi η2 1–
----------------------------------,=

Δα i ηω,( )
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--------------------------------------,=
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реøениеì (ω, l) и (l) соãëасно неравенстваì

(14). Есëи выпоëняется усëовие

(l + 1, ω)∈ , (15)

т. е. оöенка (l + 1, ω) ëежит ìежäу äвуìя кривыìи

из неравенств (14), тоãäа реøение (ω, l) и (l)

явëяется оптиìаëüныì äëя l + 1 периоäов фиëüт-
раöии.
Есëи усëовие (15) не выпоëняется, то параìетры

(ω, l) и (l) не явëяþтся реøениеì заäа÷и (13)

äëя набора (i, ω), i = , и ее необхоäиìо ре-

øатü снова, при÷еì äëя новоãо реøения (ω, l + 1)
и (l + 1) ãарантировано буäет выпоëнятüся не-

равенство (l + 1) > (l).

Дëя опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии бу-
äеì поëüзоватüся свойствоì 2, соãëасно котороìу
параìетр (l) ìеняется ìонотонныì образоì.

У÷итывая этот факт, ìожно построитü разные аë-
ãоритìы опреäеëения ìоìента окон÷ания фиëüт-
раöии. В настоящей статüе преäëаãается провести
простуþ проверку относитеëüноãо изìенения зна-
÷ения (l) на некотороì вреìенноì интерваëе.

В проöессе фиëüтраöии буäеì поëüзоватüся скоëü-
зящиì окноì øириной D ∈ N, опреäеëяþщиì не-
которое ÷исëо периоäов иссëеäуеìой ÷астоты ω,
на которых буäеì вы÷исëятü изìенение веëи÷ины

(l) (и соответственно (l)). Цеëевыìи усëови-

яìи äëя опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии
явëяþтся неравенства, похожие на (7), но äëя со-
ответствуþщих параìетров (l) и (l):

1 –  < ε,  1 –  < ε,

i = D + 1, D + 2, D + 3, ...

При оäновреìенноì выпоëнении этих öеëе-
вых усëовий проöесс фиëüтраöии с÷итаеì завер-
øенныì.
Параìетр D выбирается пропорöионаëüно ис-

сëеäуеìой ÷астоте: D ∼ ω. Боëüøой ÷астоте ω со-
ответствует небоëüøой периоä (8), а так как оøиб-
ка фиëüтраöии факти÷ески схоäится ëинейно по
вреìени, то необхоäиìо выбиратü D äостато÷но
боëüøиì, ÷тобы аäекватно анаëизироватü повеäе-
ние (l) и (l). При ìаëоì ω ситуаöия проти-

вопоëожная, и сëеäует выбиратü D небоëüøиì.
Вообще при выборе D сëеäует у÷итыватü спеöифи-
ку конкретной реøаеìой заäа÷и, наприìер, воз-
ìожные оãрани÷ения на äëитеëüностü фиëüтраöии.

Анаëиз то÷ности поëу÷аеìых оöенок (ω, l) и
(ω, l) ввиäу отсутствия инфорìаöии о внеøнеì
возìущении и объекте в общеì сëу÷ае невозìожен
(в выражениях (10) у÷аствуþт неизвестные аìпëи-
туäы, фазы и ÷астоты внеøнеãо возìущения, а
также соответствуþщие иì зна÷ения ÷астотной ха-
рактеристики объекта по внеøнеìу возìущениþ).
Оäнако при выпоëнении неравенств

–  + (ω, l) ≤ α(ω) ≤  + (ω, l), (16)

ìожно выписатü верхнþþ оöенку оøибок фиëüт-
раöии äëя соответствуþщеãо l:

| (ω, l) – α(ω)| ≤ . (17)

Проверитü усëовие (16) на практике невозìож-
но, поэтоìу поëüзоватüся неравенствоì (17) нужно
с известной осторожностüþ. Дëя выпоëнения ус-
ëовий (16) необхоäиìо, ÷тобы посëеäоватеëüностü

оøибок оöенивания (i, ω) – α(ω), i = 1, 2, ...,
иìеëа хотя бы äва эëеìента разных знаков (естü хо-
тя бы äве такие экспериìентаëüные оöенки ÷асто-
тноãо параìетра, оäна из которых боëüøе истинно-
ãо зна÷ения α(ω), а äруãая ìенüøе), но это усëовие
ìожет не выпоëнятüся äëя ìноãих практи÷еских
сиãнаëов. Так, при постоянноì внеøнеì возìуще-

нии экспериìентаëüные оöенки (i, ω), i = 1, 2, ...,

веäут себя ìонотонныì образоì (i, ω) = α(ω)+c/i,
i = 1, 2, ..., ãäе c — некоторая константа, зависящая
от веëи÷ины f(t) = const. В этоì сëу÷ае реøение за-
äа÷и (13) иìеет виä:

(ω, l) = α(ω) + ,

(l) = c ,

откуäа сëеäует, ÷то усëовие (16) не выпоëняется
äëя всех l > 2. При этоì асиìптоти÷еская схоäи-
ìостü (ω, l) → α(ω), естественно, сохраняется, и
преäëоженный способ опреäеëения äëитеëüности
фиëüтраöии приìениì и в этоì сëу÷ае.
Даëее коротко обсужäаþтся ÷исëенные аспекты

реøения заäа÷и (13).

3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Найти то÷ное реøение заäа÷и (13) ìожно, у÷и-
тывая тот факт, ÷то кривые, заäаваеìые реøениеì
заäа÷и (ω, l) и (l), касаþтся экспериìентаëü-

но поëу÷енных оöенок (ω), i = 1, l, тоëüко в äвух
то÷ках (зажиìаþт их «сверху» и «снизу»). Дëя этих
äвух оöенок ÷астотных параìетров неравенства (14)
буäут равенстваìи, из которых ìожно найти реøе-
ние заäа÷и (ω, l) и (l).
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Аëãоритì поиска реøения заäа÷и ëинейноãо
проãраììирования форìуëируется сëеäуþщиì об-
разоì.

1. Дëя всех разëи÷ных попарных со÷етаний
оöенок ÷астотных параìетров вы÷исëяþтся кан-
äиäаты на реøение заäа÷и:

(l) = ( (i, ω) – ( j, ω)) ,

(ω, l) = (i, ω) + ( j, ω) – (l) ,

v = ,  i = ,  j = .

Форìуëы соответствуþт сëу÷аþ, коãäа (i, ω) ≥

≥ ( j, ω), ина÷е поëу÷иì (l) < 0. Чтобы этоãо

избежатü, в поäобных ситуаöиях буäеì ìенятü ìес-

таìи i и j и (i, ω) и ( j, ω).

2. Среäи расс÷итанных пар параìетров (l) и

(ω, l), v = , ищется пара, äëя кото-
рой выпоëняþтся усëовия (14) и у которой пара-

ìетр (l) иìеет ìиниìаëüное зна÷ение. Это и

буäет искоìое реøение заäа÷и (ω, l) и (l).

Аëãоритì реøения носит коìбинаторный ха-
рактер, ÷то в усëовиях оãрани÷енных вы÷исëитеëü-
ных ìощностей техноëоãи÷ескоãо проöесса ìожет
затруäнитü еãо приìенение äëя боëüøих разìер-
ностей l, особенно у÷итывая, ÷то саì ìетоä ко-
не÷но-÷астотной иäентификаöии поäразуìевает
оäновреìеннуþ фиëüтраöиþ сразу на нескоëüких
кратных ÷астотах [11], äëя кажäой из которых не-
обхоäиìо реøатü заäа÷у ëинейноãо проãраììиро-
вания.
Аëüтернативой изëоженноìу выøе анаëити-

÷ескоìу ìетоäу реøения заäа÷и ëинейноãо про-
ãраììирования ìожет сëужитü ÷исëенный ìетоä
оäноìерной ìиниìизаöии выпукëой функöии,
наприìер, ìетоä зоëотоãо се÷ения [14]. Покажеì,
как заäа÷а (13) своäится к оäноìерноìу поиску.
Пустü естü фиксированное зна÷ение (ω). Соот-
ветствуþщее еìу зна÷ение  ìожно найти как

( (ω)) = max[i | (ω) – (i, ω)|], i = , тоãäа за-

äа÷а своäится к min ( (ω)) при (ω)∈[αmin, αmax],

ãäе αmin = min( (ω)), αmax = max( (i, ω)), i = .
Чисëо итераöий N ìетоäа зоëотоãо се÷ения, необ-
хоäиìое äëя поëу÷ения реøения (по ) с то÷нос-
тüþ εзс, опреäеëяется форìуëой:

N = log /logϕзс – 1,

ãäе ϕзс = 1,618... — зоëотое се÷ение.

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì объект управëения (1) с заäанныìи па-
раìетраìи:

(18s2 + 8,6s + 1)y = (1,5s + 1)u + f.

Дëя экспериìентов выбереì тестовуþ ÷астоту рав-
ной ω = 1/8,6 = 0,116 с еäини÷ной аìпëитуäой. Ей со-
ответствуþт зна÷ения ÷астотных параìетров (3) и испы-
татеëüный сиãнаë (4) виäа α(ω) = 0,592, β(ω) = –0,552 и
u(t) = sin(0,116t). Этоìу сиãнаëу соответствует периоä
испытатеëüной ÷астоты (8) T = 54,04, на÷аëо фиëüтра-
öии сäвинуто на оäин периоä (q = 1).

Поëожиì, ÷то внеøнее возìущение

f(t) = sign[sin(0,1221t – 18°)] + sign[sin(0,1105t – 342°)]

преäставëяет собой суììу äвух ìеанäров, иìеþщих со-
ответственно η = [1,05 0,95] и ρf = [1 1]. Фазы выбраны
такиì образоì, ÷то в ìоìент на÷аëа фиëüтраöии tf = 54,04
внеøнее возìущение f(tf) = 0. В § 2 показано, ÷то при та-
ких η буäут набëþäатüся зна÷итеëüные оøибки в те÷е-
ние проöесса фиëüтраöии. Наприìер, опреäеëение äëи-
теëüности фиëüтраöии соãëасно форìуëаì (7) äает сëе-
äуþщие резуëüтаты.

Дëитеëüностü иäентификаöии составиëа L = 15 пе-
риоäов испытатеëüной ÷астоты (общая äëитеëüностü
τ = (q + L)T = 864,64 c), а саìи зна÷ения оöенок пара-

ìетров составиëи: (L, ω) = 0,327 (оøибка 44,8 %),

(L, ω) = –0,222 (оøибка 59,7 %).
Такой резуëüтат фиëüтраöии ìожно объяснитü, есëи

взãëянутü на ãрафики изìенения (i, ω) и (i, ω), изоб-
раженные на рис. 1, ãäе они выäеëены то÷каìи, äëя на-
ãëяäности соеäиненныìи ìежäу собой. По ниì виäно,

÷то при L = 15 оöенки (L, ω) и (L, ω) ìаëо ìеняþт
свои зна÷ения по сравнениþ с преäыäущиì периоäоì
фиëüтраöии, хотя саìи зна÷ения оöенок при этоì ëежат
äовоëüно äаëеко от истинных зна÷ений.

Теперü буäеì приìенятü преäëоженный в статüе спо-
соб опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии. Ширину

окна, на котороì буäеì анаëизироватü изìенение  и

, выбереì как D = 5. Дëитеëüностü экспериìента при

этоì составиëа L = 18 периоäов ÷астоты ω (соответст-
венно τ = 1026,76 c) и быëи поëу÷ены зна÷ения оöенок

÷астотных параìетров: (ω, L) = 0,586 (оøибка 1,12 %),

(ω, L) = –0,572 (оøибка 3,66 %), при этоì (L) = 3,88

и (L) = 5,25. На рис. 1 спëоøныìи ëинияìи изобра-

жены соответствуþщие кривые ± (L)/i + (ω, L) и

± (L)/i + (ω, L), также прерывистыìи пряìыìи от-

äеëüно показаны (ω, L), α(ω) и (ω, L), β(ω) (на обоих
рисунках они практи÷ески совпаäаþт).

На рис. 2 изображены ãрафики изìенения реøений

заäа÷и (13): (l), (ω, l) и (l), (ω, l) по ìере уве-

ëи÷ения ÷исëа периоäов фиëüтраöии. Спëоøныìи ëини-
яìи изображены то÷ные анаëити÷еские реøения заäа÷и
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(13), а прерывистыìи — прибëиженные, поëу÷енные
описанныì ìетоäоì зоëотоãо се÷ения. Также спëоøны-
ìи ëинияìи показаны истинные зна÷ения ÷астотных

параìетров. По ãрафикаì заìетно, ÷то  и  веäут

себя ìонотонно, а при прибëижении l к L = 18 они
практи÷ески перестаþт ìенятüся, ÷то соответствует за-
верøениþ проöесса фиëüтраöии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäуется проöесс фиëüтраöии, приìеняе-
ìый при коне÷но-÷астотной иäентификаöии, äëя
опреäеëения оöенок ÷астотных параìетров иäен-
тифиöируеìоãо объекта управëения. С поìощüþ
реøения спеöиаëüной заäа÷и ëинейноãо проãраì-

ìирования нахоäятся зна÷ения äвух параìетров:
оöенки ÷астотноãо параìетра и коэффиöиента, ха-
рактеризуþщеãо äинаìику оøибки фиëüтраöии.
Сфорìуëирован аëãоритì фиëüтраöии с опреäеëе-
ниеì ее äëитеëüности на основе изìенения вто-
роãо параìетра. Даны некоторые соображения по
оöенке то÷ности найäенных ÷астотных параìет-
ров. Привоäится ÷исëенный приìер, который äе-
ìонстрирует эффективностü преäëоженноãо аëãо-
ритìа по сравнениþ с испоëüзовавøиìся ранее
способоì опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии.
Основная иäея преäëоженноãо поäхоäа проста

и естественна, поэтоìу, хотя статüя и посвящена
еãо приìенениþ в коне÷но-÷астотной иäентифи-
каöии, описанный аëãоритì ìожет приìенятüся

caf
∼ cbf

∼

Рис. 1. Результаты фильтрации: а — параìетр α(ω), б — параìетр β(ω)

Рис. 2. Динамика изменения решений задачи (13): а — параìетр α(ω), б — параìетр β(ω)
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в ëþбой схожей заäа÷е, коãäа необхоäиìо оöенитü
äинаìику схоäиìости некотороãо неìонотонно
схоäящеãося проöесса.
Даëüнейøие перспективы развития äанноãо

поäхоäа закëþ÷аþтся в поëу÷ении ãарантирован-
ных оöенок то÷ности ÷астотных параìетров äëя
фиксированных кëассов возìущений и анаëизе
связи оøибок фиëüтраöии с итоãовыìи резуëüта-
таìи иäентификаöии.
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Abstract. A linear control plant subjected to an external disturbance is considered. The disturbance
is assumed to be an unknown bounded function. The finite-frequency identification allows us to
find estimates of this control plant’s parameters. It uses special integral filters (Fourier filters), that
find estimates of the plant frequency response at a specific set of frequencies. A system of linear
equations is formed from the set of the plant frequency response points. The solution of this system
provides desired estimates of the plant parameters. Error dynamics of filtration process is studied.
The research is based on known results that describe asymptotic characteristic of the Fourier filters
errors in presence of unknown-but-bounded external disturbances. A new approach to determine
the filtration duration is proposed, estimation of the filtration accuracy is described. The proposed
approach is based on a special linear programming problem, the solution of which gives us an es-
timate of the filter value and a value of parameter that describes the rate of the filter error con-
vergence. The last one is used for duration determination. The appropriate filtration algorithm is
developed. Numerical experiments that prove efficiency of the proposed approach were carried out.

Keywords: finite-frequency identification, Fourier filter, linear programming, identification duration, estima-
tion accuracy.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поä активной экспертизой пониìается экспер-
тиза с у÷етоì возìожной заинтересованности эк-
спертов в ее резуëüтатах. Наибоëее иссëеäованной
ìожет с÷итатüся ее оäноìерная постановка — за-
äа÷а оäнокритериаëüноãо коëëективноãо выбора
[1] иëи активноãо пëанирования в терìиноëоãии,
преäëоженной в работе [2].
В 1980 ã. H. Moulin äëя оäнопиковых преäпо÷-

тений аãентов поëностüþ описаë [1] кëасс неìа-
нипуëируеìых правиë коëëективноãо выбора (иëи
ìеханизìов в терìиноëоãии теории активных сис-
теì [3]), эффективных по Парето, показав, ÷то все
эти ìеханизìы коаëиöионно неìанипуëируеìые.

При÷еì описание ìожно с÷итатü конструктив-
ныì — быëа преäëожена анаëити÷еская записü äëя
ëþбой из неìанипуëируеìых проöеäур пëаниро-
вания — так называеìые обобщенные ìеäианные
схеìы (ОМС). В äаëüнейøеì быëи преäëожены
аëüтернативные описания äанноãо кëасса [4], поз-
воëивøие провоäитü äаëüнейøие иссëеäования
свойств ОМС и расøиритü их приìенение на ìно-
ãокритериаëüные заäа÷и коëëективноãо выбора [5]
и активноãо пëанирования [6].
Так как в работе [7] быëо показано, ÷то оäно-

пиковые преäпо÷тения аãентов явëяþтся боãатыì
кëассоì, то ìожно утвержäатü, ÷то заäа÷у актив-
ноãо пëанирования äëя äанных преäпо÷тений äо-
стато÷но реøатü на кëассе неìанипуëируеìых ìе-
ханизìов. В работе [8] этот же резуëüтат быë по-
ëу÷ен сëеäуþщиì образоì. Дëя øирокоãо кëасса
ìеханизìов, инäуöируþщих иãры, в которых ре-
øениеì иãры явëяется равновесие Нэøа, быëо

Аннотация. В работе рассìатривается ìоäеëü активной экспертизы как экспертизы с у÷е-
тоì возìожной заинтересованности экспертов в ее резуëüтатах. Иссëеäуется ее оäноìер-
ная постановка — заäа÷а оäнокритериаëüноãо коëëективноãо выбора иëи, в äруãой тер-
ìиноëоãии, активноãо пëанирования. Дана постановка заäа÷и синтеза оптиìаëüноãо ìе-
ханизìа активной экспертизы äëя öеëевой проöеäуры экспертизы без у÷ета активности
экспертов. Преäставëено äоказатеëüство существования реøения у заäа÷и синтеза опти-
ìаëüноãо ìеханизìа оäноìерной активной экспертизы, äëя которой ранее быë преäëо-
жен ëиøü аëãоритì еãо поëу÷ения путеì реøения систеìы уравнений. Показано, ÷то в
раìках общепринятых äопущений на кëасс öеëевых проöеäур, реøение заäа÷и активноãо
пëанирования существует всеãäа и явëяется так называеìой обобщенной ìеäианной схе-
ìой, описанной Herve Moulin в 1980 ã. как кëасс неìанипуëируеìых правиë коëëектив-
ноãо выбора (иëи ìеханизìов в терìиноëоãии теории активных систеì), эффективных
по Парето. В среäе иìитаöионноãо ìоäеëирования разработана ìоäеëü анаëиза ìеханиз-
ìа активной экспертизы на основе обобщенной ìеäианной схеìы и ìоäеëü синтеза оп-
тиìаëüноãо неìанипуëируеìоãо ìеханизìа. Реаëизован также поиск параìетров экви-
ваëентноãо пряìоãо ìеханизìа.

Ключевые слова: теория управëения, орãанизаöионно-техни÷еская систеìа, систеìный анаëиз, не-
ìанипуëируеìостü.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
Российскоãо нау÷ноãо фонäа (проект № 16-19-10609).
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показано, ÷то äëя ëþбоãо ìеханизìа из этоãо
кëасса существует эквиваëентный пряìой ìеха-
низì (и быë преäъявëен аëãоритì еãо построения).
Описание неìанипуëируеìых ìеханизìов оäно-
критериаëüноãо коëëективноãо пëанирования, по-
ëу÷енное в работе [8], быëо соãëасовано с анаëи-
ти÷ескиì описаниеì, поëу÷енныì в работе [1].
В то же вреìя вопросы, связанные с выбороì

конкретной ОМС äëя приìенения на практике,
оставаëисü вне фокуса вниìания спеöиаëистов по
теории коëëективноãо выбора. От÷асти это быëо
обосновано теì, ÷то в сëу÷ае оäноìерноãо выбора
все ОМС явëяëисü оптиìаëüныìи по Парето, а
оптиìаëüностü по Парето — кëþ÷евой критерий
эффективности в заäа÷ах коëëективноãо выбора.
В настоящее вреìя активно веäутся иссëеäования,
как ìеняþтся свойства неìанипуëируеìости ОМС
при отказе от оäнопиковости преäпо÷тений аãен-
тов [9, 10]. Вопрос о тоì, какуþ из ОМС выбиратü
при выпоëнении усëовий, в раìках которых ОМС
явëяþтся неìанипуëируеìыìи, рассìатриваëся в
раìках теории активных систеì. Быëи преäëоже-
ны нескоëüко критериев оптиìаëüности реøения
заäа÷ оäноìерной активной экспертизы [8], в ÷ас-
тности, анаëоã критерия H∞ — критерия поãреø-
ности ìанипуëирования, опреäеëяþщеãо, наскоëü-
ко резуëüтат активной экспертизы ìожет ìакси-
ìаëüно отëи÷атüся от резуëüтата, поëу÷аеìоãо при
усëовии, ÷то все эксперты не явëяþтся активныìи
и сообщаþт äостовернуþ инфорìаöиþ, и относи-
теëüная версия äанноãо критерия, поëу÷ивøая в
совреìенной ëитературе название «öена анархии»
[11]. На основе критерия быëа сфорìуëирована
заäа÷а активноãо пëанирования: äëя заäанной
(öеëевой) проöеäуры, которая явëяется оптиìаëü-
ной без у÷ета активности аãентов, нужно поäобратü
проöеäуру, обëаäаþщуþ ìиниìаëüной поãреø-
ностüþ ìанипуëирования относитеëüно öеëевой
[6]. Заäа÷а активноãо пëанирования быëа реøена
äëя отäеëüноãо кëасса öеëевых проöеäур [8], быëо
сфорìуëировано ее общее реøение [6]. Это поз-
воëяет не тоëüко внеäрятü неìанипуëируеìые
ìеханизìы в совреìенные систеìы поääержки
принятия реøений, сì., наприìер, работу [12], но
и ставитü заäа÷у ìиниìизаöии поãреøности äëя
äействуþщих проöеäур принятия коëëективных
реøений.
В раìках настоящей статüи описывается, как

реøение заäа÷и активноãо пëанирования ìожет
бытü реаëизовано в раìках систеìы иìитаöионно-
ãо ìоäеëирования РДС [13]. Необхоäиìо отìетитü,
÷то в статüе [6] не изу÷аëся вопрос существования
реøения заäа÷и активноãо пëанирования — быë
преäëожен ëиøü аëãоритì еãо поëу÷ения путеì
реøения систеìы уравнений. Поэтоìу в настоя-

щей статüе ìы также уäеëиì вниìание этоìу тео-
рети÷ескоìу вопросу — показав, ÷то в раìках об-
щепринятых äопущений на кëасс öеëевых про-
öеäур реøение заäа÷и активноãо пëанирования,
преäëоженное в статüе [6], существует всеãäа и яв-
ëяется ОМС.
Структура äаëüнейøеãо изëожения ìатериаëа

такова. В § 2 äаþтся форìаëüные опреäеëения и
привоäятся основные преäваритеëüные форìаëü-
ные резуëüтаты, § 3 посвящен äоказатеëüству су-
ществования реøения заäа÷и активноãо пëаниро-
вания. В § 4 описывается иìитаöионный аëãоритì
реøения заäа÷и активноãо пëанирования на осно-
ве систеìы ìоäеëирования РДС [13].

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß 
È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Даëее принята систеìа обозна÷ений, преäëо-
женная в работе [6]. Привеäеì основные необхо-
äиìые понятия и опреäеëения.
Обозна÷иì ÷ерез X ìножество äопустиìых зна-

÷ений результата экспертизы x äëя орãанизаöион-
ной систеìы (ОС), Ω — ìножество возìожных
зна÷ений исходной информации ω, переäаваеìой
экспертаìи (аãентаìи) орãанизатору экспертизы
(Центру), на основании которых опреäеëяется ре-
зуëüтат экспертизы. Пустü в соответствии с неко-
торыì критериеì эффективности пëанирования в
ОС опреäеëена целевая процедура планирования f :
Ω → X — оптиìаëüная проöеäура без у÷ета актив-
ности аãентов.
Заинтересованностü экспертов в опреäеëенных

резуëüтатах экспертизы форìаëизуется функциями

полезности ui: X Ѕ Ω → 1, ãäе i ∈ N — инäекс аãен-
та, N — ìножество аãентов. Кëасс возìожных

функöий поëезности обозна÷иì U i. Набор функ-
öий поëезности аãентов (профиль предпочтений)
обозна÷иì u, а ìножество еãо возìожных зна÷е-

ний — U = Ѕi ∈ NU i. С то÷ки зрения теории ìеха-
низìов (то÷нее, теории эффективных ìеханиз-
ìов) особуþ роëü иãраþт проöеäуры пëанирова-
ния, которые явëяþтся эффективными по Парето —

∀u∈U ∀ω ∈ Ω ¬∃ x∈X: ∃ i ∈ N ui(x, ω) > ui(f(u, ω), ω)

и ¬∃ j ∈ N u j(x, ω) < u j(f(u, ω), ω).
При этоì ìожет оказатüся, ÷то öеëевая про-

öеäура не устойчива к активности агентов. Про-
бëеìа проявëения активности форìаëизуется
сëеäуþщиì образоì. При заäанных ω и u ìожет
оказатüся, ÷то äëя некоторых аãентов выãоäныì
оказывается сообщение неäостоверной инфорìа-
öии, поэтоìу Центр поëу÷ает от аãентов искажен-
ную информацию  ≠ ω, ÷то ìожет привести к па-
äениþ эффективности пëанирования.

ω∼
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Преобразование ωf : Ω Ѕ U → Ω описывает ис-
кажение переäаваеìой инфорìаöии аãентаìи с
у÷етоì их активности при заäанной f. В раìках те-
оретико-иãровоãо поäхоäа поä ωf(ω, u) поäразуìе-
ваþтся равновесные стратеãии экспертов в иãре,
возникаþщей из-за приìенения проöеäуры пëа-
нирования. Есëи ωf ≡ ω, то проöеäура пëанирова-
ния f явëяется неìанипуëируеìой, т. е. устойчивой
к активности аãентов.
Есëи ωf ≠ ω, то актуаëен вопрос — ìожно ëи

уìенüøитü потери, возникаþщие при пëанирова-
нии как сëеäствие активности аãентов? Дëя ответа
на этот вопрос необхоäиìо ввеäение критерия, оп-
реäеëяþщеãо потери в ОС при ωf ≠ ω. В настоящей
работе в ка÷естве такоãо критерия принята близость
резуëüтатов пëанирования, форìаëизуеìая сëеäу-
þщиì образоì. Обозна÷иì Δf = || f(ω) –

– f(ωf(ω, u))||L — погрешность манипулирования —
ìаксиìаëüное рассоãëасование резуëüтатов экспер-
тизы без и с у÷етоì активности экспертов по не-
которой ìетрике L. По уìоë÷аниþ в работах [6, 8]
испоëüзуется ìетрика L1. О÷евиäно, ÷то это не
еäинственный критерий, по котороìу ìожно оöе-
ниватü потери ìанипуëирования, сì., наприìер,
работу [9].
В сëу÷ае, есëи проöеäура не устой÷ива к актив-

ности, оöенивается, наскоëüко сиëüно резуëüтат
пëанирования ìожет бытü искажен активныìи
поä÷иненныìи.

Обозна÷иì механизм ρ = 〈M, π〉, ãäе M = Ѕi ∈ NMi,

Mi — ìножество äопустиìых сообщений эксперта
i ∈ N, π: M → X — проöеäура активного планиро-
вания, у÷итываþщая активностü экспертов. Мно-
жества M и Ω ìоãут не иìетü ìежäу собой ни÷еãо
общеãо. Ввеäеì преобразование mπ: ΩЅU → M,
опреäеëяþщее зависиìостü сообщений активных
экспертов в проöеäуре π, при заäанных исхоäных
зна÷ениях ω и профиëе преäпо÷тений u. В раì-
ках теоретико-иãровоãо поäхоäа поäразуìеваþтся
равновесные стратеãии экспертов в иãре, порож-
äенной рассìатриваеìыì ìеханизìоì. При этоì
конструкöия 〈Ω, f 〉 также ìожет рассìатриватüся
как некоторый ìеханизì, в сëу÷ае возìожности

преäставëения Ω = Ѕi ∈ NΩi, äëя котороãо mπ ≡ ωf .
Множество äопустиìых проöеäур активноãо пëа-
нирования обозна÷иì П, ìножество äопустиìых
ìеханизìов — P.
По анаëоãии с поãреøностüþ ìанипуëирова-

ния опреäеëиì ìаксиìаëüное рассоãëасование ре-
зуëüтатов пëанирования öеëевой проöеäуры и ìе-
ханизìа ρ:

Δf(ρ) = || f(ω) – π(mπ(ω, u))||L.

Определение 1. Механизм  ∈ P является реше-

нием задачи активного планирования, если он ап-
проксимирует целевую процедуру f:

 ∈ Δf(ρ). ♦ (1)

В опреäеëении 1 поäразуìевается, ÷то ìноже-
ство ìеханизìов P äоëжно бытü «заìкнуто» в тоì
сìысëе, ÷то ëþбой из ìеханизìов ìожет бытü ре-
аëизован и Δf(ρ) существует.

О÷евиäно, ÷то «иäеаëüныì» реøениеì заäа÷и
активноãо пëанирования сëужит ìеханизì экспер-
тизы, äëя котороãо Δf(ρ) ≡ 0.

Определение 2. Механизм  ∈ P полностью ре-

ализует целевую процедуру f, если Δf(ρ) ≡ 0. При этом
соответствующая целевая процедура называется
полностью реализуемой. ♦
Дëя опреäеëения äостато÷ности и öеëесообраз-

ности приìенения некоторых кëассов ìеханизìов
äëя реøения заäа÷и активноãо пëанирования вво-
äятся сëеäуþщие опреäеëения.
Определение 3. Механизмы ρ = 〈M, π〉 и  =

= 〈 , 〉 эквивалентны для заданных Ω и U, если

∀ω ∈ Ω, ∀u ∈ U π(mπ(ω, u)) ≡ ( (ω, u)). ♦
В опреäеëении 1 ìожет казатüся, ÷то ìеханиз-

ìы äаþт уëу÷øение по сравнениþ с обы÷ной öе-
ëевой проöеäурой: Δf(ρ) < Δf , но такое не всеã-

äа верно. С äруãой стороны, поскоëüку öеëевая
проöеäура ìожет с÷итатüся ìеханизìоì 〈Ω, f 〉, то
верно неравенство Δf(ρ) ≤ Δf, поэтоìу ìы ìо-

жеì и не уëу÷øитü поãреøностü ìанипуëирова-
ния, но ухуäøитü ее не сìожеì.
Определение 4. Процедура планирования f обла-

дает нередуцируемой погрешностью манипулирова-
ния, если механизм 〈Ω, f 〉 является решением задачи
активного планирования. ♦
Буäеì обозна÷атü fρ öеëевуþ проöеäуру пëани-

рования, которая реаëизуется некоторыì ìеханиз-
ìоì пëанирования ρ. Есëи обозна÷итü FP — ìно-
жество всех öеëевых проöеäур пëанирования, ре-
аëизуеìых кëассоì ìеханизìов P, то опреäеëение
(1) реøения заäа÷и активноãо пëанирования ìо-
жет бытü сфорìуëировано в терìинах поäобных
проöеäур:

ρ: fρ ∈ || f(ω) – (ω)||. (2)

Активная экспертиза в äанной статüе рассìатри-
вается как ÷астный сëу÷ай однокритериального пла-

нирования, т. е. рассìатриваеì сëу÷ай X ≡ [x, ] ⊂ 1,

x,  ∈ 1, x < .

max
ω Ω∈ u U∈,

max
ω Ω∈ u U∈,

ρf
*

ρf
* Arg min
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min
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min
ρ P∈
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В заäа÷ах оäнокритериаëüноãо пëанирования

преäпо÷тения ui: ΩЅХ → 1 аãента i ∈ N называ-
þтся однопиковыми, есëи ∀ω ∈ Ω:

существует еäинственная точка пика τi =

= ui(ω, x);

∀z, z' ∈ X, есëи τi > z > z', то ui(z) ≥ ui(z'), есëи

z > z' > τi, то ui(z) ≤ ui(z').
Кëасс оäнопиковых преäпо÷тений буäеì обоз-

на÷атü .

В 1980 ã. H. Moulin показаë, ÷то есëи преäпо÷-

тения аãентов — из , а X ⊆ 1, то ëþбая неìа-

нипуëируеìая проöеäура коëëективноãо выбора —
обобщенная медианная схема) [1]:

x = ( (a(S)), τi)), (3)

ãäе a(S) ∈ X — параìетры настройки ìеханизìа,
опреäеëяеìые äëя кажäой из возìожных ãрупп

аãентов S ⊆ N \∅, при÷еì a(S) ≥ a( ) при S ⊂ .
Есëи a(S) не зависит от тоãо, кто иìенно из аãентов
вхоäит в ãруппу S, а зависит ëиøü от ÷исëа аãентов
в ãруппе #S, то правиëо явëяется анонимным.
Зна÷иìостü неìанипуëируеìых ìеханизìов при

активноì коëëективноì оäнокритериаëüноì пëа-
нировании в ОС обусëовëена сëеäуþщиìи факта-
ìи. Все ОМС явëяþтся эффективныìи по Парето
[14]. Боëее тоãо, в ìоäеëи, сфорìуëированной в
работе [15], все ОМС коаëиöионно неìанипуëи-
руеìы — сì., наприìер, работу [14].
В 1979 ã. P. Dasgupta, P. Hammond и E. Maskin

äоказаëи [7], ÷то на кëассе оäнопиковых преäпо÷-
тений аãентов ìножество реаëизуеìых проöеäур
совпаäает с ìножествоì проöеäур, которые реа-
ëизуеìы в äоìинантных стратеãиях; т. е. тоëüко
ОМС ìоãут бытü реаëизуеìыìи проöеäураìи пëа-
нирования.
В 1989 ã. В.Н. Бурковыì иссëеäоваëся кëасс ìе-

ханизìов пëанирования P1 = {〈X n, π(m)〉}, уäовëет-
воряþщих требованияì [8]:
проöеäура π(m) ìонотонна по всеì переìен-

ныì при m ∈ X n;
функöия π(m) непрерывна по всеì переìенныì

при m ∈ X n;

есëи обозна÷итü ma = (a, ..., a), a ∈ X, то

π(ma) = a (условие единогласия).
Быëо äоказано, ÷то ∀ρ ∈ P1 существует экви-

ваëентный пряìой неìанипуëируеìый ìеханизì.
Поэтоìу на кëассе ìеханизìов пëанирования P1
реøение ëþбой заäа÷и пëанирования äостато÷но
искатü среäи неìанипуëируеìых ìеханизìов.
В работе [8] быëо показано, ÷то ëинейные

свертки как öеëевые проöеäуры обëаäаþт нереäу-

öируеìой поãреøностüþ ìанипуëирования. Дан-
ный резуëüтат быë расøирен на весü кëасс ìеха-
низìов P1 [6].
Утверждение 1 [6]. Пусть целевая процедура пла-

нирования f(m) такова, что механизм 〈Xn, f(m)〉 ∈ P1.
Тогда минимум погрешности манипулирования обес-
печивает ОМС, в которой для произвольной группы

S ∈ 2N\∅, a(S) является решением уравнения

2a(S) = f(m(S)) + f( (S)), (4)
ãäе

m(S) = {∀i ∈ S, mi = x ∧ ∀i ∈ N\S, mi = a(S)},

(S) = {∀i ∈ S, mi = a(S) ∧ ∀i ∈ N\S, mi = }. ♦

Иìенно аëãоритì синтеза оптиìаëüноãо реøе-
ния на основе (4) быë реаëизован в описываеìой
äаëее иìитаöионной ìоäеëи. Оäнако в статüе [6]
не иссëеäоваëосü, разреøиìа ëи систеìа уравне-
ний (4) äëя ëþбой öеëевой проöеäуры, ìеханизì
на основе которой принаäëежит кëассу P1. Дан-
ный вопрос иссëеäуется в сëеäуþщеì параãрафе.

2. Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 
ÀÊÒÈÂÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

Обозна÷иì mi(S) и (S) — коìпоненты сооб-

щений эксперта i ∈ N в векторах m(S) и (S) со-

ответственно и xS — коìпоненты вектора сообще-

ний экспертов из поäìножества S ∈ 2N\∅, в кото-
роì все эксперты сообщаþт веëи÷ину x. Тоãäа

m(S) = (xS, a(S)N\S) и m(S) = (a(S)S, ). В со-
ответствии с äанныì выøе опреäеëениеì ОМС

∀S ∈ 2N\∅ a(S) ∈ [x, ], поэтоìу ∀i ∈ N mi(S) ≤ (S).
Быëо показано [8], ÷то äëя ìеханизìов из кëас-

са P1 проöеäура не просто ìонотонная, но и не-

убываþщая. Откуäа сëеäует, ÷то f(m(S)) ≤ f( (S)),

так как ∀i ∈ N mi(S) ≤ (S).
Утверждение 2. Пусть целевая процедура плани-

рования f(m) такова, что механизм 〈X n, f(m)〉 ∈ P1.

Тогда ∀S ∈ 2N\∅ уравнение 2y = f(xS, yN\S) +

+ f(yS, ) при y ∈ [x, ] всегда имеет хотя бы од-
но решение.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Поскоëüку f(m) непрерывная и
неубываþщая функöия, из усëовия еäиноãëасия сëеäу-

ет, ÷то функöия ϕ(y) = (f(xS, yN\S) + f(yS, )) непре-

рывная, не убывает, и:

x ≤ ϕ(x), так как при y = x: 2x ≤ f(xN) + f(xS, ), ÷то

эквиваëентно x ≤ f(xS, );

arg max
x X∈

UT
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min
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max
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 ≥ ϕ( ), так как при y = : 2  ≥ f(xS, ) + f( ), ÷то

эквиваëентно  ≥ f(xS, ).
Отсþäа сëеäует, ÷то существует, как ìиниìуì, оäна

непоäвижная то÷ка y ≤ ϕ(y) при y ∈ [x, ]. ♦
Такиì образоì äоказано, ÷то систеìа из урав-

нений на основе (4) всеãäа иìеет как ìиниìуì оä-
но реøение. Оäнако она ìожет иìетü нескоëüко
реøений, поэтоìу необхоäиìо äоказатü, ÷то среäи
этоãо ìножества реøений найäется такое, которое
уäовëетворяет требованияì к ОМС.
Утверждение 3. Пусть целевая процедура плани-

рования f(s) такова, что механизм 〈X n, f(m)〉 ∈ P1.

Тогда для произвольных групп агентов S,  ⊆ 2N\∅

таких, что S ⊂ , найäутся такие реøения (4), ÷то

a(S) ≥ a( ).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Обозна÷иì ϕ(y) = (f(xS, yN\S) +

+ f(yS, )), (y) = (f( , ) + f( , )).

Пустü \S = {i}, тоãäа:

ϕ(y) = (f(xS, yi, ) + f(yS, , ));

(y) = (f(xS, xi, ) + f(yS, yi, )).

Отсþäа ëеãко виäетü, ÷то ∀y ∈ [x, ] ϕ(y) ≥ (y). Сëе-

äоватеëüно, есëи y = ϕ(y), то y ≥ (y). Так как при этоì

(x) ≥ x, то найäется такой  ∈ [x, y], ÷то  = ϕ( ). От-

куäа сëеäует, ÷то a(S) = ϕ(a(S)) ≥ a( ) = (a( )). ♦
Выбирая соответствуþщие реøения äëя кажäоãо

S ∈ 2N\∅, которые существуþт всеãäа, ìы äействи-

теëüно поëу÷аеì ОМС, явëяþщуþся реøениеì за-
äа÷и активноãо пëанирования äëя соответствуþщей
öеëевой проöеäуры на основании утвержäения 1.
Это позвоëяет реаëизоватü соответствуþщий аëãо-
ритì на практике.

3. ÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÈÍÒÅÇÀ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÝÊÑÏÅÐÒÈÇÛ

Рассìотриì построение иìитаöионной ìоäе-
ëи активной экспертизы в систеìе РДС [13] äëя
трех экспертов (аãентов). Окно ãëавной поäсисте-
ìы ìы разбиëи на обëасти с бëокаìи: название
ìоäеëи (вверху), внеøние äанные (сëева), Мета-
öентр (верхняя поëоса), Центр (среäняя поëоса),
Аãенты (нижняя поëоса). Кажäый бëок в РДС ìо-
жет бытü вы÷исëитеëüныì бëокоì, который поëу-
÷ает вхоäные äанные ÷ерез вхоäящие стреëки и от-
äает выхоäные äанные ÷ерез выхоäящие стреëки, а
еãо внутренняя ëоãика обработки äанных заäается
поëüзоватеëеì с поìощüþ выбора ãотовых бëоков
иëи проãраììированиеì своеãо бëока. Естü также
отäеëüный виä бëоков «поäсистеìа», которые со-
äержат внутри äруãие бëоки, связанные с вхоäаìи
и выхоäаìи поäсистеìы и ìежäу собой äëя выпоë-
нения ëоãи÷ески выäеëенной ãруппы вы÷исëений.
В систеìе РДС ìожно созäаватü нескоëüко сëо-

ев в окнах поäсистеì äëя отображения/скрытия
всех разìещаеìых на äанноì сëое бëоков. В ãëав-
ной поäсистеìе заäано нескоëüко конфиãураöий
сëоев (наборов отображаеìых сëоев), преäназна-
÷енных äëя разëи÷ноãо преäставëения ìоäеëируе-
ìой систеìы, наприìер, ëоãика работы (конфиãу-
раöия «Проöессы») и поëüзоватеëüский интерфейс
режиìов работы («Анаëиз» и «Синтез»), конфиãу-
раöии ìожно ëеãко перекëþ÷атü ìыøкой (рис. 1).
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Рис. 1. Выбор конфигурации окна главной подсистемы
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В ка÷естве öеëевой проöеäуры пëанирования

ОС быëа выбрана функöия f(s) = .

Из-за анониìности öеëевой проöеäуры ОМС
äëя сëу÷ая трех экспертов иìеет тоëüко äва па-
раìетра: x(s, a) = median(s1, s2, s3, a1, a2), ãäе a =
= (a1, a2) — вектор параìетров ìеханизìа (заявки
фантоìных экспертов), s — вектор заявок экспер-

тов. При параìетрах  = f(x, x, ),  = f(x, , )

ОМС явëяется эквиваëентныì неìанипуëируе-
ìыì ìеханизìоì. Эти параìетры вы÷исëяþтся в
поäсистеìе «I. Центр сообщает...» и отображаþтся
в бëоке «Параìетры эквиваëентноãо ìеханизìа»
на конфиãураöии «Синтез» (сì. äаëее описание).
В ка÷естве функöий поëезности экспертов

возüìеì функöии ui(x, ri) = –|x – ri|, ãäе x — ре-
зуëüтат экспертизы, а ri — то÷ка пика эксперта i —
наиëу÷øий, с то÷ки зрения эксперта, резуëüтат
экспертизы.
Поäсистеìа «Внеøние äанные» соäержит в ка-

÷естве выхоäных äанных все параìетры ìоäеëи,
öеëевуþ проöеäуру Центра и функöии поëезности
экспертов.

A. Порядок функционирования и информирован-
ность
Поряäок функöионирования заäается на кон-

фиãураöии «Проöессы» (рис. 2). По хроноëоãи÷ес-
кой посëеäоватеëüности бëоки (øаãи саìой про-
öеäуры экспертизы) распоëожены сëева направо.
Пере÷исëиì основные øаãи ìоäеëируеìоãо про-
öесса.

I. Центр сообщает экспертаì ìеханизì экспер-
тизы и еãо параìетры.

II. Эксперты сообщаþт свои оöенки.
III. Центр в соответствии с объявëенныì ìеха-

низìоì опреäеëяет резуëüтат экспертизы.
Бëоки «Проöесса» (кроìе бëоков Метаöентра)

несут функöионаëüнуþ наãрузку — в них проис-
хоäят необхоäиìые äëя äанноãо øаãа вы÷исëе-
ния/ввоä äанных на основе поëу÷енных от пре-
äыäущих øаãов äанных и переäа÷а поëу÷енных
резуëüтатов сëеäуþщиì бëокаì. Стреëки в РДС
отображаþт и несут функöиþ переäа÷и äанных
ìежäу бëокаìи, по кажäой стреëке переäаþтся äан-
ные оäноãо типа.
Б. Анализ — прогноз поведения агентов
Конфиãураöия «Анаëиз» (рис. 3) сëужит äëя

оöенки выиãрыøей öентра и экспертов при раз-

si/3
i

∑⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

a1
= x a2

= x x

Рис. 2. Конфигурация «Процессы»
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ëи÷ных äействиях экспертов, в тоì ÷исëе äëя по-
иска равновесных äействий экспертов иëи опти-
ìаëüных äействий с то÷ки зрения экспертов иëи
öентра.
На рис. 3 привеäен внеøний виä конфиãураöии

«Анаëиз». Зäесü отображаþтся бëоки с конфиãура-
öии «Проöессы» и к ниì äобавëен интерфейс äëя
ввоäа и вывоäа äанных. Внеøниìи äанныìи äëя
анаëиза с÷итаþтся äействия экспертов (оöенки).
Оöенки ìожно варüироватü вру÷нуþ пëþс ìожно
выбиратü текущеãо аãента, äëя котороãо в правой
÷асти интерфейса строятся ãрафики зависиìости
резуëüтата экспертизы и öеëевой функöии экспер-
та от заявки эксперта.
В. Синтез — поиск оптимальных параметров ме-

ханизма
Конфиãураöия «Синтез» (рис. 4) сëужит äëя

оöенки выиãрыøа öентра при разëи÷ных äействи-
ях öентра — выборе параìетров ìеханизìа экс-
пертизы ОМС.
На рис. 4 привеäен внеøний виä конфиãураöии

«Синтез». Зäесü к бëокаì конфиãураöии «Проöес-
сы» äобавëен интерфейс управëения и ввоäа äан-
ных äëя этапов ìеханизìа, связанных с Центроì.
Внеøниìи äанныìи с÷итается äействие Центра —
параìетры ОМС. Поëüзоватеëü ìожет вру÷нуþ
поäбиратü параìетры ìеханизìа. При этоì справа
от поëя äаны зна÷ения параìетров äëя построе-
ния эквиваëентноãо неìанипуëируеìоãо ìеханиз-

ìа. Поëüзоватеëü ìожет также запуститü рас÷ет
параìетров оптиìаëüноãо неìанипуëируеìоãо ìе-
ханизìа — нажатиеì кнопки «Старт».
Бëокоì «VI. Вы÷исëение зна÷ения öеëевой

функöии Центра» расс÷итывается зна÷ение крите-
рия (*) äëя эквиваëентноãо неìанипуëируеìоãо
ìеханизìа и äëя ìеäианноãо ìеханизìа с текущи-
ìи параìетраìи, выбранныìи Центроì.
Такиì образоì, поëüзоватеëü äанной ìоäеëи

РДС ìожет иссëеäоватü ìоäеëü активной экспер-
тизы в ка÷естве как аãента, так и Центра.

4. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Коìпëекс РДС соäержит встроенный по уìоë-
÷аниþ переборный бëок ìаксиìизаöии, так ÷то
прибëиженное (с заäанной то÷ностüþ арãуìента)
реøение уравнения (4) ищется ìетоäоì поëноãо
перебора äëя заäа÷и ìаксиìизаöии:

–|(f(m(S)) + f( (S)))/2 – a(S)| → . (5)

Эта заäа÷а иìеет реøение всëеäствие утвержäе-
ния 2.
Чисëо параìетров ìеханизìа равно äвуì из-за

анониìности öеëевой проöеäуры. Саì аëãоритì
äëя кажäоãо параìетра реаëизован в поäсистеìе
«Синтез» на скрытоì сëое «Синтез tech». В бëоке
«Операöия наä функöияìи» (рис. 5) форìируется

Рис. 3. Конфигурация «Анализ»

m max
a S( )
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ìаксиìизируеìая функöия (5) из öеëевой проöе-
äуры. Затеì эта функöия поступает на вхоä бëока
«Внутренний ìаксиìизатор», который и реаëизует
ìаксиìизаöиþ поëныì перебороì, поëу÷ая ãра-
ниöы перебора из бëока «Граниöы».
Критерий (*) вы÷исëяется в поäсистеìе «VI. Вы-

÷исëение зна÷ения öеëевой функöии Центра» äëя
эквиваëентноãо неìанипуëируеìоãо ìеханизìа и
äëя ìеханизìа ОМС с параìетраìи, выбранны-
ìи поëüзоватеëеì. Заäа÷а ìаксиìизаöии реøается
также прибëиженно с поìощüþ встроенноãо бëо-
ка поëноãо перебора.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäставëенные резуëüтаты äоказываþт конст-
руктивностü ранее поëу÷енноãо реøения заäа÷и
поиска оптиìаëüноãо ìеханизìа активной экспер-
тизы и иëëþстрируþт возìожности их реаëизаöии
в систеìах иìитаöионноãо ìоäеëирования на при-
ìере систеìы РДС.
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Abstract. The paper considers a model of active expertise as expertise that takes into account the
experts' possible interest in its results. We study its one-dimensional formulation — the problem
of one-criterion collective choice or, in other terminology, active planning. There is a goal pro-
cedure for expertise that is optimal when experts are not active. The problem of synthesis of the
optimal mechanism of active expertise is given. The article presents proof of solution existence
to the problem of synthesis of the optimal mechanism of one-dimensional active expertise. Ear-
lier, only an algorithm for its obtaining by solving a system of equations was proposed. We show
that, within the framework of generally accepted assumptions on the class of goal procedures,
a solution to the problem of active planning always exists and is so-called generalized median
voter schemes, described by Herve Moulin in 1980 as a class of strategy-proof collective choice
rules (or mechanisms in the terminology of the theory of active systems), which are Pareto ef-
ficient. A model for analyzing mechanisms of active expertise based on a GMVS and a model
for synthesizing an optimal strategy-proof mechanism have been developed in the simulation en-
vironment. A search for the parameters of the equivalent direct mechanism is also implemented.

Keywords: control science, organizational-technical system, systems analysis, strategy-proofness.
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ÎÖÅÍÊÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÝÊÎ-ÈÍÍÎÂÀÖÈßÌÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÎÄÅËÅÉ DEA
Ñ ËÀÃÀÌÈ È ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ ÂÛÕÎÄÀÌÈ

С.В. Ратнер

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Местные орãаны вëасти преäставëяþт собой
важные эëеìенты институöионаëüной структуры
управëения экоëоãи÷ескиìи аспектаìи хозяйст-
венной äеятеëüности эконоìи÷еских аãентов [1].
Это объясняется äвуìя основныìи при÷инаìи: с
оäной стороны, ëþбые неãативные посëеäствия
хозяйственной активности (как произвоäственных
проöессов, так и проöессов по обеспе÷ениþ жиз-
неäеятеëüности насеëения) быстрее всеãо ощуща-
þтся иìенно на ëокаëüноì уровне и непосреäст-
венно вëияþт на ка÷ество жизни ëþäей. С äруãой
стороны, ìестные вëасти иìеþт возìожностü ока-
зыватü вëияние на насеëение посреäствоì созäа-
ния усëовий äëя развития техноëоãи÷еских, про-
äуктовых и орãанизаöионных эко-инноваöий, фор-
ìирования экоëоãи÷ески äружественных паттернов
потребитеëüскоãо повеäения, пëанирования за-
стройки, образоватеëüных и просветитеëüских ìе-
роприятий и äр. [2—5].
В Российской Феäераöии основные норìы и

правиëа, реãуëируþщие возäействие эконоìики
на окружаþщуþ среäу, устанавëиваþтся на феäе-

раëüноì уровне; теì не ìенее, реãионаëüныì вëас-
тяì отвоäится боëüøая роëü в осуществëении ряäа
функöий экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента на ìестах.
Так, функöия ãосуäарственноãо экоëоãи÷ескоãо
ìониторинãа и наäзора в обëасти охраны атìос-
ферноãо возäуха и в обëасти обращения с отхоäа-
ìи распреäеëена ìежäу Росприроäнаäзороì (фе-
äераëüный уровенü) и реãионаëüныìи вëастяìи.
Функöии ãосуäарственноãо ìониторинãа раäиаöи-
онной обстановки, объектов животноãо ìира, со-
стояния ëесов также распреäеëены ìежäу феäе-
раëüныìи и реãионаëüныìи орãанаìи вëасти. Вся
статисти÷еская инфорìаöия по состояниþ окру-
жаþщей среäы и по финансированиþ ìероприя-
тий по охране окружаþщей среäы преäоставëяется
насеëениþ в реãионаëüноì разрезе. Все среäства,
собираеìые с эконоìи÷еских аãентов в ка÷естве
пëаты за неãативное возäействие на окружаþщуþ
среäу и в ка÷естве экоëоãи÷еских øтрафов за на-
руøение норì возäействия на окружаþщуþ среäу,
распреäеëяþтся такиì образоì: 5 % от собираеìых
среäств поступает в феäераëüный бþäжет, 40 % в
бþäжеты субъектов РФ и 55 % в бþäжеты ìуни-
öипаëüных районов и ãороäских окруãов. Функöия
распреäеëения бþäжетных среäств на охрану ок-

Аннотация. Разработан поäхоä к оöенке эффективности систеì экоëоãи÷ескоãо ìенеäж-
ìента реãионов России на основе приìенения ìоäеëей анаëиза среäы функöионирова-
ния (в анãëоязы÷ноì варианте — Data Envelopment Analysis, DEA). В ка÷естве вхоäов ìо-
äеëи рассìотрены текущие и капитаëüные затраты на прироäоохранные ìероприятия, в
ка÷естве выхоäов — изìенения в наãрузке эконоìики реãиона на окружаþщуþ среäу по
øирокоìу спектру экоëоãи÷еских показатеëей. Отëи÷итеëüная особенностü преäëожен-
ноãо поäхоäа состоит в у÷ете отëоженных эффектов от капитаëüных затрат на прироäо-
охранные ìероприятия. Показана возìожностü приìенения проöеäуры сäвиãа øкаë äëя
устранения пробëеìы наëи÷ия отриöатеëüных выхоäов. На основе коìбинаöии эконо-
ìетри÷еских ìетоäов ìоäеëирования и ìетоäоëоãии DEA построены äинаìи÷еские ìо-
äеëи и провеäена оöенка уровня развития эко-инноваöий в реãионах России. Выявëено,
÷то преäëоженная коìбинаöия ìоäеëей и поäхоäов позвоëяет в боëüøей степени у÷естü
эконоìи÷ескуþ ëоãику проöессов реãионаëüноãо экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента, ÷еì при
траäиöионноì способе выбора вхоäов и выхоäов ìоäеëи экоëоãи÷ескоãо DEA и, как
сëеäствие, то÷нее настроитü систеìу стиìуëов ãосуäарственной экоëоãи÷еской поëитики.

Ключевые слова: анаëиз среäы функöионирования, отриöатеëüные вхоäы, отëоженные эффекты,
оптиìизаöия, эко-инноваöии, реãионаëüная систеìа экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента.
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ружаþщей среäы и пëанирования ìероприятий
по уëу÷øениþ экоëоãи÷ескоãо состояния реãиона
поëностüþ закрепëена за ìинистерстваìи экоëо-
ãии и охраны окружаþщей среäы субъектов Рос-
сийской Феäераöии [6].
В то же вреìя какоãо-ëибо станäартизирован-

ноãо поäхоäа к орãанизаöии систеìы экоëоãи÷ес-
коãо ìенеäжìента на реãионаëüноì уровне в Рос-
сии не существует. Из наибоëее распространенных
в ìире станäартов экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента в
России äействует тоëüко станäарт ISO 14001, ко-
торый опреäеëяет структуру и функöии систеìы
экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента (СЭМ) преäприятия,
но не реãиона [7, 8]. Попытки приìенитü принöи-
пы ISO 14001, в тоì ÷исëе принöипа постоянноãо
уëу÷øения СЭМ, на реãионаëüноì уровне в Рос-
сии пока не преäприниìаëисü, поэтоìу какая-ëи-
бо систеìная оöенка эффективности провоäиìой
äеятеëüности в обëасти экоëоãи÷ескоãо ìенеäж-
ìента на территориаëüноì уровне в настоящее
вреìя отсутствует.
Цеëü настоящей работы состоит в разработке

поäхоäа к оöенке эффективности систеì экоëо-
ãи÷ескоãо ìенеäжìента реãионов РФ на основе
статисти÷еских äанных о состоянии окружаþщей
среäы и объеìах среäств, поступаþщих на финан-
сирование ìероприятий по охране окружаþщей
среäы, иìеþщихся в открытоì äоступе. Эффек-
тивностü СЭМ в äанноì иссëеäовании преäëаãа-
ется пониìатü в ÷исто эконоìи÷ескоì сìысëе: как
отноøение веëи÷ины, характеризуþщей уëу÷øе-
ние экоëоãи÷еских аспектов эконоìики реãиона,
к затратаì, произвеäенныì äëя äостижения этоãо
уëу÷øения за периоä вреìени. Так как затраты,
осуществëяеìые в реãионах РФ на прироäоохран-
ные ìероприятия, бываþт äвух виäов (текущие и
капитаëüные), а уëу÷øение экоëоãи÷еских аспек-
тов эконоìики реãиона ìожет бытü описано äо-
стато÷но боëüøиì набороì статисти÷еских показа-
теëей (снижение выбросов в атìосферу, снижение
заãрязнения прироäных воäоеìов, уìенüøение
отхоäов и äр.), то äëя рас÷ета еäиноãо коëи÷ест-
венноãо показатеëя эффективности СЭМ наìи быë
приìенен поäхоä, основанный на анаëизе среäы
функöионирования (англ. Data Envelopment Ana-
lysis, DEA).
Практи÷еские приëожения DEA-ìетоäоëоãии в

настоящее вреìя активно развиваþтся как в зару-
бежной нау÷ной ëитературе, так и в российской,
охватывая все новые обëасти ìенеäжìента и но-
вые кëассы управëен÷еских заäа÷, вкëþ÷ая заäа÷и
экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента [9—12]. В ка÷естве
основных характерных особенностей анаëиза сре-
äы функöионирования, обусëовëиваþщих еãо при-
вëекатеëüностü в ка÷естве инструìента поääержки
принятия управëен÷еских реøений, ìожно ука-
затü такие возìожности:

— провоäитü оöенку эффективности äеятеëü-
ности эконоìи÷еских аãентов, иìея ìиниìаëüные
знания об испоëüзуеìых иìи произвоäственных
функöиях и техноëоãиях тоëüко по статисти÷ес-
киì äанныì об объеìах потребëяеìых иìи ресур-
сов и объеìах выпуска поëезной проäукöии,

— изу÷атü разëи÷ные аспекты функöионирова-
ния сëожных систеì, варüируя выбор выхоäов и
выхоäов ìоäеëи DEA,

— выбиратü äëя кажäоãо неэффективноãо эко-
ноìи÷ескоãо аãента (иëи систеìы) бен÷ìарки и
оптиìизироватü своþ стратеãиþ äостижения эф-
фективности,

— поëüзоватüся хороøо разработанныìи паке-
таìи прикëаäных проãраìì (в тоì ÷исëе, и про-
ãраììаìи открытоãо äоступа) äëя рас÷ета эффек-
тивности изу÷аеìых объектов и принятия реøе-
ний относитеëüно неэффективных объектов.
В то же вреìя базовые ìоäеëи DEA, реаëизо-

ванные в пакетах прикëаäных проãраìì, как пра-
виëо, иìеþт некоторые оãрани÷ения на виä и тип
вхоäных и выхоäных зна÷ений [13]. В ÷астности, в
базовых ìоäеëях CCR (от первых букв иìен авто-
ров — Charnes, Cooper и Rhodes) с постоянныì
эффектоì ìасøтаба и BCC (от первых букв иìен
авторов — Banker, Chames and Cooper) с переìен-
ныì эффектоì ìасøтаба вхоäы и выхоäы не ìоãут
приниìатü отриöатеëüные зна÷ения. В реаëüности
отриöатеëüные зна÷ения выхоäов возìожны в той
ситуаöии, коãäа поëезный резуëüтат произвоäст-
венной äеятеëüности изу÷аеìоãо эконоìи÷ескоãо
аãента, несìотря на затра÷енные ресурсы, не äо-
стиãнут на рассìатриваеìоì вреìенноì проìе-
жутке.
Такоãо роäа пробëеìы ÷асто встре÷аþтся в за-

äа÷ах корпоративноãо и реãионаëüноãо экоëоãи-
÷ескоãо ìенеäжìента: расхоäуеìые на прироäоох-
ранные ìероприятия иëи экоëоãи÷еский контроëü
и сертификаöиþ среäства эконоìи÷еских аãентов
иëи субъектов феäераöии не всеãäа äостиãаþт же-
ëаеìой öеëи — сокращения объеìов выбросов
разëи÷ных типов заãрязняþщих веществ. В таких
сëу÷аях разниöа в объеìах выбросов заãрязняþ-
щих веществ в коне÷ный и на÷аëüный ìоìенты
äействия систеìы экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента
ìожет бытü отриöатеëüной, ÷то не позвоëяет при-
ìенитü базовые ìоäеëи анаëиза среäы функöио-
нирования к изу÷ениþ сëоживøейся ситуаöии.
Оäнако потенöиаë приìенения этих ìоäеëей зна-
÷итеëüный. Как показано в работах [9, 12, 13], ва-
рüирование разëи÷ных вхоäов и выхоäов, которы-
ìи ìожет бытü описана систеìа экоëоãи÷ескоãо
ìенеäжìента, позвоëяет не тоëüко äетаëüно изу-
÷итü отäеëüные аспекты ее работы, но и сäеëатü
вывоä о типе развития эконоìи÷ескоãо объекта в
öеëоì (ëинейный, öиркуëярный, устой÷ивый), а
также уровне еãо эко-инноваöионной äеятеëüно-
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сти [14, 15]. Поä эко-инноваöияìи зäесü пониìа-
þтся не просто «все ìеры эконоìи÷еских аãентов,
которые разрабатываþт и приìеняþт на практике
новые иäеи, паттерны повеäения, проäукты и про-
öессы, которые способствуþт снижениþ наãрузки
на окружаþщуþ среäу» [16], но, в первуþ о÷ереäü,
техноëоãи÷еские инноваöии, т. е. внеäрение наи-
ëу÷øих äоступных техноëоãий [17]. При такоì оп-
реäеëении эконоìи÷еские аãенты, внеäряþщие
эко-инноваöии, ãоразäо быстрее сокращаþт свои
уäеëüные неãативные экоëоãи÷еские эффекты, ÷еì
аãенты, приìеняþщие старые произвоäственные
техноëоãии.
В настоящей работе преäëожен поäхоä к прео-

äоëениþ оãрани÷ений на зна÷ения выхоäов при
работе с ориентированной по вхоäаì ìоäеëüþ BCC
в пакете MaxDEA, основанный на проöеäурах
норìирования и сäвиãа øкаëы, в которой изìере-
ны показатеëи резуëüтативности реãионаëüной сис-
теìы экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента (РСЭМ). Дëя
рассìотрения изìенений резуëüтативности РСЭМ
в äинаìике в работе приìеняется «ìетоä окна»
[18—21], а äëя у÷ета возìожных эффектов запаз-
äывания отäа÷и от инвестиöий в техноëоãи÷еские
эко-инноваöии провоäится преäваритеëüный не-
параìетри÷еский корреëяöионный анаëиз вхоä-
ных и выхоäных наборов äанных.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÁ ÎÖÅÍÊÅ ÓÐÎÂÍß ÐÀÇÂÈÒÈß 
ÝÊÎ-ÈÍÍÎÂÀÖÈÉ Â ÐÅÃÈÎÍÅ

Рассìотриì в ка÷естве произвоäственных объ-
ектов (англ. Decision Making Units, DMU) реãио-
наëüные систеìы экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента.
Буäеì рассìатриватü в ка÷естве вхоäов äанных
объектов äва статисти÷еских показатеëя — объеì
инвестиöий в основной капитаë, направëенных на
снижение заãрязнений, и текущие затраты на при-
роäоохранные ìероприятия. Соãëасно ìетоäоëо-
ãии статисти÷ескоãо у÷ета Феäераëüной сëужбы
ãосуäарственной статистики, к инвестиöияì в ос-
новной капитаë, направëенныì на охрану окру-
жаþщей среäы и раöионаëüное испоëüзование
прироäных ресурсов, относят затраты на строи-
теëüство, реконструкöиþ (вкëþ÷ая расøирение и
ìоäернизаöиþ) объектов, которые привоäят к
увеëи÷ениþ их первона÷аëüной стоиìости, при-
обретение ìаøин, оборуäования, транспортных
среäств, произвоäственноãо и хозяйственноãо ин-
вентаря, бухãаëтерский у÷ет которых осуществëя-
ется в поряäке, установëенноì äëя у÷ета вëожений
во внеоборотные активы. О÷евиäно, ÷то проекты
по строитеëüству и реконструкöии объектов при-
роäоохранноãо характера (о÷истных сооружений),
а также ввеäениþ в экспëуатаöиþ сëожноãо обо-
руäования, ìоãут иìетü сроки реаëизаöии боëее
оäноãо ãоäа и, как сëеäствие, оказыватü поëожи-

теëüное вëияние на экоëоãи÷ескуþ ситуаöиþ тоëü-
ко ÷ерез опреäеëенный проìежуток вреìени (ëаã).
К текущиì затратаì относятся затраты по соäер-
жаниþ и экспëуатаöии основных фонäов приро-
äоохранноãо назна÷ения, затраты на ìероприятия
по сохранениþ и восстановëениþ ка÷ества при-
роäной среäы, наруøенной в резуëüтате произ-
воäственной äеятеëüности, на ìероприятия по
снижениþ вреäноãо возäействия произвоäствен-
ной äеятеëüности на окружаþщуþ среäу, по обра-
щениþ с отхоäаìи произвоäства и потребëения,
затраты на орãанизаöиþ контроëя за выбросаìи
(сбросаìи), отхоäаìи произвоäства и потребëения
и за ка÷ественныì состояниеì коìпонентов при-
роäной среäы, а также затраты на нау÷но-иссëе-
äоватеëüские работы и работы по экоëоãи÷ескоìу
образованиþ каäров. Проекты такоãо роäа, как
правиëо, краткосро÷ны, и их поëожитеëüные эф-
фекты äоëжны проявëятüся äостато÷но быстро. Оä-
нако и среäи них впоëне ìоãут бытü искëþ÷ения,
особенно в сëу÷ае реаëизаöии проектов иннова-
öионноãо характера, требуþщих карäинаëüных
изìенений в систеìе экоëоãи÷ескоãо ìониторин-
ãа, образования иëи иссëеäований и разработок.
В ка÷естве выхоäов рассìотриì показатеëи сни-
жения уровня заãрязнений атìосферы и воäы,
т. е. разниöу в объеìе выбросов äо инвестиöий в
основной капитаë и текущих затрат на прироäо-
охранные ìероприятия и посëе (ìоìенты вреìени
t1 и t2, t1 < t2). В сëу÷ае эффективноãо расхоäова-
ния среäств эта разниöа буäет поëожитеëüной, в
сëу÷ае неэффективноãо — отриöатеëüной иëи ну-
ëевой. Как показатеëи развития уровня öиркуëяр-
ной эконоìики рассìотриì снижение уровня об-
разования отхоäов произвоäства и потребëения,
снижение уровня потребëения свежей воäы и по-
выøение уровня развития переработки отхоäов.
Дëя тоãо ÷тобы иìетü возìожностü сопоставитü

разные по разìеру и структуре эконоìики реãио-
ны, а также искëþ÷итü возäействие на объеìы вы-
бросов такоãо фактора, как расøирение произ-
воäства, буäеì рассìатриватü разниöу удельных
показатеëей неãативных экоëоãи÷еских эффектов,
т. е. показатеëи интенсивности возäействия на ок-
ружаþщуþ среäу — выбросы и отхоäообразование
на еäиниöу произвеäенной проäукöии и äоëþ пе-
реработки отхоäов:

y1,k =  =  – ;

y2,k =  =  – ;

y3,k =  =  – ; 

Δk
EP EPt1 k,

GDPt1 k,
----------------------

EPt2 k,

GDPt2 k,
----------------------

Δk
ET ETt1 k,

GDPt1 k,
----------------------

ETt2 k,

GDPt2 k,
----------------------

Δk
SW SWt1 k,

GDPt1 k,
----------------------

SWt2 k,

GDPt2 k,
----------------------
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y4,k =  =  – ; 

y5,k =  =  – ; 

y6,k =  = Rt2,k – Rt1,k, (1)

ãäе EP — объеì выбросов от стаöионарных исто÷-
ников; GDP — äефëированный (привеäенный в
öены базовоãо ãоäа) ваëовый реãионаëüный про-
äукт (ВРП); ET — объеì выбросов от автоìобиëü-
ноãо транспорта; SW — объеì сброса нео÷ищен-
ных сто÷ных воä; W — объеì потребëения воäы;
WT — объеì образования отхоäов; R — äоëя пере-
работки отхоäов; k — ноìер реãиона.
При такоì наборе вхоäов и выхоäов в базовой

ìоäеëи анаëиза среäы функöионирования CCR ре-
øение оптиìизаöионной заäа÷и виäа:
найти

umym0 (2)

при оãрани÷ениях

umymk – vnxnk ≤ 0,  k = 1, 2, ..., K,

vnxn0 = 1,

um, vn ≥ 0,  m = 1, 2, ..., M,  n = 1, 2, ..., N;

ãäе 0 — инäекс DMU; X — вектор вхоäов разìер-
ности N (N = 2); Y — вектор выхоäов разìерности
M (M = 6); K — коëи÷ество DMU (РСЭМ), поз-
воëит опреäеëитü реãионы, которые при ìини-
ìаëüноì объеìе инвестиöий в основной капитаë,
направëенных на охрану окружаþщей среäы, и
ìиниìаëüноì объеìе текущих затрат на прироäо-
охранные ìероприятия äобиваþтся ìаксиìаëüных

зна÷ений показатеëей , поëу÷енных соãëасно

выраженияì (1). О÷евиäно, ÷то äости÷ü этоãо воз-
ìожно ëиøü в сëу÷ае внеäрения эко-инноваöий,
т. е. наиëу÷øих äоступных произвоäственных тех-
ноëоãий, а также перестройки äизайна произвоäст-
венных систеì по ìоäеëяì эконоìики заìкнутых
öикëов (ìаксиìаëüное повторное испоëüзование
проäукöии, переработка отхоäов) [14, 15].
Оäнако оöениватü уровенü развития эко-инно-

ваöионной äеятеëüности в реãионе по резуëüтатаì
реøения оптиìизаöионной заäа÷и DEA по äан-
ныì оäноãо ãоäа быëо бы неправиëüно. Дëя тоãо
÷тобы сäеëатü какие-ëибо соäержатеëüные выво-
äы, необхоäиìо рассìотретü изìенения в эффек-
тивности РСЭМ на äостато÷но äëитеëüноì проìе-

жутке вреìени, как ìиниìуì 3—5 ëет, т. е. реøитü
äинаìи÷ескуþ заäа÷у DEA. Как известно из ëите-
ратурных исто÷ников, оäниì из наибоëее простых
и äаþщих ëеãко интерпретируеìые резуëüтаты ìе-
тоäов реøения äинаìи÷ески заäа÷ DEA явëяется
так называеìый ìетоä окна [18—21]. Данный ìе-
тоä позвоëяет сравнитü иссëеäуеìый объект по
эффективности не тоëüко с äруãиìи анаëоãи÷ны-
ìи объектаìи, но и с саìиì собой в äруãие периоäы
вреìени. Дëя этоãо кажäый из K рассìатривае-
ìых произвоäственных объектов (в наøеì сëу÷ае
РСЭМ) преäставëяется в виäе набора T оäнороä-

ных объектов , , ...,  заäа-

ваеìых вхоäаìи , , ...,  и выхоäаìи ,

, ..., .

Базовая заäа÷а DEA виäа (2) реøается T – w + 1
раз äëя KЅw (w ≤ T) произвоäственных объектов

, , ..., , ..., ,

, ..., . Параìетр w в äанноì ìе-

тоäе называется øириной окна, а выбор еãо зна÷е-
ния äиктуется эконоìи÷еской иëи техноëоãи÷ес-
кой ëоãикой иссëеäуеìоãо проöесса. Дëя реøения
заäа÷, связанных с пробëеìаìи экоëоãи÷ескоãо
ìенеäжìента, как быëо äоказано в работе [17],
öеëесообразно установитü ìаксиìаëüнуþ øирину
окна, равнуþ всеìу периоäу набëþäений, т. е. по-
ëаãатü w = T.

2. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÒËÎÆÅÍÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ 
ÝÊÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ 

È ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ ÂÛÕÎÄÎÂ

Дëя опреäеëения веëи÷ины вреìенных ëаãов
ìежäу вхоäаìи и выхоäаìи ìоäеëи DEA виäа (2)
воспоëüзуеìся ìетоäоì непараìетри÷ескоãо корре-
ëяöионноãо анаëиза. Приìенение непараìетри÷ес-
кой корреëяöии объясняется отсутствиеì норìаëü-
ноãо распреäеëения исхоäных äанных. Дëя кажäо-
ãо ãоäа ti из иссëеäуеìоãо периоäа (2011—2017 ãã.)
расс÷итаеì коэффиöиенты непараìетри÷еской
корреëяöии τ-Кенäаëëа (как наибоëее устой÷ивой
непараìетри÷еской статистики) ìежäу вектороì
объеìов инвестиöий в основной капитаë, направ-
ëенных на снижение заãрязнения окружаþщей сре-

äы (техноëоãи÷еские эко-инноваöии)  и векто-

раìи , , ..., , , , ..., , ,

, ..., , , , ..., , , , ...,

 и , , ..., . Даëее анаëоãи÷ныì обра-

зоì расс÷итаеì коэффиöиенты корреëяöии τ-Кен-

Δk
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äаëëа ìежäу вектороì текущих затрат на прироäо-

охранные ìероприятия  и всеìи вектораìи ре-

зуëüтатов в ìоìенты ti, ti + 1, ..., T. Дëя устранения
вëияния инфëяöии все зна÷ения инвестиöий и те-
кущих затрат преäваритеëüно привеäеì к öенаì

базовоãо ãоäа1.
Резуëüтаты рас÷етов по выборке из 80 реãионов

России (за искëþ÷ениеì Респубëики Крыì, ã. Се-
вастопоëя и некоторых автоноìных окруãов, вхо-
äящих в состав боëее крупных субъектов РФ)
преäставëены в табë. 1. В рассìотрение вкëþ÷ены
ãоäы, по которыì иìеþтся все статисти÷еские äан-
ные. Преäставëены тоëüко статисти÷ески зна÷и-
ìые коэффиöиенты корреëяöии на уровне p = 0,05.
В сëу÷ае, есëи статисти÷ески зна÷иìыìи оказы-
ваëисü коэффиöиенты корреëяöии на äвух ëаãах,
выбираëся наибоëüøий по зна÷ениþ.
Как ìожно заìетитü из анаëиза резуëüтатов рас-

÷етов, преäставëенных в табë. 1, затраты на при-
роäоохранные ìероприятия обоих виäов, произве-
äенные в 2011 ã., принесëи ìаксиìаëüный эффект
по сокращениþ интенсивности выбросов от ста-
öионарных исто÷ников в тот же ãоä, по сокраще-
ниþ интенсивности выбросов от транспорта — ÷е-
рез äва ãоäа, по сокращениþ интенсивности сбро-
са сто÷ных воä — ÷ерез три ãоäа, по сокращениþ

интенсивности образования отхоäов — ÷ерез äва
ãоäа, по увеëи÷ениþ äоëи переработки отхоäов —
÷ерез ÷етыре ãоäа. Поэтоìу äëя форìирования вхо-
äов и выхоäов ìоäеëи DEA по рас÷ету эффектив-
ности РСЭМ 2011 ã., буäеì поëüзоватüся зна÷ени-
яìи затрат 2011 ã., а зна÷енияìи экоëоãи÷еских
эффектов — с соответствуþщиìи сäвиãаìи во вре-
ìени. Несìотря на сäвиã во вреìени ìаксиìаëü-
ных экоëоãи÷еских эффектов, ìы буäеì их с÷итатü
эффектаìи работы РСЭМ 2011 ã., так как все уп-
равëен÷еские реøения по выбору прироäоохран-
ных ìероприятий äëя финансирования приниìа-
ëисü иìенно в этоì ãоäу.
Даëее рассìотриì пробëеìу отриöатеëüных зна-

÷ений выхоäов. Как показаëи выпоëненные наìи
рас÷еты зна÷ений экоëоãи÷еских эффектов в соот-
ветствии с форìуëаìи (1), äаëеко не все реãионы
äеìонстрируþт поëожитеëüнуþ äинаìику сниже-
ния наãрузки на окружаþщуþ среäу и роста уров-
ня развития öиркуëярной эконоìики. Дëя приìе-
ра на рис. 1 привеäено ÷исëо реãионов, иìеþщих
отриöатеëüные зна÷ения разности в интенсивнос-
ти выбросов от стаöионарных исто÷ников äо и пос-
ëе произвеäенных затрат на прироäоохранные ìе-
роприятия.
Дëя перевоäа отриöатеëüных зна÷ений выхоäов

в поëожитеëüные, позвоëяþщие приìенитü базо-
вые ìоäеëи DEA äëя опреäеëения уровня разви-
тия эко-инноваöионной äеятеëüности в реãионах,
провеäеì проöеäуры сäвиãа øкаë, в которых вы-
хоäы изìенены по форìуëе:

zi, j = yi, j + |min yi, j | + 0,001. (3)

Ввеäенное преобразование позвоëяет избавитü-
ся от отриöатеëüных и нуëевых зна÷ений выхоäов,
не наруøая при этоì ëоãику форìирования и ре-
øения ìоäеëи анаëиза среäы функöионирования
[22—25].

1 Данные поëу÷ены из разëи÷ных статисти÷еских сборни-
ков. Данные по затратаì на охрану окружаþщей среäы (теку-
щие затраты и инвестиöии в основной капитаë), объеìаì вы-
бросов, сбросу нео÷ищенных сто÷ных воä, объеìу потребëения
свежей воäы, объеìу образования отхоäов и äоëе переработки
поëу÷ены из статисти÷еских сборников «Охрана окружаþщей
среäы в России» за 2018, 2016, 2014 и 2012 ãã. (Приëожение.
Данные в разрезе субъектов РФ). Данные по объеìу ВРП по-
ëу÷ены из статисти÷ескоãо сборника «Реãионы России. Соöи-
аëüно-эконоìи÷еские показатеëи» за 2018 ã., äефëирование ìе-
тоäоì öепных инäексов выпоëнено автороì.

Xti

2

Таблица 1
Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó âõîäàìè è âûõîäàìè ìîäåëè DEA ñ ëàãàìè ðàçëè÷íîé äëèíû

Вхоä
Выхоä

ΔEP ΔET ΔSW ΔW ΔWT ΔR

Лаã 0: 0,23 — — — Лаã 3: 0,16 —

Лаã 0: 0,23 Лаã 3: 0,15 Лаã 4: 0,15 — — Лаã 5: 0,2

Лаã 4: 0,26 — Лаã 2: 0,16 Лаã 3: 0,15 Лаã 1: 0,17 —

Лаã 4: 0,24 Лаã 2: 0,16 — Лаã 4: 0,18 — Лаã 3: 0,2

Лаã 2: 0,2 — — — — Лаã 1: 0,19

Лаã 2: 0,26 Лаã 2: 0,19 Лаã 2: 0,19 Лаã 2: 0,17 — Лаã 0: 0,21

Лаã 0: 0,19 — — — — —

Лаã 0: 0,26 Лаã 0: 0,16 Лаã 0: 0,17 Лаã 0: 0,16 — —

X2011
1

X2011
2

X2013
1

X2013
2

X2015
1

X2015
2

X2017
1

X2017
2
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Провеäенные преäваритеëüные преобразования
выхоäов ìоäеëи DEA, направëенные на у÷ет эф-
фектов запазäывания отäа÷и от инвестиöий в
прироäоохранные ìероприятия и устранение тех-
ни÷еских препятствий äëя приìенения базовых
проãраììных коìпëексов реøения заäа÷ анаëиза
среäы функöионирования (наприìер, MaxDEA),
позвоëяþт äаëее приступитü к непосреäственноìу
рас÷ету äинаìики коэффиöиентов эффективности
РСЭМ по ìоäеëи BCC, ориентированной по вхо-
äаì (input-oriented). Выбор ìоäеëи BCC объясня-
ется теì, ÷то она позвоëяет, поìиìо рас÷етов ко-
эффиöиентов эффективности, также опреäеëитü
наëи÷ие и тип эффекта ìасøтаба, ÷то важно äëя
принятия обоснованных управëен÷еских реøений
[26, 27]. Кроìе тоãо, в отëи÷ие от ìоäеëи CCR, ìо-
äеëü ВСС äопускает преобразования вхоäных иëи
выхоäных äанных путеì сäвиãа øкаëы, оäнако та-
кое преобразование ìожет бытü приìенено ëибо
тоëüко к вхоäаì, ëибо тоëüко к выхоäаì, но не к
вхоäаì и выхоäаì оäновреìенно [22—25].
Итак, в резуëüтате провеäенных преобразова-

ний с выхоäаìи и выбора øирины окна äëя реøе-
ния äинаìи÷еской заäа÷и, равной всеìу иссëеäу-
еìоìу проìежутку, заäа÷а (2) приìет виä:

um

при оãрани÷ениях

um  – vn  ≤ 0,  k = 1, 2, ..., KЅw;

vn  = 1;

um, vn ≥ 0,  m = 1, 2, ..., M,  n = 1, 2, ..., N;

ãäе Xt = ( , ..., ) ≥ 0 — вектор вхоäов разìер-

ности N в ìоìент вреìени t; Zt* = ( , ..., ) ≥ 0 —

вектор выхоäов разìерности M в ìоìент вреìени
t*, соответствуþщий вреìенноìу ëаãу ìаксиìаëü-
ной отäа÷и от вëоженных инвестиöий в эко-инно-
ваöии; K — ÷исëо реãионаëüных СЭМ; w — øири-
на окна (÷исëо äискретных ìоìентов вреìени в
рассìатриваеìоì периоäе); um, vn — неизвестные
неотриöатеëüные веса, поäëежащие опреäеëениþ.

3. ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ 
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÝÊÎ-ÈÍÍÎÂÀÖÈÎÍÍÛÌ 

ÐÀÇÂÈÒÈÅÌ ÐÅÃÈÎÍÎÂ

Резуëüтаты реøения заäа÷и (3) с переìенной
отäа÷ей от ìасøтаба, поëу÷енные по периоäу с
2011 по 2017 ã. с øаãоì äва ãоäа, преäставëены в
табë. 2. Рас÷еты провоäиëисü с поìощüþ откры-
тоãо проãраììноãо обеспе÷ения MaxDEA. Выбор
вреìенноãо периоäа äëя провеäения анаëиза эф-
фективности реãионаëüных СЭМ и øаãа разìероì
в äва ãоäа объясняется äоступностüþ статисти÷ес-
ких äанных.
Пропуск в табë. 2 зна÷ения коэффиöиента эф-

фективности РСЭМ Респубëики Инãуøетия в
2011 ã. объясняется теì, ÷то в этоì ãоäу зна÷ения
объеìов инвестиöий в основной капитаë, направ-
ëенных на преäотвращение заãрязняþщей среäы,
и зна÷ения объеìов текущих затрат на прироäоох-
раннуþ äеятеëüностü равны нуëþ, т. е. в äанный
периоä вреìени РСЭМ Респубëики Инãуøетия
факти÷ески не работаëа.
Анаëизируя поëу÷енные резуëüтаты, ìожно от-

ìетитü, ÷то за искëþ÷ениеì РСЭМ Кеìеровской
обëасти, ни оäна из реãионаëüных систеì экоëо-
ãи÷ескоãо ìенеäжìента не работает со стабиëüно
высокой эффективностüþ. В среäнеì наибоëüøие
зна÷ения эффективности РСЭМ набëþäаþтся в
2011 ã., в 2013 ã. эффективностü реãионаëüных сис-
теì экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента в среäнеì äо-
воëüно резко паäает и äаëее ìеäëенно возвраща-
ется к зна÷енияì 2011 ã. тоëüко в 2017 ã. (рис. 2).

Рис. 1. Число регионов, не имеющих положительной динамики в
снижении интенсивности выбросов загрязняющих веществ в ат-
мосферу

max
u v,

m 1=

M

∑ zm0
t*

m 1=

M

∑ zmk
t*

n 1=

N

∑ xnk
t

n 1=

N

∑ xn0
t

x10
t xN0

t

x10
t* zm0

t*
Рис. 2. Динамика эффективности РСЭМ в целом по России.
Источник: рас÷еты автора
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Таблица 2
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòîâ ýôôåêòèâíîñòè ÐÑÝÌ ìåòîäîì îêíà çà ïåðèîä 2011—2017 ãã. ñ øàãîì äâà ãîäà

Реãион 2011 ã. 2013 ã. 2015 ã. 2017 ã.

Беëãороäская обëастü 0,0131 0,0006 0,0012 0,0031
Брянская обëастü 1 0,0430 1 1
Вëаäиìирская обëастü 0,0341 0,0175 0,0095 0,0101
Воронежская обëастü 0,0841 0,0020 0,0021 0,0016
Ивановская обëастü 0,2587 0,3017 1 1
Каëужская обëастü 0,0222 0,0030 0,0187 0,0149
Костроìская обëастü 1 0,2285 0,3214 1
Курская обëастü 0,0083 0,0201 0,0227 0,0127
Липеöкая обëастü 0,1124 0,0048 0,0038 0,0068
Московская обëастü 0,0055 0,0018 0,0039 1
Орëовская обëастü 0,0480 0,0154 0,0152 0,0654
Рязанская обëастü 0,4682 0,0344 0,0410 0,0168
Сìоëенская обëастü 0,0537 0,0287 0,0062 0,1106
Таìбовская обëастü 0,1035 0,0053 0,0048 0,0419
Тверская обëастü 0,0012 0,0974 0,0135 0,0233
Туëüская обëастü 0,0109 0,1738 0,1691 0,1915
Яросëавская обëастü 0,0539 0,0709 0,0504 0,0336
ã. Москва 0,0057 0,0051 0,0042 0,0011
Респубëика Кареëия 1 0,0938 0,0771 0,0990
Респубëика Коìи 0,0024 1 1 1
Арханãеëüская обëастü 1 0,0215 0,0081 0,0063
Воëоãоäская обëастü 0,9717 0,0238 0,0573 0,0452
Каëининãраäская обëастü 0,0337 0,0063 0,1554 0,0068
Ленинãраäская обëастü 0,0859 0,0056 0,0204 1
Мурìанская обëастü 0,4197 0,0151 0,0171 0,0016
Новãороäская обëастü 1 0,1439 1 1
Псковская обëастü 0,2147 0,0015 0,0065 0,0140
ã. Санкт-Петербурã 0,0074 0,0101 0,0058 0,0007
Респубëика Аäыãея 1 0,1736 0,7046 1
Респубëика Даãестан 1 0,0106 0,0272 0,0528
Респубëика Инãуøетия - 1 0,0705 1
Кабарäино-Баëкарская Респубëика 1 0,0208 0,0310 1
Респубëика Каëìыкия 1 0,2985 0,7414 1
Кара÷аево-Черкесская Респубëика 1 0,0150 1 0,0597
Респубëика Северная Осетия — Аëания 0,1220 0,0772 0,0282 0,5887
Че÷енская Респубëика 1 1 1 1
Красноäарский край 0,0155 0,0068 0,0207 0,0097
Ставропоëüский край 0,0090 0,0023 0,0022 0,0033
Астраханская обëастü 0,0355 1 0,8120 1
Воëãоãраäская обëастü 0,2546 0,0652 0,0188 0,0143
Ростовская обëастü 0,9810 0,0011 0,0024 0,0163
Респубëика Баøкортостан 0,0098 0,0044 0,0052 0,0082
Респубëика Марий Эë 1 0,7532 1 0,1104
Респубëика Морäовия 0,0301 0,0028 0,0031 0,4800
Респубëика Татарстан 0,0048 0,0047 0,0062 0,0073
Уäìуртская Респубëика 0,0461 0,0243 0,0417 0,0880
Чуваøская Респубëика 0,0311 0,0065 0,0037 1
Перìский край 0,0297 0,0036 0,0095 0,0103
Кировская обëастü 0,0569 0,0124 0,5408 1
Нижеãороäская обëастü 0,0230 0,0009 0,0021 0,0023
Оренбурãская обëастü 0,0394 0,1081 0,1524 0,2055
Пензенская обëастü 0,0268 0,0961 0,0552 0,2096
Саìарская обëастü 0,0229 0,0012 0,0011 0,0013
Саратовская обëастü 0,0031 0,0015 0,0018 0,0018
Уëüяновская обëастü 0,0446 0,0198 0,0490 0,0303
Курãанская обëастü 0,2261 0,0066 0,0074 0,0070
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Сверäëовская обëастü 0,1212 0,0010 0,0019 0,0017
Тþìенская обëастü 0,0153 0,0077 0,0396 0,0340
Чеëябинская обëастü 0,1589 0,0831 0,0789 0,0492
Респубëика Аëтай 0,1427 0,0212 0,0641 0,0417
Респубëика Бурятия 0,7103 0,0631 0,1058 0,5157
Респубëика Тыва 1 0,3246 1 1
Респубëика Хакасия 0,6857 0,0044 0,0035 0,0066
Аëтайский край 0,0925 0,0196 0,0221 1
Забайкаëüский край 0,9285 0,0063 0,0079 0,0706
Красноярский край 0,0111 0,0077 0,0082 0,0076
Иркутская обëастü 0,0168 0,0057 0,0083 0,0160
Кеìеровская обëастü 0,5830 0,4470 1 1
Новосибирская обëастü 0,0431 0,0107 0,0085 1
Оìская обëастü 0,0437 0,0190 0,0089 0,0040
Тоìская обëастü 0,0091 0,1791 0,1978 0,2862
Респубëика Саха (Якутия) 0,0493 0,0089 0,0082 0,0030
Приìорский край 0,0612 0,0049 0,0152 0,0098
Хабаровский край 0,0034 0,0029 0,0011 0,0040
Аìурская обëастü 0,0245 0,0055 0,0085 0,2114
Каì÷атский край 0,1130 0,0047 0,0143 0,0080
Маãаäанская обëастü 0,1008 0,0211 0,0092 0,0059
Сахаëинская обëастü 0,0281 0,0084 0,0041 0,0089
Еврейская автоноìная обëастü 0,5847 0,0138 0,0791 0,0283
Чукотский автоноìный окруã 1 0,7177 1 0,0577

Реãион 2011 ã. 2013 ã. 2015 ã. 2017 ã.

Максиìаëüные зна÷ения эффективности äе-
ìонстрируþт в тот иëи иной ãоä, как правиëо,
РСЭМ небоëüøих по разìеру эконоìики и ÷ис-
ëенности насеëения реãионов: боëüøинство рес-
пубëик Северноãо Кавказа, респубëики Аäыãея,
Каëìыкия, Коìи, Тыва, Марий Эë, Брянская и
Новãороäская обëасти, Чукотский АО. Из реãио-
нов с развитой проìыøëенностüþ ìаксиìаëüнуþ
эффективностü экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента хотя
бы раз за иссëеäуеìый периоä показываþт тоëüко
Ивановская, Костроìская, Московская, Кировс-
кая, Кеìеровская и Новосибирская обëасти.
В разрезе феäераëüных окруãов наибоëее высо-

кие показатеëи эффективности РСЭМ äеìонстри-
руþт Северо-Кавказский и Южный Феäераëüный
окруãа, в составе которых как раз ìноãо реãионов
с ìаëыìи разìераìи эконоìики и реãионов с аã-
рарной ориентаöией. Наиìенüøие показатеëи эф-
фективности РСЭМ набëþäаþтся в Ураëüскоì Фе-
äераëüноì окруãе (рис. 3).
Рассìотрев в отäеëüности эффективностü

РСЭМ äëя пяти наибоëее ãустонасеëенных реãио-
нов — ã. Москвы, Московской обëасти, Красно-
äарскоãо края, ã. Санкт-Петербурãа и Сверäëов-
ской обëасти, ìожно отìетитü, ÷то все они äеìон-
стрируþт крайне низкие зна÷ения коэффиöиентов
эффективности на протяжении 2011—2015 ãã.
(рис. 4). В 2017 ã. ситуаöия сохраняется äëя всех
крупных реãионов, кроìе Московской обëасти,
РСЭМ которой äеìонстрирует ìаксиìаëüнуþ эф-

фективностü (сì. табë. 2), ÷то, суäя по статисти÷ес-
киì показатеëяì, объясняется запускоì нескоëü-
ких новых проектов по переработке ìусора.
Выявëенная ситуаöия с низкой эффективнос-

тüþ РСЭМ крупных реãионов поäтвержäается ре-
зуëüтатаìи анаëиза зна÷ений эффекта ìасøтаба
иссëеäуеìых объектов. Соãëасно выпоëненныì
рас÷етаì, все реãионаëüные СЭМ (кроìе РСЭМ
Респубëики Инãуøетия с нуëевыìи зна÷енияìи
инвестиöий в основной капитаë) иìеþт убываþ-
щуþ отäа÷у от ìасøтаба на всеì протяжении ис-

Рис. 3. Динамика средних значений эффективности РСЭМ в раз-
резе федеральных округов.
Источник: рас÷еты автора

Окончание табл. 2
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сëеäуеìоãо периоäа. Это озна÷ает, ÷то увеëи÷ение
вхоäов ìоäеëи (3) на некоторуþ веëи÷ину Δ1 при-
воäит к увеëи÷ениþ выхоäов на веëи÷ину Δ2, ãäе
Δ1 > Δ2, иëи, соãëасно соäержатеëüной постановке
заäа÷и, все боëüøее увеëи÷ение финансирования
прироäоохранных ìероприятий äает все ìенüøее
снижение неãативных экоëоãи÷еских эффектов.
Поэтоìу реãионы со скроìныì финансированиеì
прироäоохранной äеятеëüности äобиваþтся ëу÷-
øих резуëüтатов (в относитеëüноì выражении),
нежеëи крупные реãионы с существенныìи объ-
еìаìи финансирования. С соäержатеëüной то÷ки
зрения такая ситуаöия ãоворит о низкоì уровне раз-
вития эко-инноваöий иëи их поëноì отсутствии.

4. ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ È ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ 
ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ DEA

È ÍÅÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Итак, основная особенностü преäëоженноãо
поäхоäа к построениþ ìоäеëи DEA äëя анаëиза
эффективности РСЭМ состоит иìенно в ориента-
öии на иäентификаöиþ и оöенку уровня развития
эко-инноваöий. У÷ет вреìенных ëаãов ìежäу вхо-
äаìи и выхоäаìи ìоäеëи позвоëяет искëþ÷итü та-
кие ситуаöии, коãäа затратные и äëитеëüные по
разработке и внеäрениþ проекты развития проöес-
сных, проäуктовых и орãанизаöионных эко-инно-
ваöий выпаäаþт из рассìотрения на выбранноì
äëя анаëиза вреìенноì проìежутке. Отìетиì, ÷то
äинаìи÷еские заäа÷и DEA ìенüøе поäвержены
риску постановки и интерпретаöии резуëüтатов,
неäостато÷но аäекватных реаëüной картине уп-
равëен÷ескоãо проöесса. При иссëеäовании изìе-
нения эффективности РСЭМ в äинаìике вероят-
ностü тоãо, ÷то активно развиваþщие эко-иннова-
öии реãионы буäут признаны неэффективныìи на
всеì вреìенноì проìежутке иссëеäования, сни-
жается, так резкое изìенение äинаìики уäеëüных
неãативных возäействий на окружаþщуþ среäу

(выхоäов) буäет так иëи ина÷е заìетно и у÷тено
при рас÷етах на боëее позäнеì периоäе, ÷еì тот,
в котороì проект быë непосреäственно запущен.
Такоãо роäа иссëеäование быëо провеäено ранее в
работе [20], и в öеëоì еãо резуëüтаты показаëи хо-
роøее соответствие общей ëоãике иссëеäуеìых
проöессов.
Оäнако поøаãовое изìенение эффективности

РСЭМ на иссëеäуеìоì интерваëе при такоì поä-
хоäе невозìожно, боëее тоãо, отäеëитü РСЭМ, ко-
торые внеäряþт эко-инноваöии, от тех, которые
просто сëеäуþт за общиìи тенäенöияìи ìоäерни-
заöии устаревøих произвоäств, также не преäстав-
ëяется возìожныì. Особенно сëожны äëя интер-
претаöии становятся те сëу÷аи, коãäа затраты на
прироäоохраннуþ äеятеëüностü не возрастаþт иëи
убываþт ìонотонно, а соверøаþт резкие ска÷ки,
÷то, как показаëо провеäенное иссëеäование, по-
ка ÷то преäставëяет собой обы÷нуþ практику äëя
боëüøинства реãионов России. Такиì образоì,
преäëоженный в äанной работе поäхоä позвоëяет
поëу÷итü боëее то÷ные резуëüтаты и отäеëитü те
реãионы, которые äобиваþтся уëу÷øения бëаãоäа-
ря развитиþ эко-инноваöионной äеятеëüности от
тех, которые приìеняþт траäиöионные практики
эко-ìенеäжìента (квотирование выбросов, пëата
за заãрязнение, øтрафы и äр.).
Что касается приìенения ìетоäа непараìетри-

÷ескоãо корреëяöионноãо анаëиза, то в отëи÷ие от
äруãих эконоìетри÷еских ìетоäов, также позвоëя-
þщих выявитü наëи÷ие иëи отсутствие вреìенных
ëаãов ìежäу вхоäаìи и выхоäаìи ìоäеëи, еãо при-
ìенение возìожно и корректно как в сëу÷ае от-
сутствия норìаëüноãо распреäеëения äанных в
выборках вхоäных и выхоäных зна÷ений, так и в
сëу÷ае неëинейных зависиìостей ìежäу вхоäаìи и
выхоäаìи. Оба эти сëу÷ая характерны äëя реøае-
ìой в äанной работе заäа÷и.
Еще оäниì способоì у÷ета отëоженных эффек-

тов инвестиöий в развитие эко-инноваöий теоре-
ти÷ески ìожет бытü приìенение ìоäеëей DEA с
переìенныìи типа запаса и типа потока [28], в ко-
торых осуществëяется перехоä от рассìотрения эф-
фективности произвоäственноãо объекта (РСЭМ)
в кажäый опреäеëенный ìоìент вреìени к изу÷е-
ниþ пути развития произвоäственноãо объекта.
Такие ìоäификаöии ìетоäа анаëиза среäы функ-
öионирования изìеняþт постановку оптиìизаöи-
онной заäа÷и и накëаäываþт опреäеëенные äо-
поëнитеëüные оãрани÷ения на свойства ìножест-
ва произвоäственных возìожностей. Оäнако, как
поäтвержäаþт резуëüтаты провеäенноãо наìи в
äанной работе корреëяöионноãо анаëиза, разные
выхоäные переìенные ìоãут иìетü ëаãи разной
äëины, ÷то зна÷итеëüно усëожняет вы÷исëитеëü-
нуþ сëожностü заäа÷и. Кроìе тоãо, опреäеëение
объеìа инвестиöий в основной капитаë, направ-

Рис. 4. Динамика эффективности СЭМ наиболее густонаселенных
регионов России в 2011—2015 гг. (Источник — рас÷еты автора)
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ëенных на снижение заãрязнений и текущих затрат
на прироäоохранные ìероприятия, как переìен-
ных типа запаса не впоëне соответствует эконоìи-
÷еской ëоãике иссëеäуеìоãо проöесса, так как в
реаëüности äанные объеìы форìируþтся за с÷ет
экоëоãи÷еских øтрафов и наëоãов, а не за с÷ет по-
ëожитеëüных эффектов äействия РСЭМ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В посëеäние ãоäы сфера приìенения ìоäеëей
DEA зна÷итеëüно расøириëасü, в тоì ÷исëе бëа-
ãоäаря активноìу приìенениþ äанной ìетоäоëо-
ãии в заäа÷ах экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента. Реøе-
ние заäа÷ DEA позвоëяет анаëизироватü сравни-
теëüнуþ эффективностü äеятеëüности оäнороäных
по набору вхоäу и выхоäов объектов, в роëи кото-
рых ìоãут выступатü практи÷ески ëþбые эконоìи-
÷еские аãенты — от отäеëüных произвоäственных
поäразäеëений оäноãо преäприятия äо реãионов и
äаже стран. Развитие проãраììных проäуктов, ре-
аëизуþщих разëи÷ные ìоäеëи DEA, позвоëяет пе-
ренести фокус вниìания иссëеäоватеëя от вопро-
сов техни÷еской реаëизаöии ìетоäа и преоäоëения
вы÷исëитеëüных сëожностей на вопросы коррект-
ной эконоìико-управëен÷еской интерпретаöии
поëу÷енных резуëüтатов. Корректностü интерпре-
таöии, в своþ о÷ереäü, в существенной степени
опреäеëяется правиëüностüþ выбора вхоäов и вы-
хоäов ìоäеëи DEA.
В настоящей работе преäëожена новая поста-

новка ìоäеëи DEA сравнитеëüной оöенки ка÷ест-
ва экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìента на реãионаëüноì
уровне и рассìотрены вопросы у÷ета отëоженных
эффектов от затрат на эко-инноваöии. Ее отëи÷и-
теëüная особенностü состоит в преäваритеëüноì
анаëизе зависиìостей ìежäу вхоäаìи и выхоäаìи
ìоäеëи ìетоäоì непараìетри÷еской корреëяöии.
Показана возìожностü приìенения проöеäуры
сäвиãа øкаë äëя устранения пробëеìы наëи÷ия
отриöатеëüных выхоäов. С поìощüþ ìетоäа окна
(window method) построены äинаìи÷еские ìоäеëи
и провеäена оöенка уровня развития эко-иннова-
öий в реãионах России. Выявëено, ÷то преäëожен-
ная коìбинаöия ìоäеëей и поäхоäов позвоëяет в
боëüøей степени у÷естü эконоìи÷ескуþ ëоãику
проöессов реãионаëüноãо экоëоãи÷ескоãо ìенеäж-
ìента, ÷еì при траäиöионноì способе выбора
вхоäов и выхоäов ìоäеëи экоëоãи÷ескоãо DEA и,
как сëеäствие, то÷нее настроитü систеìу стиìуëов
ãосуäарственной экоëоãи÷еской поëитики.
Заìетиì, ÷то несìотря на некоторое кажуще-

еся (при поверхностноì рассìотрении) схоäство
с постановкой заäа÷и, преäëоженной в преäыäу-
щей работе автора [18], набор вхоäов в äанной за-
äа÷е соверøенно иной, ÷то не позвоëяет напря-
ìуþ сравниватü поëу÷енные резуëüтаты. В насто-

ящей работе в ка÷естве вхоäов рассìатриваþтся
затраты реãиона на охрану окружаþщей среäы.
Наëи÷ие затрат рассìатривается как первый при-
знак наëи÷ия управëения в прироäоохранной сфе-
ре. Затраты как управëяþщее возäействие ìожет
осуществëятü система экоëоãи÷ескоãо ìенеäжìен-
та реãиона. Откëикаìи в äанной ìоäеëи сëужат из-
ìенения в объеìах неãативных возäействий, оказы-
ваеìых эконоìикой на окружаþщуþ среäу. Преä-
поëаãается, ÷то произвоäиìые затраты äоëжны
снижатü неãативное возäействие эконоìики реãи-
она на окружаþщуþ среäу, при÷еì не стоëüко в
абсоëþтных показатеëях (наприìер, объеìы раз-
ноãо роäа выбросов), но прежäе всеãо — в уäеëü-
ных показатеëях, т. е. показатеëях интенсивности
неãативноãо возäействия эконоìики реãиона на
окружаþщуþ среäу.
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Abstract. The article develops a new approach to assessing the effectiveness of environmental man-
agement systems in Russian regions based on the use of DEA models. The current and capital ex-
penditures on environmental protection measures are considered as inputs of the model, and the
changes in the load of the regional economy on the environment in a wide range of environmental
indicators are considered as outputs. A distinctive feature of the proposed approach is the accounting
for delayed effects of capital expenditures on environmental protection measures. The possibility of
applying the scale shift procedure to eliminate the problem of the presence of negative outputs is
shown. Based on a combination of econometric modeling methods and DEA methodology, dynamic
models were constructed and the level of eco-innovation development in Russian regions was as-
sessed. It has been revealed that the proposed combination of models and approaches allows better
taking into account the economic logic of regional environmental management processes in com-
parison to the traditional method of selecting inputs and outputs of the environmental DEA model
and, as a result, setting the incentives system of the state environmental policy more precisely.

Keywords: analysis of the functioning environment, negative inputs, delayed effects, optimization, eco-innova-
tions, regional environmental management system.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎËËÈÍÃÀ
Ñ ÀÄÀÏÒÈÂÍÛÌ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌ ÎÏÐÎÑÎÌ
È ÅÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄËß ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß 

ØÈÐÎÊÎÏÎËÎÑÍÛÕ ÁÅÑÏÐÎÂÎÄÍÛÕ ÑÅÒÅÉ1

В.М. Вишневский, О.В. Семенова, З.Т. Буй

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Прикëаäной характер систеì стохасти÷ескоãо
поëëинãа (öикëи÷ескоãо опроса) ставит переä ис-
сëеäоватеëяìи новые и все боëее сëожные заäа÷и.
Моäеëи стохасти÷ескоãо поëëинãа эффективно
приìеняþтся äëя оöенки произвоäитеëüности,
проектирования и оптиìизаöии структуры теëе-
коììуникаöионных систеì и сетей, транспортных
систеì и систеì управëения äорожныì äвижени-

еì, произвоäственных систеì и систеì управëения
запасаìи и äр.
В сиëу øирокоãо практи÷ескоãо приìенения

иссëеäованиþ ìоäеëей поëëинãа посвящено зна-
÷итеëüное коëи÷ество статей зарубежных [1—6] и
оте÷ественных [7—13] авторов, а также обзоров
[14—16] и ìоноãрафия [17].
Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в иссëе-

äовании систеìы ìассовоãо обсëуживания с не-
скоëüкиìи о÷ереäяìи, в которых обсëуживаþщий
прибор в опреäеëенноì поряäке обсëуживает о÷е-
реäи в соответствии с äинаìи÷ескиì поряäкоì
их опроса. Впервые такой поряäок обсëуживания
о÷ереäей ввеäен в статüе авторов [9] и преäпоëаãа-
ет пропуск о÷ереäей, которые в преäыäущеì öикëе

Аннотация. Рассìотрена систеìа поëëинãа с аäаптивныì äинаìи÷ескиì поряäкоì оп-
роса äëя ìоäеëирования øирокопоëосной беспровоäной сети с öентраëизованныì ìе-
ханизìоì управëения. Разработан новый аëãоритì рас÷ета стаöионарноãо распреäеëе-
ния вероятностей ÷исëа пакетов в абонентских станöиях, äаþщий возìожностü вы÷ис-
ëятü среäнее вреìя ожиäания и äруãие основные характеристики произвоäитеëüности
сети. Иссëеäована систеìа ìассовоãо обсëуживания с нескоëüкиìи о÷ереäяìи, в ко-
торых обсëуживаþщий прибор в опреäеëенноì поряäке обсëуживает о÷ереäи в соот-
ветствии с äинаìи÷ескиì поряäкоì их опроса. Такой поряäок обсëуживания о÷ереäей
преäпоëаãает пропуск о÷ереäей, которые в преäыäущеì öикëе опроса быëи пусты. О÷е-
реäи, пропущенные в äанноì öикëе, обсëуживаþщий прибор ìожет опроситü ëиøü в
сëеäуþщеì öикëе. Указанный аëãоритì обсëуживания о÷ереäей позвоëяет сократитü
проäоëжитеëüностü вреìени их опроса и такиì образоì повыситü произвоäитеëüностü
систеìы. Привеäен сравнитеëüный ÷исëенный анаëиз разëи÷ных вариантов построе-
ния и оöенки характеристик произвоäитеëüности øирокопоëосных беспровоäных се-
тей IEEE 802.11 с öентраëизованныì ìеханизìоì управëения. Чисëенные иссëеäова-
ния провеäены с поìощüþ пакета прикëаäных проãраìì рас÷ета систеì стохасти÷ес-
коãо поëëинãа.

Ключевые слова: беспровоäная сетü, систеìы поëëинãа, öикëи÷еский аäаптивный опрос, ис÷ерпы-
ваþщее обсëуживание, ìетоä произвоäящих функöий.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Россий-
скоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований, проект № 19-29-
06043.
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опроса быëи пусты. О÷ереäи, пропущенные в äан-
ноì öикëе, обсëуживаþщий прибор ìожет опро-
ситü ëиøü в сëеäуþщеì öикëе. Указанный аëãо-
ритì обсëуживания о÷ереäей позвоëяет сократитü
проäоëжитеëüностü вреìени их опроса и такиì
образоì повыситü произвоäитеëüностü систеìы.
В отëи÷ие от преäыäущих работ, в ÷астности, ра-
боты [10], ãäе рассìотрен сëу÷ай, коãäа обсëужи-
ваþщий прибор, поäкëþ÷ивøисü к о÷ереäи, об-
сëуживает ëиøü те заявки, которые присутствова-
ëи в ней ìоìент поäкëþ÷ения, в настоящей работе
иссëеäуется äинаìи÷еский аëãоритì обсëужива-
ния о÷ереäей, при котороì обсëуживание о÷ереäи
произвоäится äо ìоìента ее опустоøения.
Преäëожен новый поäхоä äëя иссëеäования

рассìатриваеìой систеìы, позвоëяþщий найти ее
основные характеристики.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

В рассìатриваеìой ìоäеëи обсëуживаþщий
прибор äинаìи÷ески опраøивает N о÷ереäей, в
кажäуþ из которых поступает простейøий поток
заявок (с параìетроì λi äëя i-й о÷ереäи). Обозна-
÷иì о÷ереäи систеìы ÷ерез Q1, Q2, ..., QN. Обсëу-
живаþщий прибор, поäкëþ÷ивøисü к о÷ереäи,
обсëуживает ее äо ìоìента, пока все заявки в этой
о÷ереäи не буäут поëностüþ обсëужены.
Дëитеëüностü обсëуживания заявок в i-й о÷ере-

äи распреäеëена по произвоëüноìу закону Bi(t) с

на÷аëüныìи ìоìентаìи bi и . Пустü также

(s) = e–stdBi(t).

Обсëуживание о÷ереäей осуществëяется в соот-
ветствии с расписаниеì Q1, Q2, ..., QN, Q1, Q2, ...

Поä öикëоì äинаìи÷ескоãо опроса буäеì по-
ниìатü вреìя, которое затра÷ивает обсëуживаþ-
щий прибор на посещение о÷ереäей от Q1 äо QN,
возìожно, искëþ÷ая о÷ереäи, которые буäут про-
пущены в соответствии с äинаìи÷ескиì аëãорит-
ìоì. Перехоä обсëуживаþщеãо прибора от оäной
о÷ереäи к äруãой осуществëяется за сëу÷айное
вреìя с законоì распреäеëения Si(t) с на÷аëüныìи

ìоìентаìи si и , (s) = e–stdSi(t), i = .

В отëи÷ие от боëüøинства ìоäеëей поëëинãа, в
äанной ìоäеëи преäпоëаãается, ÷то äëина i-й о÷е-
реäи становится известной ëиøü в ìоìент поä-
кëþ÷ения обсëуживаþщеãо прибора к ней. Этот
ìоìент назовеì ìоìентоì опроса. Есëи в ìоìент
поäкëþ÷ения о÷ереäü оказывается пустой, то она

не буäет обсëуживатüся в сëеäуþщеì öикëе, и ее
ноìер буäет искëþ÷ен из расписания сëеäуþщеãо
öикëа.
В сëу÷ае, коãäа, на÷иная с произвоëüной о÷е-

реäи, все N о÷ереäей опроøены по круãу поäряä и
оказаëисü пусты, обсëуживаþщий прибор оста-
навëивается у посëеäней опроøенной о÷ереäи и
возобновëяет обсëуживание ÷ерез сëу÷айное вре-
ìя, иìеþщее функöиþ распреäеëения H(t) с на-

÷аëüныìи ìоìентаìи β и β(2), (s) = e–stdH(t). По

заверøении отäыха обсëуживаþщий прибор поä-
кëþ÷ается к сëеäуþщей о÷ереäи, и проöеäура об-
сëуживания повторяется вновü.
Дëя äанной систеìы усëовиеì существования

стаöионарноãо режиìа явëяется выпоëнение не-

равенства ρ = ρi < 1, ãäе ρi = λibi. Поä вреìенеì

öикëа пониìается вреìя, которое затра÷ивает об-
сëуживаþщий прибор на обсëуживание о÷ереäей
с Q1 по QN, вкëþ÷ая возìожное вреìя отäыха сер-

вера. Кëþ÷евыì параìетроì иссëеäования такой
систеìы явëяется стаöионарная вероятностü ui то-

ãо, ÷то о÷ереäü Qi обсëуживается в произвоëüноì

öикëе. Среäнее вреìя öикëа C зависит от этой ве-
ëи÷ины сëеäуþщиì образоì:

C = . (1)

В своþ о÷ереäü, вероятности ui, i = , за-

висят от тоãо, поступаëи ëи заявки в i-þ о÷ереäü
ìежäу ìоìентаìи ее опроса иëи нет. Дëя тоãо ÷то-
бы найти эти вероятности, буäеì поëüзоватüся сëе-
äуþщиì поäхоäоì. Поëаãаеì, ÷то вероятностü ui

тоãо, ÷то о÷ереäü обсëуживается в öикëе, равна
суììе äвух сëаãаеìых, первое из которых естü ве-
роятностü тоãо, ÷то о÷ереäü быëа пропущена (с ве-
роятностüþ 1 – ui), а второе естü вероятностü тоãо,

÷то о÷ереäü обсëуживаëасü и äо сëеäуþщеãо ее об-
сëуживания в нее поступаëи заявки.
Такиì образоì, вероятностü ui иìеет виä:

ui = 1 – ui + ui(1 – ),

откуäа сëеäует

ui = ,  i = . (2)

bi
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Соотноøения (1) и (2) образуþт систеìу урав-

нений äëя вы÷исëения неизвестных С и ui, i = .

2. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ 
ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Даëее привоäиì резуëüтаты ìоäеëи систеìы

äинаìи÷ескоãо опроса. Обозна÷иì ÷ерез  äëину

j-й о÷ереäи в произвоëüный ìоìент опроса i-й о÷е-

реäи, i, j = . Пустü также Ai(T) — ÷исëо за-

явок, поступивøих в i-þ о÷ереäü в интерваëе (0, T );
Θi,k —периоä занятости обсëуживаþщеãо прибора,

порожäенный k-й заявкой в i-й о÷ереäи; Si — äëи-

теëüностü перекëþ÷ения сервера к этой о÷ереäи,
B — äëитеëüностü простоя обсëуживаþщеãо при-
бора(в сëу÷ае, коãäа все о÷ереäи поäряä оказыва-
þтся пусты при их опросе). Отìетиì, ÷то преобра-

зование Лапëаса — Стиëтüеса (w) функöии рас-
преäеëения сëу÷айных веëи÷ин Θi, k опреäеëяется в

соответствии с работой [18] как реøение функöи-

онаëüноãо уравнения (w) = (w + λi – λi (w)).

Среäняя проäоëжитеëüностü обсëуживания i-й о÷е-

реäи составëяет Θi = – (0) = .

Дëя рассìатриваеìоãо наìи äинаìи÷ескоãо

аëãоритìа зависиìостü ìежäу веëи÷инаìи ,

i, j = , иìеет виä:

|  = 

|  = 

|  =

= (3)

. . .

|  =

= 

|  =

= 

ãäе  — событие, состоящее в тоì, ÷то обсëу-

живаþщий прибор пропускает ровно j о÷ереäей
переä обсëуживаниеì о÷ереäи Qi + 1. При i – k < 0

ìы преäпоëаãаеì, ÷то  = .

При фиксированноì i вероятности событий

, j = , иìеþт виä:

P{ } = ui, 

P{ } = (1 – ui)ui – 1, ..., P{ } =

= (1 – ui)(1 – ui – 1)•••(1 – u2)u1,

P{ } = (1 – uk)uN,

P{ } = (1 – uk)(1 – uN)uN – 1, (4)

P{ } = (1 – uk)(1 – uN)•••(1 – ui – 1) =

= (1 – uk).

Пустü pi(k1, k2, ..., kN) — стаöионарная веро-
ятностü тоãо, ÷то в ìоìент опроса Qi в о÷ереäях
Q1, ..., QN нахоäится k1, k2, ..., kN заявок, соответ-
ственно. Ввеäеì произвоäящуþ функöиþ Fi(z) =

= ... pi(k1, k2, ..., kN) •••  =

= M , i = , ãäе M — сиìвоë среäнеãо
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зна÷ения, z = (z1, z2, ..., zi, ..., zN). Из выражений (3)
и (4) поëу÷аеì:

Fi + 1(z) = M  = ui (z) +

+ (1 – ui)ui – 1 (z) + (1 – u1)•••(1 – uN – 1) Ѕ

Ѕ uN (z) + (1 – u1)•••(1 – uN) (z), (5)

ãäе ui – N = ui, Fi – N(z) = Fi(z),

(z) = M = , l = .

Среäнее зна÷ение сëу÷айной веëи÷ины ,

ãäе Т — сëу÷айная веëи÷ина с функöией распре-

äеëения D(T), иìеет виä M[ ] = (λj(1 – zj)),

ãäе (ω) = e–stdD(t). Даëее иìееì M =  =

= (α(z)), ãäе α(z) = λj(1 – zj).

Из соотноøений (3) и (4) поëу÷аеì функöии

(z), l = :

(z) = Fi(z1, z2, ..., zi – 1, (α(z)), zi + 1, ...,

zN) (α(z)),  l = .

(z) = Fi(z1, z2, ..., zi – 1, (α(z)), zi + 1, ...,

zN) (α(z)) (α(z)). (6)

Сëеäоватеëüно, равенства (5) и (6) заäаþт сис-
теìу функöионаëüных уравнений äëя 2N(N + 2)

неизвестных функöий Fi(z) и , i = ,

k = . Даëüнейøий анаëиз сëу÷айных веëи÷ин

, i, j =  оãрани÷иì ëиøü нахожäениеì ëиøü

их первых äвух ìоìентов fi( j), i, j = , и fi( j, k),

i, j, k = , ÷то позвоëяет поëу÷итü зна÷ения Wi,

i = , среäних вреìен ожиäания в о÷ереäях.

Первые ìоìенты fi( j) = M[ ] сëу÷айных ве-

ëи÷ин , i, j = , вы÷исëяþтся по форìуëе:

fi( j) = M[ ] = , ãäе 1 — вектор-строка,

состоящий из еäиниö.

Дифференöируя равенства (5) с у÷етоì равенс-
тва (6), поëу÷аеì систеìу ëинейных аëãебраи÷ес-

ких уравнений äëя fi( j), i, j = :

fi + 1( j) = ui ki, j fi( j) + ki, jλj fi(i) + λjsi + 1  +

+ (1 – ui)ui – 1 ki – 1, j fi – 1( j) +

+ ki – 1, jλj fi – 1(i – 1) + λjsi + 1  +

+ (1 – u1)•••(1 – uN) ki – N, j fi – N( j) +

+ ki – N, jλj fi – N(i – N) + λj(si + 1 + β) .

Реøая эту систеìу, поëу÷аеì среäние зна÷ения

первых ìоìентов сëу÷айных веëи÷ин , i, j = .

Вторые ìоìенты сëу÷айных веëи÷ин , i, j = ,

вы÷исëяþтся в виäе

fi( j, k) = M[ ] = ,

fi(i, i) = M[ (  – 1)] = .

В этоì сëу÷ае систеìа (5) преобразуется к виäу

fi + 1( j, k) = P{ }, (7)

ãäе ÷астные произвоäные второãо поряäка äëя

, k = , нетруäно поëу÷итü из равенств

(6). Преобразуя выражение (7) к виäу систеìы ëи-
нейных аëãебраи÷еских уравнений относитеëüно

неизвестных fi( j, k), i, j, k = , äаëее реøаеì ее

÷исëенныìи ìетоäаìи. Зна÷ения Wi, i = , äаëее
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3. ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ ØÈÐÎÊÎÏÎËÎÑÍÎÉ 

ÑÅÒÈ IEEE 802.11 ÏÐÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÐÅÆÈÌÀÕ 
ÀÁÎÍÅÍÒÑÊÈÕ ÑÒÀÍÖÈÉ

Механизì öикëи÷ескоãо опроса øироко приìе-
няется в совреìенных беспровоäных сетях, вкëþ-
÷ая: коìпëексы Wi-Fi; перспективные сети ìиëëи-
ìетровоãо äиапазона раäиовоëн (MMWave); раäио-
÷астотнуþ иäентификаöиþ транспортных среäств
и сети «интернета вещей» (IoT). В коìпëексах
Wi-Fi öентраëüная станöия (AccessPoint) осущест-
вëяет опрос о÷ереäей пакетов абонентских стан-
öий соãëасно табëиöе опроса.
Провеäеì сравнитеëüный анаëиз характерис-

тик произвоäитеëüности беспровоäной сети при
äвух аëãоритìах опроса — äинаìи÷ескоãо и траäи-
öионноãо посëеäоватеëüноãо опроса то÷кой äосту-
па абонентских станöий от первой äо посëеäней.
Буäеì поëаãатü, ÷то ÷исëо абонентских станöий
N = 4.

В табëиöе преäставëены зна÷ения V (1) и V (2)

среäнеãо вреìени нахожäения пакетов в о÷ереäи и
на обсëуживании в систеìах c первыì и вторыì
типоì обсëуживания соответственно, при интен-
сивности вхоäных потоков пакетов в абонентские
станöии λ1 = λ2 = 1/(600 μc), λ3 = λ4 = λ приниìаþт
зна÷ения от 1 äо 200 с øаãоì 10. Вреìя обсëужи-
вания о÷ереäей иìеет функöиþ распреäеëения

Bi(t) = 1 – , ãäе μ1 = μ3 = μ4 = 1/(200 ìкс),

μ2 = 1/(300 ìкс), Si(t) = 1 – , ãäе s1 = s2 = s3 =
= s4 = 1/(600 ìкс). Чисëенные иссëеäования про-
веäены с поìощüþ пакета прикëаäных проãраìì
рас÷ета систеì стохасти÷ескоãо поëëинãа [19].
В äанноì приìере выиãрыø от приìенения аë-

ãоритìа типа 1 по сравнениþ со вторыì аëãорит-
ìоì составëяет 15,99 % в сëу÷ае, коãäа о÷ереäи 3
и 4 иìеþт ìаëуþ заãрузку относитеëüно первых
äвух о÷ереäей. При увеëи÷ении интенсивности
вхоäноãо потока выиãрыø постепенно снижается
äо нуëя, и аëãоритì первоãо типа на÷инает вести
себя как обы÷ный öикëи÷еский опрос.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена новая ìатеìати÷еская ìоäеëü и
ìетоäы иссëеäования беспровоäных сетей, в кото-
рых базовая станöия обсëуживает пакеты абонент-
ских станöий в соответствии с äинаìи÷ескиì про-
токоëоì опроса. Выпоëнен сравнитеëüный анаëиз
характеристик произвоäитеëüности таких сетей äëя
äвух аëãоритìов опроса (äинаìи÷ескоãо, а также
посëеäоватеëüноãо опроса то÷кой äоступа або-
нентских станöий от первой äо посëеäней) с по-
ìощüþ разработанноãо автораìи статüи проãраì-
ìноãо коìпëекса иссëеäования систеì поëëинãа.
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Abstract. A polling system with adaptive dynamic polling order for modeling a broadband wire-
less network with a centralized control mechanism is considered. A new algorithm for calculating
the stationary state probability distribution of the number of packets in subscriber stations has
been developed, which makes it possible to calculate the average waiting time and other char-
acteristics of the network performance. A queuing system with several queues is investigated, in
which the server serves queues in a dynamic polling order. This order of queuing involves skipping
queues that were empty in the previous polling cycle. The queues that were skipped in this cycle
the server can poll only in the next cycle. The specified queue servicing algorithm allows to reduce
the duration of the queue polling time and thus increase the system performance. A comparative
numerical analysis of various options for constructing and evaluating the performance charac-
teristics of broadband wireless IEEE 802.11 networks with a centralized control mechanism is
presented. Numerical studies were carried out using a software package for evaluating the sto-
chastic polling systems.

Keywords: broadband wireless network, polling systems, adaptive polling order, exhaustive service, gener-
ating function method.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÎÒÊÀÇÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ 
ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÅ ÒÎÐÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ 

ÌÀËÎÏÎÐÒÎÂÛÕ ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÒÎÐÎÂ È ÕÀÁÎÂ

М.Ф. Каравай, В.С. Подлазов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В настоящее вреìя испоëüзуется небоëüøое
÷исëо базовых структур систеìных сетей супер-
коìпüþтеров — сëоженная сетü Кëоза, тоëстое äе-
рево, ìноãоìерный тор, обобщенный ãиперкуб и
äвухуровневая скëейка поëных ãрафов. Среäи них
нет иäеаëüных — выбор той иëи иной структуры
сразу заäает и ряä ее оãрани÷ений-неäостатков.
Так, сети с топоëоãией D-ìерных торов наиìенее
сëожные по схеìныì и кабеëüныì затратаì, но
обëаäаþт наибоëüøиìи заäержкаìи переäа÷и äан-
ных. Поэтоìу разработка ìетоäов устранения не-
äостатков выбранной структуры в раìках ее базо-
вых возìожностей преäставëяет собой актуаëüнуþ
заäа÷у соверøенствования совреìенных систеìных
сетей — заäа÷у проектноãо управëения характе-
ристикаìи сети в öеëях уëу÷øения (äаже оптиìи-
заöии) функöионаëüно важных ее характеристик.
В настоящей работе реøается заäа÷а построе-

ния оптиìаëüных по ÷исëу абонентов и заäержкаì

переäа÷и систеìных сетей с топоëоãией ìноãоìер-
ных торов. Она реøается путеì приìенения эëе-
ìентной базы, состоящей из ìаëопортовых ìарø-
рутизаторов и äупëексных разветвитеëей (ìуëü-
типëексоров/äеìуëüтипëексоров) канаëов 1Ѕm,
m = 2, 3, 4. Конкретно, приìеняþтся 8-портовый
ìарøрутизатор сети «Анãара» [1, 2] и рыно÷ные
äупëексные разветвитеëи 1Ѕ3 иëи 1Ѕ4 (хабы) ин-
терфейса PCI-express. В разëи÷ных вариантах их
совìестноãо приìенения иìеется возìожностü
увеëи÷ения ìасøтабируеìости сети (повыøения
÷исëа проöессоров), быстроäействия сети (сокра-
щения ее äиаìетра) и ее канаëüной отказоустой-
÷ивости.
В § 1 описывается ìетоä инвариантноãо расøи-

рения систеìных сетей с сохранениеì их ìарø-
рутных свойств. Метоä конкретизируется äëя ис-
хоäных сетей, состоящих из небëокируеìых коì-
ìутаторов, ìарøрутизаторов и äупëексных коëеö.
В § 2 строятся распараëëеëенные äупëексные коëü-
öа (разреженные ìуëüтикоëüöа) с ìаëыìи äиаìет-

Аннотация. Рассìотрен ìетоä построения оптиìаëüных систеìных сетей с топоëоãией
ìноãоìерных торов. Оптиìизаöия выпоëнена по такиì важныì функöионаëüныì ха-
рактеристикаì сети как ÷исëо ее абонентов (проöессоров) и заäержки переäа÷и ìежäу
ниìи, заäаваеìые äиаìетроì сети. Оптиìизаöия осуществëена в эëеìентной базе ìаëо-
портовых ìарøрутизаторов и разветвитеëей äупëексных канаëов (хабов) путеì приìе-
нения сетей с топоëоãией квазипоëных ãрафов. Оптиìизаöия реаëизована бëаãоäаря ин-
вариантноìу расøирениþ ìноãоìерноãо тора и äупëексноãо канаëа с сохранениеì таких
их ìарøрутных свойств, как способ ìарøрутизаöии и ìаксиìаëüные заäержки переäа÷и
(äиаìетр сети). Показано, ÷то оптиìизаöия привоäит к увеëи÷ениþ ÷исëа абонентов при
неизìенных заäержках и к сокращениþ заäержек при неизìенноì ÷исëе абонентов. Оп-
тиìизаöия сопровожäается некоторыì усëожнениеì сети по схеìныì и кабеëüныì за-
тратаì. При этоì ìера усëожнения (в разах) оказывается ìенüøе ìеры совìестноãо
уëу÷øения обоих характеристик. Привеäены сравнитеëüные характеристики оптиìаëü-
ных торов и торов оте÷ественной систеìной сети «Анãара». Доказано существенное уве-
ëи÷ение ÷исëа абонентов и сокращение äиаìетров оптиìаëüных торов по сравнениþ с
сетüþ «Анãара».

Ключевые слова: систеìные сети суперкоìпüþтеров, сети с топоëоãией ìноãоìерных торов, сети
с топоëоãией квазипоëных ãрафов, инвариантное расøирение сетей, ÷исëо абонентов сети, äиаìетр
сети, оптиìизаöия характеристик сети, сетü «Анãара».
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раìи. В § 3 строятся расøиренные ìарøрутизато-
ры с увеëи÷енныì ÷исëоì абонентов. В § 4 на базе
разреженных ìуëüтикоëеö и расøиренных ìарø-
рутизаторов строятся ìноãоìерные торы с увеëи-
÷енныì ÷исëоì абонентов и с ìаëыìи äиаìетра-
ìи. Наконеö, в § 5 сравниваþтся характеристики
построенных ìноãоìерных торов и торов оте÷ест-
венной систеìной сети «Анãара». В Закëþ÷ении
пере÷исëяþтся поëу÷енные резуëüтаты.

1. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ 
ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Пустü иìеется исхоäная систеìная сетü (рис. 1),
объеäиняþщая K абонентов, ИсхС(K) с заäанны-
ìи ìарøрутныìи свойстваìи, которые заäаþт ÷ис-
ëо K абонентов сети и ее äиаìетр D. Дëя нее ìожно
поставитü заäа÷у построения расøиренной сети
РасС(R) с ÷исëоì абонентов R > K, которая состо-
ит из копий сети ИсхС(K) с разныìи набораìи
абонентов и сохраняет неизìенныìи (инвариан-
тоì) ìарøрутные свойства сети ИсхС(K) äëя або-
нентов. В äанной работе ìарøрутные свойства —
это параìетры способов ìарøрутизаöии пакетов
äанных, которые описываþт их заäержки при пе-
реäа÷е (äиаìетр) и ÷исëо абонентов сети (проöес-
соров).
Возìожны äва варианта поставëенной заäа÷и.

В первоì варианте исхоäной сетüþ сëужит ìарøру-
тизатор с K äупëексныìи портаìи и äиаìетроì D
иëи коììутатор KЅK с äиаìетроì D = 1. Во вто-
роì варианте исхоäной сетüþ сëужит äупëексное
коëüöо с K узëаìи и äиаìетроì D = ⎣K/2⎦.
Буäеì реøатü поставëеннуþ заäа÷у посëеäова-

теëüно, на÷иная с ìаëых зна÷ений K = m, m = 2,
3, 4. Реøение основывается на испоëüзовании
свойств такоãо ìатеìати÷ескоãо объекта, как не-
поëная уравновеøенная сиììетри÷ная бëок-схе-
ìа B(N, m, σ) [3, 4], которая соäержит N бëоков
и N эëеìентов, разìещенных по бëокаì так, ÷то
кажäый бëок соäержит то÷но m разëи÷ных эëе-
ìентов, а кажäый эëеìент вхоäит то÷но в m раз-
ëи÷ных бëоков и кажäая пара эëеìентов вхоäит

то÷но в σ бëоков, а N = m(m – 1)/σ + 1. При этоì
бëок-схеìа B(N, m, σ) заäает максимальное N при
заäанных m и σ, и наоборот, минимальное m при за-
äанных N и σ. В реøаеìой заäа÷е бëоки интерпре-
тируþтся как копии сети ИсхС(m), эëеìенты —
как узëы степени m (с m äупëексныìи портаìи), а
вхожäение эëеìента в бëок — как соеäинение их
äупëексныì канаëоì.
В такой интерпретаöии простейøая расøирен-

ная сетü, изоìорфная бëок-схеìе B(N, m, σ), за-
äается äвуäоëüныì ãрафоì, оäна äоëя котороãо
соäержит N копий сети ИсхС(m), äруãая äоëя — N
узëов (абонентов), соеäиненных m ребраìи (äуп-
ëексныìи канаëаìи) с разныìи копияìи сети
ИсхС(m). Межäу ëþбыìи абонентаìи иìеется σ
разных путей äëины в äва ребра, и ëþбой путü про-
хоäит тоëüко ÷ерез оäну сетü ИсхС(m). Этот ãраф
ìы называеì квазипоëныì ãрафоì, а изоìорфнуþ
еìу сетü — простейøей сетüþ ПС(N, m, σ). В ней
абонент иìеет степенü m бëаãоäаря поäкëþ÷ениþ
к сети ИсхС(m) ÷ерез разветвитеëü äупëексных ка-
наëов 1Ѕm — хаб(m).
Приìер такой сети при m = 4 и σ = 2 äан на

рис. 2. Схеìа соеäинений ìежäу копияìи сети
ИсхС(4) и абонентаìи в сети ПС(7, 4, 2) заäается
в табë. 1, в которой в кажäой строке заäается но-
ìер сети ИсхС(4) и ноìера поäсоеäиненных к ней
абонентов.

Рис. 1. Исходная произвольная сеть на K абонентов с одним пор-
том у каждого абонента

Рис. 2. Сеть ПС(7, 4, 2)

Таблица 1
Ìåæñîåäèíåíèÿ â ñåòè ÏÑ(7, 4, 2)

Копия сети Исх(4) Абоненты

1 1 6 5 4
2 2 7 6 5
3 3 1 7 6
4 4 2 1 7
5 5 3 2 1
6 6 4 3 2
7 7 5 4 3
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Возìожны сëеäуþщие варианты орãанизаöии
исхоäной систеìной сети ИсхC(m).
Есëи сетü ИсхС(m) явëяется небëокируеìыì
коììутатороì mЅm, то сетü ПС(N, m, σ) явëя-
ется небëокируеìыì коììутатороì NЅN, со-
ставëенныì из коììутаторов mЅm и хабов(m).
При этоì сетü РасС(N, m, σ) иìеет стати÷ескуþ
саìоìарøрутизаöиþ, при которой абоненты
заäаþт бесконфëиктные ìарøруты независи-
ìо äруã от äруãа. Эти ìарøруты прокëаäываþт-
ся ìежäу абонентаìи по пряìыì канаëаì (без
проìежуто÷ной буферизаöии пакетов). Поэто-
ìу сетü ПС(N, m, σ) иìеет äиаìетр D = 1 и яв-
ëяется (σ – 1)-отказоустой÷ивой по канаëаì и
коììутатораì.
Есëи сетü ИсхС(m) явëяется äупëексныì коëü-
öоì с m узëаìи, то сетü ПС(N, m, σ) явëяется
ìуëüтикоëüöоì с N узëаìи, составëенныì из N
коëеö с m узëаìи и хабов(m) [5]. Такуþ сетü
ПС(N, m, σ) ìы называеì разреженныì ìуëü-
тикоëüöоì РазМк(N, m, σ), которое явëяется
(σ – 1)-отказоустой÷ивыì по канаëаì.
Приìер разреженноãо ìуëüтикоëüöа при m = 4

и σ = 2 привеäен на рис. 3. Схеìа соеäинений
ìежäу коëüöаìи сети ИсхС(4) и абонентаìи в раз-
реженноì ìуëüтикоëüöе РазМк(7, 4, 2) заäается

табë. 2, в которой в кажäой строке нахоäятся но-
ìер коëüöа сети ИсхС(4) и ноìера поäсоеäинен-
ных к неìу абонентов.
Муëüтикоëüöо РазМк(N, m, σ) также иìеет

стати÷ескуþ саìоìарøрутизаöиþ, при которой
ëþбой путü ìежäу узëаìи прохоäит по оäноìу
коëüöу сети ИсхС(m). Как сëеäствие, ìуëüтикоëü-
öо РазМк(N, m, σ) иìеет äиаìетр D = ⎣m/2⎦, а не
D = ⎣N/2⎦, как иìеет ìесто в äупëексноì коëüöе из
N узëов.
Наконеö, есëи сетü ИсхС(m) явëяется ìарøру-
тизатороì с äиаìетроì D, то сетü ПС(N, m, σ)
также явëяется ìарøрутизатороì с äиаìетроì
D + 1, который скëаäывается из ска÷ка по ребру
и ска÷ков с вхоäа на выхоä в сети ИсхС(m).
В общеì сëу÷ае, коãäа K > m, инвариантное
расøирение сети ИсхС(K) осуществëяется та-
киì образоì. Берется N копий сети ИсхС(K),
кажäая из которых разäеëяется на t = ⎣K/m⎦

Рис. 3. Разреженное мультикольцо РазМк(7, 4, 2) c диаметром
D = 2

Таблица 2
Ìåæñîåäèíåíèÿ â ðàçðåæåííîì ìóëüòèêîëüöå ÐàçÌê(7, 4, 2)

Коëüöа сети ИсхС(4) Узëы

1 1 6 5 4
2 2 7 6 5
3 3 1 7 6
4 4 2 1 7
5 5 3 2 1
6 6 4 3 2
7 7 5 4 3

Рис. 4. Сеть РасС(14, 8, 4, 2) с диаметром D = 2

Таблица 3
Ìåæñîåäèíåíèÿ â ñåòè ÐàñÑ(14, 8, 4, 2)

Копии 
сети 
Исх(8)

Порты

1 2 3 4 5 6 7 8

1-я сетü ПС(7, 4, 2) 2-я сетü ПС(7, 4, 2)

Абоненты

1 1 6 5 4 8 13 12 11
2 2 7 6 5 9 14 13 12
3 3 1 7 6 10 8 14 13
4 4 2 1 7 11 9 8 14
5 5 3 2 1 12 10 9 8
6 6 4 3 2 13 11 10 9
7 7 5 4 3 14 12 11 10
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равных ÷астей по m портов. К портаì i-й ÷асти
(1 ≤ i ≤ t) поäсоеäиняþтся абоненты с ноìераìи
(i – 1)N + j, 1 ≤ j ≤ N, которые принаäëежат к
i-й сети ПС(N, m, σ). Есëи K = tm + m – σ,
то (t + 1)-я ÷астü образует остато÷нуþ сетü
ПС*(N – m, m – σ, σ) c абонентаìи, ноìера ко-
торых заäаþтся как tN + j, 1 ≤ j ≤ N – m. Ос-
тато÷ная сетü ПС*(N – m, m – σ, σ) изоìорфна
остато÷ной бëок-схеìе B*(N – m, m – σ, σ) [3],
ãäе N – m = (m – 1)(m – σ)/σ. В резуëüтате рас-
øиренная сетü соäержит ëибо R = tN, ëибо
R = tN + N – m абонентов и обозна÷ается как
РасС(R, K, m, σ).
Есëи сетü ИсхС(K) иìеет äиаìетр D, то сетü
РасС(R, K, m, σ) иìеет äиаìетр D + 1. Приìер
схеìы соеäинений в сети РасС(R, K, m, σ) при
K = 8, m = 4, σ = 2 и D = 2 äан в табë. 3, а саìой
сетü Рас(14, 8, 4, 2) — на рис. 4. По построениþ
ëþбые äва абонента, ноìера которых не сов-
паäаþт по modN, соеäинены äруã с äруãоì се-
тüþ ИсхС(K) ÷ерез оäну копиþ сети ИсхС(K),
но параëëеëüно ÷ерез σ разных копий сети
ИсхС(K), и испоëüзуþт тоëüко ìарøрутные
свойства сети ИсхС(K). С äруãой стороны, ëþ-
бые äва абонента, ноìера которых совпаäаþт
по modN, также соеäинены äруã с äруãоì пос-
ëеäоватеëüно ÷ерез оäну копиþ сети ИсхС(K),
но параëëеëüно ÷ерез m разных копий сети
ИсхС(K). Эти свойства обеспе÷иваþт сохране-
ние в сети РасС(R) ìарøрутных свойств сети
ИсхС(K). При этоì образуþтся N поäìножеств
по t иëи t + 1 абонентов, с увеëи÷енной в m раз
пропускной способностüþ ìежäу ниìи.

2. ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÅ ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÀ 
Ñ ÌÀËÛÌ ÄÈÀÌÅÒÐÎÌ

Разреженное ìуëüтикоëüöо РазМк(N, m, σ)
явëяется коëüöоì с ìиниìаëüныì äиаìетроì
D = ⎣m/2⎦ ска÷ков, которое заìеняет коëüöо с N
узëаìи и äиаìетроì D = ⎣N/2⎦. Оäнако в общеì
сëу÷ае требуется заìенитü коëüöо с P узëаìи, ãäе
(p – 1)N < P ≤ pN, разреженныì ìуëüтикоëüöоì с
ìенüøиì äиаìетроì. Такое ìуëüтикоëüöо обозна-
÷ается как РазМк(P, N, m, σ) и строится такиì об-
разоì.
Сна÷аëа описанныì в § 1 ìетоäоì строится таб-

ëиöа соеäинений äëя ìуëüтикоëüöа РазМк(N, m, σ)
с m коëüöаìи. Дëя приìера табë. 4 заäает табëиöу
соеäинений в неì при m = 2 и σ = 1. Саìо ìуëü-
тикоëüöо с такой ìиниìаëüной табëиöей соеäине-
ний преäставëено на рис. 5.
Затеì ìиниìаëüная табëиöа расøиряется в таб-

ëиöу соеäинений äëя ìуëüтикоëüöа РазМк(P, N,
m, σ), которая соäержит N строк с ноìераìи по pm
узëов в кажäой строке. Строки расøиренной таб-

ëиöы разäеëены на p зон по m стоëбöов в кажäой.
В зоне 1 нахоäятся N узëов с ноìераìи из ìини-
ìаëüной табëиöы и с теì же разìещениеì по стро-
каì. В зоне i (1 < i ≤ p) нахоäится узеë с ноìероì
L + (i – 1)N той же строки и в тоì же ìесте, ÷то
и узеë с ноìероì L в зоне 1 (1 < L ≤ N). Дëя при-
ìера табë. 5 заäает расøиреннуþ табëиöу с p = 3,
m = 2 и σ = 1, поëу÷еннуþ из табë. 4. Дëя приìера
ìуëüтикоëüöо РазМк(9, 3, 2, 1), построенное по
табë. 5, преäставëено на рис. 6.
Дëя построения ìуëüтикоëüöа РазМк(P, N, m, σ),

узëы из кажäой строки расøиренной табëиöы со-
еäиняþтся äруã с äруãоì в оäноиìенноì коëüöе в
поряäке возрастания их ноìеров. Дëя заìыкания
коëüöа узеë с наибоëüøиì ноìероì поäсоеäиня-
ется к узëу с наиìенüøиì ноìероì. Есëи оказы-

Таблица 5
Ðàñøèðåííàÿ òàáëèöà ïîäñîåäèíåíèÿ óçëîâ ê êîëüöàì 

ïðè p = 3, m = 2 è s = 1

i 1 2 3

Коëüöа Узëы 1÷3 Узëы 4÷6 Узëы 7÷9

1 1 3 4 6 7 9
2 2 1 5 4 8 7
3 3 2 6 5 9 8

Рис. 5. Разреженное мультикольцо при p = 1, m = 2 и s = 1 с диа-
метром D = 1

Таблица 4
Ìèíèìàëüíàÿ òàáëèöà ïîäñîåäèíåíèÿ óçëîâ ê êîëüöàì 

ïðè m = 2 è s = 1

Коëüöа ИсхС(2) Узëы

1 1 3
2 2 1
3 3 2
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вается, ÷то (p – 1)N < P < pN, то узëы с ноìераìи
боëüøе P искëþ÷аþтся из расøиренной табëиöы и
из ìуëüтикоëüöа, а еãо коëüöа заìыкаþтся ÷ерез
оставøиеся узëы с наибоëüøиìи ноìераìи. Диа-
ìетр ìуëüтикоëüöа РазМк(P, N, m, σ) заäается как
D = ⎣pm/2⎦, ãäе p = ⎡P/N⎤.
В äаëüнейøеì наì потребуется ìуëüтикоëüöо

РазМк(7, 3, 1) с äиаìетроì D = 1, табëиöа соеäи-
нений котороãо äана в табë. 6, а саìо ìуëüтикоëü-
öо — на рис. 7. На ее основе описанныì ìетоäоì
ìожно построитü ìуëüтикоëüöо РазМк(8, 7, 3, 1) с

p = 2 и D = 2, РазМк(14, 7, 3, 1) с p = 2 и D = 2 иëи
ìуëüтикоëüöо РазМк(16, 7, 3, 1) с p = 3 и D = 3.

3. ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÍÛÅ ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÒÎÐÛ

Рассìотриì 8-портовый ìарøрутизатор Е4 се-
ти «Анãара» [1, 2] с äиаìетроì D = 1. Возüìеì еãо
за исхоäнуþ сетü Исх(8) и расøириì äо R-порто-
воãо ìарøрутизатора РасС(R, 8, m, σ) при разных
m и σ. Части÷но это уже сäеëано ранее äëя m = 4
и σ = 2 (сì. табë. 3 и рис. 4).

Рис. 6. Разреженное мультикольцо при p = 3, m = 2 и s = 1 с D = 3

Рис. 8. Маршрутизатор РасС(12, 8, 2, 1) с диаметром D = 2

Таблица 7
Ìåæñîåäèíåíèÿ â ìàðøðóòèçàòîðå ÐàñÑ(12, 8,2, 1)

Ко-
пии 
сети 
Исх(8)

Порты сети Исх(8)

1 2 3 4 5 6 7 8

1-я 
ПС(3, 2, 1)

2-я 
ПС(3, 2, 1)

3-я 
ПС(3, 2, 1)

4-я 
ПС(3, 2, 1)

Абоненты

1 1 3 4 6 7 9 10 12
2 2 1 5 4 8 7 11 10
3 3 2 6 5 9 8 12 11

Рис. 7. Разреженное мультикольцо при p = 1, m = 3 и s = 1 с D = 1

Таблица 6
Òàáëèöà ïîäñîåäèíåíèÿ óçëîâ ê êîëüöàì 

ïðè p = 1, m = 3 è s = 1

Коëüöа ИсхС(3) Узëы

1 1 7 5
2 2 1 6
3 3 2 7
4 4 3 1
5 5 4 2
6 6 5 3
7 7 6 4
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В ìиниìаëüноì варианте m = 2 и σ = 1. Тоãäа
схеìа соеäинений äëя ìарøрутизатора РасС(12, 8,
2, 1) äана в табë. 7, а саì ìарøрутизатор — на рис. 8.
Анаëоãи÷но и при m = 3 и σ = 1. Оказывается,

÷то в этоì сëу÷ае R = 18, как это виäно из схе-
ìы соеäинений äëя РасС(18, 8, 3, 1), заäаваеìой
табë. 8. Саì ìарøрутизатор с äиаìетроì D + 1
преäставëен на рис. 9.

4. ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÅ ÒÎÐÛ Ñ ÌÀËÛÌÈ ÄÈÀÌÅÒÐÀÌÈ

Расøиренные ìарøрутизаторы (сì. рис. 4, 7, 8)
позвоëяþт созäаватü r-ìерные (r = 1, 2, 3, 4) торы.
Дëя соеäинения ìарøрутизаторов в коëüöах раз-
ных изìерений äостато÷но отсоеäинитü от кажäо-
ãо ìарøрутизатора по äва абонента äëя кажäоãо
изìерения. Освобоäивøиеся äупëексные порты
необхоäиìо испоëüзоватü äëя поäсоеäинения к со-
сеäниì ìарøрутизатораì и в направëении «+» и
«–» в кажäоì изìерении.
Простейøий сëу÷ай заäает приìенение ìарø-

рутизаторов РасС(12, 8, 2, 1) и ìуëüтикоëеö

РазМк(P, 3, 2, 1) (рис. 10). Характеристики созäа-
ваеìых торов äаны в табë. 9, в которой P заäает
÷исëо ìарøрутизаторов в коëüöе кажäоãо изìе-
рения, а M — общее ÷исëо абонентов в торе, ãäе

M = P r(12 – 2r). Диаìетр D тора скëаäывается из
äвух ска÷ков ìежäу ìарøрутизатороì и абонен-
таìи (исто÷никаìи и приеìникоì), ска÷ков ìеж-
äу ìарøрутизатораìи по коëüöаì кажäоãо прохо-
äиìоãо изìерения и äвух ска÷ков внутри ìарø-
рутизатора при сìене изìерения и D = r ⎣pm/2⎦ +
+ 2(r – 1) + 1, ãäе p = ⎡P/N⎤.
Даëüнейøая оптиìизаöия важных характерис-

тик ìноãоìерных торов возìожна, есëи их строитü
из ìарøрутизаторов РасС(18, 8, 3, 1) по рис. 9 и за-
ìенятü в них коëüöа кажäоãо изìерения на ìуëü-

Рис. 9. Маршрутизатор РасС(18, 8, 3, 1) с диаметром D = 2

Таблица 8
Ìåæñîåäèíåíèÿ â ìàðøðóòèçàòîðå ÐàñÑ(18, 8, 3, 1)

Копии 
сети 

ИсхС(8)

Порты сети ИсхС(8)

1 2 3 4 5 6 7 8

1-я ПС 2-я ПС 3-я ПС 

1 1 7 5 8 14 12 15 18
2 2 1 6 9 8 13 16 15
3 3 2 7 10 9 14 17 16
4 4 3 1 11 10 8 17 15
5 5 4 2 12 11 9 18 16
6 6 5 3 13 12 10 18 17
7 7 6 4 14 13 11 — —

Рис. 10. Одномерный тор на базе маршрутизаторов РасС(12, 8,
2, 1) и мультиколец РазМк(P, 3, 2, 1) с диаметром D = 3

Таблица 9
Òîðû èç ìàðøðóòèçàòîðîâ ÐàñÑ(12, 8, 2, 1) 

è ìóëüòèêîëåö ÐàçÌê(P, 3, 2, 1)

P 3 6 9 12

r M D M D M D M D

1 30 3 60 4 90 5 120 6
2 72 6 288 8 648 10 1152 12
3 162 9 1296 12 4374 15 10 368 18



ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В УПРАВЛЕНИИ

62 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2020

тикоëüöа, построенные в § 2. В этоì сëу÷ае харак-
теристики созäаваеìых торов äаны в табë. 10. Зна-
÷ения äëя табë. 10 расс÷итываþтся по форìуëаì:

M = P r(18 – 2r). В äанноì торе ìарøруты оäина-
ковой äëины в кажäоì изìерении расщепëяþтся
по треì разныì путяì, ÷то существенно снижает
среäние заäержки переäа÷и.
Нескоëüко боëее сëабые характеристики иìеет

1-отказоустой÷ивые торы, которые строятся из
ìарøрутизаторов РасС(14, 8, 4, 2) по рис. 4 и ìуëü-
тикоëеö РазМк(P, 7, 4, 2) в кажäоì изìерении. Ха-
рактеристики этих торов заäаþтся в табë. 11. Зна-
÷ения äëя табë. 11 расс÷итываþтся по форìуëаì:

M = P r(14 – 2r). Оäнако в äанноì торе ìарøруты
оäинаковой äëины в кажäоì изìерении расщеп-
ëяþтся по ÷етыреì разныì путяì, ÷то äопоëни-
теëüно снижает среäние заäержки переäа÷и.

5. ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÑÅÒÜÞ «ÀÍÃÀÐÀ»

Систеìные сети совреìенных суперкоìпüþ-
теров строятся на базе ìноãопортовых ìарøру-
тизаторов, наприìер, еäиный оäнокристаëüный
48-портовый ìарøрутизатор YARС äëя 3-ìерноãо
тора Gemini и äëя 4-ìерноãо обобщенноãо ãипер-
куба Dragonfly фирìы CRAY [6, 7]. При этоì иìе-
ется тенäенöия перехоäа на топоëоãиþ ãиперкуба
как сети с ìенüøиì äиаìетроì и боëüøиì быст-
роäействиеì, но и боëüøей сëожности.
В РФ в настоящее вреìя нет таких ìарøрути-

заторов. Иìеется функöионаëüно поëный оäно-
кристаëüный ìарøрутизатор E4 сети «Анãара» с
8 сетевыìи äупëексныìи портаìи PCI-express и оä-
ниì проöессорныì портоì PCI-express [1, 2]. Пер-
вона÷аëüно преäпоëаãаëосü еãо испоëüзование в
оäнопëатноì варианте äëя построения систеìной
сети в виäе 4-ìерноãо тора на M = 4K проöессоров
и с äиаìетроì в D = 16 ска÷ков (8 ìарøрутизато-
ров в коëüöах разных изìерений). Потоì быëо за-
явëено о возìожности иìетü на неì M = 16Kј32K
с äиаìетраìи D = 24ј32 ска÷ков (äо 16 ìарøру-
тизаторов в коëüöах). Оäнопëатный вариант ока-
заëся не о÷енü эконоìи÷ныì äëя построения ìа-
ëых сетей, так как расхоäоваë оäин ìарøрутизатор
äëя поäсоеäинения к сети оäноãо проöессора.
Затеì быë созäан оäнокорпусной 24-портовый

ìарøрутизатор [1, 2, 8] путеì сöепëения ÷етырех
8-портовых ìарøрутизаторов. Испоëüзование это-
ãо ìарøрутизатора резко упрощает построение се-
тей саìоãо разноãо разìера — от äесятков проöес-
соров äо нескоëüких тыся÷ (в топоëоãии оäно-
ìерноãо иëи äвуìерноãо тора). В такоì виäе сетü
«Анãара» с÷итается базовой сетüþ äëя построения
оте÷ественных суперкоìпüþтеров.
Заìетиì, ÷то 24-портовый ìарøрутизатор иìе-

ет внутренний äиаìетр в ÷етыре ска÷ка: оäин ска-
÷ок от вхоäноãо порта äо соеäинитеëüноãо порта
в 8-портовоì ìарøрутизаторе, äва ска÷ка ìежäу
8-портовыìи ìарøрутизатораìи и оäин ска÷ок от
соеäинитеëüноãо порта äо выхоäноãо порта. Оäна-

Таблица 10
Òîðû èç ìàðøðóòèçàòîðîâ ÐàñÑ(18, 8, 3, 1) 

è ìóëüòèêîëåö ÐàçÌê(P, 7, 3, 1)

P 7 14

r M D M D

1 112 3 224 4
2 686 6 2744 8
3 4116 9 32 928 12
4 24 010 11 384 160 16

Таблица 11
Òîðû èç ìàðøðóòèçàòîðîâ ÐàñÑ(14, 8, 4, 2) 

è ìóëüòèêîëåö ÐàçÌê(7p, 7, 4, 2)

P 7 (p = 1) 14 (p = 2)

r M D M D

1 84 4 168 6
2 490 8 1960 12
3 2744 12 21 952 18
4 14 406 16 230 496 24

Таблица 12
Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òîðîâ

РасС(18, 8, 3, 1) Анãара c 24-портовыì 
ìарøрутизатороì

P 7 8 14 16 8 16

r M D M D M D M D M D M D

1 112 3 128 4 224 4 256 5 128 8 256 16
2 686 6 896 8 2 744 8 3584 10 502 13 2048 21
3 4116 9 6144 12 32 928 12 49 152 15 — — — —
4 24 010 11 40 960 16 384 160 16 653 600 20 — — — —
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ко в сети äëя связи ìежäу 24-портовыìи ìарøру-
тизатораìи испоëüзуþтся ÷етыре äупëексных ка-
наëа ìежäу заäанныìи 8-портовыìи ìарøрутиза-
тораìи. Это äеëает прохоäнуþ заäержку равной
оäноìу ска÷ку.
В табë. 12 (справа) преäставëены характерис-

тики сети «Анãара». При этоì ìаксиìаëüное ÷исëо
проöессоров опятü äостиãается при разìещении
16 ìарøрутизаторов в коëüöах. Оäнако испоëüзо-
вание боëüøе 8 ìарøрутизаторов в коëüöе не уве-
ëи÷ивает еãо пропускнуþ способностü, но увеëи÷и-
вает заäержки переäа÷и по неìу. Правäа, наëи÷ие
÷етырех äупëексных коëеö в кажäоì изìерении в
зна÷итеëüной ìере снижает эти заäержки.
Заìетиì, ÷то 3-ìерный тор на базе 24-портово-

ãо коììутатора уже не ìожет бытü созäан из-за не-
äостато÷ноãо ÷исëа портов, ÷то äеëает невозìож-
ныì äаëüнейøее увеëи÷ение ÷исëа проöессоров в
сети «Анãара» без увеëи÷ения ÷исëа узëов в коëü-
öах и заäержек переäа÷и по ниì.
Также в табë. 12 (сëева) привеäены характе-

ристики торов, составëенных из ìарøрутизато-
ров РасС(18, 8, 3, 1) и разреженных ìуëüтикоëеö
РазМк(P, 7, 3, 1).
Виäно, ÷то построенный выøе оäноìерный тор

иìеет в нескоëüко раз ìенüøий äиаìетр, ÷еì оä-
ноìерный тор сети «Анãара» при бëизкоì ÷исëе
абонентов. Построенный äвуìерный тор иìеет в
äва раза ìенüøий äиаìетр, ÷еì äвуìерный тор се-
ти «Анãара» при нескоëüко боëüøеì ÷исëе абонен-
тов. В остаëüных сëу÷аях построенные торы иìеþт
в нескоëüко раз ìенüøий äиаìетр и существенно
боëüøее ÷исëо абонентов, ÷еì ìожет обеспе÷итü
сетü «Анãара» в ëþбоì варианте.
Построенные выøе ìноãоìерные торы ìы с÷и-

таеì оптиìаëüныìи, так как они построены на ба-
зе оптиìаëüноãо распараëëеëивания сетевой струк-
туры на основе квазипоëноãо орãрафа. Она поз-
воëяет строитü расøиренные ìарøрутизаторы с
ìаксиìаëüныì ÷исëоì абонентов при заäанных
исхоäных ìарøрутизаторах. И наоборот, она поз-
воëяет иìетü ìиниìаëüный äиаìетр сети бëаãоäа-
ря приìенениþ разреженных ìуëüтикоëеö.
Поäобное распараëëеëивание структур сети со-

провожäается, коне÷но, увеëи÷ениеì ее аппарат-
ных и кабеëüных затрат. Оöениì их.
Приìеì, ÷то сëожностü ìарøрутизатора про-

порöионаëüна кваäрату ÷исëа портов. Тоãäа сëож-
ностü sК оäнокорпусноãо ìарøрутизатора «Анãара»
составëяет sК = 64c, ãäе c — коэффиöиент пропор-
öионаëüности. Сëожностü sХ оäноãо хаба 1Ѕ3 ìож-
но оöенитü как sХ = 6c (ìуëüтипëексор + äеìуëü-
типëексор).
Лþбой оäноìерный тор явëяется äупëексныì

коëüöоì, к узëаì котороãо поäсоеäинены абонен-
ты (проöессоры). Поэтоìу сëожностü оäноìерно-

ãо тора «Анãара» с 8 корпусаìи в коëüöе заäается
как SА,1 = 2 048c.
Лþбой äвуìерный тор явëяется сетüþ, ÷ерез

узëы которой прохоäят äупëексные коëüöа раз-
ных изìерений, ÷то обеспе÷ивает наëи÷ия в неì
кваäрати÷ноãо ÷исëа узëов и абонентов. Поэто-
ìу сëожностü äвуìерноãо тора «Анãара» с 8 кор-
пусаìи в коëüöе кажäоãо изìерения заäается как
SА,2 = 16 384c. Они соäержат MА,1 = 128 и MА,2 = 502
абонентов соответственно. Поэтоìу их уäеëüная
сëожностü составëяет sА,1 = SА,1/MА,1 = 16c и sА,2 =
= SА,2/MА,2 = 32c.
Марøрутизатор РасС(18, 8, 3, 1) соäержит

7 ìарøрутизаторов E4 сëожности sК и 18 хабов 1Ѕ3
сëожности sХ. В резуëüтате сëожностü SР расøи-
ренноãо ìарøрутизатора составëяет SР = 7Ѕ64с +
+ 18Ѕ6с = 556с.
Оäноìерный тор соäержит 7 таких ìарøрути-

заторов и еще 14 хабов äëя образования разрежен-
ных ìуëüтикоëеö общей сëожности SР,1 = 3976c.
Он соäержит MР,1 = 112 абонентов. Поэтоìу еãо
уäеëüная сëожностü составëяет sР,1 = 35,5c.
Двуìерный тор соäержит 49 таких ìарøрутиза-

торов и еще 28 хабов в кажäоì оäноìерноì из-
ìерении äëя образования разреженных ìуëüти-
коëеö общей сëожности SР,2 = 28 420c. Он соäер-
жит MР,2 = 686 абонентов. Поэтоìу еãо уäеëüная
сëожностü составëяет sР,2 = 41,4c.
Ввеäеì коìпëекснуþ характеристику торов ℵ

как произвеäение äиаìетра на уäеëüнуþ сëож-
ностü. Тоãäа ℵА,1 = 128с и ℵР,1 = 106,5с, анаëоãи÷-
но ℵА,2 = 416с и ℵР,2 = 250,2с. Отсþäа ìожно сäе-
ëатü вывоä, ÷то повыøенная сëожностü торов из
расøиренных ìарøрутизаторов с избыткоì обес-
пе÷ивает их ìаëые äиаìетры. При этоì оäновре-
ìенно обеспе÷ивается и боëüøее ÷исëо абонентов.
Оäнако ìарøрутизаторы с разреженныìи ìуëüти-
коëüöаìи иìеþт в 7/4 раза боëüøий расхоä кабеëя.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен ìетоä построения оптиìаëüных сис-
теìных сетей с топоëоãией ìноãоìерных торов.
Оптиìизаöия в работе осуществëяется по та-

киì важныì функöионаëüныì характеристикаì
сети, как ÷исëо ее абонентов и заäержки переäа÷и,
заäаваеìые äиаìетроì сети. Оптиìизаöия осуще-
ствëяется в эëеìентной базе ìаëопортовых ìарø-
рутизаторов и хабов путеì построения иëи приìе-
нения сетей с топоëоãией квазипоëных ãрафов.
Приìеняется ìетоä инвариантноãо по ìарø-

рутныì свойстваì расøирения сетей äëя увеëи÷е-
ния в них ÷исëа абонентов и уìенüøения их äиа-
ìетра в заäанной эëеìентной базе.
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Показана возìожностü приìенения рассìот-
ренноãо ìетоäа äëя повыøения ìасøтабируеìос-
ти и быстроäействия оте÷ественной систеìной се-
ти «Анãара».
Совìестная уäеëüная сëожностü по ÷исëу або-

нентов и заäержкаì переäа÷и в оптиìизированной
сети оказаëасü ìенüøе, ÷еì у сети «Анãара».
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OPTIMUM MULTIDIMENSIONAL TORI BASED 
ON LOW-PORT ROUTERS AND HUBS
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Abstract. A method for constructing optimal system networks with the topology of multidimen-
sional tori is considered. The optimization was performed according to such important functional
characteristics of the network as the number of its subscribers (processors) and transmission de-
lays between them, set by the network diameter. Optimization was carried out in the element base
of low-port routers and splitters of duplex channels (hubs) by using networks with the topology
of quasi-complete graphs. Optimization is realized due to the invariant expansion of the multi-
dimensional torus and the duplex channel with preservation of their route properties such as the
routing method and maximum transmission delays (network diameter). It is shown that optimi-
zation leads to an increase in the number of subscribers with constant delays and to a reduction
in delays with a constant number of subscribers. Optimization is accompanied by some compli-
cation of the network in terms of circuit and cable costs. In this case, the measure of complication
(expressed in the number of times) is less than the measure of joint improvement of both char-
acteristics. The comparative characteristics of the optimal tori and tori of the Angara domestic
system network are given. A substantial increase in the number of subscribers and a decrease in
the diameters of optimal tori in comparison with the Angara network have been proven.

Keywords: system-area networks of supercomputers, networks with the topology of multidimensional tori,
networks with the topology of quasi-complete graphs, invariant expansion of networks, number of network
subscribers and network diameter, optimization of network characteristics, Angara network.
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О.В. Огородников

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Преäваритеëüный рас÷ет техни÷еских харак-
теристик перспективноãо ëетатеëüноãо аппарата
(ЛА) преäставëяет собой на÷аëüный этап проекти-
рования, в хоäе котороãо приниìаþтся реøения,
опреäеëяþщие посëеäуþщий обëик ЛА как техни-
÷еской систеìы, и выпоëняется рас÷ет еãо техни-
÷еских характеристик.
В настоящий ìоìент из-за уäорожания авиаöи-

онной техники зна÷итеëüно возросëа роëü этапа
преäваритеëüноãо проектирования, так как оøиб-
ки, äопущенные при опреäеëении техни÷ескоãо
обëика ЛА, впосëеäствии ìоãут привести к боëü-
øоìу ущербу на всех остаëüных этапах жизненно-
ãо öикëа.
Преäваритеëüное проектирование новоãо ЛА

неизбежно сопровожäается неопреäеëенностüþ

еãо итоãовых техни÷еских характеристик. Это свя-
зано с теì, ÷то на этапе преäваритеëüноãо рас÷ета
ëетно-техни÷еских и ìаневренных характеристик
перспективноãо ЛА невозìожно сказатü, каков бу-
äет уровенü техноëоãи÷ескоãо соверøенства кон-
струкöии пëанера, ìатериаëов, äвиãатеëя и äруãих
эëеìентов на ìоìент еãо непосреäственноãо со-
зäания. Отсþäа возникает öеëесообразностü у÷ета
неопреäеëенности исхоäных äанных в преäвари-
теëüноì рас÷ете характеристик созäаваеìоãо ЛА.
Неопреäеëенностü исхоäных äанных озна÷ает, ÷то
невозìожно то÷но сказатü, какое зна÷ение буäет
приниìатü тот иëи иной параìетр, оäнако ìожно
опреäеëитü äиапазон зна÷ений, ãäе кажäоìу зна-
÷ениþ соответствует некоторая степенü уверен-
ности в еãо реаëизаöии. Такие параìетры заäаþтся
на основе экспертной оöенки спеöиаëиста, кото-
руþ он äеëает на основе своеãо опыта.

Аннотация. Рассìотрена ìоäеëü ìноãокритериаëüной оптиìизаöионной заäа÷и в усëо-
виях параìетри÷еской экспертной неопреäеëенности. Даннуþ ìоäеëü öеëесообразно
приìенятü, коãäа параìетры с экспертной неопреäеëенностüþ не ìоãут бытü заäаны эк-
спертоì то÷ныì зна÷ениеì. Дëя описания таких параìетров приìенена теория неопре-
äеëенности Б. Лþ, так как она преäоставëяет анаëити÷еские выражения äëя вы÷исëения
äетерìинированных äубëикатов öеëевых функöий и оãрани÷ений, ÷то позвоëяет эффек-
тивно реøатü оптиìизаöионные заäа÷и с экспертной неопреäеëенностüþ, своäя неоп-
реäеëенные ìоäеëи оптиìизаöии к äетерìинированныì ìоäеëяì ìатеìати÷ескоãо про-
ãраììирования. С испоëüзованиеì рассìотренной ìоäеëи форìаëизована и реøена заäа-
÷а преäваритеëüноãо рас÷ета параìетров сверхзвуковоãо ìаневренноãо саìоëета на этапе
преäваритеëüноãо проектирования. Актуаëüностü приìенения теории неопреäеëенности
в äанной заäа÷е связана с возросøей роëüþ этапа преäваритеëüноãо проектирования при
разработке перспективной авиаöионной техники. Разработан и реаëизован ÷исëенный
оптиìизаöионный аëãоритì, который у÷итывает экспертные оöенки неопреäеëенных
параìетров и позвоëяет поëу÷итü зна÷ения техни÷еских характеристик разрабатываеìо-
ãо ëетатеëüноãо аппарата с разëи÷ныìи уровняìи степени уверенности в их реаëизаöии.

Ключевые слова: экспертная неопреäеëенностü, эпистеìи÷еская неопреäеëенностü, ìоäеëü опти-
ìизаöионной заäа÷и, преäваритеëüное проектирование, Парето-реøения, äетерìинированный äуб-
ëикат, ìаневренный саìоëет, неопреäеëенное проãраììирование.
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Существует äва типа неопреäеëенности — ста-
тисти÷еская (аëеаторная) и экспертная (эпистеìи-
÷еская). Первая из них возникает, коãäа параìет-
ры характеризуþтся вариабеëüностüþ, зафиксиро-
ванной в статисти÷еских äанных, äостато÷ных äëя
принятия статисти÷еских ãипотез о неопреäеëен-
ных параìетрах. В этоì сëу÷ае параìетру соот-
ветствует функöия распреäеëения вероятности.
Экспертная неопреäеëенностü возникает из-за не-
äостатка знаний, резуëüтатов набëþäений. В этоì
сëу÷ает инфорìаöиþ поëу÷аþт от экспертов. Дëя
работы с экспертной неопреäеëенностüþ сущест-
вует ìноãо ìатеìати÷еских теорий. Наибоëее по-
пуëярные из них это интерваëüная ìатеìатика [1],
теория не÷етких ìножеств Л. Заäе [2] и теория воз-
ìожностей Л. Заäе [3]. В äанной работе äëя опи-
сания неопреäеëенных параìетров ЛА преäëаãает-
ся теория неопреäеëенности Б. Лþ, так как в ней
существует эффективный инструìент äëя реøе-
ния оптиìизаöионных заäа÷ с экспертной неоп-
реäеëенностüþ, а иìенно, простые анаëити÷еские
выражения äëя вы÷исëения äетерìинированных
äубëикатов öеëевых параìетров äëя äостато÷но
øирокоãо кëасса функöий. Ранее с приìенениеì
теории Б. Лþ реøаëисü äруãие заäа÷и преäвари-
теëüноãо проектирования в усëовиях параìетри-
÷еской [4, 5] и сìеøанной [6, 7] неопреäеëенности.

1. ÌÎÄÅËÜ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÎÉ 
ÇÀÄÀ×È Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÝÊÑÏÅÐÒÍÎÉ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

1.1. Î òåîðèè íåîïðåäåëåííîñòè

Привеäеì базовые понятия теории неопреäе-
ëенности Б. Лþ [8], необхоäиìые äëя форìаëиза-
öии выбранной заäа÷и преäваритеëüноãо рас÷ета
техни÷еских характеристик перспективноãо ЛА.
Центраëüныì понятиеì теории неопреäеëенности
сëужит ìера неопреäеëенности M, которая уäов-
ëетворяет аксиоìаì норìаëüности, äуаëüности,
субаääитивности и произвеäения (ìера произвеäе-
ния событий равна ìиниìаëüной из ìер этих со-
бытий). Мера неопреäеëенности события отражает
степенü уверенности эксперта в тоì, ÷то это собы-
тие произойäет.
В теории неопреäеëенности ввоäится понятие

неопреäеëенной переìенной ξ, которая опреäеëя-
ется функöией распреäеëения неопреäеëенности
Φ(x) = M{ξ ≤ x}, ãäе Φ(x) естü функöия Φ: R → [0, 1].
Распреäеëение неопреäеëенности соäержит ин-

форìаöиþ о неопреäеëенной переìенной. Оно
преäставëяет собой совокупностü зна÷ений вещес-
твенной переìенной x и ìеры неопреäеëенности
M{ξ ≤ x}, соответствуþщей этоìу зна÷ениþ. Экс-
перт на основе своеãо опыта ставит в соответствие
кажäоìу зна÷ениþ переìенной ξ степенü уверен-
ности M (ìеру неопреäеëенности) в тоì, ÷то она

не боëüøе x. Функöия распреäеëения неопреäе-
ëенности Φ(x) строится как аппроксиìаöия поëу-
÷енных от эксперта зна÷ений x и M{ξ ≤ x} (рис. 1).
В теории неопреäеëенности привоäятся выра-

жения äëя рас÷ета äетерìинированных äубëикатов
функöии, зависящей от неопреäеëенных параìет-
ров — ожиäаеìоãо зна÷ения E[ξ], äисперсии V[ξ],
крити÷еских зна÷ений SUPα[ξ] и INFα[ξ].
Есëи x — вектор äействитеëüных ÷исеë (век-

тор äетерìинированных параìетров) и f — непре-
рывная строãо возрастаþщая по ξ1, ξ2, ..., ξm и

строãо убываþщая по ξm + 1, ξm + 2, ..., ξn, то ξ = f( ,
ξ1, ξ2, ..., ξn) иìеет сëеäуþщие ожиäаеìое зна÷ение
и äисперсиþ при ëþбоì x:

E[ξ] = f( , (α), (α), ..., (α),

(1 – α), (1 – α), ..., (1 – α))dα,

V [ξ] = (f( , (α), (α), ..., (α),

(1 – α), (1 – α), ..., (1 – α)) –

– E[ξ])2dα,

ãäе , ...,  — функöии, обратные функöияì

распреäеëения неопреäеëенных переìенных ξ1,
ξ2, ..., ξn.
Крити÷еские зна÷ения (анаëоãи÷ные кванти-

ëþ) неопреäеëенной переìенной ξ:

SUPα[ξ] = f( , (α), (α), ..., (α),

(1 – α), (1 – α), ..., (1 – α)),

INFα[ξ] = f( , (1 – α), (1 – α), ...,

(1 – α), (α), (α), ..., (α)). (1)

Рис. 1. Пример функции распределения неопределенности
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1.2. Çàäà÷à íåîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Общая постановка заäа÷и оптиìаëüноãо проек-
тирования с неопреäеëенныìи параìетраìи вы-
ãëяäит такиì образоì:

 — вектор проектируеìых параìетров (вектор ре-

øений),  — вектор неопреäеëенных параìетров,

f( , ) — öеëевая функöия, gj( , ) — функöия оã-
рани÷ения.
В такоì виäе эта заäа÷а не иìеет реøения, так

как öеëевая функöия f, зависящая от неопреäеëен-
ных параìетров, саìа явëяется неопреäеëенной.
Чтобы перейти к заäа÷е ìатеìати÷ескоãо проãраì-
ìирования, необхоäиìо заìенитü öеëевые функ-
öии и оãрани÷ения их äетерìинированныìи äуб-
ëикатаìи:

(2)

ãäе d — ìножество äетерìинированных äубëика-
тов öеëевой функöии,  — äетерìинированные

äубëикаты функöии оãрани÷ений.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ 
ÌÀÍÅÂÐÅÍÍÎÃÎ ÑÀÌÎËÅÒÀ ÏÎÄ ÇÀÄÀÍÍÛÅ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈß

Преäëаãается аëãоритì рас÷ета параìетров ìа-
невренноãо саìоëета в усëовиях экспертной не-
опреäеëенности, который основан на инженерной
ìетоäике рас÷ета основных техни÷еских характе-
ристик ìаневренноãо саìоëета поä заäанные так-
тико-техни÷еские требования (ТТТ) [9, 10]: тре-
буеìуþ äаëüностü L крейсерскоãо [8] поëета на
äозвуковой скорости, норìаëüнуþ переãрузку в ре-
жиìе ìаневра nz req (характеризует ìаневренностü
саìоëета), энерãети÷ескуþ скоропоäъеìностü Ps
(характеризует, наскоëüко быстро саìоëет ìожет
увеëи÷иватü своþ кинети÷ескуþ энерãиþ) и ìассу
поëезной наãрузки mec. Разработанный аëãоритì
позвоëяет поëу÷итü требования к ãеоìетри÷ескиì
и ìассовыì характеристикаì, аэроäинаìи÷ескоìу
ка÷еству [11], параìетраì сиëовой установки. Вы-
хоäные параìетры: объеì саìоëета, пëощаäü оìы-
ваеìой поверхности, взëетная ìасса, ìасса топ-
ëива, конструкöии, сиëовой установки, взëетная
форсажная тяãа äвиãатеëя, а также ìаксиìаëüное
аэроäинаìи÷еское ка÷ество на режиìе ìаневра и
крейсерскоãо поëета. Выпоëнение поëу÷енных тре-

бований к аэроäинаìике, сиëовой установке, ãео-
ìетри÷ескиì и ìассовыì характеристикаì обес-
пе÷ит выпоëнение заäанных ТТТ.

2.1. Çàäà÷à ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ

Заäа÷у рас÷ета параìетров ìаневренноãо саìо-
ëета ìожно преäставитü как ìноãокритериаëüнуþ
оптиìизаöионнуþ заäа÷у в усëовиях экспертной
неопреäеëенности исхоäных äанных. Преäëаãает-
ся ìиниìизироватü рас÷етные требования к ìак-
сиìаëüноìу аэроäинаìи÷ескоìу ка÷еству на режи-
ìе крейсерскоãо поëета Kmax cr созäаваеìоãо саìо-
ëета и взëетной тяãе äвиãатеëя P0:

Оптиìизируеìые äетерìинированные параìет-
ры: γa — пëотностü саìоëета, γeng — отноøение ве-
са сиëовой установки к тяãе äвиãатеëей, F — ко-
эффиöиент форìы (равен отноøениþ пëощаäи
поверхности саìоëета к поверхности равновеëи-
кой по объеìу сферы).
Неопреäеëенные параìетры: Kcompr — отноøе-

ние аэроäинаìи÷ескоãо ка÷ества на режиìе ìа-
невра к ка÷еству на режиìе крейсерскоãо поëета
(Kmax cr к Kmax man), kqs1 и kqs2 — коэффиöиенты, тре-

буþщиеся äëя рас÷ета ìассы 1 ì2 поверхности

пëанера саìоëета,  — относитеëüная ìасса топ-
ëива, затра÷енноãо на у÷астке набора высоты пе-

реä крейсерскиì поëетоì,  — относитеëüная
ìасса топëива, затра÷енноãо на у÷астке снижения
посëе крейсерскоãо поëета, Ldes+cl — суììа äëин
у÷астков набора высоты и снижения, Cf — коэф-
фиöиент эквиваëентноãо трения [10].
Миниìизаöия требований к аэроäинаìи÷ес-

коìу ка÷еству расøиряет возìожности äëя поä-
бора аэроäинаìи÷еской коìпоновки перспектив-
ноãо ЛА, а ìиниìизаöия требований к äвиãатеëþ
расøиряет возìожности по еãо поäбору из уже су-
ществуþщих ëибо по разработке новоãо, так как
вреìя, затра÷иваеìое на созäание новоãо авиаöи-
онноãо äвиãатеëя, сопоставиìо со вреìенеì созäа-
ния всеãо саìоëета в öеëоì.
В текущей постановке заäа÷и отсутствуþт оãра-

ни÷ения в виäе функöий от неопреäеëенных пере-
ìенных, но присутствуþт оãрани÷ения на оптиìи-
зируеìые äетерìинированные параìетры.

min max( ) f x ξ,( )[ ],
gj x ξ,( ) 0≤ j, 1 2 ... p,, , ,=⎩

⎨
⎧

x

ξ

x ξ x ξ

min max( ) d f x ξ,( )[ ][ ],
x

dj
* gj x ξ,( )( ) 0≤ j, 1 2 ... p,, , ,=

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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*

minKmax cr,

minP0,
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Приìенив ìоäеëü оптиìизаöионной заäа÷и (2)
и анаëити÷еские выражения äëя äубëикатов öеëе-
вых функöий (1), перейäеì к äетерìинированной
äвухкритериаëüной заäа÷е оптиìизаöии крити÷ес-
ких зна÷ений Kmax cr и P0:

ãäе ,  — соответственно уровни степеней

уверенности в тоì, ÷то зна÷ения Kmax cr и P0 буäут
ìенüøе опреäеëенноãо фиксированноãо зна÷ения.
На рис. 2 показано, ÷то öеëевые функöии Kmax cr

и P0 строãо ìонотонны по всеì неопреäеëенныì
параìетраì. По оси абсöисс отëожены зна÷ения
неопреäеëенных параìетров, отнесенных к их но-
ìинаëу.

2.2. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

Даëее преäставëен аëãоритì вы÷исëения öеëе-
вой функöии Kmax cr, в котороì у÷итывается неоп-
реäеëенностü вхоäных параìетров. Чтобы аëãо-
ритì быë приãоäен äëя вы÷исëения öеëевой функ-

öии P0, необхоäиìо на øаãе 5 заìенитü (1 – α)

на (α), так как зна÷ение P0 строãо ìонотонно

возрастает по неопреäеëенноìу параìетру Cf , а
зна÷ение Kmax cr убывает. По остаëüныì неопреäе-
ëенныì параìетраì öеëевые функöии веäут себя
оäинаково.
Дëя краткости привеäены тоëüко те рас÷етные

форìуëы, в которых присутствуþт неопреäеëен-
ные параìетры.
При выпоëнении разработанноãо аëãоритìа

поäбирается зна÷ение потребноãо ìаксиìаëüноãо
аэроäинаìи÷ескоãо ка÷ества на режиìе ìаневра
Kmax man, обеспе÷иваþщеãо выпоëнение ТТТ и уäов-
ëетворяþщеãо всеì функöионаëüныì зависиìос-
тяì ìежäу ìассовыìи параìетраìи, ãеоìетри÷ес-
киìи параìетраìи и параìетраìи сиëовой уста-
новки саìоëета.
Шаг 1. С поìощüþ форìуëы Бреãе [10, 11] оп-

реäеëяется потребная äëя реаëизаöии äаëüности
относитеëüная ìасса поëноãо запаса топëива:

 =  –  Ѕ

Ѕ exp ,

Kmax cr = Kmax man (1 – α),

ãäе Ce cr — уäеëüный расхоä топëива на режиìе
крейсерскоãо поëета, Vcr — скоростü в режиìе крей-
серскоãо поëета, Kmax cr — ìаксиìаëüное аэроäина-
ìи÷еское ка÷ество на режиìе крейсерскоãо поëета;

(α), (α), (1 – α) и (1 – α) —

обратные функöии распреäеëения неопреäеëен-

ности äëя неопреäеëенных параìетров , ,
Ldes+cl и Kcompr соответственно. Все ìассовые пара-
ìетры отнесены к взëетной ìассе саìоëета m0.

Шаг 2. На основе требований к установивøейся
переãрузке nz req и энерãети÷еской скоропоäъеì-
ности Ps опреäеëяется потребная тяãовооружен-
ностü (отноøение тяãи äвиãатеëей к весу саìоëета)
на режиìе ìаневра Pcalc/(mcalcg) и взëетная тяãово-
оруженностü P0/(m0g).

Шаг 3. Даëее с у÷етоì взëетной тяãовооружен-
ности и коэффиöиентов, опреäеëяþщих уровенü

min infαKmax cr
Kmax cr[ ],

min infαP0
P0[ ],

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

αKmax cr
αP0

Рис. 2. Зависимость целевых функций от неопределенных пара-
метров
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техноëоãии äвиãатеëя и сиëовой установки, вы-
÷исëяется относитеëüная ìасса сиëовой установки

. Способ рас÷ета  привеäен в работе [9].

Шаг 4. На основе статисти÷еских законоìер-
ностей с у÷етоì вы÷исëенных ранее ìассы топëи-
ва, сиëовой установки и заäанной ìассы поëезной
наãрузки mec опреäеëяþтся основные ìассовые и
ãеоìетри÷еские параìетры: взëетный вес m0, пëо-
щаäü оìываеìой поверхности Awet и объеì саìо-
ëета Va:

ãäе  — ìасса пëанера саìоëета, эëеìентов уп-

равëения и ãиäравëики, (α) и (α) — об-

ратные функöии распреäеëения неопреäеëеннос-
ти äëя неопреäеëенных параìетров kqs1 и kqs2.

Шаг 5. Даëее выпоëняется поиск зна÷ения
Kmax man, при котороì невязка Δ становится ìенü-
øе заäанноãо проектировщикоì зна÷ения. При та-
коì Kmax man буäут соãëасованы поëу÷енные техни-
÷еские характеристики и реаëизованы все ТТТ:

Δ =  – ,

ãäе qcalc — скоростной напор [11] на рас÷етноì ре-
жиìе поëета, nx1 — зна÷ение танãенöиаëüной пе-
реãрузки [10, 11] при норìаëüной переãрузке nz = 1,
g — ускорение свобоäноãо паäения, mcalc — ìасса са-

ìоëета на рас÷етноì режиìе поëета, (1 – α) —

обратная функöия распреäеëения неопреäеëенно-
ãо параìетра Cf .

В конöе выпоëняется финаëüный рас÷ет с най-
äенныì зна÷ениеì Kmax man.

2.3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Дëя реøения поставëенной заäа÷и преäвари-
теëüноãо рас÷ета техни÷еских характеристик пер-
спективноãо ЛА заäаþтся параìетры , 

и виä функöий распреäеëения неопреäеëенности Ф
неопреäеëенных проектных параìетров γa, γeng и F.

В общеì сëу÷ае виä функöии Ф опреäеëяется тоëü-
ко экспертоì, но в äанной заäа÷е принято, ÷то Ф
иìеет виä

Φ(x) = ,

ãäе e — ноìинаëüное зна÷ение неопреäеëенноãо
параìетра, σ — станäартное откëонение.
Потоì приìеняется ìноãокритериаëüный ãене-

ти÷еский аëãоритì в систеìе Matlab. Дëя кажäой
коìбинаöии варüируеìых в проöессе оптиìиза-
öии проектируеìых параìетров выпоëняется рас-
÷ет соãëасно разработанноìу аëãоритìу из п. 2.2,
вы÷исëяþтся äетерìинированные äубëикаты öе-
ëевых функöий. В резуëüтате приìенения описан-
ноãо ìетоäа оптиìизаöии на основе аëãоритìа
преäваритеëüноãо рас÷ета техни÷еских параìетров
ìаневренноãо саìоëета поëу÷ены Парето-фронты,
преäставëенные на рис. 3.
С увеëи÷ениеì зна÷ений  и  повыøа-

ется степенü уверенности в тоì, ÷то итоãовые зна-
÷ения Kmax cr и P0 при созäании ЛА не превысят
зна÷ений из соответствуþщеãо Парето-фронта.
Рас÷ет выпоëнен äëя ìаневренноãо саìоëета

типа J-20. Ноìинаëüные зна÷ения äëя неопреäе-
ëенных проектных параìетров γa, γeng и F заäаны на
основе экспертных оöенок, взятых из открытых ис-
то÷ников. Станäартное откëонение σ принято рав-
ныì 4 % от ноìинаëа. Реаëüные зна÷ения Kmax cr и
P0, взятые из открытой пе÷ати, также обозна÷ены
на рис. 3. Виäно, ÷то они соответствуþт степени
уверенности, которая ëежит в äиапазоне 0,75—0,8.
На этапе преäваритеëüноãо проектирования äан-
ные зна÷ения степени уверенности принято с÷и-
татü уäовëетворитеëüныìи. Зна÷ения  и 

взяты равныìи.
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Рис. 3. Парето-фронты, соответствующие различным степеням
уверенности от 0,6 до 1
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена ìоäеëü ìноãокритериаëüной опти-
ìизаöионной заäа÷и рас÷ета ëетно-техни÷еских
характеристик ìаневренноãо ЛА в усëовиях пара-
ìетри÷еской экспертной неопреäеëенности. Пара-
ìетры с экспертной неопреäеëенностüþ ìоäеëи-
руþтся с поìощüþ теории неопреäеëенности. Ре-
аëизован ÷исëенный оптиìизаöионный аëãоритì,
в котороì у÷итываþтся ìнения экспертов, äëя по-
ëу÷ения техни÷еских характеристик ЛА с разëи÷-
ныìи уровняìи степени уверенности.
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THE SOLUTION OF THE PROBLEM OF MULTICRITERIA OPTIMIZATION 
UNDER PARAMETRIC UNCERTAINTY DURING PRE-CALCULATION 

OF JET AIRCRAFT PARAMETERS
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Abstract. A model of a multi-criteria optimization problem under parametric expert uncertainty is
considered. This model is useful when the expert cannot set an exact value for a parameter with expert
uncertainty. To describe such parameters, the uncertainty theory is applied. It provides analytical ex-
pressions for calculating deterministic duplicates of objective functions and constraints, which allows
us to effectively solve optimization problems with expert uncertainty, reducing undefined optimiza-
tion models to deterministic models of mathematical programming. The problem of preliminary cal-
culation of supersonic jet aircraft parameters at the preliminary design stage is formalized and solved
using the considered model. The relevance of applying the uncertainty theory to this problem relates
to the increased role of the preliminary design stage in the development of advanced aircrafts. A nu-
merical optimization algorithm has been developed and implemented that takes into account expert
estimates of uncertain parameters and allows us to obtain the values of the technical characteristics
of the developed aircraft with different levels of degree of belief in their implementation.

Keywords: expert uncertainty, epistemic uncertainty, model of an optimization problem, preliminary design,
Pareto solutions, deterministic equivalent, maneuverable aircraft, uncertainty programming.
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ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ
ÂÎ ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎ 

ÐÀÁÎÒÀÞÙÈÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ю.А. Зак

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Опреäеëение äопустиìых и оптиìаëüных пос-
ëеäоватеëüностей изãотовëения некотороãо ìно-
жества разëи÷ных изäеëий, кажäое из которых
äоëжно пройти посëеäоватеëüнуþ обработку в K
структурных поäразäеëениях (наприìер, у÷астках
иëи öехах) преäприятия актуаëüно äëя построе-
ния систеì оперативно-каëенäарноãо произвоäства
(сì., наприìер, работы [1—6]). Каëенäарное пëа-
нирование всей посëеäоватеëüной öепо÷ки произ-
воäств позвоëит повыситü эффективностü работы
взаиìосвязанной систеìы у÷астков и öехов про-
ìыøëенноãо преäприятия, опреäеëит конкретиза-
öиþ во вреìени изãотовëения всех изäеëий, обес-
пе÷ит выпуск разëи÷ных виäов проäукöии в ус-
тановëенные äоãовораìи сроки и с наиëу÷øиìи
технико-эконоìи÷ескиìи показатеëяìи.
Кажäое структурное поäразäеëение произвоä-

ства в такой постановке заäа÷и рассìатривается

как отäеëüная стаäия. Такиìи стаäияìи обработки
ìоãут бытü ãруппы станков, ìноãопроöессорные и
ìноãопото÷ные иëи автоìати÷еские ëинии, а так-
же разëи÷ные структурные еäиниöы преäприятия
боëее низкоãо уровня иерархии. Кажäая стаäия об-
работки рассìатривается как оäна ìаøина. В äаëü-
нейøеì в ка÷естве вреìени обработки изäеëий на
ìаøине кажäой стаäии — это суììарное вреìя
выпоëнения всех операöий этоãо заäания на этоì
у÷астке, т. е. на этой стаäии обработки (суììарное
вреìя обработки на всех станках иëи автоìати÷ес-
ких ëиниях этой стаäии). Посëе изãотовëения на
техноëоãи÷ескоì оборуäовании на кажäой стаäии
произвоäится постобработка кажäоãо изäеëия, свя-
занная с контроëеì, испытаниеì, необхоäиìыì
вреìенеì проcëеживания (наприìер, с охëажäе-
ниеì иëи наãреваниеì), офорìëениеì необхоäи-
ìой äокуìентаöии, транспортныìи потеряìи вре-
ìени и äр., ÷то также требует затрат вреìени.
Техноëоãи÷еская схеìа произвоäства, рассìат-

риваеìая в äанной заäа÷е, преäставëена на рис. 1.

Аннотация. Кëасси÷еская в теории расписаний заäа÷а построения посëеäоватеëüности
выпоëнения заäаний на оäной ìаøине в усëовиях наëи÷ия оãрани÷ений на вреìена на-
÷аëа и заверøения выпоëнения заäаний и у÷итываþщая не тоëüко затраты вреìени на
работу оборуäования, но и потери на постобработку, рассìотрена äëя ìноãостаäийных
произвоäственных систеì, состоящих из взаиìосвязанной öепо÷ки у÷астков и öехов
проìыøëенноãо преäприятия. Критериеì оптиìаëüности заäа÷и явëяется выпоëнение
ìноãостаäийноãо расписания в крат÷айøие сроки. Рассìатриваеìые в работе заäа÷и от-
носятся к кëассу NP-поëных заäа÷ экспоненöиаëüной сëожности. Иссëеäованы свойства
äопустиìых и оптиìаëüных посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний. Преäëожены ìе-
тоäы рас÷ета нижней ãраниöы äëины оптиìаëüноãо расписания и правиëа отсева неäо-
пустиìых и неоптиìаëüных проäоëжений. Разработаны аëãоритìы то÷ноãо и прибëи-
женноãо реøения заäа÷и ìоäифиöированныìи ìетоäаìи ветвей и ãраниö. Преäëоженные
аëãоритìы проиëëþстрированы ÷исëовыìи приìераìи. Выпоëненные автороì вы÷ис-
ëитеëüные экспериìенты показаëи, ÷то наëи÷ие систеìы строãих оãрани÷ений на сроки
выпоëнения заäаний при реаëизаöии преäëоженных в работе аëãоритìов в ряäе сëу÷аев
существенно сокращает ÷исëо рассìатриваеìых вариантов.
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Ввеäеì опреäеëение техноëоãи÷еской орãани-
заöии произвоäства «ìноãостаäийная обработка
изäеëий на оäной ìаøине».
В ìоноãрафиях и в периоäи÷еской ëитературе

по теории расписаний рассìатриваëисü в разëи÷-
ных постановках и с разëи÷ныìи критерияìи оп-
тиìаëüности ìатеìати÷еские ìоäеëи, то÷ные и
прибëиженные ìетоäы реøения кëасси÷еских за-
äа÷ построения посëеäоватеëüностей выпоëнения
заäаний на оäной ìаøине приìенитеëüно тоëüко
к оäноìу структурноìу поäразäеëениþ преäпри-
ятия. Опреäеëенный интерес преäставëяет у÷ет
вреìен, необхоäиìых на постобработку посëе за-
верøения изãотовëения изäеëий на ìаøине. В ка-
÷естве критериев оптиìаëüности выбирается вы-
поëнения всеãо коìпëекса работ в крат÷айøие
сроки (сì., наприìер, работы [1, 2, 5, 6] и äр.). При
этоì независиìые äруã от äруãа расписания äëя
кажäоãо отäеëüноãо у÷астка ìоãут оказатüся совер-
øенно не эффективныìи äëя общей ìноãостаäий-
ной систеìы, вкëþ÷аþщей в себя посëеäоватеëü-
нуþ öепо÷ку из нескоëüких у÷астков.
Заäа÷аì построения ìноãостаäийных расписа-

ний выпоëнение заäаний на оäной ìаøине, иìе-
þщиì боëüøое практи÷еское зна÷ение и ярко вы-
раженнуþ спеöифику, как и заäа÷аì построения
ìноãостаäийных расписаний в усëовиях оãрани÷е-
ний на вреìена выпоëнения заäаний, не уäеëяëосü
äостато÷ноãо вниìания в ëитературе. Практи÷ес-
ки важные постановки и пути реøения заäа÷ пос-
троения äвухстаäийных расписаний рассìатрива-
ëисü в работах М.Х. Приëуöкоãо и Д.В. Сеäова [4],
а в приëожениях, коãäа второй стаäией сëужит про-
öесс сборки изäеëий, в работах Е.Н. Хоботова [3].
В работах автора [4, 6, 7] рассìатриваëисü поста-
новки, ìатеìати÷еские ìоäеëи, то÷ные и прибëи-
женные ìетоäы реøения некоторых кëасси÷ес-
ких заäа÷ в ìноãостаäийных произвоäственных
систеìах.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È. ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Техноëоãи÷еский проöесс преäусìатривает из-
ãотовëение некотороãо ìножества изäеëий на не-
скоëüких стаäиях обработки. Кажäая стаäия рас-
сìатривается как оäна еäиниöа оборуäования, т. е.
как оäна ìаøина. Посëе изãотовëения на техноëо-

ãи÷ескоì оборуäовании осуществëяется постоб-
работка кажäоãо изäеëия, ÷то также требует затрат
вреìени. На всех стаäиях обработки посëеäова-
теëüностü изãотовëения оäинакова äëя всех изäе-
ëий. Резуëüтат реøения заäа÷и — опреäеëение но-
ìеров вреìенных интерваëов, в которых на÷ина-
ется и закан÷ивается выпоëнение опреäеëенных
заäаний и постобработки на разëи÷ных стаäиях
обработки. Ноìера этих интерваëов заäаны öеëы-
ìи ÷исëаìи. Поэтоìу вреìена выпоëнения заäа-

ний , , а также ãрани÷ные зна÷ения  выра-

жены в ноìерах и ÷исëе вреìенных интерваëов.
В ка÷естве вреìенной еäиниöы, в зависиìости от
конкретных приëожений, ìожет рассìатриватüся
÷ас, ìинута, секунäа и äаже äенü иëи сутки.
Изãотовëение изäеëий на оборуäовании кажäой

из этих стаäий веäется без прерываний вреìени
выпоëнения. Посëе изãотовëения изäеëия на k-й
стаäии и постобработки изäеëие поступает на сëе-
äуþщуþ стаäиþ обработки. На ìаøине кажäой
стаäии обработки ìожет на÷атüся изãотовëение
сëеäуþщеãо стоящеãо в посëеäоватеëüности обра-
ботки изäеëия непосреäственно посëе заверøе-
ния изãотовëения преäыäущеãо. На÷аëо обработки
кажäоãо изäеëия на сëеäуþщеì стоящеì в посëе-
äоватеëüной öепо÷ке у÷астке (сëеäуþщей стаäии)
ìожет на÷атüся тоëüко посëе постобработки еãо на
преäыäущей стаäии. Заäаны äопустиìые вреìена
на÷аëа обработки кажäоãо изäеëия на 1-й стаäии
обработки и ãрани÷ные вреìена заверøения вы-
поëнения этоãо заäания на посëеäней стаäии об-
работки (посëе заверøения постобработки). Не-
обхоäиìо найти äопустиìуþ посëеäоватеëüностü
изãотовëения изäеëий, обеспе÷иваþщуþ выпоëне-
ние всех оãрани÷ений на äопустиìые вреìена из-
ãотовëения, которая обеспе÷ит ìиниìаëüное вре-
ìя выпоëнения расписания на всех стаäиях обра-
ботки.
Эффективные аëãоритìы то÷ноãо реøения та-

кой заäа÷и в оäностаäийных систеìах, у÷итываþ-
щие потери вреìени на постобработку с поìощüþ
Schrage-algorithms и еãо ìоäификаöии впервые бы-
ëи преäëожены в работе [10] и развиты в усëовиях
разëи÷ноãо виäа оãрани÷ений в работах автора
[2, 4, 11].
Заäа÷и теории расписаний äëя ìноãостаäий-

ных произвоäственных систеì, как правиëо, отно-

Рис. 1. Технологическая схема производства
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сятся к кëассу NP-поëных заäа÷ экспоненöиаëü-
ной сëожности Они сëожнее заäа÷ построения оä-
ностаäийных расписаний и связаны с существенно
боëüøиì ÷исëоì переìенных и оãрани÷ений. По-
строение ìатеìати÷еских ìоäеëей таких заäа÷, ис-
сëеäование свойств их äопустиìых и оптиìаëüных
реøений, а также аëãоритìов поëу÷ения эффек-
тивных и прибëиженных реøений весüìа актуаëü-
но äëя построения систеì каëенäарноãо пëаниро-
вания произвоäства, пëанирования реìонтных ра-
бот и обсëуживания объектов.
Математическая формулировка задачи. Зäесü и

в äаëüнейøеì поä выпоëнениеì заäания пониìа-
ется заверøение изãотовëения изäеëия на всех ста-
äиях обработки. Ввеäеì обозна÷ения: i = 1, ..., n —
инäексы обрабатываеìых изäеëий; k = 1, ..., K —

инäексы разëи÷ных стаäий обработки;  — äо-

пустиìый наибоëее ранний срок на÷аëа выпоëне-
ния i-ãо заäания на k-й стаäии обработки; di и Di —
соответственно ãрани÷ное вреìя на÷аëа и заверøе-

ния выпоëнения i-ãо заäания;  — вреìя выпоë-

нения i-ãо заäания на k-й стаäии обработки;  —

необхоäиìое вреìя постобработки посëе выпоë-

нения i-ãо заäания на k-й стаäии обработки; ,

 — соответственно вреìя на÷аëа и заверøения

выпоëнения i-ãо заäания на k-й стаäии обработки;

,  и  — соответственно вреìя на÷аëа, äëи-

теëüности и заверøения постобработки i-ãо за-
äания на k-й стаäии техноëоãи÷ескоãо проöесса;

Ti =  — вреìя заверøения всех работ ìноãоста-

äийноãо изãотовëения и постобработки i-ãо изäе-
ëия; F = Ti — вреìя заверøения всех работ

ìноãостаäийноãо расписания, т. е. зна÷ение кри-
терия оптиìаëüности заäа÷и.
Пустü построена некоторая посëеäоватеëüностü

выпоëнения заäаний  = {u1, u2, ..., uj – 1, uj, ..., un}.

Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения каж-
äоãо из заäаний и постобработки изäеëий на всех
стаäиях обработки опреäеëяþтся по форìуëаì

 =  + 1,   =  +  – 1,

 =  + 1,   =  +  – 1; (1)

 = max( , ) + 1,

 =  +  – 1,   =  + 1,

 =  +  – 1,  k = 1, ..., K; (2)

 = max( , ) + 1,   =  +  – 1,

 =  + 1,   =  +  – 1;

 = max( , ) + 1,   =  +  – 1,

 =  + 1, (3)

 =  +  – 1, 

k = 2, ..., K,  j = 1, 2, ..., n; (4)

 = ,  j = 1, ..., n. (5)

2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ 
È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Рассìотриì äве поäпосëеäоватеëüности (s) и

(p).
Правило отсева 1. Есëи äëя äвух поäпосëеäова-

теëüностей (s) и (p) справеäëивы усëовия

 ≤ , k = 1, 2, ..., (K – 1),

 ≤ , (6)

ãäе (p) и (s) — поäìножества заäаний в поä-

посëеäоватеëüностях (s) и (p), um(s) и um(p) — со-
ответственно инäексы заäаний, стоящих на пос-

ëеäнеì ìесте в поäпосëеäоватеëüностях (s) и

(p),  и  — соответственно вреìена за-

верøения постобработки посëеäнеãо стоящеãо в

поäпосëеäоватеëüностях (s) и (p) заäания на

кажäой стаäии k = 1, 2, ..., (K – 1),  и  —

вреìена заверøения обработки этих изäеëий на
ìаøине посëеäней K-й стаäии, то поäпосëеäо-

ватеëüностü (p) не соäержит оптиìаëüных ре-
øений и ìожет бытü отброøена как неперспек-
тивная.
Упоряäо÷иì все заäания по неубываниþ ãра-

ни÷ных вреìен их заверøения, т. е. зна÷ений Di —

 = {q1, q2, ..., ql – 1, ql, ..., qn|  ≤ , 

l = 2, 3, ..., n}. (7)

Правило отсева 2. Есëи äëя некоторой поäпос-

ëеäоватеëüности (s) с поäìножествоì заäаний

(s), соäержащей все (l – 1) заäания, стоящие в

на÷аëе посëеäоватеëüности , и на посëеäнеì

di
k
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ìесте которой стоит заäание um(s), справеäëивы ус-

ëовия

max1 ≤ k ≤ K – 1  > , 

ql ∈ { / (s)}, (8)

то эта поäпосëеäоватеëüностü (s) не соäержит äо-
пустиìых пëанов и ìожет бытü отброøена как не-
перспективная.
Доказатеëüство этоãо утвержäения сëеäует из

усëовий 

 + (  + ) ≤ max(  + ) +

+ [max( , )] + (  + ).

Правило отсева 3 ìожет рассìатриватüся как
усиëение правиëа 2. Есëи выпоëняется хотя бы оä-
но из систеìы неравенств

max1≤k≤K–1 > ,

ql ∈ { / (s)}, (9)

то äанная поäпосëеäоватеëüностü выпоëнения за-
äаний не иìеет äопустиìых проäоëжений.
Правило отсева 4. Боëее сëабые усëовия про-

верки äопустиìости строящейся посëеäоватеëü-
ности, но требуþщие ìенüøеãо объеìа вы÷исëе-
ний, связаны с проверкой äвух иëи хотя бы оäной
из систеìы неравенств (10)—(12), которые иìеþт
виä

 + (  + ) > , 

ql ∈ { / (s)}, (10)

 + (  + ) > , 

ql ∈ { / (s)}, (11)

 + (  + ) > ,

 + (  + ) > . (12)

3. ÍÈÆÍßß ÃÐÀÍÈÖÀ ÄËÈÍÛ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß

Выражения äëя вы÷исëения нижней ãраниöы
как в на÷аëе работы аëãоритìа, так и в проöессе
построения посëеäоватеëüности выпоëнения заäа-
ний, буäут необхоäиìы äëя реаëизаöии посëеäо-
ватеëüных ìетоäов реøения заäа÷и (ìетоäа ветвей
и ãраниö и ìетоäа äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния). Кроìе тоãо, инфорìаöия о зна÷ении нижней
ãраниöы äëины оптиìаëüноãо расписаний позво-
ëит оöенитü то÷ностü поëу÷енноãо реøения раз-
ëи÷ныìи аëãоритìаìи прибëиженноãо реøения
заäа÷и.
Вреìя заверøения выпоëнения и постобработ-

ки всех заäаний ìноãостаäийной обработки изäе-
ëий не ìожет бытü ìенüøе кажäой из веëи÷ин

f k = min1 ≤ i ≤ n  + min1 ≤ i ≤ n ,  k = 1, ..., K.

Посëе выпоëнения всех заäаний с соответству-
þщей постобработкой на k-й стаäии техноëоãи-
÷ескоãо проöесса необхоäиìы еще вреìенные за-
траты на всех остаëüных стаäиях обработки, кото-
рые не ìоãут бытü ìенüøе зна÷ения

μl = min1 ≤ i ≤ n(  +  + ),  l = 1, ..., (k – 1),

(k + 1), ..., K,  l ≠ k.

Сëеäоватеëüно, нижняя ãраниöа äëины распи-
сания ϑ(F) äоëжна бытü не ìенüøе зна÷ения

ϑk(F) = fk + μl,  k = 1, ..., K.

С у÷етоì изëоженноãо выøе зна÷ение нижней
ãраниöы äëины ìноãостаäийноãо расписания вы-
÷исëяется по форìуëе

ϑ(F) = max1 ≤ k ≤ K . (13)

Пустü на некотороì s-ì øаãе аëãоритìа постро-
ена поäпосëеäоватеëüностü выпоëнения поäìно-

жества заäаний (s) — (s) = {u1(s), u2(s), ...,
uj(s), ..., um(s)}, нижняя ãраниöа äëины расписания

m ≤ n, и вы÷исëены зна÷ения , k = 1, ..., K.

(s) = { / (s)} — поäìножество поäëежащих вы-
поëнениþ заäаний. Тоãäа

f k(s) = max( , ) + , 

k = 1, ..., K; (14)
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μl(s) = [max( , ) +  + ], 

(k + 1), ..., K, l ≠ k. (15)

Сëеäоватеëüно, нижняя ãраниöа äëины расписа-
ния äëя поäпосëеäоватеëüности выпоëнения поä-
ìножества заäаний вы÷исëяется по форìуëе

ϑ[ (s)] = max1 ≤ k ≤ K . (16)

В ка÷естве еще оäноãо выражения äëя вы÷ис-
ëения нижней ãраниöы ìожет рассìатриватüся
форìуëа

ϑ{F[ (s)]} =  +  +

+ . (17)

4. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì аëãоритì реøения заäа÷и ìоäифи-
öированныì ìетоäоì ветвей и ãраниö.
В проöессе построения расписания строиì

разëи÷ные варианты поäпосëеäоватеëüностей вы-

поëнения заäаний (s), s = 1, ..., S. При этоì,
поëüзуясü правиëаìи 2 иëи 4 (сì. § 2, а также пра-
виëоì 1 и форìуëаìи (6), (8)—(12)), поäпосëе-
äоватеëüности, не соäержащие äопустиìых и оп-
тиìаëüных реøений, искëþ÷аеì из рассìотрения.
Проöесс реøения заверøается, коãäа построена не-

которая посëеäоватеëüностü (h), в которой сроки
заверøения выпоëнения всех заäаний ìенüøе иëи
равны установëенных ãрани÷ных зна÷ений, а вре-
ìя выпоëнения расписания всех работ не превы-
øает нижней ãраниöы äëины расписания всех поä-
ëежащих äаëüнейøеìу развитиþ поäпосëеäова-
теëüностей.
Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения за-

äаний расс÷итываþтся по форìуëаì (1)—(5).
Пустü на некотороì øаãе реøения заäа÷и пос-

троено A(s) äопустиìых посëеäоватеëüностей вы-
поëнения заäаний, критерии оптиìаëüности кото-

рых соответственно равны Fρ[ (s)], ρ = 1, ..., A(s),

[ (s)] = min1 ≤ ρ ≤ A(s)Fρ[ (s)] — наиëу÷øее из пос-
троенных расписаний. В на÷аëе работы аëãоритìа

поëаãаеì [ (s)] → ∞.
Обозна÷иì признакоì β(s) = 0 перспективные

поäпосëеäоватеëüности (s), поäëежащие äаëüней-
øеìу развитиþ, β(s) = 1 и β(s) = 2 соответственно

(s), не соäержащие оптиìаëüных и äопустиìых
реøений; β(s) = 3 — äопустиìое реøение заäа÷и.

Упоряäо÷иì все поäëежащие выпоëнениþ заäа-

ния в посëеäоватеëüностü  в соответствии с вы-
ражениеì (7). Аëãоритì преäусìатривает выпоë-
нение сëеäуþщих øаãов.

Шаг 1. Поëаãаеì (s) = {qs}, s = 1, 2, ..., n. Рас-

с÷итываеì зна÷ения , , , k = 1, ..., K, по

форìуëаì (1), (2). Поëаãаеì (s) = {qs}, (s) =

= . Есëи выпоëняется неравенство

 > ,

хотя бы äëя оäноãо зна÷ения qs, то не существует
äопустиìых реøений заäа÷и, и аëãоритì заверøа-
ет работу. В противноì сëу÷ае поëаãаеì β(s) = 0,

вы÷исëяеì зна÷ение нижней ãраниöы ϑ{F[ (s)]}
(наприìер, по форìуëе (17), поëожив um(s) = qs).
Обозна÷иì B(s) — ÷исëо построенных поäпосëе-
äоватеëüностей. Перехоäиì к øаãу 2.

Шаг 2. Обозна÷иì (s) = { / (s)}, ãäе (s) =

{ (s), ..., (s), ..., (s)} — посëеäоватеëüностü, в
которой отсутствуþт все инäексы заäаний ìно-

жества (s). Среäи посëеäоватеëüностей (s), у

которых β(s) = 0, выбираеì (s) с наиìенüøиì

зна÷ениеì нижней ãраниöы ϑ{F[ (s)]}. Есëи таких
посëеäоватеëüностей не существует, то äопустиìое
расписание с наиìенüøиì зна÷ениеì критерия
оптиìаëüности явëяется реøениеì заäа÷и. Есëи
построенных äопустиìых расписаний не сущест-

вует, т. е. [ (s)] → ∞, то не существует äопусти-
ìых реøений заäа÷и, и аëãоритì заверøает рабо-

ту. Есëи (s) ≠ ∅, то устанавëиваеì на посëеäнее

ìесто в строящейся (s) кажäое из заäаний поä-

ìножества (s) = {j1(s), j2(s), ..., jμ(s)}, [B(s) + h] =

= { (s) ∪ jh(s)}, [B(s) + h] = { (s)/jh(s)},

[B(s) + h] = {u1(s), u2(s), ..., ul(s), ..., um(s), jh(s)},
h = 1, 2, ..., μ.

Поëаãаеì β(s) = 1. Вы÷исëяеì по форìуëаì

(2)—(5) зна÷ения , , , k = 1, ..., K. По-

ëаãая äëя [B(s) + h] зна÷ение um(s) = jh(s), прове-
ряеì выпоëнение неравенств (9) иëи (11) и (12),

поëожив ql ∈ { / [B(s) + h]}. Есëи äëя какоãо-то
инäекса jh(s) выпоëняется хотя бы оäно из этой
систеìы неравенств, то поëаãаеì β[B(s) + h] = 2.

min
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Дëя поäìножеств, äëя которых ни оäно из этой
систеìы неравенств не выпоëняется, поëаãаеì
β[B(s) + h(s)] = 0, вы÷исëяеì зна÷ение нижней ãра-
ниöы по форìуëаì (16) иëи (17). Увеëи÷иваеì ÷ис-
ëо построенных поäпосëеäоватеëüностей на ÷ис-

ëо μ, и перехоäиì к øаãу 3. Есëи [B(s) + h(s)] = ,
то перехоäиì к øаãу 5.
Шаг 3. Есëи äëя поäпосëеäоватеëüности

[B(s) + h] выпоëняется хотя бы оäно из нера-
венств

 + (  + ) > Dγ(s),

 + (  + ) > Dγ(s), 

то [B(s) + h] не соäержит äопустиìых реøений,
поëаãаеì β[B(s) + h(s)] = 3 и перехоäиì к øаãу 2.
В противноì сëу÷ае перехоäиì к øаãу 4.
Шаг 4. Дëя всех вновü построенных перспек-

тивных поäìножеств [B(s) + h(s)], äëя которых
β[B(s) + h(s)] = 0, проверяеì правиëа 1—3 перс-
пективности проäоëжения со всеìи ранее построен-

ныìи поäпосëеäоватеëüностяìи (s), s = 1, ..., B(s),
у которых β(s) = 0. Есëи буäет установëено, ÷то
какое-ëибо из них не соäержит оптиìаëüных
реøений, то äëя этоãо поäìножества поëаãаеì
β[B(s) + h(s)] = 2 иëи β(s) = 2. Перехоäиì к øаãу 2.
Шаг 5. Дëя построенной äопустиìой посëеäо-

ватеëüности выпоëнения заäаний зна÷ение крите-
рия оптиìаëüности равно  = F[B(s) + h(s)] =

= . Есëи выпоëняется неравенство [ (s)] >

> F[B(s) + h(s)], то поëаãаеì

[ (s)] = F[B(s) + h(s)].

Есëи

[ (s)] ≤ (min1 ≤ s ≤ [B(s)+h(s)]ϑ{F[ (s)]}|β(s) = 0,

то поëу÷ено реøение заäа÷и, и аëãоритì заверøа-
ет работу. В противноì сëу÷ае перехоäиì к выпоë-
нениþ øаãа 2.
При поëной реаëизаöии аëãоритìа ветвей и

ãраниö этот аëãоритì явëяется аëãоритìоì экспо-
ненöиаëüной сëожности. В сëу÷ае реаëизаöии оä-
носторонней схеìы ветвëения без посëеäуþщеãо
возвращения к верøинаì äерева с ìенüøиì зна-
÷ениеì нижней ãраниöы и в усëовиях äостато÷но
боëüøой обëасти äопустиìых реøений аëãоритì
реøения в ряäе сëу÷аев ìожет иìетü поëиноìи-
аëüнуþ сëожностü.
Поëиноìиаëüныì аëãоритìоì ìожно ãаранти-

роватü поëу÷ение тоëüко прибëиженноãо реøения
заäа÷и без у÷ета оãрани÷ений. Зäесü ìетоäоì вет-

вей и ãраниö строится тоëüко оäна ветвü äерева ре-
øений заäа÷и, не обращая вниìания, ÷то верøи-
ны äруãих ветвей соäержат ãрани÷ные зна÷ения
критерия оптиìаëüности ëу÷øе, ÷еì в строящеìся
реøении. На кажäоì øаãе, требуþщеì опреäеëен-
ноãо объеìа вы÷исëений, выбирается ìесто в пос-
ëеäоватеëüности оäноãо из заäаний. Так как таких
заäаний N, то этот аëãоритì явëяется аëãоритìоì
поëиноìиаëüной сëожности.

5. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Вреìена выпоëнения сеìи заäаний на ìаøинах трех
стаäий изãотовëения изäеëий, а также потери вреìени
на постобработку на кажäой из этих стаäий и äопусти-
ìые вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения заäаний
свеäены в табë. 1. Посëеäоватеëüностü по невозраста-
ниþ вреìен заверøения выпоëнения заäаний (7) иìеет

виä  = {7, 3, 4, 1, 6, 2, 5}.
Вы÷исëиì зна÷ение нижней ãраниöы äëины распи-

сания по форìуëе (13):

 = 10 + 12 + 2 + 12 + 4 + 9 = 49,

 = 5 + 15 + 3 + 3 + 4 + 10 = 40,

 = 8 + 10 + 5 + 3 + 7 + 12 = 45,

 = 0 + 8 + 7 + 8 + 5 + 13 = 41,

 = 12 + 9 + 4 + 10 + 2 + 10 = 47,

 = 5 + 6 + 6 + 9 + 4 + 11 = 41,

 = 1 + 15 + 4 + 6 + 5 + 8 = 39.

T 3 = 9 + 10 + 12 + 13 + 10 + 11 + 8 = 73;

ϑ(F) = min(  + (T3 – 9 + 2);   + (T3 – 10 + 2);

 + (T3 – 12 + 2);   + (T3 – 13 + 3);

 + (T3 – 10 + 2);   + (T3 – 11 + 2);

 + (T3 – 8 + 2)} = 104.
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Таблица 1
Âðåìåííûå ïàðàìåòðû çàäà÷è

Но-
ìер 
заäа-
ния

di

Вреìенные параìетры на разëи÷ных 
стаäиях обработки k = 1, 2, 3

Di1-я стаäия 2-я стаäия 3-я стаäия

1 10 12 2 12 4 9 3 80
2 5 15 3 3 4 10 5 102
3 8 10 5 7 3 12 4 66
4 0 8 7 8 5 13 2 72
5 12 9 4 10 2 10 6 115
6 5 6 6 9 4 11 5 93
7 1 15 4 6 5 8 4 55

ti
1 ri

1 ti
2 ri

2 ti
3 ri

3

Q
∼

θ1
3

θ2
3

θ3
3

θ4
3

θ5
3

θ6
3

θ7
3

θ1
3 θ2

3

θ3
3 θ4

3

θ5
3 θ6

3

θ7
3



УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

77ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2020

Даëее привеäен проöесс реøения заäа÷и. Дëя всех
построенных поäпосëеäоватеëüностей выпоëнения за-
äаний нижняя ãраниöа оптиìаëüноãо реøения вы÷ис-
ëяется по форìуëаì (14), (15) иëи (16), (17).

s = 1.

Заäание 1:  = 10 + 12 + 2 + 12 + 4 + 9 = 49,

ϑ( ) = 49 + 8 + 4 = 61 > 55, т. е. неäопустиìо.

Заäание 2:  = 5 + 15 + 3 + 3 + 4 + 10 = 40,

ϑ( ) = 40 + 8 + 4 = 52 < 55; ϑ( ) = 48, ϑ( ) = 48 +

+ 12 + 4 = 64 < 68; ϑ( ) = 6, ϑ( ) = 60 + 13 + 2 =

= 75 > 72, т. е. неäопустиìо.

Заäание 3:  = 8 + 10 + 5 + 3 + 7 + 12 = 45,

ϑ( ) = 45 + 8 + 4 = 57 > 55, т. е. неäопустиìо.

Заäание 5:  = 12 + 9 + 4 + 10 + 2 + 10 = 47,

ϑ( ) = 47 + 8 + 4 = 59 > 55, т. е. неäопустиìо.

Заäание 6:  = 3 + 6 + 6 + 9 + 4 + 11 = 39,

ϑ( ) = 39 + 8 + 4 = 51 < 55, ϑ( ) = 47, ϑ( ) = 47 +

+ 12 + 4 = 63 < 68; ϑ( ) = 59, ϑ( ) = 59 + 13 + 2 =

= 74 > 72, т. е. неäопустиìо.
Анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя заäаний 4 и 7 пока-

заëи äопустиìостü установки их на 1-е ìесто в строя-
щейся посëеäоватеëüности. Вы÷исëиì зна÷ения нижних
ãраниö äëя кажäоãо из этих вариантов: ϑ(F |u1 = 4) =

=  + 9 + 10 + 12 + 10 + 11 + 8 + 3 = 41 + 63 = 104,

ϑ(F |u1 = 7) =  + 9 + 10 + 12 + 13 + 10 + 11 + 2 =

= 38 + 67 = 105.
Выбирая верøину с наиìенüøиì зна÷ениеì нижней

ãраниöы и выпоëняя анаëоãи÷ные вы÷исëения на каж-
äоì øаãе, строиì äерево реøений заäа÷и.

s = 2.  = {4, 7}. Так как  = 41, ϑ{ |u1 = 4} = 41

+ 12 = 53, ϑ{ |u1 = 4} = 53 + 8 + 4 = 65 > 55, то ос-

таëüные варианты неäопустиìы; ϑ(F |  = {4,7}) = 105.

s = 3.  = {4, 7, 3}. Так как  = 49, ϑ{ |  = (4, 7,

3)} = 49 + 11 = 60, ϑ{ (  = (4, 7, 1)} = 60 + 9 + 3 =

= 72 < 80, ϑ{ (  = (4, 7, 6, 1, 3)} = 60 + 9 + 12 + 4 =

= 85 > 68, то остаëüные варианты неäопустиìы; (F|  =
= (4, 7, 3)) = 105.

s = 4.  = {4, 7, 3, 1}. Так как  = 61, ϑ{ |  = (4,

7, 3, 6)} = 61 + 11 = 72, ϑ{ (  = (4, 7, 3, 2)} = 72 + 5 =

= 77 < 90, ϑ{ (  = (4, 7, 2, 1)} = 72 + 9 + 3 = 84 < 80,

то остаëüные варианты неäопустиìы; ϑ(F |  = (4, 7, 3,
1)) = 108.

s = 5.  = {7, 3}. Так как  = 38, ϑ{ |  = (7, 4)} =

= 38 + 13 = 51, ϑ{ (  = (7, 4, 3)} = 51 + 12 + 4 =

= 67 > 66, то остаëüные варианты неäопустиìы; ϑ(F |  =
= (7, 3)) = 107.

s = 6.  = {7, 3, 4}. Так как  = 52, ϑ{ |  = (7, 3,

1)} = 52 + 9 = 61, ϑ{ (  = (7, 3, 1, 4)} = 61 + 13 + 2 =

= 76 > 72, то остаëüные варианты неäопустиìы; ϑ(F |  =
= (7, 3, 4)) = 109.

s = 7.  = {4, 7, 3, 1, 6}. Так как  = 72, ϑ{ |  =

= (4, 7, 3, 1, 2)} = 72 + 10 = 82, ϑ{ (  = (4, 7, 3, 1, 2,

6)} = 82 + 11 + 5 = 96 > 93, то остаëüные варианты не-

äопустиìы; ϑ(F |  = (4, 7, 3, 1, 6)) = 109.

s = 8.  = {4, 7, 3, 1, 6, 2}. Так как  = 83, ϑ{ |  =

= (4, 7, 3, 1, 6, 5)} = 83 + 10 = 93, ϑ{ (  = (4, 7, 3, 1,

6, 5, 2)} = 93 + 10 + 5 = 108 > 102, то остаëüные варианты

неäопустиìы; ϑ(F |  = (4, 7, 3, 1, 6, 2)) = 109.

s = 8.  = {4, 7, 3, 1, 6, 2, 5}, (F |  = {4, 7, 3, 1, 6, 2}).
Дерево реøений заäа÷и, построенное ìетоäоì вет-

вей и ãраниö описанныì аëãоритìоì реøения, приве-
äено на рис. 2. Сëева иëи справа от кажäой верøины
стоит зна÷ение нижней ãраниöы критерия оптиìаëü-
ности. Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения заäа-
ний на ìаøинах и постобработки на разëи÷ных стаäиях
изãотовëения в оптиìаëüной посëеäоватеëüности их об-
работки привеäены в табë. 2.
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Таблица 2
Âðåìåíà íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè

Посëеäо-
ватеëü-
ностü вы-
поëнения 
заäаний

Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения заäаний

1-я стаäия 2-я стаäия 3-я стаäия

4 1 8 15 16 23 28 29 41 43 < 72
7 9 23 27 28 33 38 42 49 53 < 55
3 24 33 38 39 45 48 50 61 65 < 66
1 34 45 47 48 59 63 64 72 75 < 80
6 46 51 57 60 68 72 73 83 88 < 93
2 52 66 69 70 72 75 84 93 98 < 102
5 67 75 79 80 89 91 94 103 109 < 115

xi
1 θi

1 Ti
1 xi

2 θi
2 Ti

2 xi
3 θi

3 Ti
3
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Рис. 3. Дерево приближенного решения задачи

Рис. 2. Дерево решений примера
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Рассìотриì также прибëиженное реøение äан-
ноãо приìера в усëовиях, коãäа оãрани÷ения на
вреìена заверøения выпоëнения заäаний отсутст-
вуþт, т. е. Di → ∞, i = 1, ..., 7. Приìениì оäносто-
роннþþ схеìу ветвëения, не обращая вниìание на
то, ÷то в äереве реøений естü верøины с ìенüøиì
зна÷ениеì нижней ãраниöы функöии öеëи. Дере-
во реøений заäа÷и в этоì сëу÷ае преäставëено на
рис. 3.
Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения за-

äаний на ìаøинах и постобработки на разëи÷ных
стаäиях изãотовëения в оптиìаëüной посëеäова-
теëüности их обработки при отсутствии оãрани÷е-
ний на вреìена заверøения их выпоëнения при-
веäены в табë. 3.
Зна÷ение критерия оптиìаëüности в поëу÷ен-

ноì прибëиженноì реøении о÷енü бëизко к зна-
÷ениþ нижней ãраниöы äëины расписания.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренные в работе постановки и ìетоäы
реøения заäа÷ построения расписаний работы пос-
ëеäоватеëüных öепо÷ек у÷астков и öехов взаиìо-
связанных произвоäств ìоãут найти øирокое при-
ìенение в систеìах каëенäарноãо пëанирования
ìеëко- и среäнесерийноãо произвоäства. Сущест-
венная особенностü рассìатриваеìых заäа÷ состо-
ит в у÷ете затрат вреìени не тоëüко на работу обо-
руäования, но и потерü вреìени на постобработку
на кажäой стаäии изãотовëения, а также в наëи÷ии
систеìы оãрани÷ений на сроки на÷аëа выпоëне-
ния заäаний на 1-й стаäии обработки и заверøе-
ния их выпоëнения на посëеäней стаäии посëе
постобработки. В ка÷естве критерия оптиìаëüнос-
ти принято построение посëеäоватеëüности вы-

поëнения всех заäаний систеìой взаиìосвязан-
ных произвоäств в крат÷айøие сроки. Сфорìуëи-
рованные заäа÷и обобщаþт известнуþ в теории
расписаний заäа÷у построения посëеäоватеëüнос-
ти выпоëнения заäаний на оäной ìаøине с у÷етоì
постобработки и относятся к кëассу NP-поëных
заäа÷ экспоненöиаëüной сëожности. Аëãоритìы
поëу÷ения то÷ных реøений таких заäа÷ приìени-
ìы, в саìоì общеì сëу÷ае, тоëüко äëя реøения за-
äа÷ ìаëой разìерности. В статüе привеäены ìа-
теìати÷еская постановка, форìуëы выражения
вы÷исëения нижней ãраниöы зна÷ения критерия
оптиìаëüности, а также свойства äопустиìых пос-
ëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний и правиëа
отсева неäопустиìых и неоптиìаëüных проäоë-
жений.
Преäëожены аëãоритìы поëу÷ения то÷ных и

прибëиженных реøений заäа÷и на основе ìоäи-
фиöированноãо ìетоäа ветвей и ãраниö. Поëу÷ен-
ные резуëüтаты проиëëþстрированы ÷исëовыì
приìероì, выпоëненные автороì вы÷исëитеëü-
ные экспериìенты показаëи, ÷то наëи÷ие систеìы
строãих оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäа-
ний при реаëизаöии привеäенных в работе аëãо-
ритìов в ряäе сëу÷аев существенно сокращает
÷исëо рассìатриваеìых вариантов. Это позвоëяет
при сравнитеëüно небоëüøоì объеìе вы÷исëений
поëу÷итü äопустиìые и äаже оптиìаëüные иëи
о÷енü бëизкие к оптиìаëüныì реøения, а также
на на÷аëüных этапах реøения установитü несов-
ìестностü систеìы оãрани÷ений заäа÷и.
Преäëоженные в работе аëãоритìы приìениìы

äëя практи÷ескоãо приìенения в автоìатизиро-
ванных систеìах каëенäарноãо пëанирования про-
извоäств, строитеëüства объектов, выпоëнения ре-
ìонтных работ и в äруãих приëожениях.

Таблица 3
Âðåìåíà íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé

Посëеäо-
ватеëü-
ностü вы-
поëнения 
заäаний

Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения заäаний

1-я стаäия 2-я стаäия 3-я стаäия

4 1 8 15 16 23 28 29 41 43

7 9 23 27 28 33 38 42 49 53

6 24 29 35 36 44 48 50 60 65

2 30 44 47 48 50 54 61 70 75

5 45 53 57 58 67 69 71 80 86

3 54 63 68 69 75 78 81 92 96

1 64 75 77 78 89 93 94 102 105

xi
1 θi

1 Ti
1 xi

2 θi
2 Ti

2 xi
3 θi

3 Ti
3
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SCHEDULES FOR PERFORMING TASKS IN INTERCONNECTED 
SEQUENTIAL PRODUCTION SYSTEMS

Yu.A. Zack
 yuriy_zack@hotmail.com

Abstract. The problem, which is classical in scheduling theory, of constructing a sequence of
tasks execution on one machine under conditions of restrictions on the start and end times of
tasks execution and which takes into account not only the time spent on equipment operation,
but also the losses for post-processing, is considered for multistage production systems con-
sisting of an interconnected chain of sections and workshops of an industrial enterprise. The
criterion for the optimality of the task is the implementation of the multistage schedule in the
shortest possible time. The problems considered in this paper belong to the class of NP-com-
plete problems of exponential complexity. The properties of admissible and optimal task ex-
ecution sequences are investigated. Methods for calculating the lower bound for the length of
the optimal schedule and the rules for rejecting inadmissible and non-optimal extensions are
proposed. Algorithms for the exact and approximate solution of the problem by modified
branch and bound methods have been developed. The proposed algorithms are illustrated with
numerical examples. The computational experiments performed by the author have shown that
the presence of a system of strict restrictions on the timing of tasks when implementing the
algorithms proposed in the paper in a number of cases significantly reduces the number of op-
tions under consideration.

Keywords: sequence of task execution, multistage schedule, minimum time, heuristic algorithm, lower bound
of the optimality criterion, screening out unpromising continuations, branch and bound method.
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ËÅÎÍÈÄ ÏÅÒÐÎÂÈ× ÁÎÐÎÂÑÊÈÕ
14.04.1944—29.07.2020

В но÷ü с 28 на 29 иþëя 2020 ãоäа ско-
ропостижно скон÷аëся Леониä Петрови÷
Боровских, заìеститеëü ãëавноãо реäак-
тора журнаëа «Пробëеìы управëения».
Леониä Петрови÷ роäиëся в ìноãоäет-

ной рабо÷ей сеìüе в небоëüøоì ãороäке
Шуìиха поä Чеëябинскоì, куäа они
вскоре и переехаëи. В 1961 ãоäу Леониä
приезжает в Москву, ÷тобы поступитü в
Московский физико-техни÷еский инс-
титут, который закан÷ивает в 1967 ãоäу.
Еще в øкоëüные ãоäы он прекрасно раз-
бираëся в технике и собственнору÷но
собираë äовоëüно сëожные по теì вре-
ìенаì раäиотехни÷еские устройства. Так ÷то высо-
кая теорети÷еская поäãотовка, поëу÷енная иì в оä-
ноì из ëу÷øих вузов страны, изна÷аëüно со÷етаëасü
со способностüþ ощущатü и ее прикëаäное зна÷ение.
По окон÷ании МФТИ Леониä Петрови÷ прихоäит

на работу в Институт автоìатики и теëеìеханики АН
СССР (с 1972 ã. — Институт пробëеì управëения) в
ëабораториþ Дìитрия Иванови÷а Аãейкина, ãäе он
на÷аë труäитüся еще в 1966 ãоäу, буäу÷и стуäентоì, в
ãруппе сотруäников, которая позäнее в 1977 ãоäу вы-
äеëиëасü в отäеëüнуþ ëабораториþ «Теории и среäств
преобразования изìеритеëüной инфорìаöии» поä ру-
ковоäствоì Вëаäиìира Юрüеви÷а Кнеëëера. Изу÷е-
ние вопросов, связанных с преобразованиеì и изìе-
рениеì параìетров объектов, преäставиìых в виäе
ìноãоэëеìентных äвухпоëþсников, становится ос-
новныì направëениеì нау÷ной äеятеëüности Л.П. Бо-
ровских. Поä руковоäствоì В.Ю. Кнеëëера он пиøет
и защищает в 1979 ãоäу канäиäатскуþ äиссертаöиþ
на теìу «Иссëеäование ìетоäов и среäств преобра-
зования параìетров объектов, преäставëяеìых ìно-
ãоэëеìентныìи äвухпоëþсникаìи». Нау÷ные ре-
зуëüтаты, поëу÷енные Л.П. Боровских, существенно
разäвиãаëи раìки преäставëений тоãо вреìени о
разëи÷ных аспектах иссëеäуеìой иì пробëеìы. Эти
резуëüтаты позäнее воøëи в книãу «Опреäеëение па-
раìетров ìноãоэëеìентных äвухпоëþсников», напи-
саннуþ в соавторстве с В.Ю. Кнеëëероì и выпущен-
нуþ в 1986 ãоäу изäатеëüствоì «Энерãоатоìизäат».
Буäу÷и с 1984 ãоäа по äоëжности старøиì нау÷-

ныì сотруäникоì, приìерно в то же вреìя Л.П. Бо-
ровских поëу÷ает и у÷еное звание старøеãо нау÷ноãо
сотруäника. За своþ ìноãоëетнþþ активнуþ и пëо-
äотворнуþ нау÷нуþ äеятеëüностü он опубëиковаë äе-
сятки нау÷ных труäов.
В особенно труäные äëя науки 1990-е ãоäы Леониä

Петрови÷ остается верен и ей и Институту. В 1995 ãо-

äу еìу быëо присвоено по÷етное звание
Ветерана Института пробëеì управëе-
ния иì. В.А. Трапезникова РАН.
Тоãäа же, в 1990-е, Леониä Петрови÷

стаë заниìатüся нау÷ныì реäактирова-
ниеì. На протяжении äоëãих ëет он быë
нау÷ныì реäактороì в журнаëе «Изìере-
ния, контроëü, автоìатизаöия». А коãäа в
2003 ãоäу Институт на÷аë изäаватü жур-
наë «Пробëеìы управëения», äирекöия
приãëасиëа еãо в реäкоëëеãиþ журнаëа
на äоëжностü заìеститеëя ãëавноãо ре-
äактора. Так на÷аëасü новая и, бытü ìо-
жет, саìая яркая и с÷астëивая страниöа

еãо жизни. При еãо непосреäственноì у÷астии быëо
выпущено боëее ста ноìеров журнаëа «Пробëеìы уп-
равëения».
Реäактороì Леониä Петрови÷ быë заìе÷атеëüныì,

он всеãäа стреìиëся поìо÷ü автораì своиì коìпе-
тентныì и äоброжеëатеëüныì советоì. Еãо поìысëы
всеãäа быëи связаны с журнаëоì. Он стреìиëся ìак-
сиìаëüно поäнятü еãо уровенü, боëеë за еãо ìесто в
рейтинãах и ãорäиëся äостиãнутыìи успехаìи. Поìо-
ãатü автораì пубëиковатü ка÷ественные статüи, вы-
пускатü нау÷ный журнаë, соответствуþщий саìыì
высокиì станäартаì, — в этоì он виäеë заäа÷у своей
работы в реäакöии, ибо суäüба оте÷ественной науки
всеãäа искренне воëноваëа Леониäа Петрови÷а.
В 2019 ãоäу в связи с 80-ëетиеì со äня образования

Института пробëеì управëения иì. В.А. Трапезнико-
ва РАН Леониä Петрови÷ Боровских быë наãражäен
По÷етной ãраìотой Российской акаäеìии наук за
ìноãоëетний äобросовестный труä на бëаãо россий-
ской науки, боëüøой вкëаä в развитие фунäаìен-
таëüных и прикëаäных иссëеäований в разëи÷ных об-
ëастях теории управëения и ее приëожений. Леониä
Петрови÷ всеãäа быë общественно активныì ÷еëове-
коì. Круã еãо интересов не заìыкаëся в ÷исто про-
фессионаëüных раìках: äесятиëетия своей жизни он
посвятиë ëыжноìу спорту и вìесте с коëëеãаìи при-
ниìаë у÷астие в ëыжных ìарафонах.

Леонид Петрович был удивительно обаятельным,
общительным, доброжелательным, отзывчивым чело-
веком, профессионалом своего дела, — таким он и ос-
танется в нашей памяти.

Сотрудники Института проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН

Редсовет, редколлегия и редакция журнала
«Проблемы управления»
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О КОНКУРСАХ НА СОИСКАНИЕ ЗОЛОТЫХ МЕДАЛЕЙ 
И ПРЕМИЙ ИМЕНИ ВЫДАЮЩИХСЯ УЧЕНЫХ, 

ПРОВОДИМЫХ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИЕЙ НАУК 
В 2021 ГОДУ

Российская академия наук продолжает прием документов на конкурсы на соискание золотых медалей и
премий имени выдающихся ученых, каждая из которых присуждается в знаменательную дату, связанную с
жизнью и деятельностью ученого, именем которого названа медаль или премия.

Золотые медали присуждаются за выдающиеся научные работы, открытия и изобретения или по сово-
купности работ большого научного и практического значения.

В конкурсах на соискание золотых медалей могут участвовать лишь отдельные лица персонально.
Премии присуждаются за отдельные выдающиеся научные работы, открытия, изобретения, а также за

серии научных работ по единой тематике.
На соискание премий могут быть представлены работы или серии работ единой тематики, как правило,

отдельных авторов. При представлении работ выдвигаются лишь ведущие авторы, причем не более трех че-
ловек.

Право выдвижения кандидатов на соискание золотых медалей и премий предоставляется:
а) академикам и членам-корреспондентам Российской академии наук;
б) научным учреждениям, высшим учебным заведениям;
в) научным и инженерно-техническим обществам;
г) научным советам Российской академии наук и других ведомств по важнейшим проблемам науки;
д) научно-техническим советам государственных комитетов, министерств, ведомств; техническим со-

ветам промышленных предприятий; конструкторским бюро.
Организации или отдельные лица, выдвинувшие кандидата на соискание золотой медали или премии,

обязаны представить в Российскую академию наук (119991, Москва, Ленинский проспект, 14, корп. 2,
Экспедиция) с надписью: «На соискание золотой медали (премии) имени...»:

а) мотивированное представление, включающее научную характеристику работы, ее значение для раз-
вития науки и народного хозяйства;

б) при выдвижении работ на соискание премии — опубликованную научную работу (серию работ), ма-
териалы научного открытия или изобретения — в трех экземплярах (при выдвижении закрытых работ до-
пускается представление рукописных материалов в одном экземпляре);

Примечание. При выдвижении кандидата на соискание золотой медали представление опубликованных научных работ
(серий работ), материалов научного открытия или изобретения не обязательно.

в) сведения об авторе (перечень основных научных работ, открытий, изобретений, место работы и зани-
маемая должность, домашний адрес, номера служебного, домашнего и мобильного телефонов, электронная
почта);

г) справку о том, что представляемая на конкурс работа ранее не была удостоена Государственной пре-
мии, а также именных государственных премий.

Работы, удостоенные Государственной премии, а также именных государственных премий, на соискание
золотых медалей и премий имени выдающихся ученых не принимаются.

Ученым, удостоенным золотых медалей или премий, предоставляется право при печатании работ отме-
чать в заголовке «Удостоена золотой медали (премии) имени... Российской академии наук за... год».

Решения президиума РАН о присуждении золотых медалей и премий, а также краткие аннотации о ра-
ботах, удостоенных золотых медалей или премий, публикуются в «Вестнике Российской академии наук», в
«Известиях Российской академии наук» соответствующей серии и в газете «Поиск». В «Вестнике Российской
академии наук» помещаются портреты ученых, удостоенных золотых медалей и премий.

Рассмотренные на заседании президиума РАН печатные научные работы, за которые присуждены золо-
тые медали или премии, передаются в Библиотеку Российской академии наук на хранение.

Золотые медали, а также дипломы о присуждении золотых медалей вручаются удостоенным их лицам на
годичном общем собрании членов РАН. Дипломы о присуждении премий вручаются удостоенным их лицам
на заседании президиума РАН.

Справки по телефону: (499) 237-99-33

Более подробная информация: https://www.ipu.ru/node/58307
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Назначение и области применения

• Мониторинг подвижных наземных и 
воздушных объектов

• Охрана критически важных объектов 
с применением на борту аппаратуры 
видео- и радиолокационного наблюдения 

• Создание сети сотовой связи на обширной 
территории с помощью привязных 
высотных платформ в качестве 
«LTE-вышек» 

• Cоздание телекоммуникационной 
инфраструктуры в районах стихийных 
бедствий 

• Локальные навигационные системы, 
успешно функционирующие в условиях 
отсутствия, ослабления или намеренного 
«глушения» сигналов спутниковой 
навигации  

• Экологический мониторинг и мониторинг 
лесных пожаров

Основные технические характеристики

Высота подъема. . . . . . . . . . . . . . . . . . до 300 м

Передача мощности «земля – борт» . . . 20 кВт

Полезная нагрузка  . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 кг

Время полета. . . . . . . . . . . . . . . . не менее 24 ч

Всепогодная эксплуатация – 
температурный режим  . . . . . от – 50 до + 50°С

Ограничение по ветру. . . . . . . не более 15 м/с

Время развертывания . . . . . . . не более 10 мин

Наземное электропитание от трехфазной си-
стемы электроснабжения переменного тока 
220/380 В частотой 50 или 400 Гц; в мобильном 
исполнении в полевых условиях в качестве ис-
точника электропитания может быть исполь-
зована элект ростанция мощностью 15 кВт 

МНОГОФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРИВЯЗНЫЕ 

ВЫСОТНЫЕ БЕСПИЛОТНЫЕ ПЛАТФОРМЫ 

ДЛИТЕЛЬНОГО ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН 
� (495) 334-75-91,     � vishn@inbox.ru 

http:www.ipu.ru 
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