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ÄÂÀ ÌÅÒÎÄÀ ÑÈÍÒÅÇÀ ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÅÉ 
ÑÎÑÒÎßÍÈß È ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ 

ÄËß ÁÅÑÏÈËÎÒÍÎÃÎ ËÅÒÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ1

Ю.Г. Кокунько, Д.В. Краснов, А.В. Уткин

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Разработка беспиëотных ëетатеëüных аппаратов
(БПЛА) с автоìати÷ескиì управëениеì — оäно из
наибоëее перспективных направëений совреìен-
ной военной и ãражäанской авиаöии. В работах,
посвященных синтезу систеì автоìати÷ескоãо уп-
равëения ëетатеëüныìи аппаратаìи, реøение раз-
ëи÷ных заäа÷ управëения основано, как правиëо,
на испоëüзовании инфорìаöии обо всех составëя-
þщих вектора состояния. В боëüøинстве иссëеäо-

ваний заäа÷а набëþäения — оöенки вектора состо-
яния — не ставится и не реøается, преäпоëаãается,
÷то все переìенные коìпоненты äанноãо вектора
изìеряþтся. Систеìы при äействии внеøних воз-
ìущений иëи не рассìатриваþтся, иëи в контур
управëения ввоäятся автоноìные äинаìи÷еские
ìоäеëи, иìитируþщие äействие внеøних возìу-
щений [1—3]. Оäнако установка поëноãо коìпëек-
та äат÷иков и приìенение ãенераторов внеøних
возäействий привоäит к:

— увеëи÷ениþ стоиìости, усëожнениþ и утя-
жеëениþ конструкöии БПЛА;

— расøирениþ äинаìи÷еской ìоäеëи объекта
управëения (в ÷астности, при синтезе требуется
у÷итыватü äинаìику изìеритеëüных устройств и

Аннотация. В раìках синтеза систеìы сëежения äëя беспиëотноãо ëетатеëüноãо аппарата
(БПЛА) при äействии внеøних неконтроëируеìых возìущений и непоëных изìерениях
вектора состояния разработаны проöеäуры синтеза набëþäатеëей состояния и возìуще-
ний пониженноãо поряäка новоãо типа, которые не требуþт построения äинаìи÷еских
ìоäеëей внеøних возäействий. Поäсистеìа набëþäения вкëþ÷ает в себя äвух набëþäа-
теëей состояния. Оäин из них äает оöенки скоростей по изìеренияì коорäинат öентра
ìасс БПЛА. Друãой набëþäатеëü по изìеренияì оøибок сëежения äает оöенки сìеøан-
ных переìенных (функöий от переìенных состояния, внеøних возäействий и их произ-
воäных), по которыì непосреäственно форìируется обратная связü. Отìе÷ено, ÷то реа-
ëизаöия разработанных аëãоритìов, не требуþщих перенастройки при изìенении внеø-
них возäействий, повысит функöионаëüностü систеìы управëения БПЛА и ее наäежностü
при отказе изìеритеëüных устройств. Эффективностü преäëоженноãо поäхоäа к синтезу
сëеäящей систеìы поäтвержäена резуëüтатаìи ÷исëенноãо ìоäеëирования. Привеäены
резуëüтаты сравнитеëüноãо анаëиза заìкнутых систеì со стати÷еской обратной связüþ
(в преäпоëожении, ÷то все внутренние и внеøние переìенные изìеряþтся) и с äина-
ìи÷еской обратной связüþ с поìощüþ äвух поäхоäов к реøениþ заäа÷и оöенивания при
äействии внеøних возìущений: набëþäатеëей с боëüøиìи коэффиöиентаìи и с кусо÷-
но-ëинейныìи, оãрани÷енныìи корректируþщиìи возäействияìи. Показано, ÷то, не-
сìотря на боëее простуþ настройку, в систеìах с ëинейныìи обратныìи связяìи öеëе-
сообразно приìенятü набëþäатеëи второãо типа, а набëþäатеëи с боëüøиìи коэффиöи-
ентаìи буäут востребованы в систеìах с завеäоìо оãрани÷енныì управëениеì.

Ключевые слова: беспиëотный ëетатеëüный аппарат, сëежение, бëо÷ный поäхоä, набëþäатеëü со-
стояний и возìущений, боëüøие коэффиöиенты, кусо÷но-ëинейные функöии.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ (проект № 18-01-00846A).
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äопускаеìые иìи поãреøности, фиëüтроватü øу-
ìы изìерений) и увеëи÷иниþ объеìа вы÷исëений
в реаëüноì вреìени;

— снижениþ наäежности, так как при выхоäе
из строя äат÷иков иëи существенноì изìенении
внеøних возäействий, не у÷тенных в расøирен-
ной ìоäеëи, систеìа управëения теряет работо-
способностü, ÷то ìожет привести к аварийной си-
туаöии.

В öеëях повыøения наäежности в управëяþ-
щих проöессорах стратеãи÷ески важных объектов
сëеäует приìенятü ëибо аëãоритìы управëения в
форìе обратной связи по выхоäныì переìенныì
[4, 5], ëибо систеìы анаëити÷ескоãо резервирова-
ния изìеритеëüных устройств, а иìенно, äинаìи-
÷еские поäсистеìы набëþäения, с поìощüþ ко-
торых вы÷исëяþт текущие оöенки переìенных
состояния на основе инфорìаöии, поëу÷енной с
поìощüþ исправно работаþщих äат÷иков [6—8].
Оäнако в усëовиях äействия внеøних неконтроëи-
руеìых возìущений первый из этих ìетоäов ста-
новится несостоятеëüныì, а пробëеìа синтеза
набëþäатеëей состояния требует привëе÷ения и
разработки спеöиаëüных ìетоäов синтеза äинаìи-
÷еской обратной связи.

В äанной работе в раìках бëо÷ноãо поäхоäа
[9—14] реøается заäа÷а синтеза обратной связи,
обеспе÷иваþщей вывоä öентра ìасс БПЛА на за-
äаннуþ пространственнуþ траекториþ и обеспе-
÷ение еãо äвижения вäоëü заäанной кривой. Ин-
вариантностü выхоäных (реãуëируеìых) переìен-
ных по отноøениþ к внеøниì неконтроëируеìыì
возìущенияì, а иìенно, свойство реãуëируеìых
переìенных в опреäеëенноì сìысëе не реаãиро-
ватü на внеøние возìущения [15], в заìкнутой
систеìе обеспе÷ивается с поìощüþ коìбиниро-
ванноãо управëения (по вектору состояния и внеø-
ниì возäействияì) в усëовиях изìерений всех пе-
реìенных состояния объекта управëения, внеø-
них возäействий и их произвоäных (сì. § 1).

Основной резуëüтат работы закëþ÷ается в раз-
работке инфорìаöионно-управëяþщей систеìы, а
иìенно в проöеäурах синтеза набëþäатеëей состо-
яния и возìущений пониженноãо поряäка новоãо
типа в преäпоëожении, ÷то непосреäственныì
изìеренияì поäëежат тоëüко äекартовы коорäи-
наты öентра ìасс БПЛА, текущие зна÷ения заäа-
þщих возäействий (коорäинат öеëевой траекто-
рии) известны; ãенераторы внеøних возìущений
и заäаþщих возäействий в ìоäеëü не ввоäятся. Как
сëеäствие, текущая инфорìаöия о произвоäных
заäаþщих возäействий отсутствует. В § 2 разра-
ботана äвухконтурная поäсистеìа äинаìи÷еских
набëþäатеëей пониженноãо поряäка, äаþщих те-
кущие оöенки неизìеряеìых внутренних и внеø-
них сиãнаëов без испоëüзования их äинаìи÷еских
ìоäеëей. Рассìатриваþтся набëþäатеëи состоя-

ния и возìущений äвух типов: с боëüøиìи коэф-
фиöиентаìи и кусо÷но-ëинейныìи, оãрани÷ен-
ныìи корректируþщиìи возäействияìи, прово-
äится их сравнитеëüный анаëиз. В § 3 привеäены
резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëирования разрабо-
танных аëãоритìов.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Рассìатривается äвижение öентра ìасс БПЛА в
виäе пространственноãо äвижения ìатериаëüной
то÷ки, которое описывается неëинейной äинаìи-
÷еской систеìой øестоãо поряäка с поìощüþ тра-
екторной систеìы коорäинат [16—18]:

 = Vcosϑcosψ,   = Vsinϑ,   = –Vcosϑsinψ,

= (u1 – sinϑ)g + η1(t),   =  + η2(t),

 = –  + η3(t), (1)

ãäе L — проäоëüная äаëüностü; Н — высота; Z —
боковое сìещение; V — путевая скоростü; ϑ — уãоë
накëона траектории; ψ — уãоë курса; g — ускоре-
ние свобоäноãо паäения; u1 = n

x
; u2 = n

y
cosγ и

u3 = n
y
sinγ — управëяþщие возäействия, выражен-

ные ÷ерез проäоëüнуþ n
x
 и попере÷нуþ n

y
 пере-

ãрузки, а также уãоë крена γ вектора переãрузки,

|γ| < π; η = (η1, η2, η3)
T — вектор внеøних некон-

троëируеìых возìущений.
Ввеäеì обозна÷ения äëя äекартовых коорäи-

нат (выхоäных переìенных) систеìы (1): y11 = L,

y12 = H, y13 = Z. Данные переìенные реãуëируе-

ìые и изìеряеìые. У÷итывая, ÷то в режиìе поëета
V(t) > 0, |ϑ(t)| < π/2, |ψ(t)| < π, выпоëниì äиффео-
ìорфнуþ заìену ëокаëüных коорäинат

y21 = Vcosϑcosψ,  y22 = Vsinϑ, 

y23 = –Vcosϑsinψ (2)

и преäставиì систеìу (1) в канони÷ескоì виäе:

 = y2,  = fg + C(V, ϑ, ψ)η(t) + B(ϑ, ψ)u, (3)

ãäе

f = B = g , 

detB ≡ g3 ≠ 0,

C = .

L
·

H
·

Z
·

V
· ϑ·

u2 ϑcos–( )g
V

---------------------------------

ψ·
gu3

V ϑcos
-----------------

y·1 y·2

0

1–

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ ϑ ψcoscos ϑ ψcossin– ψsin

ϑsin ϑcos 0

ϑ ψsincos– ϑ ψsinsin ψcos⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ϑ ψcoscos V ϑ ψcossin– V ϑ ψsincos–

ϑsin V ϑcos 0

ϑ ψsincos– V ϑ ψsinsin V ϑ ψcoscos–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Дëя переìенных систеìы (3) иìеþт ìесто про-
ектные оãрани÷ения:

|y1i(t)| ≤ Y1i
,  |y2i(t)| ≤ Y2i

,  | (t)| ≤ ,  |u
i
(t)| ≤ U

i
,

t ≥ 0,  i = . (4)

Дëя систеìы (3) сфорìируеì закон управëения
в форìе коìбинированной обратной связи (по век-
тору состояния и внеøниì возäействияì), обеспе-
÷иваþщий вывоä öентра ìасс БПЛА на заäаннуþ
пространственнуþ траекториþ и еãо äвижение
вäоëü äанной кривой, заäанной параìетри÷ески в
систеìе коорäинат y1(t) = col(y11, y12, y13) в виäе

y1d
(t) = col(y11d

, y12d
, y13d

). Друãиìи сëоваìи, тре-

буется обеспе÷итü стабиëизаöиþ оøибок сëеже-
ния (y1 – y1d).

Дëя синтеза систеìы сëежения воспоëüзуеìся
бëо÷ныì поäхоäоì [9—14]. Обозна÷иì

e1 = y1 – y1d,  e2 = y2 –  + K1e1,

e3 = C(V, ϑ, ψ)η(t) – ,  e
j
 = col(e

j1, yj2, yj3),

j = (5)

и преäставиì систеìу (3) в бëо÷ной форìе «вхоä —
выхоä» относитеëüно оøибок сëежения:

 = –K1e1 + e2,

 = K1(–K1e1 + e2) + fg + e3 + B(ϑ, ψ)u, (6)

ãäе K1 — некоторая äиаãонаëüная ìатриöа с по-

ëожитеëüныìи äиаãонаëüныìи эëеìентаìи, т. е.
K1 = diag(k

i1), ki1 > 0, i = 1, 2, 3, а сìеøанные

переìенные е3 (5) трактуþтся как внеøние соãëа-

сованные возìущения (т. е. возìущения, прина-
äëежащие пространству управëения, которые ìо-
ãут бытü непосреäственно скоìпенсированы пу-
теì управëения простыì вы÷итаниеì при наëи÷ии
их зна÷ений иëи оöенок [11]).

В терìинах систеìы (6) сфорìируеì базовый
(т. е. в усëовиях изìерений всех параìетров) закон
коìбинированноãо управëения

u = –B–1(ϑ, ψ)(– e1 + (K1 + K2)e2 + e3 + fg), (7)

который обеспе÷ивает заìкнутуþ систеìу (6), (7) в
виäе

 = –K1e1 + e2,   = –K2e2

и экспоненöиаëüнуþ устой÷ивостü оøибок сëеже-

ния: e1i
 = 0, i = . При выборе эëеìентов

ìатриö K
j
, j = 1, 2, реãуëятора нужно опреäеëитü

äопустиìые äиапазоны  ≤ k
ji
 ≤ , ãäе нижние

ãраниöы опреäеëяþтся жеëаеìой скоростüþ схо-
äиìости оøибок сëежения в заäанные окрестнос-
ти нуëя на основе неравенств

|e2i
(t)| ≤ |e2i

(0)|exp(–k2iT ) ≤ Δ2i,

|e1i
(t)| ≤ |e1i

(0)|exp(–k1iT ) + Δ2i/k1i ≤ Δ1i,

t ≥ T > 0,  i = .

Дëя реаëизаöии коìбинированноãо управëения
(7) нужны текущие зна÷ения всех переìенных со-
стояния y1(t), y2(t) систеìы (1), заäаþщих возäей-

ствий y1d(t) и их произвоäных äо второãо поряäка

вкëþ÷итеëüно (t), (t), а также внеøних воз-

ìущений η(t). Ставится заäа÷а оöенки сиãнаëов,
требуеìых äëя синтеза обратной связи, с поìощüþ
äинаìи÷еских набëþäатеëей состояния в преäпо-
ëожениях:

— непосреäственныì изìеренияì äоступны
тоëüко коорäинаты öентра ìасс y1(t) (øуìы в из-

ìерениях отсутствуþт), текущие зна÷ения y1d
(t)

известны, анаëити÷еский виä заäаþщих возäейст-
вий y1d(t) не известен, как сëеäствие, не иìеется

текущей инфорìаöии об их произвоäных, которые
поëаãаþтся неизвестныìи оãрани÷енныìи функ-
öияìи вреìени;

— ãенераторы внеøних возäействий, порожäа-
þщие произвоäные заäаþщих возäействий и иìи-
тируþщие внеøние возìущения, не ввоäятся;
эти сиãнаëы поëаãаþтся неизвестныìи функöия-
ìи вреìени, оãрани÷енныìи известныìи конс-
тантаìи:

|η
i
(t)| ≤ N

i
,  | (t)| ≤ ,  | (t)| ≤ Y

ji
,

t ≥ 0,  i = ,  j = . (8)

В сäеëанных преäпоëожениях заäа÷а набëþäе-
ния ìожет бытü реøена тоëüко с некоторой то÷-
ностüþ [6—8]. Сëеäоватеëüно, требуется обеспе-
÷итü схоäиìостü оøибок оöенивания в заäаннуþ
окрестностü нуëя за заäанное вреìя 0 ≤ t * < T.
При назна÷ении вреìени и то÷ности оöенивания
наäо у÷итыватü, ÷то заìыкание обратной связи
(7) ÷ерез набëþäатеëü привеäет во второй поäсис-
теìе к искажениþ ìатриöы коэффиöиентов сис-

теìы K2 ≈  и к появëениþ вынужäенной состав-

ëяþщей, обусëовëенной ìаëыìи, но незатухаþ-

щиìи оøибкаìи оöенивания  = – e2 + (t),

y·2i Y2i

1 3,

y·1d

y··1d

1 3,

e·1

e·2

K1
2

e·1 e·2

t +∞→
lim 1 3,

kji kji

1 3,

y·1d y··1d

η·
i

Ni y1id
j( )

1 3, 1 3,

K2

∼

e·2 K2

∼

η∼

pb120.fm  Page 5  Friday, January 24, 2020  3:57 PM



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

6 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2020

|| (t)|| ≤ δ, t > t*. Это нескоëüко снизит то÷ностü
сëеäящей систеìы, а иìенно:

|e2i
(t)| ≤ |e2i

(t*)|exp(– (T – t*)) + δ/  ≤ ,

 > Δ2i,  t ≥ T > 0,  i = .

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀÁËÞÄÅÍÈß

Закон коìбинированноãо управëения (7) вкëþ-
÷ает в себя сìеøанные переìенные (5) систеìы (6)
и переìенные исхоäной систеìы (1) — уãоë накëо-
на вектора скорости ϑ и уãоë курса ψ, требуеìые

äëя форìирования ìатриöы B–1(ϑ, ψ). Обе систе-
ìы иìеþт реãуëярнуþ форìу относитеëüно внеø-
них возìущений, а иìенно, кажäая из систеì преä-
ставëена в виäе äвух связанных поäсистеì, в оäной
из них (первое из уравнений (6), записанной от-
носитеëüно выхоäных переìенных) внеøние воз-
ìущения отсутствуþт, а в äруãой (второе уравне-
ние) присутствуþт, и ранã ìатриöы В равен раз-
ìерности этой поäсистеìы.

В таких систеìах иìеется возìожностü с поìо-
щüþ набëþäатеëей спеöиаëüноãо виäа поëу÷итü
оöенки с заäанной то÷ностüþ неизìеряеìых пере-
ìенных состояния и внеøних возìущений без ис-
поëüзования их äинаìи÷еской ìоäеëи [9—14, 18].

Потребностяìи базовоãо закона управëения (7)
проäиктована структура поäсистеìы набëþäения.
При отсутствии в контуре управëения ãенератора
заäаþщих возäействий öеëесообразно вкëþ÷итü в
поäсистеìу набëþäения äва набëþäатеëя: первый
äëя оöенивания скоростей у2, а второй äëя оöени-

вания сìеøанных переìенных (5). В äанноì па-
раãрафе преäставëены ориãинаëüные ìетоäы син-
теза набëþäатеëей состояния и возìущений по-
ниженноãо поряäка с öеëüþ сокращения рас÷етов
в реаëüноì вреìени. В отëи÷ие от станäартных
набëþäатеëей пониженноãо поряäка (Luenberger
observer [19, 20]), äëя синтеза которых не у÷итыва-
ется поäсистеìа, описываþщая äинаìику изìеря-
еìых переìенных, преäëаãается, наоборот, отбро-
ситü поäсистеìу, описываþщуþ äинаìику неизìе-
ряеìых переìенных, а требуеìые оöенки поëу÷итü
с поìощüþ корректируþщих возäействий набëþ-
äатеëя, которые явëяþтся функöияìи оøибок на-
бëþäения изìеряеìых переìенных.

2.1. Íàáëþäàòåëü ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà

Первая задача состоит в поëу÷ении оöенок ко-
синусов (синусов) уãëов накëона траектории ϑ и
курса ψ, требуеìых äëя форìирования в законе

управëения (7) ìатриöы B–1(ϑ, ψ). С этой öеëüþ
первый набëþäатеëü преäëаãается построитü на ос-

нове укоро÷енной систеìы (3), а иìенно,  = y2,

ãäе переìенные y1(t) изìеряþтся, а y2(t) трактуþт-

ся как внеøние оãрани÷енные возìущения с оãра-
ни÷енныìи произвоäныìи (4). Обратиì вниìание,
÷то траäиöионный, поëноразìерный набëþäатеëü
äëя оöенивания y2 строится на основе систеìы (3)

и иìеет øестой поряäок [6], а за основу станäар-
тноãо набëþäатеëя пониженноãо поряäка прини-
ìается второе уравнение систеìы (3), преобразо-
ванное к спеöиаëüноìу виäу [19, 20]. В обоих
сëу÷аях у÷итывается äифференöиаëüное уравне-
ние äëя оöениваеìой переìенной y2, правая ÷астü

котороãо соäержит внеøние возìущения.
В наøеì сëу÷ае набëþäатеëü «возìущений»

(по сути, äифференöиатор) буäет иìетü виä:

 = v0(ε0), (9)

ãäе z0 ∈ R3 — вектор состояния набëþäатеëя,

v0 ∈ R3 — вектор корректируþщих возäействий,

ε0 = y1 – z0 ∈ R3 — вектор оøибок набëþäения. За-

äа÷а набëþäения своäится к заäа÷е стабиëизаöии
с заäанной то÷ностüþ оøибок набëþäения и их
произвоäных:

|ε0i(t)| ≤ α,  t > t01 ≥ 0,  | (t)| = |y2i(t) – v0i(t)| ≤ α,

t > t0 > t01,  t0 < t*,  i = . (10)

Тоãäа при t > t0 корректируþщие возäействия

сëужат оöенкаìи «внеøнеãо возìущения» v0i
(t) =

= y2i(t) ± α и испоëüзуþтся äëя вы÷исëения эëе-

ìентов ìатриöы B–1(ϑ, ψ) в сиëу заìены переìен-
ных (2):

 = ,  sin  = ,  cos  = ,

cos  = ,  sin  = – (11)

при оãрани÷ении (t) + (t) ≠ 0.

Дëя обеспе÷ения заäанной то÷ности (10) нужно
испоëüзоватü корректируþщие возäействия спеöи-
аëüноãо виäа, обеспе÷иваþщие инвариантностü по
отноøениþ к внеøниì соãëасованныì возìуще-
нияì. Основу составëяþт набëþäатеëи с разрыв-
ныìи корректируþщиìи возäействияìи, функ-
öионируþщие в скоëüзящеì режиìе (sliding mode
observer [7, 9—11, 18]). Оäнако этот поäхоä ìожет
оказатüся неэффективныì при реаëизаöии на бор-
товоì коìпüþтере в реаëüноì вреìени, так как
÷астые перекëþ÷ения труäно реаëизуеìы в ìеха-
ни÷еских систеìах, а управëение ëетатеëüныì ап-

η∼

k2i

∼

k2i

∼

Δ2i

∼

Δ2i

∼

1 3,

y·1

z·0

ε· 0i

1 3,

V
∼

v01
2

v02
2

v03
2

+ + ϑ
∼ v02

V
-------
∼

ϑ
∼

1
v02

2

V
2

-------–
∼

ψ∼
v01

V ϑcos
------------------
∼ ∼

ψ∼
v03

V ϑcos
------------------
∼ ∼

v01
2

v03
2

pb120.fm  Page 6  Friday, January 24, 2020  3:57 PM



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

7ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2020

паратоì без ìехани÷еских эëеìентов невозìожно.
Дëя сокращения рас÷етов, выпоëняеìых в реаëü-
ноì вреìени, öеëесообразно приìенятü набëþäа-
теëи с непрерывныìи корректируþщиìи возäейс-
твияìи. Рассìотриì äва аëüтернативных варианта.

Первый метод. Саìыìи быстроäействуþщиìи
и простыìи в реаëизаöии явëяþтся набëþäатеëи
с ëинейныìи корректируþщиìи возäействияìи с
боëüøиìи коэффиöиентаìи:

v0i = l0iε0i,  l0i = const > 0,  i = . (12)

В отëи÷ие от станäартных набëþäатеëей с
боëüøиìи коэффиöиентаìи (high-gain observer
[8, 21, 22]), ãäе äëя оöенивания возìущений тре-
буется расøиритü пространство состояний из-за
äинаìи÷еской ìоäеëи возìущений и соответст-
венно увеëи÷итü äинаìи÷еский поряäок набëþäа-
теëя (в äанноì сëу÷ае воспоëüзоватüся систеìой
(3) øестоãо поряäка), в преäëаãаеìоì набëþäатеëе
пониженноãо поряäка (9) оöенкой «возìущений»
сëужат корректируþщие возäействия (12). Дëя вы-
бора коэффиöиентов набëþäатеëя, обеспе÷иваþ-
щих заäаннуþ то÷ностü (10), приìениì второй ìе-
тоä Ляпунова äëя покоìпонентноãо анаëиза вир-
туаëüной систеìы

 = y2i
 – v0i = y2i – l0iε0i,   =  – l0i ,

i = .

Оãрани÷ения на поëу÷аеìуþ траекториþ преä-
поëаãаþтся выпоëненныìи, ÷то позвоëяет поëу-
÷итü необхоäиìые усëовия äëя выпоëнения оãра-
ни÷ений, а äостато÷ностü принятых реøений ìож-
но буäет проверитü на этапе ìоäеëирования.

Такиì образоì, потребуеì, ÷тобы äëя сëаãаеìых
произвоäной кваäрати÷ной форìы V0 = V01 + V02 =

=  +  в сиëу оãрани÷ений (4) вы-

поëняëисü оöенки:

 = ε0i(y2i – l0iε0i) ≤

≤ |ε0i|(Y2i – l0i|ε0i|) < 0, (13)

 = (  – l0i ) ≤ | |(  – l0i| |) < 0,

i = .

Неравенства (13) выпоëняþтся при ε0i > α – ,

ãäе  ∈ (0, α) и при выборе l0i
 > Y2i

/(α – ),

l0i
> /(α – ), ÷то обеспе÷ивает соответствен-

но схоäиìостü переìенных в окрестности нуëя:

|ε0i
(t)| ≤ α, t > t01 ≥ 0, | (t)| ≤ α, t > t0 > t01. Заäанная

то÷ностü оöенивания (10) обеспе÷ивается при вы-
боре боëüøих коэффиöиентов в виäе

l0i > max{Y2i, },  i = ,

ãäе α –  > 0,  сëужит оöенкой äëя обëасти

схоäиìости устой÷ивых собственных äвижений

переìенных ε0i
(t), (t) за заäанное вреìя при

на÷аëüных усëовиях ε0i
(0), которые ìожно уста-

новитü произвоëüно с у÷етоì оãрани÷ений (11):

(t) + (t) ≠ 0.

К неäостаткаì ìетоäа сëеäует отнести в общеì
сëу÷ае боëüøие зна÷ения оöено÷ных сиãнаëов (12)
в на÷аëüный ìоìент вреìени, т. е. оøибка оöени-
вания |y2i(t) – l0iε0i(t)| в на÷аëüный ìоìент вреìени

сопоставиìа со зна÷ениеì боëüøоãо коэффиöиен-
та из-за ненуëевых на÷аëüных зна÷ений оøибок
набëþäения. Это известный факт теории high-gain
observer [8, 21, 22], который поäтвержäается ре-
зуëüтатаìи ìоäеëирования. Обратиì вниìание, ÷то
в äанноì эëеìентарноì сëу÷ае (9), (12) естü тео-
рети÷еская возìожностü обеспе÷итü z0i(0) = y1i(0) ⇒
⇒ ε0i

(0) = 0, так как сиãнаëы y1i
(t) изìеряþтся, оä-

нако в сиëу оãрани÷ений (11) сëеäует приниìатü
z0i

(0) ≠ y1i
(0), ÷тобы избежатü äеëения на нуëü,

÷то неìеäëенно привоäит к вспëескаì корректи-
руþщих возäействий. Дëя аäекватноãо проöесса
управëения требуется ëибо испоëüзоватü в зако-
не управëения оöено÷ные сиãнаëы с небоëüøой
заäержкой посëе затухания быстрых äвижений,
ëибо искусственно оãрани÷иватü эти сиãнаëы в
на÷аëе перехоäных проöессов. Чтобы избежатü
указанных пробëеì, преäëаãается в набëþäатеëе
«возìущений» сразу испоëüзоватü всþäу оãрани-
÷енные, непрерывные корректируþщие возäейст-
вия [12—14, 23].

Второй метод. Рассìотриì непрерывный ана-
ëоã разрывных корректируþщих возäействий в ви-
äе оãрани÷енных, кусо÷но-ëинейных функöий:

v0i = M0i sat(l0iε0i),  M0i, l0i = const > 0,  i = ,

M0i sat(l0iε0i) = (14)

В отëи÷ие от возäействий (12) корректируþщие
возäействия (14) всþäу оãрани÷ены и иìеþт äва
настраиваеìых параìетра. Аìпëитуäы M0i > 0 вы-

бираþтся исхоäя из äостато÷ных усëовий ε0i  < 0
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так, ÷тобы при |ε0i
(0)| > 1/l0i

 обеспе÷итü за коне÷-

ное вреìя попаäание в ëинейнуþ зону, а при
|ε0i

(0)| < 1/l0i — не выйти из нее:

ε0i(y2i – M0i signε0i) ≤ |ε0i |(Y2i
 – M0i) < 0,

M0i > |ε0i(0)|/t01 + Y2i ⇒ |ε0i(t)| ≤ 1/l0i, 

t > t01,  i = .

При t > t01 заìкнутая виртуаëüная систеìа

преäставиìа в виäе  = y2i
 – M0i

l0i
ε0i

,  =  –

– M0i
l0i

, i = . Неравенства äëя выбора вто-

роãо параìетра, который иãрает роëü боëüøоãо ко-
эффиöиента в ìаëой окрестности нуëя и при ко-
тороì обеспе÷ивается заäанная то÷ностü оöенива-
ния (10), опреäеëяþтся анаëоãи÷но оöенкаì (13) и
иìеþт виä:

l0i > max{Y2i, },  i = . (15)

2.2. Íàáëþäàòåëü ñìåøàííûõ ïåðåìåííûõ 
ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà

Наøа öеëü состоит в созäании систеìы авто-
ìати÷ескоãо управëения БПЛА, поääерживаþщей
разëи÷ные рабо÷ие режиìы в усëовиях существен-
но ìеняþщихся внеøних усëовий без перена-
стройки параìетров и структуры реãуëятора. По-
этоìу ãенераторы внеøних возäействий в систе-
ìу управëения не ввоäятся, пробëеìа оöенивания
внеøних возäействий в отäеëüности не рассìат-
ривается. Вторая задача состоит в оöенивании
сìеøанных переìенных (5) e3(t) — функöий от пе-

реìенных состояния и внеøних возäействий, не-
посреäственно фиãурируþщих в законе коìбини-
рованноãо управëения (7), по изìеренияì оøибок
сëежения e1(t). Основой äëя построения второãо

набëþäатеëя сëужит систеìа (6), ãäе переìенные
e3(t) явëяþтся внеøниìи оãрани÷енныìи возìу-

щенияìи с оãрани÷енныìи произвоäныìи, äиапа-
зоны их изìенения опреäеëяþтся в сиëу выраже-
ния (8):

|e3i(t)| ≤ E30i
,  | (t)| ≤ E31i,  t ≥ 0,  i = .

В отëи÷ие от траäиöионных набëþäатеëей воз-
ìущений, ãäе обязатеëüно ввоäится äинаìи÷еская
ìоäеëü возìущений, ÷то в рассìатриваеìоì сëу-
÷ае привеäет к построениþ набëþäатеëя äевятоãо
поряäка [8, 21, 22], в наøеì сëу÷ае набëþäатеëü
состояний и возìущений в этоì сìысëе буäет по-
ниженный (øестоãо поряäка), так как äинаìи-
÷еская ìоäеëü äëя сìеøанных переìенных e3(t) в

построения не ввоäится. Даëее вновü рассìатри-

ваþтся набëþäатеëи äвух типов: с боëüøиìи ко-
эффиöиентаìи и с оãрани÷енныìи sat-функöияìи.

Первый метод. Основой äëя построения стан-
äартноãо набëþäатеëя с боëüøиìи коэффиöиен-
таìи сëужит расøиренная из-за уравнений äина-
ìики внеøних возìущений ìоäеëü объекта уп-
равëения, преобразованная к канони÷ескоìу виäу
[8, 21, 22]. Дëя систеì, уже преобразованных к
бëо÷ной форìе с заìкнутыìи ëокаëüныìи связя-
ìи (6), перехоä к канони÷еской форìе неöеëесо-
образен. С öеëüþ остатüся в раìках бëо÷ноãо поä-
хоäа, преäëаãается ориãинаëüный ìетоä синтеза
набëþäатеëя пониженноãо поряäка с боëüøиìи
коэффиöиентаìи, но без корректируþщих возäей-
ствий, с простой настройкой параìетров, в кото-
роì реаëизуется принöип поëной äекоìпозиöии.
Основу разработанноãо поäхоäа составëяет при-
нöип построения набëþäатеëя Луенберãера пони-
женноãо поряäка [19, 20], который в работе [7] быë
распространен на ëинейные и неëинейные систе-
ìы при äействии внеøних возìущений и приìе-
няëся äëя оöенивания тоëüко переìенных состо-
яния с заäанной то÷ностüþ. В раìках развития
этоãо поäхоäа äаëее привеäен аëãоритì, в котороì
оöенки возìущений e3(t), не преäставëенных äиф-

ференöиаëüныìи уравненияìи, обеспе÷иваþт вир-
туаëüные корректируþщие возäействия набëþäа-
теëя — ëинейные коìбинаöии оøибок набëþäе-
ния изìеряеìых переìенных.

Соãëасно работе [7] выпоëниì невырожäеннуþ
заìену переìенных

s1 = e1 ∈ R3,  s2 = –L2e1 + e2 ∈ R3,  L2 = diag(l2i),

l2i
 > 0,  i = ,

преäставиì систеìу (6) в виäе

 = (L2 – K1)s1 + s2,

 = –(L2 – K1)
2s1 – (L2 – K1)s2 + e3 + fg + Bu

и на ее основе построиì набëþäатеëü 6-ãо поряäка
без корректируþщих возäействий с у÷етоì изìе-
ряеìых сиãнаëов s1 в виäе:

 = (L2 – K1)z1 + z2 + L1(s1 – z1),

L1 = diag(l1i),  l1i > 0,  i = ,

 = –(L2 – K1)
2s1 – (L2 – K1)z2 + fg + B( , )u,

z1,2 ∈ R3, (16)

ãäе ìатриöа B( , ) форìируется из оöенок (11),
поëу÷енных с поìощüþ набëþäатеëя (9).
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Заäа÷а синтеза закëþ÷ается в выборе боëüøих
коэффиöиентов l1i

, l2i > 0, при которых с заäанной

то÷ностüþ обеспе÷ивается стабиëизаöия оøибок
набëþäения ε

j
 = s

j
 – z

j
, j = 1, 2, и их произвоäных.

С этой öеëüþ выпоëниì покоìпонентный анаëиз
виртуаëüной систеìы

 = –(L1 + K1 – L2)ε1 + ε2,

 = –(L2 – K1)ε2 + , (17)

 = –(L1 + K1 – L2)  + ,

 = –(L2 – K1)  + ,

ãäе  = e3 + ΔBu, ΔB = B(ϑ, ψ) – B( , ),  =

= e3i
 + ϕ

i
, |ϕ

i
(t)| ≤ α||u|| = F

i
(α), t > t0,

| (t)| ≤ ,   = diag( ),  | (t)| ≤ ,

t ≥ 0,  i = . (18)

При l1i + k1i > l2i, l2i > k1i, i = , нуëевое поëо-

жение равновесия виртуаëüной систеìы устой÷иво.
Анаëоãи÷но оöенкаì (13) иìеþт ìесто оöенки:

|ε2i(t)| ≤ ,  t > t11 > t0,

|ε1i(t)| ≤ ,  t > t1 > t11,

| (t)| ≤ ,  t > t21 > t1,

| (t)| ≤ , t > t2 > t21, i = .

Установиì связü ìежäу внеøниì возìущени-

еì (t), изìеряеìой оøибкой набëþäения ε1(t) =

= s1(t) – z1(t) и произвоäныìи переìенных систе-

ìы (17):

 = (l1i + k1i – l2i)(l2i – k1i)ε1i
+(l2i – k1i)  + ,

i = .

Отсþäа сëеäует, ÷то переìенные v
i
(t) = (l1i

 +

+ k1i
 – l2i

)(l2i – k1i)ε1i
(t), i = , которые ìожно

трактоватü как виртуаëüные корректируþщие воз-

äействия набëþäатеëя (16), сëужат оöенкой внеø-
неãо возìущения äëя t > t2 в сëеäуþщеì сìысëе:

|e3i(t) + ϕ
i
(t, α) – v

i
(t)| ≤ |(l2i – k1i

) (t) + (t)| ⇒

⇒ |e3i(t) – v
i
(t)| ≤  +

+ F
i
(α) + ,  i = ,

ãäе  = l1i /(l1i
 + k1i

 – l2i
) + (l2i – k1i) ;  сëужит

оöенкой äëя обëасти схоäиìости за заäанное вре-
ìя устой÷ивых собственных äвижений переìен-

ных ε2i(t), (t), а  — переìенных (t) систеìы

(17) при выбранных на÷аëüных усëовиях; ε(0) в
äанноì сëу÷ае ìожно установитü жеëаеìыì обра-
зоì, наприìер, ε1i

(0) = 0.

Дëя оöенивания сìеøанных переìенных e2i
 =

= s2i
 + l2ie1i

, e3i
 с у÷етоì || (α, β, γ)|| ≤ δ при t > t*,

t0 < t1 < t2 ≤ t* < T устанавëивается заäанная то÷-

ностü

|ε2i(t)| = |s2i(t) – z2i(t)| ≤ β,  |e3i(t) – v
i
(t)| ≤ γ,  t > t2,

которая обеспе÷ивается при такоì выборе пара-
ìетров l(1, 2)i:

l2i > max  + k1i,

l1i > l2i +  – k1i
,

0 <  < β, 0 < F
i
(α) +  < γ, 0 < Δ

i
 < , i = .

Как уже быëо отìе÷ено, основной неäостаток
набëþäатеëей с боëüøиìи коэффиöиентаìи за-
кëþ÷ается в боëüøих вспëесках вна÷аëе перехоä-
ных проöессов, которые требуþт искусственноãо
оãрани÷ения оöениваþщих сиãнаëов. Наприìер,
реаëизаöия коìбинированноãо управëения (7) в
виäе

u = –B–1( , )(– e1 + (K1 +K2)E2sat(z2 +L2e1) +

+ sat(v) + fg), (19)

ãäе |e2i
(t)| ≤ E2i

, E2 = diag(E2i
), i = , обеспе÷ит

в заìкнутой систеìе (1), (6), (9), (16) стабиëиза-
öиþ оøибок сëежения с заäанной то÷ностüþ äëя
t > T > t* > t2 без избыто÷ноãо расхоäа ресурса уп-

равëения. Даëее преäставëен аëüтернативный ìе-
тоä оöенивания, свобоäный от указанноãо неäо-
статка.

ε· 1

ε· 2 e3

ε··1 ε· 1 ε· 2

ε··2 ε· 2 e
·

3

e3 ϑ
∼

ψ∼ e3i

e3i E3i E3i E3i e
·

3i E3i

∼

1 3,

1 3,

E3i

l2i k1i–

------------------

E3i

l1i k1i l2i–+( ) l2i k1i–( )
-----------------------------------------------------------

ε· 2i

E3i

l2i k1i–

------------------

∼

ε· 1i

E3i

l1i k1i l2i–+( ) l2i k1i–( )
-----------------------------------------------------------

∼

1 3,

e3

e3i ε· 1i
ε· 2i

1 3,

1 3,

ε· 1i
ε· 2i

E3i

∼ 1
l1i k1i l2i–+

------------------------------
1

l2i k1i–

------------------+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Δi 1 3,

Δi βi μi βi

ε· 2i
μi ε· 1i

η∼η

E3i

β βi–

--------------; 
E3i

γ Fi α( )– Δi–

---------------------------------
1

Δi

-----=

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

∼

∼

1

Δi Δi–

----------------
∼

βi Δi Δi

∼

1 3,

ϑ
∼

ψ∼ K1
2

E3

1 3,

pb120.fm  Page 9  Friday, January 24, 2020  3:57 PM



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

10 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2020

Второй метод. Рассìотриì проöеäуру синтеза
набëþäатеëя сìеøанных переìенных, в которой
реаëизуется принöип разäеëения äвижений с по-
ìощüþ оãрани÷енных, кусо÷но-ëинейных кор-
ректируþщих возäействий. Набëþäатеëü строится
с у÷етоì изìеряеìых сиãнаëов e1 как репëика сис-

теìы (6) и иìеет такой же, øестой, поряäок:

 = –K1e1 + z2 + v1,

 = – e1 + K1z2 + fg + u + v2, (20)

ãäе z1,2 ∈ R3 — вектор состояния, v1,2 ∈ R3 — век-

тор корректируþщих возäействий набëþäатеëя.

Относитеëüно оøибок набëþäения ε
j
 = e

j
 – z

j
 ∈ R3,

j = 1, 2, поëу÷иì систеìу

 = ε2i – v1i
,   = k1iε2i

 +  – v2i, 

i = , (21)

ãäе переìенные  = e3 + ΔBu трактуþтся как внеø-

ние возìущения, оãрани÷енные вìесте со своиìи
произвоäныìи (18), äинаìи÷еская ìоäеëü возìу-
щений в построения не ввоäится.

Анаëоãи÷но возäействияì (14) ввеäеì непре-
рывные, оãрани÷енные корректируþщие возäей-
ствия

v1i
 = M1i

sat(l1i
ε1i

),

v2i = M2i sat(l2iv1i) = M2i sat(l2i(ε2i – )), (22)

M1i
sat(l1i

ε1i) = 

M2i sat(l2i
v2i) = 

Заäа÷а синтеза своäится к стабиëизаöии оøи-
бок набëþäения и их произвоäных (21) так, ÷тобы
обеспе÷итü заäаннуþ то÷ностü оöенивания:

|ε2i
(t)| = |e2i

(t) – z2i(t)| < β ⇒ z2i(t) = e2i(t) ± β, 

t1 > t0, (23)

|e3i(t) – v2i(t)| ≤ γ ⇒ v2i(t) = e3i(t) ± γ,

t2 > t1,  i = ,  t0 < t1 < t2 ≤ t* < T.

Из постановки заäа÷и и априорных преäпоëо-
жений (4), (8), (18) сëеäует, ÷то переìенные сис-
теìы (21), (22) и их произвоäные буäут оãрани÷е-
ны при t > 0. Ввеäеì соответствуþщие обозна÷е-

ния | (t)| ≤ P
ji
, i = , j = , которые äаëее

äетаëизируеì.
Установиì в первоì бëоке систеìы (21), (22) ну-

ëевые на÷аëüные усëовия z1i
(0) = e1i

(0) ⇒ ε1i(0) = 0.

Тоãäа переìенные ε1j
 сразу нахоäятся в ëинейной

зоне |ε1i
(t)| ≤ 1/l1i и не выйäут из нее при t ≥ 0 при

выпоëнении усëовий:

ε1i
(ε2i – M1i

signε1i ≤ |ε1i|(P0i – M1i
) < 0 ⇒

⇒ M1i
 > P0i. (24)

Дëя выбора боëüøих коэффиöиентов l1i > 0

приìениì второй ìетоä Ляпунова äëя покоìпо-
нентноãо анаëиза виртуаëüной систеìы [23]:

 = ε2i – M1il1iε1i,  =  – M1i
l1i

,

 =  – M1il1i ,  i = .

Тоãäа анаëоãи÷но выраженияì (13), (15) иìееì:

l1i >  ⇒

⇒ (25)

ãäе 0 <  < μ < β,  сëужит оöенкой äëя обëасти

схоäиìости устой÷ивых собственных äвижений

произвоäных ,  за заäанное вреìя.

Есëи signv1i
(t) = signε1i(t), t ≥ 0, то совпаäение

знаков signv2i(t) = signε2i
(t) ìожет не иìетü ìеста

при 0 ≤ t ≤ t11 и ãарантируется тоëüко при t > t11 вне

окрестности |ε2i
| ≤ | | ≤ μ. По этой при÷ине на

отрезке [0, t11] собственные äвижения второй поä-

систеìы (21) в общеì сëу÷ае неустой÷ивы. Дëя
сäерживания их роста öеëесообразно на äанноì
интерваëе оставитü второй бëок систеìы (21) ра-
зоìкнутыì, а иìенно

v2i
(t) ≡ 0 ⇒  = k1iε2i + ,  t ∈ [0, t11], i = ,

и тоëüко при ëþбоì t > t11 поäкëþ÷итü корректи-

руþщие возäействия (22) v2i, обеспе÷иваþщие ìо-

нотоннуþ схоäиìостü переìенных ε2i(t) в заäан-

нуþ окрестностü нуëя (23).
Установиì во второй поäсистеìе (21) на÷аëü-

ные усëовия в виäе z2i(0) = 0 ⇒ |ε2i
(0)| ≤ E2i

. Тоãäа

äëя обëастей изìенения переìенных ε2i
(t) и их

произвоäных справеäëивы оöенки:

|ε2i(t)| ≤ max{E2i, |ε2i(t11)|} = P0i,

z·1

z·2 K2
2

B
∼

ε· 1i
ε· 2i

e3i

1 3,

e3

ε· 1i

M1isignε1i ε1i 1/l1i,>,

M1il1iε1i ε1i 1/l1i;≤,

M2isignv1i v1i 1/l2i,>,

M2il2iv1i v1i 1/l2i≤ i, , 1 3, .=

1 3,

ε2i
j( )

1 3, 0 2,

ε· 1i
ε··1i

ε· 2i
ε· 1i

ε···1i
ε··2i

ε··1i
1 3,

max P0i P1i P2i, ,{ }

M1i μ μ–( )
-----------------------------------------------

ε1i t( ) μ≤ t 0;≥,

ε· 1i
t( ) μ≤ t t11 t0;> >,

ε··1i
t( ) μ≤ t t1 t11> > i, , 1 3, ,=

μ μ

ε···1i
ε··1i

ε· 1i

ε· 2i
e3i 1 3,
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|ε2i(t11)| ≤ ,

| (t)| ≤ k1i
P0i +  + M2i = P1i

,

| (t)| ≤ k1iP1i
 +  + M2i

 = P2i ∀t ≥ 0,

i = . (26)

На отрезке [t11, t1] второй бëок систеìы (21),

(22) преäставиì в виäе:

 = k1i
ε2i

 +  – M2isign(ε2i – ),  i = .

Неравенства äëя выбора аìпëитуä корректиру-
þщих возäействий M2i, обеспе÷иваþщих попаäа-

ние в ëинейнуþ зону |v1i
(t)| = |ε2i – | ≤ 1/l2i и, сëе-

äоватеëüно, |ε2i
(t)| ≤ 1/l2i

 + μ, за вреìя t1 – t11, на-

хоäятся из äостато÷ных усëовий:

ε2i  < 0 ⇒ M2i >  + P0ik1i + ,

i = . (27)

При t > t1 второе уравнение систеìы (21), (22)

и соответствуþщие уравнения äëя произвоäных
преäставиìы в виäе:

 = k1iε2i +  – M2il2i(ε2i
 – ),

 = k1i
 +  – M2il2i(  – ),

i = . (28)

Анаëоãи÷но оöенкаì (13) опреäеëиì неравенс-
тва äëя выбора боëüøих коэффиöиентов l2i, обес-

пе÷иваþщих заäаннуþ то÷ностü оöенивания (23).
Дëя сëаãаеìых произвоäной кваäрати÷ной форìы

V2 = V21 + V22 =  +  справеäëивы

оöенки:

 = ε2i
(k1iε2i +  – M2il2i(ε2i – )) ≤

≤ |ε2i |(  + M2il2iμ – (M2il2i
 – k1i)|ε2i | < 0,

l2i
 >  +  ⇒ |ε2i(t)| ≤ β,

t > t21 > t1,  i = ;

e3i – v2i
 =  – k1i

ε2i
 – ϕ

i
(t) ⇒ |e3i – v2i| ≤

≤ | | + k1iβ + F
i
(α) ≤ γ ⇒

⇒ | | ≤ γ – k1iβ – F
i
(α) = χ, (29)

 =  < 0,  l2i >  +  ⇒

⇒ | (t)| ≤ χ ⇒ |e3i(t) – v2i
(t)| ≤ γ,

t > t2 > t21,  i = .

Неравенства (23) выпоëняþтся при выборе
боëüøих коэффиöиентов в виäе

l2i
 > max  + , 

i = , (30)

ãäе 0 <  + μ < β, 0 <  + μ < χ;  и  сëужат оöен-

каìи обëастей схоäиìости устой÷ивых собствен-

ных äвижений переìенных ε2i(t) и (t) систеìы

(28) за заäанное вреìя.
Базовый закон управëения (7) в заìкнутой сис-

теìе (1) с набëþäатеëяìи (9), (20), (22) реаëизует-
ся в виäе

u = –B–1( , )(– e1 + (K1 + K2)z2 +

+ v2 + fg), (31)

и, в отëи÷ие от закона управëения (19), не требует
искусственноãо оãрани÷ения оöено÷ных сиãнаëов.

Форìаëизуеì аëãоритì настройки набëþäатеëя
(20), (22).

Шаг 1. При выбранных коэффиöиентах реãуëя-
тора K1, K2, обеспе÷иваþщих заäаннуþ то÷ностü

сëежения |e1i(t)| ≤ Δ1i
, t ≥ T > 0, i = , с у÷етоì оã-

рани÷ения || (α, β, γ)|| ≤ δ, t > t* устанавëиваþтся
требования к то÷ности и вреìени оöенивания (23),
(25), (29).

Шаг 2. С у÷етоì выражения (18) опреäеëяþтся
оöенки |ε2i(t11)|, P0i и выбираþтся аìпëитуäы (24)

M1i
, (27) M2i, i = .

Шаг 3. С у÷етоì усëовий (27) вы÷исëяþтся

оöенки (26) | (t)| ≤ P
ji
, i = , j = 1, 2, которые

испоëüзуþтся äëя опреäеëения боëüøих коэффи-
öиентов (25) l1i.

Шаг 4. С у÷етоì внеøних возìущений (18) оп-
реäеëяþтся боëüøие коэффиöиенты (30) l2i.

Сëеäует пониìатü, ÷то преäставëенные в äан-
ноì параãрафе неравенства äëя выбора параìет-
ров набëþäатеëей состояния и возìущений поëу-

E3i E2ik1i E3i+( ) k11t11( )exp+

k1i

-------------------------------------------------------------------------------

ε· 2i
E3i

ε··2i
E3i

∼

1 3,

ε· 2i
e3i ε· 1i

1 3,

ε· 1i

ε· 2i

ε2i t11( )
t1 t11–

--------------------- E3i

1 3,

ε· 2i
e3i ε· 1i

ε··2i
ε· 2i

e
·

3i ε· 2i
ε··1i

1 3,

1
2
---

i 1=

3

∑ ε2i
2 1

2
---

i 1=

3

∑ ε· 2i

2

V
·

21
i 1=

3

∑ e3i ε· 1i

i 1=

3

∑ E3i

E3i

M2i β β– μ–( )
------------------------------------

k1i

M2i

---------

1 3,

ε· 2i

ε· 2i

ε· 2i

V
·

22 ε· 2i
ε··2i

E3i

M2i χ χ– μ–( )
------------------------------------

∼

k1i

M2i

---------

ε· 2i

1 3,

1
M2i

---------

E3i

β β– μ–

----------------------; 
E3i

χ χ– μ–

----------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

∼

k1i

M2i

---------

1 3,

β χ β χ

ε· 2i

ϑ
∼

ψ∼ K1
2

1 3,

η∼

1 3,

ε2i
j( )

1 3,
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÷ены из äостато÷ных усëовий устой÷ивости. Они
опреäеëяþт схеìу настройки, äоказываþт сущест-
вование параìетров, обеспе÷иваþщих заäаннуþ
то÷ностü оöенивания, но явëяþтся избыто÷ныìи.
На практике боëее аäекватные (ìенüøие) оöенки
ìожно поëу÷итü по резуëüтатаì иìитаöионноãо
ìоäеëирования разработанных аëãоритìов. С äру-
ãой стороны, в äанных построениях ìы опираеì-
ся на ìаксиìаëüные оöенки äопустиìых внеøних
возäействий (18), поэтоìу разработанные аëãорит-
ìы не требуþт перенастройки при существенноì
изìенении заäаþщих возäействий и внеøних воз-
ìущений в äопустиìых (у÷тенных) äиапазонах.

2.3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ìåòîäîâ ñèíòåçà 
íàáëþäàòåëåé ñîñòîÿíèé è âîçìóùåíèé

В ка÷естве основы äëя сравнения приниìаþтся
набëþäатеëи состояния и возìущений понижен-
ноãо поряäка новоãо типа, преäставëенные в п. 2.2:
с боëüøиìи коэффиöиентаìи (16) и с кусо÷но-ëи-
нейныìи корректируþщиìи возäействияìи (20),
(22). Сна÷аëа сравниì разработанные набëþäате-
ëи с их известныìи анаëоãаìи, а потоì — äруã с
äруãоì.

Преäваритеëüно отìетиì, ÷то по сравнениþ со
станäартныì набëþäатеëеì пониженноãо поряäка
(Luenberger observer [19, 20]), äëя синтеза котороãо
не у÷итывается äинаìика изìеряеìых переìен-
ных, в äанных набëþäатеëях, наоборот, не у÷иты-
вается äинаìика неизìеряеìых переìенных.

По сравнениþ со станäартныì набëþäатеëеì
с боëüøиìи коэффиöиентаìи (high-gain observer
[8, 21, 22]) преиìущества набëþäатеëя (16) за-
кëþ÷ается в ìенüøеì поряäке (äинаìи÷еская ìо-
äеëü внеøних возìущений не ввоäится) и бëо÷ной
структуре, позвоëяþщей еäинообразно рассìатри-
ватü систеìы как с оäниì, так и с ìноãиìи выхо-
äаìи, а также в отсутствии корректируþщих воз-
äействий и интуитивно понятной, боëее простой
настройке.

По сравнениþ со станäартныì набëþäатеëеì
на скоëüзящих режиìах (sliding mode observer
[7, 9—11, 18]) преиìущества набëþäатеëя (20), (22)
состоит в äва раза ìенüøеì äинаìи÷ескоì поряä-

ке, ãëаäких оöено÷ных сиãнаëах и ìенüøеì вре-
ìени с÷ета.

Преиìущества набëþäатеëя с боëüøиìи коэф-
фиöиентаìи (16) по сравнениþ с набëþäатеëеì
(20), (22): боëее простая настройка; ÷исëо настра-
иваеìых параìетров в äва раза ìенüøе; поëная
äекоìпозиöия проöеäуры синтеза, не требуþщая
оöенки обëасти изìенения оøибок набëþäения.
К основноìу неäостатку сëеäует отнести боëüøие
вспëески в на÷аëе перехоäных проöессов, ÷то тре-
бует äопоëнитеëüных ìер äëя оãрани÷ения оöе-
но÷ных сиãнаëов. У÷итывая, ÷то настройка набëþ-
äатеëей выпоëняется в режиìе off-line, в систеìах
с ëинейныì (неоãрани÷енныì) стабиëизируþщиì
управëениеì öеëесообразно приìенятü набëþäа-
теëи со всþäу оãрани÷енныìи корректируþщиìи
возäействияìи.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Чисëенное ìоäеëирование разработанных аë-
ãоритìов провоäиëосü в среäе MATLAB-Simulink с
приìенениеì ìетоäа интеãрирования Эйëера с пе-
реìенныì øаãоì. Дëя систеìы (3) с на÷аëüныìи
усëовияìи y1(0) = col(0; 100; 1) при äействии внеø-

них возìущений η1(t) = 0,2sint, η2(t) = 0,24sint,

η3(t) = 0,9cost ставиëасü заäа÷а вывоäа öентра ìасс

БПЛА на пространственнуþ траекториþ

y1d
(t) = 9sin(t/9),  y2d(t) = t + 100, 

y3d
(t) = 9cos(t/9). (32)

При синтезе базовоãо закона управëения (7)
быëи приняты параìетры реãуëятора K1 = diag(5,1;

5,3; 5,1), K2 = diag(5,4; 5,2; 5,1).

При ìоäеëировании систеìы с изìеренияìи
y1(t), y1d

(t) и набëþäатеëяìи с боëüøиìи коэффи-

öиентаìи (9) и (12), (16) быëи приняты такие па-
раìетры набëþäатеëей: L0 = diag(280; 280; 280),

L1 = diag(1500; 1400; 1300), L2 = diag(1200; 1100;

1000).
В табë. 1 преäставëены обëасти и вреìя схоäи-

ìости соответствуþщих оøибок оöенивания.

Таблица 1

Ïàðàìåòðû ñõîäèìîñòè îøèáîê îöåíèâàíèÿ íàáëþäàòåëåé ñ áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè

i

|y
2i
(t) – v

0i
(t)| ≤ α

i
, t ≥ t

0i
|e
2i
 – (z

2i
 + l

2i
e
1i
)| ≤ σ

i
, t > t

1i
|e
3i
(t) – v

i
(t)| ≤ γ, t ≥ t

2i

α
i

t
0i
 [c] σ

i
t
1i
 [c] γ

i
t
2i
 [c]

1 0,05 0,664 0,05 0,595 0,05 16,185

2 0,05 0,678 0,05 0,675 0,05 16,430

3 0,05 0,590 0,05 0,567 0,05 16,800
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На рис. 1 äëя соответствуþщей заìкнутой сис-
теìы (3), (9), (12), (16) с управëениеì (19) показаны
ãрафики оøибок сëежения e1i(t) = y1i(t) – y1id(t) [ì],

i = , t [c]. Заìетиì, ÷то в этоì сëу÷ае закон уп-
равëения (19) без оãрани÷ений, а иìенно, в виäе

u = –B–1( , )(– e1 + (K1 + K2)(z2 + L2e1)+v+ fg)

физи÷ески нереаëизуеì, так как вна÷аëе перехоä-
ноãо проöесса набëþäается краткий, но сиëüный

вспëеск, а переãрузки äостиãаþт 108g.
При ìоäеëировании систеìы с изìеренияìи

сиãнаëов y1(t), y1d
(t) и набëþäатеëяìи с кусо÷-

но-ëинейныìи корректируþщиìи возäействия-

ìи (9) и (14), (20) и (22) быëи приняты параìетры
L0 = diag(280; 280; 280), M0 = diag(8; 8; 8); L1 =

= diag(10; 10; 10), M1 = diag(17; 80; 27), L2 = diag(25;

25; 25), M2 = diag(11; 48; 11). В табë. 2 преäставëе-

ны обëасти и вреìя схоäиìости соответствуþщих
оøибок оöенивания.

На рис. 2 äëя соответствуþщей заìкнутой сис-
теìы (3), (9), (14), (20), (22) с управëениеì (31)
показаны ãрафики оøибок сëежения e1i

(t) =

= y1i
(t) – y1id(t) [ì], i = , t [c].

Рис. 1. Графики ошибок слежения e
1i 

(t) = y
1i
(t) – y

1id
(t) [м],

i = 1, 2, 3, t [c] в замкнутой системе с наблюдателями с большими
коэффициентами

1 3,

ϑ
∼

ψ∼ K1
2

Рис. 2. Графики ошибок слежения e
1i 

(t) = y
1i
(t) – y

1id
(t) [м],

i = 1, 2, 3, t [c] в замкнутой системе с наблюдателями с кусочно-
линейными корректирующими воздействиями

1 3,
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На рис. 3 и 4 показаны ãрафики отсëеживания
öентроì ìасс y1(t) (пунктирная ëиния) заäанной

пространственной траектории y1d
(t) (32) äëя заìк-

нутых систеì с набëþäатеëяìи обоих типов, еäи-
ниöы изìерения по всеì осяì преäставëены в
ìетрах.

В табë. 3 преäставëены оöенки схоäиìости
оøибок сëежения äëя заìкнутых систеì с набëþ-
äатеëяìи обоих типов.

Исхоäя из преäставëенных äанных, ìожно
сäеëатü вывоä о тоì, ÷то набëþäатеëи с оãрани-
÷енныìи, кусо÷но-ëинейныìи корректируþщи-

Рис. 3. Графики движения БПЛА с наблюдателями с большими
коэффициентами

Рис. 4. Графики движения БПЛА с наблюдателями с ограничен-
ной коррекцией

Таблица 3

Ïàðàìåòðû ñõîäèìîñòè îøèáîê ñëåæåíèÿ

Закон управëения
в заìкнутой систеìе (3)

Максиìаëüное абсоëþтное 
откëонение [ì] оøибок 
сëежения от нуëя, t ≥ 0

Вреìя перехоäноãо 
проöесса T [c]:

|e
1i
(t)| ≤ 0,01, t > T

Оøибка стабиëизаöии [ì]
в установивøеìся режиìе, 

t > T [c]

Управëение (19) и набëþäатеëи
с боëüøиìи коэффиöиентаìи (9) 
и (12), (16)

|e
11

(0,3)| = 0,35 4,5 |e
11

(t)| ≤ 10–3, t > 60

|e
12

(0,28)| = 1,72 14,3 |e
12

(t)| ≤ 0,6•10–3, t > 60

|e
13

(0,2)| = 8,09 54,6 |e
13

(t)| ≤ 2,1•10–3, t > 60

Управëение (31) и набëþäатеëи 
с оãрани÷енной коррекöией (9) 
и (14), (20) и (22)

|e
11

(0,27)| = 0,40 1,0 |e
11

(t)| ≤ 0,6•10–4, t > 20

|e
12

(0,37)| = 2,40 1,5 |e
12

(t)| ≤ 0,8•10–4, t > 20

|e
13

(0,17)| = 8,04 1,5 |e
13

(t)| ≤ 0,7•10–4, t > 20

Таблица 2

Ïàðàìåòðû ñõîäèìîñòè îøèáîê îöåíèâàíèÿ íàáëþäàòåëåé ñ îãðàíè÷åííîé êîððåêöèåé

i

|y
2i
(t) – v

0i
(t)| ≤ α

i
, t ≥ t

0i
|e
2i
 – z

2i
(t)| ≤ β

i
, t ≥ t

1i
|e
3i
(t) – v

i
(t)| ≤ γ, t ≥ t

2i

α
i

t
0i
 [c] β

i
t
1i
 [c] γ

i
t
2i
 [c]

1 0,01 0,40 0,01 0,51 0,05 14,04

2 0,01 0,45 0,05 0,50 0,05 14,18

3 0,01 0,37 0,01 0,49 0,05 14,15
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ìи возäействияìи боëее эффективны в разрабо-
танной сëеäящей систеìе с базовыì законоì уп-
равëения (7).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Основной резуëüтат äанной работы — проöеäу-
ры синтеза набëþäатеëей состояния и возìущений
пониженноãо поряäка новоãо типа, не требуþщие
расøирения пространства состояний построения
äинаìи÷еской ìоäеëи внеøних возìущений. Пос-
троение äанных набëþäатеëей на основе преобра-
зованных систеì существенно упрощает структуру
реãуëятора, так как оöениваниþ поäëежат сìеøан-
ные переìенные, по которыì форìируется обрат-
ная связü. Реаëизаöия разработанных аëãорит-
ìов, не требуþщих перенастройки при изìенении
внеøних возäействий, повысит функöионаëüностü
систеìы управëения БПЛА и ее наäежностü при
отказе изìеритеëüных устройств.

Рассìотрены набëþäатеëи äвух типов: с боëü-
øиìи коэффиöиентаìи и с оãрани÷енныìи, ку-
со÷но-ëинейныìи корректируþщиìи возäействи-
яìи. По резуëüтатаì сравнитеëüноãо анаëиза ìож-
но сäеëатü вывоä о тоì, ÷то, не сìотря на боëее
простуþ настройку, в систеìах с ëинейныìи об-
ратныìи связяìи öеëесообразно приìенятü на-
бëþäатеëи второãо типа, а набëþäатеëи с боëüøи-
ìи коэффиöиентаìи буäут востребованы в систе-
ìах с завеäоìо оãрани÷енныì управëениеì.
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TWO METHODS OF SYNTHESIS OF STATE AND DISTURBANCES 
OBSERVERS FOR AN UNMANNED AERIAL VEHICLE
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Abstract. As part of the synthesis of a tracking system for an unmanned aerial vehicle (UAV) un-
der the influence of external uncontrolled disturbances and incomplete measurements of the state
vector, the procedures have been developed for the synthesis of state observers and low-order dis-
turbances of a new type, which do not require the building of dynamic models of external influ-
ences. The observation subsystem includes two state observers. The first observer gives estimates
of velocities based on measurements of the UAV’s center of mass coordinates. By using measure-
ments of tracking errors, the second observer gives estimates of mixed variables (state functions,
external influences and their derivatives), on which feedback is formed directly. It is noted that im-
plementation of the algorithms developed, which do not require reconfiguration when external in-
fluences change, will increase the functionality of the UAV control system and its reliability in case
of failure of measuring devices. The effectiveness of the proposed approach to the synthesis of the
tracking system is confirmed by the results of numerical modeling. The results of modeling are pre-
sented (comparative analysis of closed systems with static feedback (assuming that all internal and
external variables are measured) and with dynamic feedback using two approaches to solving the
problem of evaluation under the influence of external disturbances: observers with large coeffi-
cients and with piecewise linear, limited corrective actions). It is shown that, despite the simpler
setup, in systems with linear feedback it is advisable to use observers of the second type, and ob-
servers with large coefficients will be in demand in systems with obviously limited control.

Keywords: unmanned aerial vehicle, tracking, block approach, state and disturbances observer, high gains,
piecewise linear functions.
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ÃÐÀÍÈÖÛ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ 
ÓÑÎÂÅÐØÅÍÑÒÂÎÂÀÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÓÞÙÅÉ ÌÎÄÅËÜÞ Â ÓÑËÎÂÈßÕ 
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ ÎÁÚÅÊÒÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
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На протяжении посëеäних 25 ëет усоверøенст-
вованное управëение (УУ) техноëоãи÷ескиìи про-
öессаìи (в ìировой практике принят терìин APC —
Advanced Process Control) явëяется оäниì из веäу-
щих направëений проìыøëенной автоìатизаöии.
Чисëо успеøных внеäрений систеì усоверøенст-
вованноãо управëения техноëоãи÷ескиìи проöес-
саìи (СУУТП) в России прибëижается к 100 и
интерес к такиì систеìаì проäоëжает расти. Ос-
новная обëастü приìенения СУУТП — нефтепе-
реработка, но успеøные внеäрения иìеþтся и в
нефтехиìии, произвоäстве уäобрений, обоãаще-
нии поëезных ископаеìых. Об успеøных внеäре-
ниях СУУТП ìожно узнатü из работ [1, 2].

Усоверøенствованное управëение охватывает
ìножество ìетоäов и поäхоäов, основанных на
äостижениях совреìенной ìатеìати÷еской теории
управëения. Наибоëüøее практи÷еское распро-
странение поëу÷иëи аëãоритìы УУ на основе про-
ãнозируþщей ìоäеëи техноëоãи÷ескиìи проöес-
саìи (Model Predictive Control — MPC) [3—6].
Поэтоìу äаëее поä терìиноì УУ буäет поäразуìе-
ватüся иìенно это направëение.

Проãнозируþщая ìоäеëü техноëоãи÷ескоãо про-
öесса (ТП) в аëãоритìах УУ необхоäиìа äëя преä-
сказания повеäения ТП в буäущеì. На кажäоì
вреìенно ´ì такте СУУТП проãнозирует повеäение
ТП и вырабатывает необхоäиìые корректируþ-
щие возäействия на ТП. Проãнозируþщая ìоäеëü
реаëизована в СУУТП в виäе ìоäеëüной ìатриöы,

Аннотация. Отìе÷ено, ÷то усоверøенствованное управëение техноëоãи÷ескиìи проöес-
саìи (ТП) вкëþ÷ает в себя øирокий спектр ìатеìати÷еских ìетоäов и проãраììно-аë-
ãоритìи÷еских среäств, приìенение которых позвоëяет повыситü рентабеëüностü про-
извоäства бëаãоäаря боëее эффективной коìпенсаöии внеøних возäействий на ТП, ав-
тоìати÷ескоìу поäбору и поääержаниþ оптиìаëüноãо режиìа. Указано, ÷то управëение
ìноãосвязныìи объектаìи на основе проãнозируþщей ìоäеëи ТП — ìаãистраëüное на-
правëение усоверøенствованноãо управëения на протяжении посëеäних 30-ти ëет. Ис-
сëеäована робастностü аëãоритìов с проãнозируþщей ìоäеëüþ по отноøениþ к то÷ности
принятой ìоäеëи. Поä «робастностüþ» пониìается возìожностü äостижения öеëи уп-
равëения в усëовиях неопреäеëенности. Сфорìирован критерий приìениìости управ-
ëения, позвоëяþщий суäитü о правиëüности работы аëãоритìа управëения. В выпоëнен-
ноì иссëеäовании ìоäеëü заäана в виäе переäато÷ной функöии ëинейноãо объекта c за-
пазäываниеì. Опреäеëены ãрани÷ные усëовия äëя параìетров переäато÷ной функöии,
наруøение которых привоäит к äестабиëизаöии объекта управëения ëибо неäостато÷но
быстроìу äостижениþ öеëи управëения. Привеäены резуëüтаты ÷исëенноãо рас÷ета трех-
ìерных обëастей параìетров ìоäеëи, внутри которых обеспе÷ивается выпоëнение кри-
терия приìениìости управëения. Даны ãраниöы актуаëüности поëу÷енных резуëüтатов.

Ключевые слова: усоверøенствованное управëение техноëоãи÷ескиì проöессоì, управëение на ос-
нове проãнозируþщей ìоäеëи, робастностü аëãоритìа усоверøенствованноãо управëения, проãно-
зируþщая ìоäеëü, переäато÷ная функöия ëинейноãо объекта, устой÷ивостü объекта управëения,
критерий приìениìости управëения, обëастü робастности.
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описываþщей äинаìи÷еские характеристики ТП.
Эëеìентаìи ìоäеëüной ìатриöы ìоãут бытü, на-
приìер, переäато÷ные функöии, описываþщие
зависиìости ìежäу управëяþщиìи и контроëиру-
еìыìи переìенныìи СУУТП. Управëяþщие пе-
реìенные (MV — от анãë. manipulated variables) —
это параìетры ТП, которыìи ìанипуëирует
СУУТП äëя поääержания контроëируеìых пере-
ìенных (СV — от анãë. controlled variables) в заäан-
ных äиапазонах иëи на заäанных зна÷ениях (ус-
тавках). Дëя иäентификаöии параìетров переäа-
то÷ных функöий разработ÷ик СУУТП приìеняет
ìатеìати÷еские ìетоäы, основанные на статисти-
÷еской обработке äанных, поëу÷енных в хоäе ис-
пытаний, реакöий ТП на ступен÷атые возäействия
(так называеìоãо поøаãовоãо тестирования).

Нереäко при иäентификаöии параìетров про-
ãнозируþщей ìоäеëи разработ÷ик СУУТП не ìо-
жет опреäеëитü то÷ное зна÷ение тоãо иëи иноãо ко-
эффиöиента переäато÷ной функöии — еìу äосту-
пен тоëüко интерваë, в преäеëах котороãо ëежит
«истинное» зна÷ение. Неопреäеëенностü зна÷ений
коэффиöиентов ìожет бытü вызвана нескоëüкиìи
фактораìи. К приìеру, на ТП возäействуþт ненаб-
ëþäаеìые возìущения, такие, как изìенения по-
ãоäных усëовий, состава сырüя, тепëотворной спо-
собности топëива и т. п. Динаìи÷еские характе-
ристики ТП ìоãут изìенятüся в зависиìости от
техноëоãи÷ескоãо режиìа. Иìеþт ìесто и поãреø-
ности изìерений. Поэтоìу разработ÷ик äëя оп-
реäеëения зна÷ений коэффиöиентов переäато÷-
ных функöий, приãоäных äëя испоëüзования в
СУУТП, прибеãает к усреäнениþ нескоëüких по-
ëу÷енных резуëüтатов. В хоäе опытной экспëуа-
таöии СУУТП зна÷ения коэффиöиентов переäа-
то÷ных функöий при необхоäиìости корректиру-
þтся.

Важное свойство аëãоритìа УУ с проãнозируþ-
щей ìоäеëüþ состоит в еãо робастности. Поä ро-
бастностüþ аëãоритìа поäразуìевается äостижение
öеëи управëения при нето÷ной проãнозируþщей
ìоäеëи ТП. В настоящей работе форìуëируется
критерий приìениìости управëения, выпоëнение
котороãо ãарантирует, с оäной стороны, устой÷и-
востü управëения, а с äруãой — äостато÷но высо-
куþ скоростü äостижения öеëи управëения. Опре-
äеëяется обëастü робастности УУ, т. е. ìакси-
ìаëüно äопустиìое расхожäение проãнозируþщей
ìоäеëи и ìоäеëи ТП, при котороì выпоëняется
критерий приìениìости. Даþтся рекоìенäаöии
по построениþ проãнозируþщей ìоäеëи ТП, в
÷астности, по уìенüøениþ неопреäеëенности вы-
бора коэффиöиентов переäато÷ной функöии внут-
ри äоверитеëüноãо интерваëа, поëу÷енноãо при
иäентификаöии ìоäеëи.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 
ÓÑÎÂÅÐØÅÍÑÒÂÎÂÀÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Рассìотриì заäа÷у УУ в сëеäуþщей постанов-
ке. Матеìати÷еская ìоäеëü ТП (объекта управëе-
ния) заäается в виäе систеìы неëинейных äиффе-
ренöиаëüных уравнений виäа

(t) = f(t, x(t), u(t)),  x(0) = x0,

ãäе x — вектор состояний разìерности n, а u — век-
тор управëения разìерности m. На коìпоненты
векторов состояний и управëения ìоãут бытü на-
ëожены оãрани÷иваþщие усëовия, наприìер, в
виäе

x
imin ≤ x

i
 ≤ x

imax,  i = 1, ..., n,

u
imin ≤ u

i
 ≤ u

imax,  j = 1, ..., m.

Буäеì с÷итатü, ÷то öеëü управëения закëþ÷ает-
ся в обеспе÷ении равенства

lim
t → ∞||x(t) – r

x
(t)|| = 0.

Зäесü заäанная векторная функöия r
x
(t) опреäе-

ëяет жеëаеìуþ äинаìику объекта. Ка÷ество управ-
ëения при этоì буäет оöениватüся посреäствоì
öеëевой функöии J(x(t), u(t)), заäанной на управ-
ëяеìых траекториях äвижения объекта. Заäа÷а
оптиìаëüноãо управëения — äости÷ü ìиниìуìа
функöионаëа J при собëþäении всех требуеìых
оãрани÷ений.

Дëя реøения заäа÷и УУ приìеняется проãно-
зируþщая ìоäеëü ТП. В СУУТП она иìеет виä ìо-
äеëüной ìатриöы, эëеìентаìи которой явëяþтся
переäато÷ные функöии. В наøеì сëу÷ае переäа-
то÷ные функöии описываþт зависиìости ìежäу
управëяþщиìи (MV) и контроëируеìыìи (CV)
переìенныìи. Приìер ìоäеëüной ìатриöы раз-
ìерности 3Ѕ3 преäставëен на рис. 1.

Аëãоритì УУ вкëþ÷ает в себя сëеäуþщие ос-
новные äействия.

1. Оöенивание вектора состояния x(t) реаëüноãо
объекта.

2. Реøение оптиìизаöионной заäа÷и J(x(t),
uпр(t), Tp

, T
c
) → min, ãäе T

p
 — ãоризонт проãнози-

рования, T
c
 — ãоризонт управëения, uпр — проãно-

зируеìое управëение.

3. Приìенение найäенноãо оптиìаëüноãо уп-
равëения в ка÷естве проãраììноãо на отрезке
t ∈ [t, t + δ], ãäе δ — интерваë äискретизаöии сис-
теìы.

4. Заìена вреìени t на t + δ и повторение опе-
раöий 1—3.

x·
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Реøение заäа÷и УУ проиëëþстрировано на
рис. 2.

В заäа÷ах УУ наибоëее распространенный виä
öеëевой функöии J — кваäрати÷ный функöионаë

J = [(x(t) – r(t))TR(x(t) – r(t)) + λ2uT(t)Qu(t)]dt,

ãäе r(t) — заäаþщий сиãнаë, R и Q — äиаãонаëüные
ìатриöы с весовыìи коэффиöиентаìи. Первое
сëаãаеìое поä интеãраëоì «øтрафует» öеëевуþ
функöиþ при откëонении от заäаþщеãо сиãнаëа.
Второе сëаãаеìое не позвоëяет соверøатü боëüøие
øаãи по управëяþщиì переìенныì.

В сëу÷ае, есëи öеëевая функöия заäана в виäе
кваäрати÷ноãо функöионаëа, а проãнозируþщая
ìоäеëü — ëинейная, заäа÷а поиска оптиìаëüноãо
управëения своäится к заäа÷е кваäрати÷ноãо про-
ãраììирования с ëинейныìи оãрани÷енияìи.

Дëя рас÷ета обëасти робастности преäставиì
заäа÷у УУ в äискретноì виäе (в такоì виäе она ре-
øается и в СУУТП):

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k],  x[0] = x0,

J[k] = w
i
(x[k + i |k] – r[k + i |k])2 +

+ r
i
Δu[k + i – 1|k]2 → ,

umin ≤ u[k + i – 1|k] ≤ umax,  i = 1, ..., c,

–Δumax ≤ Δu[k + i – 1|k] ≤ Δumax,  i = 1, ..., c,

xmin ≤ x[k + i |k] ≤ xmax,  i = 1, ..., p.

Зäесü c и p — соответственно ãоризонты управ-
ëения и проãнозирования, выраженные в ÷исëе
øаãов по вреìени; обозна÷ение x[i| j] ÷итается как
«зна÷ение х в ìоìент вреìени i, опреäеëенное в
ìоìент вреìени j».

0

∞

∫

Рис. 1. Модельная матрица технологического процесса

i 1=

p

∑

i 1=

c

∑ min
u k |k[ ] ... u k p 1|k–+[ ], ,

Рис. 2. Решение задачи усовершенствованного управления на го-
ризонтах управления и прогнозирования
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При äискретной постановке заäа÷и УУ на каж-
äоì вреìенноì такте k с у÷етоì ìоäеëüной ìат-
риöы ТП оöенивается вектор состояния x[k] на
заäанноì ãоризонте проãнозирования. Путеì ре-
øения заäа÷и ëинейно-кваäрати÷ноãо проãраì-
ìирования нахоäится оптиìаëüный вектор уп-
равëения u[k] на заäанноì ãоризонте управëения,
äоставëяþщий ìиниìуì функöионаëу J[k] и уäов-
ëетворяþщий всеì требуеìыì оãрани÷енияì. Да-
ëее найäенное оптиìаëüное управëение реаëизует-
ся на оäноì вреìенноì такте, и заäа÷а поиска ре-
øения повторяется.

2. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÏÐÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Дëя УУ пока не существует ìетоäов, позвоëя-
þщих анаëити÷ески оöенитü обëастü робастной
устой÷ивости по коэффиöиентаì проãнозируþщей
ìоäеëи. В ëитературе, оäнако, преäставëены ìно-
ãо÷исëенные рекоìенäаöии, как путеì ìоäифика-
öии иìеþщеãося неустой÷ивоãо контроëëера по-
ëу÷итü устой÷ивый [7, 8]. В настоящей работе та-
кой поäхоä рассìатриватüся не буäет, поскоëüку
öеëü иссëеäования закëþ÷ается иìенно в оöенке
робастности УУ при рассоãëасовании параìетров
ìоäеëи и ТП.

Переä теì, как расс÷итыватü обëастü робаст-
ности УУ, необхоäиìо ввести критерий приìени-
ìости, позвоëяþщий суäитü о правиëüности рабо-
ты аëãоритìа УУ. Рассìотриì оäноìерный объект
управëения, äинаìи÷еские характеристики кото-
роãо — коэффиöиенты ëинейной переäато÷ной
функöии со вреìенеì запазäывания (K, T, τ). Поä
оøибкой управëения äаëее пониìается разностü
x(t) — r(t).

Буäеì с÷итатü, ÷то критерий приìениìости
выпоëняется, есëи при сìещении заäания контро-

ëируеìой переìенной c нуëевоãо зна÷ения на ве-
ëи÷ину D:
� реøение заäа÷и УУ асиìптоти÷ески устой÷иво

и стреìится к D;
� не позäнее вреìени 10Т оøибка управëения

всеãäа не превыøает 0,05D (пятипроöентная
схоäиìостü);

� возìожное перереãуëирование не выхоäит за
опреäеëенные раìки (пятнаäöатипроöентная
сужаþщаяся воронка на вреìенной оси от 0 äо
10Т + τ) (рис. 3).
Обëастü зна÷ений коэффиöиентов переäато÷-

ной функöии, внутри которой выпоëняется крите-
рий приìениìости, буäеì называтü обëастüþ ро-
бастности аëãоритìа УУ.

Приìер управëения, äëя котороãо выпоëняется
критерий приìениìости, преäставëен на рис. 3.
Жирной ãоризонтаëüной ëинией обозна÷ена ус-
тавка (D), затухаþщей кривой — äинаìика пара-
ìетра ТП, накëонная пряìая и øтриховые ëинии
обозна÷аþт äопустиìые ãраниöы изìенения пара-
ìетра ТП, t* — вреìя попаäания зна÷ений пара-
ìетра ТП в пятипроöентнуþ «трубку».

Провериì, наскоëüко сиëüно ìожно оøибитü-
ся в коэффиöиентах переäато÷ной функöии про-
ãнозируþщей ìоäеëи без ущерба äëя стабиëüной
работы аëãоритìа УУ. Дëя этоãо провеäеì сиìу-
ëяöиþ проöесса УУ. В ка÷естве оäноìерноãо объ-
екта управëения приìеì апериоäи÷еское звено
первоãо поряäка с äобавëениеì вреìени ÷истоãо
запазäывания. Коэффиöиенты переäато÷ной функ-
öии, вообще ãоворя, ìоãут бытü произвоëüныìи.
Добавëение вреìени ÷истоãо запазäывания вносит
неëинейностü в проöесс, в связи с ÷еì построен-
ная обëастü робастности буäет зависетü от соотно-
øения T/τ. Привеäеì приìер сиìуëяöии аëãорит-
ìа УУ, при котороì äëя коэффиöиентов переäато÷-
ной функöии объекта выпоëняется соотноøение
T/τ = 1:

F(s) = e–10s.

В ка÷естве переäато÷ной функöии проãнозиру-
þщей ìоäеëи СУУТП выступит функöия

(s) = e–τ' s.

Интерваë äискретизаöии аëãоритìа УУ заäаäиì
равныì 1 ìин. Дëя öеëевой функöии выбереì вы-
ражение

J = (x[k + i |k] – r[k + i |k])2 +

+ Δu[k + i – 1|k]2.Рис. 3. Управление технологическим процессом, для которого
выполняется критерий применимости

1
10s 1+

------------------

F^ K'
T's 1+

-----------------

min
u k |k[ ] ... u k p 1|k–+[ ], , i 1=

p

∑

i 1=

c

∑
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Дëя провеäения рас÷етов быëа написана про-
ãраììа, иìитируþщая проöесс УУ c у÷етоì всех
выøепере÷исëенных усëовий. Дëя иäентифика-
öии обëасти робастности УУ в проãраììе заäава-
ëисü коэффиöиенты проãнозируþщей ìоäеëи K',
T', τ' и набëþäаëся резуëüтат управëения. Путеì
автоìати÷ескоãо перебора поäобрано 2000 зна÷е-
ний, нахоäящихся на ãраниöе обëасти робастности
УУ, а также провеäена аппроксиìаöия поëу÷ен-
ной зависиìости. В резуëüтате рас÷етов поëу÷ена
обëастü робастности УУ в трехìерноì пространст-

ве с осяìи , , , изображения которой при-

веäены на рис. 4 (рас÷ет провеäен в среäе Wolfram
Mathematical). Цифраìи 1—6 отìе÷ены ãрани÷ные
то÷ки, коорäинаты которых привеäены в табëиöе.

По совокупности всех тестов поëу÷ены интер-
ваëы äëя коэффиöиентов переäато÷ных функöий
проãнозируþщей ìоäеëи и объекта, внутри ко-
торых выпоëняется критерий приìениìости:
0,55 < K'/K < 2,3; 0,3 < T'/T < 2,2; 0,5 < τ'/τ < 1,41.

Кажäое из пере÷исëенных усëовий справеäëи-
во, тоëüко есëи зна÷ения остаëüных параìетров
поëаãаþтся то÷ныìи.

Обëастü робастности аëãоритìа УУ (сì. рис. 4)
заìетно несиììетри÷на по откëонениþ параìетра
ìоäеëи от то÷ноãо зна÷ения. Рассìотриì повеäе-

ние УУ на ãраниöах построенной обëасти робаст-
ности:
� уìенüøение коэффиöиента усиëения K в про-

ãнозируþщей ìоäеëи веäет к äестабиëизаöии
контура управëения, при этоì увеëи÷ение ко-
эффиöиента усиëения веäет тоëüко к увеëи÷е-
ниþ вреìени реãуëирования, оäнако не веäет к
äестабиëизаöии контура;

� уìенüøение вреìени реëаксаöии T в проãнози-
руþщей ìоäеëи веäет к äестабиëизаöии конту-
ра управëения, при этоì увеëи÷ение вреìени
реëаксаöии в преäеëах истинноãо зна÷ения при-
воäит к увеëи÷ениþ вреìени реãуëирования,
оäнако не веäет к äестабиëизаöии контура;

� уìенüøение иëи увеëи÷ение коэффиöиента
÷истоãо запазäывания τ веäет к äестабиëизаöии
контура управëения.

K'
K
-----

T'
T
-----

τ'
τ
----

Рис. 4. Область робастности алгоритма усовершенствование управления

Êîîðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòè ðîáàñòíîñòè

àëãîðèòìà ÓÓ

№ K T τ

1 1 22 10
2 1 10 14,1
3 2,3 10 10
4 1 3 10
5 0,55 10 10
6 1 10 5
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Важно, ÷то äëя кажäоãо коэффиöиента суще-
ствует «безопасное» направëение, в котороì воз-
ìожная оøибка привоäит к ìенüøиì посëеäстви-
яì äëя контура управëения. Как правиëо, резуëü-
татоì иäентификаöии ìоäеëи объекта явëяþтся
äоверитеëüные интерваëы äëя коэффиöиентов пе-
реäато÷ной функöии, внутри которых нахоäятся
то÷ные зна÷ения. Исхоäя из поëу÷енной обëасти
робастности, при иäентификаöии проãнозируþ-
щей ìоäеëи äëя СУУТП рекоìенäуется (в раìках
äоверитеëüноãо интерваëа) при выборе:
� коэффиöиента усиëения стреìитüся еãо ìакси-

ìизироватü;
� вреìени реëаксаöии стреìитüся это вреìя уве-

ëи÷итü;
� вреìени запазäывания стреìитüся еãо уìенü-

øитü.

3. ÃÐÀÍÈÖÛ ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÈ 
ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Как отìе÷аëосü, обëастü робастности постро-
ена при усëовии выпоëнения равенства T/τ = 1.
Проìыøëенные объекты, как правиëо, проекти-
руþтся такиì образоì, ÷тобы соотноøение T/τ
быëо не ìенüøе 1, т. е. T > τ. Это поäтвержäается
соответствуþщиì опытоì внеäрения СУУТП на
разëи÷ных произвоäствах.

Чисëенная проверка показывает, ÷то при стреì-
ëении соотноøения T/τ к бесконе÷ности обëастü
незна÷итеëüно расøиряется и при τ = 0 поëу÷ается
äвуìерная обëастü, изображенная на рис. 5.

По ìере уìенüøения T/τ обëастü робастно-
сти сужается и в преäеëе вырожäается в то÷ку:
K'/K = 1, T'/T = 1, τ'/τ = 1.

Поëу÷енные резуëüтаты актуаëüны тоëüко äëя
объектов с ëинейныìи характеристикаìи, не об-
ëаäаþщиìи неìиниìаëüно-фазовыìи характерис-
тикаìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

C 1990-х ãã. усоверøенствование управëения
стабиëüно заниìает важнуþ ниøу в проìыøëен-
ной автоìатизаöии. Еãо аëãоритìы основаны на
приìенении проãнозируþщей ìоäеëи äëя преä-
сказания повеäения техноëоãи÷ескоãо проöесса в
буäущеì. Дëя построения проãнозируþщей ìоäе-
ëи разработ÷ик систеìы усоверøенствования уп-
равëения техноëоãи÷ескоãо проöесса выпоëняет
статисти÷еский анаëиз еãо äанных, поëу÷енных во
вреìя поøаãовоãо тестирования. Рассоãëасование
ìежäу параìетраìи проãнозируþщей ìоäеëи и па-
раìетраìи техноëоãи÷ескоãо проöесса, как пра-
виëо, увеëи÷ивается со вреìенеì. Показано, ÷то
аëãоритìы усоверøенствования управëения ро-
бастны по отноøениþ к коэффиöиентаì проãно-
зируþщей ìоäеëи, ÷то позвоëяет аäекватно уп-
равëятü техноëоãи÷ескиì проöессоì äаже при за-
ìетноì рассоãëасовании. На основе построенной
обëасти робастности äаны рекоìенäаöии по иäен-
тификаöии коэффиöиентов переäато÷ных функ-
öий. Интересныì развитиеì äанной теìы ìожет
статü обобщение поëу÷енных вывоäов на ìноãо-
ìерные объекты c неìиниìаëüно-фазовыìи ха-
рактеристикаìи.
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твованного управления (t = 0)
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Abstract. It is noted that advanced process control (APC) comprises a wide variety of mathe-
matical methods and software algorithmic tools, application of which allows to increase the pro-
duction profitability through more effective compensation of external impact on the process, au-
tomatic selection and maintenance of an optimal mode. It is also noted that model predictive
control (MPC) of the multi-loop objects has been the mainstream of APC over the past 30 years.
The robustness is examined of MPC algorithms with regard to model accuracy. The term «ro-
bustness» is understood as the ability of attaining the control aim under conditions of uncertainty.
Control applicability criterion is formulated allowing to conclude about the correctness of the
control algorithm. The model in the study is specified in a form of a transfer function of a linear
object with time delay. Boundary conditions are determined for transfer function parameters, the
violation of which leads to the control object destabilization or to the sluggish control. The results
are given of the numerical calculation of 3D-domains of the model parameters, within which the
control applicability criterion is met. The validity range of the results obtained is given.

Keywords: advanced process control (APC), model predictive control (MPC), robustness of advanced con-
trol algorithm, predictive model, transfer function of linear object, stability of control object, control appli-
cability criterion, domain of robustness.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ 
Â ÑÅÒÅÂÛÕ ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÀÕ1

А.К. Еналеев

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатривается систеìа, состоящая из управ-
ëяþщеãо орãана (äаëее — öентра) и нескоëüких
поä÷иненных еìу аãентов. Заäа÷а öентра — путеì
выбора управëяþщих возäействий вëиятü на аãен-
тов, äобиваясü жеëаеìоãо их повеäения. Центр
иìеет оãрани÷еннуþ инфорìаöиþ о параìетрах
аãентов, но ìожет запраøиватü инфорìаöиþ о зна-
÷ениях этих параìетров у саìих аãентов. Аãенты,
поìиìо сообщений öентру о зна÷ениях их пара-
ìетров, выбираþт также свои состояния. Множе-
ство äопустиìых состояний аãента ìожет зависетü

от состояний некоторых äруãих аãентов. Такиì об-
разоì, состояния некоторых аãентов опреäеëяþт
ìножество äопустиìых состояний рассìатривае-
ìоãо аãента и, по существу, преäставëяþт собой
вхоäные параìетры. Такая взаиìосвязü аãентов об-
разует сетü, описываþщуþ структуру отноøений
преäøествования при выборе состояний аãентаìи.
На практике такие систеìы ìоãут описыватü про-
öессы изãотовëения äетаëей и сборки из них сëож-
ноãо изäеëия. В рассìатриваеìой äаëее ìоäеëи
буäеì преäпоëаãатü наëи÷ие интересов у аãентов,
зависящих от выбираеìых в систеìе состояний.
Ставится заäа÷а выбора öентроì ìеханизìа управ-
ëения сетüþ аãентов äëя äостижения заäанной öе-
ëи. Поä ìеханизìоì управëения пониìается сово-
купностü проöеäур пëанирования, поощрения и
øтрафов, посреäствоì выбора которых öентр воз-
äействует на интересы аãентов.

Аннотация. Рассìотрены заäа÷и построения оптиìаëüных ìеханизìов управëения сис-
теìой связанных ìежäу собой аãентов в усëовиях непоëной инфорìированности управ-
ëяþщеãо орãана (öентра) о параìетрах аãентов. Связи аãентов этой систеìы преäстав-
ëены в виäе ориентированноãо ãрафа, не соäержащеãо контуров. Аãенты иìеþт собст-
венные öеëи и переäаþт öентру инфорìаöиþ о своих параìетрах, которуþ они ìоãут
наìеренно искажатü, есëи иì это выãоäно. Центр управëяет повеäениеì аãентов. Пове-
äение аãентов закëþ÷ается в сообщении öентру инфорìаöии о своих параìетрах и вы-
боре своих состояний. От выбранноãо какиì-ëибо аãентоì состояния зависят возìож-
ности выбора состояний посëеäуþщих аãентов. Структура преäøествования аãентов
опреäеëяется заäанныì ориентированныì ãрафоì. Управëение öентра закëþ÷ается в
выборе ìеханизìа, вкëþ÷аþщеãо в свой состав проöеäуры пëанирования в виäе функ-
öий, зависящих от поëу÷енной от аãентов инфорìаöии, и систеìы стиìуëирования. Сис-
теìа стиìуëирования состоит из функöий øтрафов за откëонение состояния аãента от
пëана и функöий поощрения аãентов за выбор состояния. Построены оптиìаëüные ìе-
ханизìы, при которых аãенты не заинтересованы ìанипуëироватü сообщаеìой öентру
инфорìаöией и реаëизаöией пëанов. Опреäеëены усëовия соãëасования, обеспе÷иваþ-
щие такое повеäение аãентов без уìенüøения оптиìаëüноãо зна÷ения öеëевой функöии
öентра. Резуëüтаты иссëеäования ìоãут приìенятüся äëя управëения реаëизаöией сëож-
ных проектов иëи сборо÷ных произвоäств.

Ключевые слова: иерархия, сетевая структура, разработка ìеханизìа, оптиìизаöия, соãëасование,
равновесие, устой÷ивостü, неìанипуëируеìостü.

1
 Иссëеäование выпоëнено при ÷асти÷ной финансовой

поääержке РФФИ и ОАО «РЖД» в раìках нау÷ноãо проекта
№ 17-20-05216.

правление в социально�экономических системахУ
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Моäеëü иссëеäуется с поìощüþ терìиноëоãии,
понятий и ìетоäов теории активных систеì [1—4].
В этой теории принято называтü поä÷иненных
öентру аãентов активныìи эëеìентаìи систеìы.
Поскоëüку авторы работ [5—7] и ìноãих äруãих
пубëикаöий в раìках этой теории при рассìотре-
нии анаëоãи÷ных ìоäеëей оперируþт понятиеì
«аãент», буäеì поëüзоватüся этиì терìиноì.

Моäеëи сетевых активных систеì иссëеäова-
ëисü в работах [8, 9] äëя сëу÷ая поëной инфорìи-
рованности öентра о ìоäеëях аãентов. Дëя сëу÷ая
непоëной инфорìированности öентра заäа÷а пос-
троения оптиìаëüных коìпëексных ìеханизìов
управëения, вкëþ÷аþщих в свой состав проöеäуру
пëанирования, функöии øтрафов и поощрений,
распреäеëения общеãо фонäа поощрения ìежäу
аãентаìи äëя систеìы, в которой аãенты связаны
äруã с äруãоì тоëüко общиì фонäоì поощрения,
быëа рассìотрена в статüе [10]. Отìетиì, ÷то заäа÷и
синтеза неìанипуëируеìых ìеханизìов управëе-
ния в ìноãоаãентных активных систеìах изу÷ены
äостато÷но поëно тоëüко äëя заäа÷ распреäеëения
ресурсов и активной экспертизы [4—7, 11]. В ра-
боте [11] преäставëен поäробный обзор и анаëиз
иссëеäований в этой обëасти.

В преäëаãаеìой работе привоäится обобщение
резуëüтатов этих иссëеäований активной систеìы
при наëи÷ии техноëоãи÷еских связей ìежäу аãен-
таìи, образуþщих сетевуþ структуру без контуров.
Резуëüтаты иссëеäования ìоäеëей орãанизаöион-
ных ìеханизìов в систеìах, состоящих из аãентов,
связанных äруã с äруãоì сетевой структурой, ìоãут
бытü приìенены на практике при разработке ор-
ãанизаöионных ìеханизìов, стиìуëируþщих вы-
поëнение коìпëекса связанных ìежäу собой работ
и проектов.

1. ÌÎÄÅËÜ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

1.1. Ìîäåëü

Рассìатриваеìая ìоäеëü расøиряет и обобщает
ìоäеëи, описанные в статüях [10, 12, 13]. Пустü
систеìа состоит из öентра и n связанных ìежäу
собой аãентов, ãäе n > 1. Дëя n = 1 иссëеäование
быëо провеäено в статüях [12, 13]. Обозна÷иì y

i

состояние i-ãо аãента, которое он выбирает из

ìножества äопустиìых состояний Y
i
 = Y

i
( ), ãäе

 = y
j
, j ∈ J i, — набор состояний аãентов с ноìе-

раìи из ìножества J i. Зäесü J i — ìножество ноìе-
ров аãентов, от состояний которых зависит ìно-
жество äопустиìых состояний i-ãо аãента. Заìе-
тиì, ÷то есëи ìножество Y

i
 äопустиìых состояний

i-ãо аãента не зависит от состояний äруãих аãентов,

то J i = ∅. Рассìатриваеìая ìоäеëü систеìы взаи-

ìоäействуþщих äруã с äруãоì аãентов преäставиìа
в виäе ориентированноãо ãрафа, в котороì аãен-
таì сопоставëены верøины ãрафа, а связяì ìежäу

аãентаìи, опреäеëяеìыì ìножестваìи J i, — äуãи
этоãо ãрафа. Буäеì преäпоëаãатü, ÷то аãенты свя-
заны ìежäу собой такиì образоì, ÷то в соответс-
твуþщеì ãрафе нет контуров. Показано, ÷то в сети
без контуров ìожно так перенуìероватü и упоря-

äо÷итü верøины, ÷то j < i, есëи j ∈ J i [14]. Поэтоìу
буäеì с÷итатü, ÷то аãенты пронуìерованы так, ÷то
ìножество äопустиìых состояний i-ãо аãента ìо-
жет зависетü тоëüко от состояний аãентов с ìенü-
øиìи ноìераìи. Такая нуìераöия верøин назы-
вается правиëüной [14]. Заìетиì, ÷то в систеìе
присутствуþт аãенты, по крайней ìере аãент с но-
ìероì i = 1, ìножество äопустиìых состояний ко-
торых не зависит от состояний äруãих аãентов, и

ноìера этих аãентов равны i = 1, ..., n0, ãäе n0 < n,

и äëя i ≤ n0 иìеет ìесто J i = ∅. Буäеì называтü
эти аãенты на÷аëüныìи. В систеìе иìеþтся также
аãенты, по крайней ìере аãент с ноìероì n, от со-
стояния которых не зависит ìножество äопусти-
ìых состояний ни оäноãо аãента. Буäеì называтü
такие аãенты коне÷ныìи. Пустü ноìера этих аãен-

тов на÷инаþтся с ноìера n*, n0 ≤ n* ≤ n.

Обозна÷иì f
i
(x

i
, y

i
, r

i
) öеëевуþ функöиþ i-ãо

аãента. Зäесü x
i
 — назна÷аеìый öентроì i-ìу аãен-

ту пëан из ìножества еãо äопустиìых состояний

Y
i
 = Y

i
( ), ãäе  = (x

j
, j ∈ J i) — набор пëанов, со-

ответствуþщий набору состояний  = (y
j
, j ∈ J i),

r
i
 — параìетр, характеризуþщий i-ãо аãента, A

i
 —

ìножество äопустиìых зна÷ений параìетра r
i
,

i = 1, ..., n. Приìеì, ÷то öеëевые функöии аãентов
преäставиìы в виäе f

i
(x

i
, y

i
, r

i
) = s

i
(x

i
, y

i
) – ζ

i
(y

i
, r

i
),

ãäе ζ
i
(y

i
, r

i
) — функöии затрат аãентов при выборе

иìи состояний y
i
; s

i
(x

i
, y

i
) = σ

i
(y

i
) – χ

i
(x

i
, y

i
) — функ-

öии стиìуëирования за выбор аãентоì состояния
y
i
 при пëане x

i
. Пустü σ

i
(y

i
) — функöии поощре-

ния за выбор состояния y
i
, а χ

i
(x

i
, y

i
) — функöии

øтрафов за откëонение состояния y
i
 от пëана x

i
;

0 ≤ σ
i
(y

i
) ≤ g

i
, ãäе g

i
 — заäанный öентроì фонä по-

ощрения i-ãо аãента. Сна÷аëа буäеì с÷итатü, ÷то g
i

явëяþтся параìетраìи, а в конöе статüи рассìот-
риì расøирение заäа÷и, коãäа они явëяþтся управ-
ëенияìи öентра. Приìеì χ

i
(x

i
, y

i
) ≥ 0, χ

i
(y

i
, y

i
) = 0.

Преäпоëожиì, ÷то функöии σ
i
(y

i
) поëунепрерыв-

ны сверху, а χ
i
(x

i
, y

i
) — поëунепрерывны снизу.

Можно воспоëüзоватüся сëеäуþщей интерпре-
таöией: показатеëи состояния y

i
 характеризуþт в

некотороì соäержатеëüноì сìысëе уровенü ка÷е-
ства выпоëненных аãентоì работ ëибо некоторый

y
i

y
i

x
i

x
i

y
i
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äруãой скаëярный показатеëü эффективности аãен-
та. Поэтоìу приìеì, ÷то ìножества äопустиìых

состояний описываþтся отрезкаìи Y
i
 = Y

i
( ) =

= [ , ( )], ãäе  и  = ( ) преäставëяþт

собой соответственно нижние и верхние ãраниöы
äопустиìых зна÷ений состояний аãентов. Анаëо-
ãи÷но, преäпоëаãая, ÷то параìетр r

i
 преäставëяет

собой некоторуþ внутреннþþ обобщеннуþ харак-
теристику аãента, наприìер, показатеëü произво-

äитеëüности, приìеì r
i
 ∈ [ , ]. Зäесü инäексы

«L» и «U» озна÷аþт заäанные нижние и верхние

ãраниöы отрезка A
i
 = [ , ]. Преäпоëожиì, ÷то

функöии  = ( ) не убываþт по своиì арãу-

ìентаì.

Пустü функöии затрат ζ
i
(y

i
, r

i
) äважäы äиффе-

ренöируеìы по y
i
, äифференöируеìы по r

i
 и су-

ществуþт произвоäные (y, r) и (y, r). Преä-

поëожиì, ÷то (y, r) > 0, (y, r) > 0, (y, r) < 0,

(y, r) < 0 при всех äопустиìых зна÷ениях арãу-

ìентов. В этих неравенствах äëя простоты записи
инäекс i опущен.

Неравенства (y, r) > 0 и (y, r) > 0 свиäе-

теëüствуþт о возрастании функöии затрат и ее вы-

пукëости. Неравенство (y, r) < 0 указывает на

ìонотонностü снижения затрат по параìетру r
i
. Не-

равенство (y, r) < 0 отражает известные в ìик-

роэконоìике условия Спенса — Мирлиса и харак-
теризует упоряäо÷енностü аãентов по возìожныì
зна÷енияì параìетра r

i
, коãäа с увеëи÷ениеì r

i

снижается теìп роста затрат, связанных с увеëи-
÷ениеì y

i
.

Обозна÷иì öеëевуþ функöиþ öентра ( , ,

) = Φ
i
(x

i
, , y

i
, r

i
)/ ( , r

i
), ãäе Φ

i
(x

i
, ,

y
i
, r

i
) — показатеëü эффективности состояния y

i
 i-

ãо аãента при заäанных зна÷ениях вхоäных пока-

затеëей  и пëане x
i
, ( , r

i
) — функöии норìи-

ровки,  = (x1, ..., xn
),  = (y1, ..., yn

),  = (r1, ..., rn)

и Φ
i
(x

i
, , y

i
, r

i
) = Φ

i
(x

i
, y

i
, r

i
) при i = 1, ..., n0.

Дëя общности зäесü ввеäена зависиìостü öеëе-

вой функöии öентра от параìетров  = (r1, ..., rn).

Функöии норìировки выбираþтся öентроì, исхо-
äя из жеëания, наприìер, рассìатриватü «уäеëü-
нуþ эффективностü» по отноøениþ к ìакси-
ìаëüной эффективности при кажäоì зна÷ении
параìетра r

i
 по кажäоìу сëаãаеìоìу. Приìераìи

функöий норìировки ìоãут сëужитü ( , r
i
) =

= Φ
i
(x

i
, , x

i
, r

i
) иëи ( , r

i
) ≡ 1. В пер-

воì сëу÷ае норìируþщая функöия характеризует

ìаксиìаëüное зна÷ение составëяþщей Φ
i
(x

i
, ,

y
i
, r

i
) при безусëовноì выпоëнении пëана и из-

вестноì зна÷ении параìетра r
i
. Во второì сëу÷ае

иìееì ( , , ) = = Φ( , , ) = Φ
i
(x

i
, ,

y
i
, r

i
).

Преäпоëожиì, ÷то

Φ
i
(y

i
, , y

i
, r

i
) ≥ Φ

i
(x

i
, , y

i
, r

i
) ≥ 0. (1)

Усëовия (1) озна÷аþт наëи÷ие потерü öентра в

разìере Φ
i
(y

i
, , y

i
, r

i
) – Φ

i
(x

i
, , y

i
, r

i
) при невы-

поëнении пëана, так как еãо öеëевуþ функöиþ

ìожно преäставитü в виäе Φ
i
(x

i
, , y

i
, r

i
) = Φ

i
(y

i
, ,

y
i
, r

i
) – [Φ

i
(y

i
, , y

i
, r

i
) – Φ

i
(x

i
, , y

i
, r

i
)]. Усëовияì

(1) ìожно äатü и такуþ интерпретаöиþ: äëя заäан-
ноãо реаëизованноãо состояния y

i
 «выиãрыø» öент-

ра не уìенüøается при назна÷ении пëана x
i
 = y

i
.

Пëаны x
i
 устанавëиваþтся öентроì в соответст-

вии с некоторыìи выбранныìи иì проöеäураìи
пëанирования π

i
(•), ãäе π

i
(•) отображает ìножест-

во A в ìножество Y
i
; π

i
: A → Y

i
, ãäе A = A

i
 — äе-

картово произвеäение ìножеств A
i
. Буäеì преäпо-

ëаãатü, ÷то отображения π
i
(•) кусо÷но-непрерывны.

Набор проöеäур пëанирования x
i
 = π

i
(•) и функ-

öий стиìуëирования s
i
(x

i
, y

i
), i = 1, ..., n, опре-

äеëяет ìеханизì функöионирования μ = {π
i
(•),

s
i
(•, •)}| .

Опиøеì поряäок функöионирования систеìы
и преäпоëожения об инфорìированности öентра
и аãентов.

Аãенту с ноìероì i известно то÷ное зна÷ение
параìетра r

i
, а öентру известны тоëüко ìножества

A
i
 äопустиìых зна÷ений этих параìетров. Функ-

öионирование рассìатриваеìой активной систе-
ìы описывается сëеäуþщиì поряäкоì хоäов. На
первоì øаãе öентр выбирает ìеханизì μ и сооб-
щает еãо аãентаì, на второì øаãе аãенты сообща-
þт öентру оöенки ρ

i
 параìетров r

i
, ρ

i
 ∈ A

i
. На ос-

новании поëу÷енных оöенок ρ
i
 от всех аãентов в

соответствии с проöеäурой пëанирования öентр

назна÷ает и сообщает аãентаì пëаны x
i
 = π

i
( ), ãäе

y
i

yi
L

yi
U

y
i

yi
L

yi
U

yi
U

y
i

ri
L

ri
U

ri
L

ri
U

yi
U

yi
U

y
i

ζyr'' ζyy''

ζy' ζyy'' ζr'

ζyr''

ζy' ζyy''

ζr'

ζyr''

Φ^ x y

r
i 1 ... n, ,=
∑ y

i Φi
0

y
i

y
i

y
i Φi

0
y

i

x y r

y
i

r

Φi
0

y
i

max
xi Yi y

i
ri,( )∈

y
i Φi

0
y

i

y
i

Φ^ x y r x y r
i 1 ... n, ,=
∑ y

i

y
i

y
i

y
i

y
i

y
i

y
i

y
i

y
i

i 1=

n

∏

1
n

ρ
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 = (ρ1, ..., ρn
). Затеì аãенты в посëеäоватеëüности

хоäов, опреäеëяеìой нуìераöией аãентов и упоря-
äо÷енной сетевой структурой связей ìежäу ниìи,
выбираþт состояния y

i
, стреìясü ìаксиìизироватü

по y
i
 свои öеëевые функöии f

i
(x

i
, y

i
, r

i
), i = 1, ..., n.

Преäпоëаãается, ÷то в ìоìент принятия реøений
аãент i знает выборы, сäеëанные аãентаìи, от ко-
торых зависят еãо возìожности.

Функöиþ преäпо÷тения аãента посëе выбора

иì своеãо состояния обозна÷иì ϕ
i
(x

i
, , r

i
) =

= f
i
(x

i
, y

i
, r

i
).

Функöиþ преäпо÷тения öентра, вы÷исëяеìуþ
посëе выбора всеìи аãентаìи своих состояний,

обозна÷иì Ψμ( , ) = ( , , ), ãäе

Z μ( , ) — ìножество раöионаëüных стратеãий
аãентов при выборе состояний y. Множество

Z μ( , ) опреäеëяется сëеäуþщиì образоì.

Буäеì преäпоëаãатü выпоëнение «сëабоãо ус-
ëовия бëаãожеëатеëüности аãентов», при котороì
ìножество раöионаëüных стратеãий äëя аãентов с

ноìераìи i = 1, ..., n0 иìеет виä:

Z
i
(x

i
, r

i
) =

= (2)

а äëя аãентов с ноìераìи i = n0 + 1, ..., n при за-

äанных вхоäных состояниях  приниìает виä:

Z
i
(x

i
, , r

i
) =

= (3)

Заìетиì, ÷то на ìоìент выбора i-ì аãентоì

состояния y
i
 набор вхоäных состояний  и пëан

еìу известны. Поэтоìу выбор аãентоì состояния

y
i
 ∈ Z

i
(x

i
, , r

i
) явëяется äоìинантной стратеãией

аãента.

Бëаãожеëатеëüностü аãентов озна÷ает, ÷то из
равновыãоäных äëя аãента состояний он выберет
состояние, равное пëану. На практике öентр ìо-
жет это обеспе÷итü, выпëа÷ивая небоëüøое äопоë-
нитеëüное вознаãражäение аãенту в сëу÷ае выпоë-
нения пëана.

Множества рациональных решений агентов в се-
тевой структуре. Всëеäствие наëи÷ия связей ìежäу
аãентаìи в рассìатриваеìой сети структура ìно-
жества раöионаëüных стратеãий аãентов при выбо-
ре состояний äовоëüно сëожная и требует äетаëü-
ноãо описания. Дëя построения конструкöий, поз-
воëяþщих äатü такое описание, заìетиì, ÷то äëя
коне÷ных аãентов возìожна произвоëüная их ну-
ìераöия, на÷иная с ноìера n* и выøе, n* ≤ n. По-
этоìу буäеì рассìатриватü все перестановки но-
ìеров коне÷ных аãентов. Чисëо таких перестано-
вок равно (n – n* + 1)!

Пустü заäана некоторая перестановка коне÷ных

аãентов N * = ( , , ..., ). Рассìотриì пер-

вый коне÷ный аãент i*(1) =  в перестановке N *,

i*(1) ≥ n*. Дëя этоãо аãента опреäеëиì все ноìера

аãентов J i*(1), ÷üи состояния явëяþтся вхоäящиìи
äëя аãента i *(1). Затеì äëя всех аãентов с ноìера-

ìи из J i*(1) опреäеëиì ноìера аãентов, состояния
которых явëяþтся вхоäящиìи äëя всех аãентов из

ìножества J i*(1). Обозна÷иì соответствуþщее ìно-

жество таких аãентов L(J i*(1)). Дëя всех аãентов из

ìножества L(J i*(1)) повторяеì проöеäуру, т. е. оп-
реäеëяеì ноìера всех аãентов, ÷üи состояния
явëяþтся вхоäящиìи äëя аãентов с ноìераìи из

L(J i*(1)). В резуëüтате поëу÷аеì ноìера аãентов

L(L(J i*(1))). Проäоëжаеì выпоëнение проöеäуры
äо тех пор, пока аãенты, ÷üи состояния явëяþтся
вхоäящиìи, не окажутся на÷аëüныìи, т. е. с но-

ìераìи не боëüøе, ÷еì n0. Обозна÷иì ìножество

ноìеров этих на÷аëüных аãентов . Такиì об-

разоì, äëя аãента с ноìероì i*(1) форìируется
поäсетü исхоäной сети, опреäеëяþщая зависиìостü
состояния этоãо аãента от состояний äруãих аãен-

тов. Обозна÷иì эту поäсетü Li*(1).

Опиøеì структуру поäсети Li*(1) äëя коне÷ноãо
аãента с ноìероì i *(1), ãäе i *(1) ≥ n*. Рассìотриì

äëя поäсети Li*(1) ìножество на÷аëüных аãентов

. В соответствии с построениеì поäсети Li*(1)

в ìножество  вкëþ÷ены, бытü ìожет, не все

ноìера на÷аëüных аãентов,  ⊂ (1, ..., n0), а

тоëüко ноìера тех аãентов, состояния которых яв-
ëяþтся вхоäныìи äëя аãентов, на вхоä которых
поступаþт состояния ëиøü на÷аëüных аãентов.

Зная ìножество , построиì ìножество ноìе-

ров аãентов  = ( ) из поäсети Li*(1) та-

кое, ÷то  соäержит ноìера аãентов, соеäинен-

ных äуãаìи тоëüко с аãентаìи из ìножества .

ρ

y
i

max
yi Yi y

i
( )∈

x r inf
y Z

μ
x r,( )∈

Φ^ x y r

x r

x r

xi{ } есëи xi argmax fi xi yi ri, ,( ),
yi Yi∈

∈,

argmax fi xi yi ri, ,( ) в противноì сëу÷ае,
yi Yi∈⎩

⎪
⎨
⎪
⎧

y
i

y
i

xi{ } есëи xi arg max  fi xi yi ri, ,( ),
yi Yi y

i
( )∈

∈,

arg max  fi xi yi ri, ,( ) в противноì сëу÷ае.
yi Yi y

i
( )∈⎩

⎪
⎨
⎪
⎧

y
i

y
i
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* in* 1+

* in*
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0
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0
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0
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Сëеäуþщее ìножество  = ( , )

вкëþ÷ает в себя ноìера аãентов, соеäиненных äу-

ãаìи с аãентаìи тоëüко из ìножеств  и .

Затеì по анаëоãии строится ìножество  =

= ( , , ) и т. ä.,  =

= ( , , ..., ) äо тех пор, пока äëя

некотороãо k = k*(1) ìножество  не буäет

вкëþ÷атü в себя еäинственный ноìер коне÷ноãо

аãента, равный i*(1), т. е.  = {i*(1)}.

Рассìотриì посëеäоватеëüностü выборов аãен-

таìи состояний в поäсети Li*(1) в соответствии с

построенной структурой ìножеств ( , ,

, ..., ). Сна÷аëа зафиксируеì некоторые

состояния  ∈ Z
i
(x

i
, r

i
) äëя i ∈ , затеì äëя

аãентов с ноìераìи i ∈  фиксируеì состояния

 ∈ Z
i
(x

i
, , r

i
), ãäе  = ( , j ∈ ), за-

теì äëя аãентов с ноìераìи i ∈  фиксируеì

состояния  ∈ Z
i
(x

i
, , r

i
), ãäе  = ( ,

j ∈ ), и т. ä., пока на øаãе k* = k*(1) не заäаäиì

состояние  äëя аãента с ноìероì i*(1), уäовëет-

воряþщее усëовиþ  ∈ Z
i*(1)(xi*(1), ,

r
i*(1)), ãäе  = ( , j ∈ ). Совокуп-

ностü состояний ( , , ..., , ),

ãäе i* = i*(1), k* = k*(1), назовеì набороì раöио-
наëüных стратеãий аãентов, вхоäящих в поäсетü

Li*(1) äëя первоãо коне÷ноãо аãента с ноìероì i*(1)
из перестановки N *.

Рассìотриì второãо аãента с ноìероì i*(2) =

=  из перестановки N *. Дëя этой перестанов-

ки и коне÷ноãо аãента с ноìероì i*(2) построиì

поäсетü Li*(2) по схеìе, привеäенной выøе äëя поä-

сети Li*(1), и соответствуþщуþ совокупностü ìно-

жеств  = ( , , ..., )). Дëя

аãентов, которые принаäëежат обеиì поäсетяì,

Li*(1) и Li*(2), оставиì зна÷ения состояний, зафик-
сированных при рассìотрении набора раöионаëü-

ных стратеãий äëя поäсети Li*(1). Дëя аãентов из

ìножества Li*(2)\Li*(1), т. е. принаäëежащих поäсе-

ти Li*(2), но не вхоäящих в поäсетü Li*(1), выбереì

и зафиксируеì некоторое состояние  ∈ Z
i
(x

i
, r

i
),

есëи i ∈ , и  ∈ Z
i
(x

i
, , r

i
), есëи  =

= ( , j ∈ ), ãäе 1 ≤ k = k*(2). Такиì образоì,

ìы зафиксироваëи некоторые раöионаëüные стра-

теãии äëя поäсетей Li*(1) и Li*(2) в перестановке ко-
не÷ных аãентов N *. Затеì повторяеì описанные

операöии äëя поäсети Li*(3), в резуëüтате ÷еãо фик-
сируþтся стратеãии äëя совокупности поäсетей

Li*(1), Li*(2), Li*(3). Анаëоãи÷ные äействия äëя пос-
ëеäуþщих коне÷ных аãентов äëя перестановки N *

привоäят нас в конöе конöов к опреäеëениþ фик-
сированноãо раöионаëüноãо выбора состояний
всеìи аãентаìи всей сети в рассìатриваеìой пе-
рестановке коне÷ных аãентов. Описанный выбор

фиксированных состояний  всеìи аãентаìи се-

ти опреäеëяет некоторуþ «траекториþ» связанных
состояний. Изìеняя выбор состояний из ìножеств,
описываеìых усëовияìи (2) и (3), ìы поëу÷иì
ìножество возìожных раöионаëüных траекторий
при установëенной нуìераöии коне÷ных аãентов,
опреäеëяеìой перестановкой N *. Объеäинив ìно-
жество раöионаëüных траекторий, поëу÷енных äëя
всевозìожных перестановок коне÷ных аãентов, ìы

поëу÷иì ìножество Z( , ) всех раöионаëüных
выборов аãентаìи своих состояний. Изìеняя опи-
саннуþ фиксаöиþ раöионаëüных стратеãий аãен-
тов в раìках ìножеств, описываеìых усëовияìи (2)

и (3), поëу÷аеì ìножество ( , ) всех раöио-

наëüных выборов аãентов сети äëя заäанной пере-
становки N * коне÷ных аãентов.

Примечание 1. Обратиì вниìание на то, ÷то
äëя описания ìножества раöионаëüных стратеãий
аãентов при выборе состояний äостато÷ны ëиøü
требования коìпактности ìножеств äопустиìых
состояний аãентов. ♦

Опреäеëиì теперü выбор раöионаëüных стра-
теãий аãентов при сообщении öентру äанных о
зна÷ениях параìетров r

i
. Заìетиì, ÷то при выборе

своей стратеãии по сообщениþ оöенки ρ
i
 аãенту

не известны ни зна÷ения вхоäных состояний ,
ни зна÷ения пëанов. Дëя выбора своей стратеãии ρ

i

аãенту необхоäиìо сфорìироватü какой-ëибо про-
ãноз этих параìетров в зависиìости от стратеãий
äруãих аãентов. Даже при небоëüøоì ÷исëе аãен-
тов в рассìатриваеìой систеìе такой проãноз
становится äëя аãента труäновыпоëниìой вы÷ис-
ëитеëüной заäа÷ей. В общеì сëу÷ае это крайне ос-
ëожняет возìожностü описания ìножеств раöио-
наëüных сообщений аãентов в систеìе. Поэтоìу
öеëесообразно рассìотретü такие ìеханизìы, при
которых раöионаëüные стратеãии явëяþтся äоìи-
нантныìи, т. е. стратеãии аãентов, выбор которых
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не зависит от стратеãий äруãих аãентов. Существо-
вание таких стратеãий и эффективностü ìеханизìа
äëя них, вообще ãоворя, не о÷евиäны.

Даëее в статüе буäут рассìотрены усëовия су-
ществования равновесий в äоìинантных стратеãи-
ях, при которых кажäоìу аãенту выãоäно сообщатü
äостовернуþ инфорìаöиþ о еãо параìетре неза-
висиìо от выбора остаëüных аãентов.

Анаëоãи÷но тоìу, как ввоäиëосü усëовие бëаãо-
жеëатеëüности аãентов по отноøениþ к öентру при
выборе состояний, приìеì слабое условие благоже-
лательности аãентов при сообщении иìи в öентр
оöенок ρ

i
. Оно форìуëируется так: ρ

i
 = r

i
, есëи

r
i

∈ arg ϕ
i
(π

i
(ρ

i
, ), , r

i
) при всех äопусти-

ìых , , ãäе  = (ρ1, ..., ρi – 1, ρi + 1, ..., ρn
) —

сообщения всех аãентов, кроìе i-ãо, i = 1, ..., n,  =

= (ρ
i
, ). Это усëовие озна÷ает, ÷то есëи сообще-

ние äостоверной инфорìаöии обеспе÷ивает аãенту
не ìенüøий выиãрыø по сравнениþ с выиãрыøеì
при сообщении äруãой инфорìаöии, то аãент бу-
äет сообщатü äостовернуþ инфорìаöиþ ρ

i
 = r

i
.

Дëя ìеханизìа функöионирования μ опреäе-
ëиì показатеëü еãо эффективности

k(μ, ) = Ψμ(π( ), ), (4)

ãäе R( ) = R( , μ) — ìножество раöионаëüных стра-

теãий аãентов при выборе иìи сообщений  о па-

раìетрах . Как уже упоìинаëосü, в ка÷естве ìно-

жества R( ) рассìатривается ìножество всех äоìи-

нантных стратеãий. Понятно, ÷то есëи R( ) = ∅,
то выражение (4) теряет сìысë.

Сосреäото÷иìся на заäа÷ах построения так на-
зываеìых правиëüных ìеханизìов μ

cor
, обеспе÷ива-

þщих выпоëнение пëанов и сообщение äостовер-
ной инфорìаöии (неìанипуëируеìостü) как äоìи-

нантных стратеãий, т. е. Z μ( , ) = { } и R( ) = { }.

Дëя правиëüных ìеханизìов μ
cor

 выражение äëя

критерия эффективности существенно упрощает-
ся (по сравнениþ с выражениеì (4)):

k(μ
cor

, ) = (π( ), π( ), ). (5)

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Поставиì заäа÷у опреäеëения ìеханизìа μ*, оп-

тиìаëüноãо äëя ëþбых зна÷ений параìетров  ∈ A
при заäанноì ìножестве неопреäеëенности A. На-
зовеì ее заäа÷ей опреäеëения равноìерно опти-

ìаëüноãо ìеханизìа на ìножестве A: требуется оп-
реäеëитü ìеханизì μ* такой, ÷то

∀  ∈ A: K(μ*) ≥ k(μ, ) – ε. (6)

Как отìе÷аëосü в работах [1—6, 12, 13], привëе-
катеëüны иìенно правиëüные ìеханизìы, кото-
рые ìотивируþт аãентов выбиратü состояния, сов-
паäаþщие с пëанаìи, и сообщатü äостовернуþ ин-
форìаöиþ öентру о своих параìетрах. Обозна÷иì
ìножество таких ìеханизìов M

cor
. То, ÷то ìноже-

ство M
cor

 не пусто, показано в упоìянутых работах.

Дëя рассìатриваеìоãо сëу÷ая сетевой структуры
приìероì, показываþщиì, ÷то ìножество M

cor
 не-

пустое, сëужит заäание аãентаì фиксированных
пëанов x

i
 ∈ Y

i
 независиìо от сообщаеìых оöенок

ρ
i
 и «сиëüных» øтрафов, обеспе÷иваþщих выпоë-

нение этих пëанов.
Достоинство таких ìеханизìов состоит еще и

в тоì, ÷то критерий эффективности правиëüноãо
ìеханизìа существенно упрощается, так как вìес-
то выражения (4) äостато÷но рассìатриватü боëее
простое выражение (5). Такиì образоì, рассìат-
риваеìая заäа÷а (6) äëя ìножества правиëüных ìе-
ханизìов M

cor
 приобретает виä: опреäеëитü ìеха-

низì , такой, ÷то

∀  ∈ A: K( ) ≥ (π( ), π( ), ) – ε. (7)

Требование правиëüности ìеханизìов ìожет,
вообще ãоворя, существенно сузитü ìножество
äопустиìых ìеханизìов и привести к потеряì в
их эффективности. В связи с этиì возникает заäа-
÷а опреäеëения усëовий, которыì äоëжно уäов-
ëетворятü исхоäное ìножество M äопустиìых ìе-
ханизìов, ÷тобы выпоëняëосü соотноøение

∀  ∈ A: k(μ, ) =

= (π( ), π( ), ) = K(μ*). (8)

Отìетиì, ÷то соотноøение (8) поäразуìевает в
тоì ÷исëе опреäеëение усëовий, при которых обес-
пе÷ивается äостижиìостü ìаксиìуìа в среäней
÷асти равенства (8).

Выражение (8) озна÷ает, ÷то существует оп-
тиìаëüный на ìножестве M ìеханизì μ*, при-
наäëежащий ìножеству правиëüных ìеханизìов:
μ* ∈ M ∩ M

cor
.

Пустü ìножество M äопустиìых ìеханизìов
μ = (g(•), π(•), σ(•), χ(•, •)), ãäе g(•) = (g1(•), ..., g

n
(•)),

π(•) = (π1(•), ..., π
n
(•)), σ(•) = (σ1(•), ..., σ

n
(•)),

χ(•, •) = (χ1(•, •), ..., χ
n
(•, •)), описывается сëеäу-

þщиìи соотноøенияìи:

max
ρi Ai∈

ρ i–
y

i

ρ i–
y

i ρ i–

ρ

ρ i–

r inf
ρ R r( )∈

ρ r

r r

ρ

r

r

r

x r x r r

r Φ^ r r r

r

r sup
μ M∈

r

μcor
*

r μcor
* sup

μ Mcor∈
Φ^ r r r

r sup
μ M∈

r

max
μ M Mcor∩∈

Φ^ r r r
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— функöии поощрения уäовëетворяþт оãрани-
÷енияì

0 ≤ σ
i
(y

i
) ≤ g

i
, (9)

ãäе g
i
 — заäанные фонäы поощрения, i = 1, ..., n;

— приросты функöий øтрафов при фиксиро-
ванноì пëане оãрани÷ены «показатеëяìи ìакси-
ìаëüноãо роста øтрафов» [13]

χ
i
(x

i
, ) – χ

i
(x

i
, y

i
) ≤ u

i
(y

i
, ), (10)

ãäе u
i
(y

i
, ) — заäанные показатеëи ìаксиìаëüно-

ãо роста øтрафов, уäовëетворяþщие «неравенству

треуãоëüника», x
i
, y

i
,  ∈ Y

i
 = Y

i
( );

— проöеäуры пëанирования π
i
(•) преäставëяþт

собой кусо÷но-непрерывные отображения

π
i
: A → Y

i
( ), (11)

ãäе A = A
i
.

Постановка задачи: опреäеëитü ìеханизì μ*,
уäовëетворяþщий усëовияì (8)—(11).

2. ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÎÑÒÜ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ 
ÄËß ÑÅÒÈ ÀÃÅÍÒÎÂ

Дëя обеспе÷ения правиëüности ìеханизìов,
т. е. выпоëнения пëанов и сообщения аãентаìи
неискаженной инфорìаöии о параìетрах, требу-
ется опреäеëитü усëовия, которыì äоëжны уäов-
ëетворятü коìпоненты ìеханизìа. Такиìи усëо-
вияìи сëужат усëовия ìаксиìаëüноãо и соверøен-
ноãо соãëасования.

2.1. Ìàêñèìàëüíîå ñîãëàñîâàíèå

Усëовия ìаксиìаëüноãо соãëасования впервые
быëи рассìотрены в работах [2, 3]. Опиøеì эти ус-
ëовия äëя рассìатриваеìой сетевой ìоäеëи.

Есëи x
i
 ∈ P

i
( , r

i
) = {x

i
 ∈ Y

i
( )| f

i
(x

i
, y

i
, r

i
) ≤ f

i
(x

i
,

x
i
, r

i
), ∀y

i
 ∈ Y

i
( )} и выпоëняется привеäенное вы-

øе сëабое усëовие бëаãожеëатеëüности (2) и (3), то
i-й аãент буäет выпоëнятü назна÷аеìый еìу пëан,

y
i
 = x

i
, i = 1, ..., n. Множество P

i
( , r

i
) опреäеëяет

«выãоäные» äëя i-ãо аãента пëаны при усëовии
выбора аãентаìи с ноìераìи i = 1, ..., n – 1 «вхоä-

ных» состояний , поэтоìу P
i
( , r

i
) буäеì назы-

ватü множеством согласованных планов с интереса-

ìи аãента äëя состояний .
Чеì øире эти ìножества, теì боëüøе у öентра

возìожности назна÷итü пëан, который буäет вы-
поëнятüся. Поэтоìу усëовиеì максимального со-

гласования при заäанной öеëевой функöии аãента
называется усëовие «ìаксиìаëüноãо разìера» ìно-

жества P
i
( , r

i
), при котороì ìножество всех вы-

бираеìых i-ì аãентоì состояний буäет совпаäатü с
выпоëняеìыìи пëанаìи. Это усëовие форìуëиру-

ется так: x
i
 ∈ ( , r

i
) = Z

i
(y, r

i
, ). Ин-

äекс «MC» в обозна÷ении ìножества соãëасован-
ных пëанов озна÷ает «ìаксиìаëüное соãëасование
(анãë. maximum compatibility)».

Определение 1. Буäеì ãоворитü, ÷то систеìа
стиìуëирования аãента ìаксиìаëüно соãëасована,
есëи выпоëняется усëовие ìаксиìаëüноãо соãëа-
сования. ♦

Показано [3], ÷то äëя максимальной согласован-
ности äостато÷но выпоëнения усëовий сильной со-
гласованности äëя öеëевых функöий аãентов. Дëя
рассìатриваеìой зäесü ìоäеëи с выäеëенной функ-
öией øтрафов в öеëевой функöии аãентов это ус-
ëовие форìуëируется как требование выпоëнения
«неравенства треуãоëüника» äëя функöий øтрафов

[2, 3]: χ
i
(x

i
, ) + χ

i
( , y

i
) ≤ χ

i
(x

i
, y

i
) при всех äо-

пустиìых зна÷ениях арãуìентов.
Так как выбираеìое аãентоì состояние

∈ ( , r
i
), то выбороì пëана x

i
 =  всеãäа

ìожно, без уìенüøения зна÷ения функöии Φ
i
(x

i
,

, y
i
, r

i
) в сиëу преäпоëожения (1), обеспе÷итü вы-

бор активныì эëеìентоì состояния  = x
i
, т. е.

функöиþ преäпо÷тения öентра äостато÷но рас-

сìатриватü в обëасти опреäеëения x
i
 ∈ ( , r

i
),

а сëеäоватеëüно, äостато÷но рассìатриватü тоëüко
те проöеäуры пëанирования π

i
(•), зна÷ения кото-

рых принаäëежат ìножеству ( , ρ
i
).

Из резуëüтатов, изëоженных в статüе [13] сëе-
äует, ÷то äëя принятой ìоäеëи аãента ìножество
соãëасованных пëанов ìожно преäставитü в виäе

отрезка ( , ρ
i
) = [ , ( , ρ

i
)], и в сиëу

тоãо, ÷то Y
i
 = Y

i
( ) = [ , ( )], ãäе ( ), —

неубываþщая по всеì арãуìентаì функöия, верх-

няя ãраниöа этоãо отрезка ( , ρ
i
) явëяется не-

убываþщей функöией.

2.2. Ñîâåðøåííîå ñîãëàñîâàíèå

Усëовия сообщения äостоверной инфорìаöии
иссëеäоваëисü во ìноãих работах (сì., наприìер,
обзор в автореферате [11]). В раìках иссëеäований
по теории активных систеì такие усëовия преä-
ставëены в работах [1, 15].

Усëовия «совершенного согласования» [15] при-
ìенитеëüно к рассìатриваеìой зäесü ìоäеëи сете-
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вой структуры связей аãентов форìуëируþтся та-
киì образоì:

∀  ∈ A: ϕ
i
( ( , ), ρ

i
, ) =

= ϕ
i
(x, ρ

i
, ). (12)

Зäесü верхний инäекс PC озна÷ает аббревиату-
ру от сëовосо÷етания «perfect compatibility». В вы-

ражении (12) ( , ) обозна÷ает спеöиаëüно

поäбираеìое öентроì коìпактное ìножество пëа-
нов, не зависящее от сообщения i-ãо аãента ρ

i
. Ни-

же при построении оптиìаëüной PC-проöеäуры
пëанирования буäет осуществëятüся выбор соот-

ветствуþщеãо ìножества ( , ). Заìетиì,

÷то ìножество ( , ) ìожет зависетü от на-

бора пëанов  вìесто набора состояний  преä-

øествуþщих аãентов, поскоëüку пëаны  и выбор

состояний  также не зависят от сообщения i-ãо
аãента из-за отсутствия в рассìатриваеìой сети
контуров.

Определение 2. Буäеì называтü ( , ) со-

вершенно согласованной процедурой планирования
äëя систеìы с сетевой структурой связей аãентов,
есëи выпоëняþтся усëовия (12). ♦

Приìенение проöеäуры пëанирования, уäов-
ëетворяþщей усëовияì (12), совìестно со слабым
условием благожелательности в ìеханизìе обеспе-
÷ивает сообщение аãентаìи äостоверной инфор-
ìаöии [15]. Такиì образоì, выражение (12) опи-
сывает кëасс проöеäур пëанирования, обеспе÷и-
ваþщих сообщение неискаженной инфорìаöии, а

поäбор ìножества ( , ) опреäеëяет конк-

ретнуþ такуþ проöеäуру. Показано [15], ÷то оп-
тиìаëüная проöеäура пëанирования äëя сëу÷ая
равновесия в äоìинантных стратеãиях соäержит-
ся в ìножестве проöеäур, уäовëетворяþщих усëо-
вияì (12).

Рассìотриì теперü объеäинение усëовий ìак-
сиìаëüноãо и соверøенноãо соãëасований (MPC).
Оно выãëяäит сëеäуþщиì образоì:

∀  ∈ A: ϕ
i
( ( , ), ρ

i
, ) =

= ϕ
i
(x, ρ

i
, ). (13)

Обратиì вниìание, ÷то в выражении (13), в от-
ëи÷ие от усëовий (12), i-ìу аãенту назна÷ается
пëан, ìаксиìизируþщий еãо функöиþ преäпо÷те-

ния на ìножестве, зависящеì от еãо сообщения ρ
i
.

Этот факт äеëает необоснованныì пряìое приìе-
нение теореìы о äостато÷ности усëовия совер-
øенноãо соãëасования [15] äëя обеспе÷ения сооб-
щения аãентоì äостоверной инфорìаöии. Теì не
ìенее, äëя рассìатриваеìой зäесü ìоäеëи ниже
форìуëируется усëовие äостоверности сообщае-
ìой инфорìаöии и выпоëнения пëана.

Теорема 1. Механизм для рассматриваемой мо-
дели сетевой структуры, в котором для всех аген-
тов сети применяются MPC-процедуры планирова-
ния (13), является правильным.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Отìетиì, ÷то ìножества

( , r
i
) уäовëетворяþт соотноøениþ

( , ) ⊆ ( , ), есëи  ≤ . (14)

Справеäëивостü этоãо соотноøения, с у÷етоì приня-
тых преäпоëожений о свойствах функöий затрат аãен-
тов, непосреäственно сëеäует из ëеììы 2, äоказанной в
статüе [13].

Пустü ρ
i
 < r

i
. Сравниì ìаксиìаëüные зна÷ения öеëе-

вой функöии аãента при сообщениях ρ
i
 и r

i
. Всëеäствие

соотноøения (14) иìеет ìесто:

∀ ∈ A: ϕ
i
( ( , , ρ

i
), ρ

i
, ) =

= ϕ
i
(x, ρ

i
)  ≤

≤ ϕ
i
(x, r

i
, ) =

= ϕ
i
( ( , , r

i
), r

i
, ).

Пустü теперü ρ
i
 > r

i
, тоãäа ( , r

i
) ⊆ ( , ρ

i
).

Преäпоëожиì, ÷то Δ = ( , ρ
i
)\ ( , r

i
) ≠ ∅.

Пустü существует пëан x* ∈ Δ, такой, ÷то ϕ
i
(x*, ρ

i
, ) =

= ϕ
i
(x, ρ

i
, ). Рассìотриì ìакси-

ìаëüное зна÷ение öеëевой функöии аãента при этоì

пëане: ϕ
i
(x*, , r

i
) = f

i
(x*, , r

i
) = f

i
(x*, y

i
, r

i
).

В сиëу усëовия ìаксиìаëüной соãëасованности справеä-

ëиво  ∈ ( , r
i
), а это озна÷ает, ÷то ϕ

i
(x*, , r

i
) ≤

≤ ϕ
i
( , , r

i
). Такиì образоì, при сообщении аãентоì

äостоверной инфорìаöии r
i
 и при пëане, равноì , вы-

иãрыø аãента боëüøе, ÷еì при пëане x*. Сëеäоватеëüно
при сообщении äостоверной инфорìаöии пëан, уäов-
ëетворяþщий усëовиþ MPC, обеспе÷ивает боëüøее зна-
÷ение функöии преäпо÷тения аãента, ÷еì при завыøен-
ной оöенке ρ

i
 > r

i
. ♦
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У÷итывая совпаäение выбираеìоãо i-ì аãентоì
состояния с пëаноì, усëовие МPС ìожно перепи-
сатü также в виäе:

∀ρ ∈ A: f
i
( ( , ρ), ρ

i
) =

= f
i
(x, x, ρ

i
).

Примечание 2. Вìесто  в выражении (14)

ìожно поäставитü . Чтобы обосноватü это, рас-
сìотриì произвоëüноãо коне÷ноãо аãента i*. Пос-
коëüку äëя на÷аëüных аãентов при выпоëнении ус-
ëовий МРС ìеханизì явëяется правиëüныì, ìы,

рассìатривая аãенты с ноìераìи из ìножества 

при выпоëнении усëовий МРС, поëу÷аеì пра-
виëüный ìеханизì äëя этих аãентов. Рассужäая
анаëоãи÷но, поëу÷аеì правиëüные ìеханизìы äëя

аãентов с ноìераìи  = ( , ) и так äаëее

 = ( , , ..., ) äо тех пор, пока äëя не-

котороãо k = k* ìножество  не буäет вкëþ÷атü

в себя еäинственный ноìер коне÷ноãо аãента, рав-

ный i* т. е.  = {i*}. О÷евиäно, в этой посëеäо-

ватеëüности аãентов состояния кажäоãо аãента сов-
паäаþт с пëанаìи. ♦

Такиì образоì, усëовие МРС (13) ìожно запи-
сатü также в виäе:

∀  ∈ A: ϕ
i
( ( , ), ρ

i
, ) =

= ϕ
i
(x, ρ

i
, )

иëи ∀ρ ∈ A: f
i
( ( , ρ), ρ

i
) =

= f
i
(x, x, ρ

i
).

Дëя сëу÷ая оäноãо аãента показано [13], ÷то

проöеäуры пëанирования (•) äëя принятых

свойств функöий затрат в ìоäеëи аãента преäстав-
ëяþт собой неубываþщие функöии параìетров ρ

i

на отрезке A
i
. Этот факт переносится и на рассìат-

риваеìый сëу÷ай связанных аãентов, так как i-й

аãент не вëияет на выбор пëанов . Такиì обра-

зоì, ( , ) явëяется неубываþщей функöи-

ей параìетра ρ
i
 на отрезке A

i
.

2.3. Ñòðóêòóðà ïðàâèëüíîãî ìåõàíèçìà

Рассìотриì сëу÷ай, коãäа фонäы поощрения
g = (g1, ..., gn

) äëя всех аãентов заäаны и фиксиро-

ваны. Дëя этоãо сëу÷ая иссëеäуеì возìожностü

построения соãëасованных ìеханизìов äëя аãен-
тов посëеäоватеëüно в поряäке их нуìераöии.

Даëее буäеì преäпоëаãатü, ÷то функöии Φ
i
(y

i
, ,

y
i
, r

i
) непрерывны, не убываþт по кажäой коìпо-

ненте из  и строãо квазивоãнуты по y
i
 при всех

r
i
 ∈ A

i
.

Кажäой составëяþщей Φ
i
(x

i
, , y

i
, r

i
) öеëевой

функöии öентра поставиì в соответствие неотри-
öатеëüное ÷исëо γ

i
 и рассìотриì систеìу нера-

венств 

Φ
i
(x

i
, , x

i
, r

i
) ≥ γ

i
( , r

i
) (15)

при i = 1, ..., n, ãäе x
i
 ∈ Y

i
( ).

Пустü γ
i
 = γ

i
( , g

i
) таково, ÷то неравенство (15)

разреøиìо на ìножестве Y
i
( ) при ∀r ∈ A, тоãäа

ìножество
 
всех то÷ек (x

i
, r

i
), уäовëетворяþщих

этоìу неравенству, ìожно преäставитü в виäе:

Q
i
(γ

i
, , r

i
) = {(x

i
, r

i
)| (γ

i
, , r

i
) ≤ x

i
 ≤ (γ

i
, , r

i
),

r
i
 ∈ A

i
, x

i
 ∈ Y

i
( )},

ãäе (γ
i
, , r

i
) и (γ

i
, , r

i
) — непрерывные фун-

кöии [12, 13].

Рассìотриì функöии (γ
i
, , r

i
) = (γ

i
,

, p) и (γ
i
, , r

i
) = (γ

i
, , p), ãäе

(γ
i
, , p) = min[ (γ

i
, , p), ( , p)].

По построениþ (γ
i
, , r

i
) и (γ

i
, , r

i
) — не-

убываþщие и непрерывные по r
i
 функöии. Есëи

Q
i
(γ

i
, , r

i
) ≠ ∅, то (γ

i
, , r

i
) ≤ (γ

i
, , r

i
) при

всех r
i
 ∈ A

i
.

Обозна÷иì N
i
(γ

i
, , r

i
) ìножество неубываþ-

щих непрерывных функöий πγi( , ), отобража-

þщих ìножество A в ìножество ( , r
i
) и

уäовëетворяþщих неравенстваì (15). Множество

N
i
(γ

i
, , r

i
) ìожно преäставитü в виäе:
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i
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i
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Есëи γ1 > γ2, то N
i
(γ1, , r

i
) ⊆ N

i
(γ2, , r

i
).

Множества N
i
(γ

i
, , r

i
) опреäеëяþт äëя кажäоãо

i кëасс непрерывных неубываþщих функöий, при-

ниìаþщих зна÷ения из ìножества ( , r
i
) ⊆

⊆ [ , ( , r
i
)] и обеспе÷иваþщих äостижения

уровня γ
i
 äëя функöии Φ

i
(x

i
, x

i
, r

i
). Среäи них буäеì

выбиратü проöеäуру пëанирования, уäовëетворя-
þщуþ усëовияì MPC, т. е. приниìаþщуþ зна÷е-

ния из ìножества ( , r
i
) ∩ ( , ). Оп-

реäеëиì виä ìножества ( , ).

Пустü γ
i
 такое, ÷то N

i
(γ

i
, , r

i
) ≠ ∅. Обозна÷иì

η
i
(γ

i
, , ) = (γ

i
, , r1, ..., ri – 1, ) и вìесто

ìножества ( , ), фиãурируþщеãо в усëови-

ях соверøенноãо соãëасования (13), установиì

ìножество (γ
i
, , ) = [η

i
(γ

i
, , ), ], за-

висящее от параìетра γ
i
.

Буäеì рассìатриватü проöеäуры пëанирования
виäа

π
i
(γ

i
, , ρ

i
, ) =

= (16)

ãäе β
i
 = , есëи η

i
(γ

i
, , ρ–i

) ≥ (γ
i
, , ), ëибо

β
i
 = β

i
(γ

i
, , ) опреäеëяется из реøения урав-

нения (γ
i
, , β

i
) = η

i
(γ

i
, , ), есëи η

i
(γ

i
, , )

< (γ
i
, , ). 

По построениþ проöеäура (16) явëяется неубы-
ваþщей и непрерывной функöией по ρ

i
.

Показано [12], ÷то äëя проöеäуры пëанирова-

ния виäа (16) существует функöия (γ
i
, , x

i
), об-

ратная функöии (16), приниìаþщая зна÷ения в

ìножестве A
i
 = [ , ] и опреäеëенная по x

i
 на от-

резке [ , ( , r
i
)], за искëþ÷ениеì, бытü ìо-

жет, с÷етноãо ÷исëа то÷ек.

Рассìотриì äëя фиксированных (не зависящих
от сообщений ρ

i
) зна÷ений фонäов g = {g1, ..., gn

}

ìеханизì, вкëþ÷аþщий в свой состав проöеäуры

пëанирования, функöии øтрафов и поощрения,

уäовëетворяþщие усëовияì äопустиìости ìеха-
низìа (9)—(11) и усëовияì MPC (13).

В ка÷естве проöеäуры пëанирования этоãо ìе-

ханизìа приìеì π
i
(γ

i
, , ), опреäеëяеìуþ выра-

жениеì (16), при этоì функöии øтрафов совпаäа-

þт с показатеëяìи их ìаксиìаëüноãо роста

χ
i
(x

i
, y

i
) = u

i
(x

i
, y

i
), (17)

в ка÷естве функöии поощрения выбереì

σ
i
(x

i
) = (18)

ãäе

 = (t, (γ
i
, , t))dt ≤ g

i
. (19)

Примечание 3. В выражениях (8), (19) (t, (γ
i
,

, t)) обозна÷ает ÷астнуþ произвоäнуþ по первой

переìенной t функöии затрат i-ãо активноãо эëе-
ìента.

Теорема 2. Механизм, определяемый выражения-
ми (16)—(19), удовлетворяет условиям МРС.

Доказатеëüство тоãо, ÷то проöеäура пëанирова-

ния π
i
(γ

i
, , ) уäовëетворяет усëовияì MPC (13)

при выборе функöий øтрафов (17) и функöий по-
ощрения (18), проверяется поäстановкой в öеëе-
вые функöии аãентов и проверкой необхоäиìых и

äостато÷ных усëовий их ìаксиìуìа. Дëя сëу÷ая оä-
ноãо аãента äоказатеëüство этоãо утвержäения при-

веäено в статüе [13]. Дëя рассìатриваеìоãо зäесü
сëу÷ая нескоëüких аãентов äоказатеëüство анаëо-

ãи÷но.

В соответствии с приìе÷аниеì 2 вìесто  ìож-

но поäставитü .

Примечание 4. В выражениях (16)—(19) пара-

ìетры γ
i
 зависят от зна÷ений g

i
 из-за необхоäиìос-

ти выпоëнения усëовия (19).
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3. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ
Â ÑÈÑÒÅÌÅ Ñ ÑÅÒÅÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

3.1. Ñëó÷àé ôèêñèðîâàííûõ ôîíäîâ ïîîùðåíèÿ àãåíòîâ

Пустü фонäы поощрения g
i
 фиксированы. В этоì

сëу÷ае, о÷евиäно, из ìеханизìа искëþ÷ается про-
öеäура распреäеëения фонäа поощрения, т. е. рас-
сìатриваеìый ìеханизì вкëþ÷ает в свой состав
тоëüко проöеäуру пëанирования, систеìу функöий
øтрафов и функöий поощрения. Рассìотриì пос-
ëеäоватеëüнуþ проöеäуру форìирования опти-
ìаëüноãо ìеханизìа äëя всей систеìы, на÷иная с
первоãо аãента, в поряäке их нуìераöии.

Оптиìаëüный ìеханизì äëя сëу÷ая, коãäа öеëе-
вая функöия öентра равна тоëüко i-й составëяþ-

щей Φ
i
(x

i
, , x

i
, r

i
)/ ( , r

i
), назовеì i-оптиìаëü-

ныì ìеханизìоì. Тоãäа 1-оптиìаëüный ìеханизì
форìируется, коãäа первый аãент — еäинственный
в систеìе. Реøение такой заäа÷и поëу÷ено в рабо-
тах [12, 13].

Отìетиì, ÷то параìетр γ1 = γ1(μ1, g1) при за-

äанноì ìеханизìе μ1 зависит от разìера выäеëен-

ноãо, в рассìатриваеìоì сëу÷ае фиксированноãо,
фонäа g1. В этоì сëу÷ае 1-оптиìаëüный ìеханизì

 = (g1) преäставëяет собой реøение оптиìи-

заöионной заäа÷и

K1( ) = γ1(μ1, g1),

коãäа проöеäура пëанирования, функöии øтрафов
и поощрения опреäеëяþтся как

π1(γ1, ρ1) = 

χ1(x1, y1) = u1(x1, y1),

σ1(x1) =

= 

 = (t, (γ
i
, t))dt ≤ g1.

Зäесü M1 = M1(g1) — ìножество äопустиìых

ìеханизìов, заäанное выраженияìи (9) и (11) при
i = 1.

Механизì  явëяется правиëüныì. У÷иты-

вая, ÷то при такоì ìеханизìе аãенты ìотивиро-
ваны сообщатü äостовернуþ инфорìаöиþ и вы-

поëнятü пëаны, ρ1 = r1 и y1 =  = π1( , r1), ãäе

 — оптиìаëüное зна÷ение составëяþщей Φ1( ,

, r1)/ (r1) критерия эффективности ìеханизìа

äëя ∀r1 ∈ A1,

 = ( , g1) ≥ Φ1( , , r1)/ (r1). (20)

Затеì, зная состояние y1 =  и, сëеäоватеëüно,

зависиìостü по r2 ìножества Y2 = Y2( , r2) при

вы÷исëенноì зна÷ении , по той же схеìе опре-
äеëиì оптиìаëüный ìеханизì äëя второãо аãента
и т. ä. по инäукöии.

Дëя i-ãо аãента (i = 2, ..., n) заäа÷а опреäеëения

i-оптиìаëüноãо ìеханизìа  = (g
i
) иìеет виä:

K
i
( ) = γ

i
( , μ

i
, g

i
) (21)

при усëовиях (9)—(11), при этоì, в сиëу выпоëне-

ния усëовий MPC,  = , ãäе  = ( , j ∈ J i) —

оптиìаëüные пëаны аãентов, преäøествуþщих в

сети i-ìу аãенту, и  =  = (r
j
, j ∈ J i), M

i
 — ìно-

жество äопустиìых ìеханизìов, заäанное выраже-
нияìи (9)—(11).

По анаëоãии с выражениеì (20) обозна÷иì 

оптиìаëüное зна÷ение составëяþщей Φ
i
(x

i
, , y

i
,

r
i
)/ ( , r

i
) норìированной öеëевой функöии

öентра äëя ∀r
i
 ∈ A

i
,  = ( , g

i
) ≥ Φ

i
( , , ,

r
i
)/ ( , r

i
) при усëовии  = .

Лемма. Значения показателей эффективности

 = ( , , g
i
) при нормирующих функциях

( , r
i
) = 1 не убывают по (i) и g

i
, где (i)

— j-я коìпонента набора  входов i-го агента, i =
2, ..., n; j = 1, ..., i – 1.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Покажеì, ÷то есëи  < ,

то

 = ( , , g
i
) ≤ ( , , g

i
), (22)

ãäе  = (  при ∀s ∈ J i),  = ( , j ∈ J i,  при

∀s ∈ J
i\ j),  — оптиìаëüный ìеханизì при вхоäе ,

 — зна÷ение показатеëя эффективности при ìеханиз-

ìе  и вхоäе .
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Так как в i-оптиìаëüноì ìеханизìе äëя i-ãо аãента
проöеäура пëанирования уäовëетворяет усëовияì
МРС, то äëя нее справеäëиво выражение (13). При вхо-

äе  построение оптиìаëüной МРС-проöеäуры пëани-
рования по сути преäпоëаãает выбор в усëовиях (13)

поäìножества, ( , ), такоãо, ÷то ( , ) ∩

∩ ( , ρ
i
) ≠ ∅. Отìетиì, ÷то

( , ρ
i
) ⊆ ( , ρ

i
) (23)

поскоëüку Y
i
( ) ⊆ Y

i
( ), поэтоìу  = ( ) не

убываþт по своиì арãуìентаì. Из выражения (23) сëе-

äует, ÷то есëи ( , ) ∩ ( , ρ
i
) ≠ ∅, то

( , ) ∩ ( , ρ
i
) ≠ ∅, ãäе ( , ) =

= ( , ).

Пустü ìножество ( , ) = ( , , ) яв-

ëяется теì ìножествоì соверøенно соãëасованных пëа-
нов в усëовиях (13), при котороì выбран оптиìаëüный

ìеханизì  и, соответственно, реаëизуется зна÷ение

показатеëя эффективности . Рассìотриì это же ìно-

жество, но äëя усëовия соверøенноãо соãëасования при

вхоäе , а иìенно ∀ρ ∈ A: f
i
( ( , ), ρ

i
) =

= f
i
(x, x, ρ

i
). Так как ( , ) ∩

∩ ( , ρ
i
) ⊆ ( , ) ∩ ( , ρ

i
), то выбо-

роì ( , ) = ( , ) ∩ Y
i
( ) при вхоäе 

обеспе÷ивается ( , , g
i
) ≤ ( , , g

i
), т. е. выра-

жение (22) справеäëиво. Сëеäоватеëüно,  = ( ,

, g
i
) не убываþт по .

Неубывание функöии  = ( , , g
i
) по g

i
 сëе-

äует из выражения (19). На саìоì äеëе, при увеëи÷ении
g
i
 оãрани÷ение (19) äëя äопустиìых ìеханизìов осëаб-

ëяется. ♦

Теорема 3. Если функции Φ
i
(y

i
, , y

i
, r

i
) непре-

рывны, возрастают по y
i
 и каждой компоненте из

множества  при i = 1, ..., n* – 1, то оптимальный

механизм μ* = ( , ..., ) при фиксированных фондах

поощрения g = (g1, ..., gn
) при нормирующих функциях

( , r
i
) ≡ 1, i = 1, ..., n, определяется из последо-

вательности решения задач (21) в порядке нумера-
ции агентов. Эффективность оптимального меха-

низма K(μ*) = .

Д о к а з а т е ë ü с т в о. При заäанноì фонäе g
1
 пëан и

выбираеìое первыì аãентоì состояние не зависят от
ìеханизìа и, соответственно, от выбираеìых состояний

всех äруãих аãентов. Поэтоìу ìаксиìаëüное зна÷ение 

не зависит от выбранноãо ìеханизìа äëя посëеäуþщих
аãентов. В сиëу преäпоëожения о тоì, ÷то функöия
Φ

1
(y

1
, y

1
, r

1
) не убывает по y

1
, и свойства [13], по кото-

роìу проöеäура пëанирования x
1
 = π

1
( , ρ

1
) не убывает

по ρ
1
, при оптиìаëüноì ìеханизìе первоìу аãенту на-

зна÷аþтся ìаксиìаëüные МРС-пëаны äëя всех äопусти-
ìых ρ

1
 при заäанноì фонäе g

1
. Сëеäоватеëüно, на вхоä

посëеäуþщих аãентов поступает наибоëüøее из возìож-
ных зна÷ений x

1
 при кажäоì зна÷ении параìетра ρ

1
.

Анаëоãи÷ные рассужäения приìениìы äëя второãо аãен-

та, у÷итывая, ÷то функöии Φ
2
(x

2
, y

1
, y

2
, r

2
) и  = (y

1
)

не убываþт по своиì арãуìентаì, ìаксиìаëüное зна÷е-

ние  äостиãается при наибоëüøих зна÷ениях y
1
 = x

1
 =

= π
1
( , ρ

1
) и не зависит от выбора ìеханизìа посëеäу-

þщих аãентов. С у÷етоì тоãо, ÷то функöии Φ
i
(x

i
, , y

i
, r

i
)

и  = ( ) не убываþт по своиì арãуìентаì, про-

äоëжая поäобные рассужäения äëя i < n*, прихоäиì к
тоìу, ÷то при заäанноì фонäе g

i
 ìаксиìаëüное зна÷е-

ние  äостиãается при наибоëüøих зна÷ениях y
j
 = x

j
 =

= ( , ρ
j
), ãäе j = 1, ..., i – 1. Дëя i ≥ n* i-оптиìаëüный

ìеханизì и, соответственно, ìаксиìаëüное зна÷ение

 опреäеëяется также при ìаксиìаëüных зна÷ениях

y
j
= x

j
 = ( , ρ

j
). ♦

Примечание 5. Рассìотренный ìеханизì обëа-
äает свойствоì «стабиëüности» в проöессе функ-
öионирования систеìы в тоì сìысëе, ÷то есëи в
проöессе äеятеëüности аãентов (посëеäоватеëü-
ности выбора иìи состояний) какой-ëибо, на-
приìер, i-й аãент «не выпоëнит» пëан, y

i
 < x

i
, то

назна÷ив x
i
 = y

i
, по описанной схеìе ìожно пере-

с÷итатü оптиìаëüный правиëüный ìеханизì äëя
посëеäуþщих аãентов с ноìераìи i + 1, ..., n.

Примечание 6. Дëя варианта ( , r
i
) =

= Φ
i
(x

i
, , x

i
, r

i
) построитü оптиìаëüный

ìеханизì систеìы в виäе посëеäоватеëüноãо фор-
ìирования ìеханизìов äëя аãентов, как сфорìу-
ëировано в теореìе 2, вообще ãоворя, не уäается.

3.2. Ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ôîíäà ïîîùðåíèÿ

Рассìотриì теперü заäа÷у опреäеëения опти-
ìаëüных ìеханизìов, преäусìатриваþщих проöе-
äуру распреäеëения фонäа поощрения G. В этоì
сëу÷ае инäивиäуаëüные фонäы поощрения g

i
 аãен-

тов заäаþтся öентроì в соответствии с проöеäу-
раìи g
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(•) = (g1(•), ..., g
n
(•)) отображает ìножество A =

= A1 Ѕ А2 Ѕ ... Ѕ A
n
 в сиìпëекс, заäаваеìый нера-

венствоì

g
i
(•) ≤ G (24)

и усëовиеì неотриöатеëüности фонäов g
i
( ).

Теперü ìеханизì функöионирования μ = {g
i
(•),

π
i
(•), s

i
(•, •)}|  описывается набороì проöеäур пëа-

нирования x
i
 = π

i
(•), распреäеëениеì фонäа поощ-

рения g
i
(•) и функöияìи стиìуëирования s

i
(x

i
, y

i
),

i = 1, ..., n.

Заäа÷а нахожäения оптиìаëüноãо ìеханизìа
заäается усëовияìи (5)—(10), и äопоëнитеëüныìи
оãрани÷енияìи (24).

Вкëþ÷ение проöеäуры распреäеëения фонäов

(•) = (g1(•), ..., g
n
(•)) в состав ìеханизìа привоäит

к необхоäиìости проãнозирования аãентаìи на-
зна÷аеìых иì не тоëüко пëанов, но и фонäов по-
ощрения в зависиìости от сообщаеìых оöенок.
Есëи пëан i-ãо аãента зависит непосреäственно от

сообщаеìой иì оöенки и пëана вхоäов  преä-
øествуþщих аãентов, то выäеëяеìый i-ìу аãенту
фонä зависит уже от стратеãий всех аãентов в сети.
Проãноз i-ì аãентоì вëияния сообщаеìой инфор-

ìаöии ρ
i
 на выäеëяеìый еìу фонä g

i
( ) преäстав-

ëяет äëя аãента сëожнуþ вы÷исëитеëüнуþ заäа÷у,

а возäействие на фонä g
i
( ) от ìанипуëирования

сообщаеìой инфорìаöией ρ
i
 ìожет оказатüся пре-

небрежитеëüно ìаëыì при наëи÷ии äостато÷но
боëüøоãо ÷исëа аãентов в сети (по преäваритеëü-

ныì оöенкаì2, n > 5). Кроìе тоãо, ìанипуëирова-
ние сообщенияìи ìожет привести к назна÷ениþ
аãенту «невыãоäноãо» пëана в усëовиях МРС-пëа-
нирования. В связи с этиì приìеì гипотезу о «сла-
бом влиянии» сообщения отäеëüноãо аãента на раз-
ìер выäеëяеìоãо еìу фонäа поощрения, соãëасно
которой он при выборе своеãо сообщения не у÷и-
тывает еãо вëияние на фонä поощрения, а тоëüко
у÷итывает вëияние оöенки на назна÷аеìый еìу
пëан. Оöенка ÷исëа аãентов, при котороì право-
ìерно принятие ãипотезы сëабоãо вëияния, требу-
ет отäеëüноãо иссëеäования, но выхоäит за раìки
äанной статüи.

В этоì сëу÷ае заäа÷у распреäеëения фонäа G
ìожно свести к оптиìизаöионной заäа÷е выбора
параìетров распреäеëения g = (g1, ..., gn

) äëя рас-

сìотренноãо выøе оптиìаëüноãо ìеханизìа при
заäанноì распреäеëении фонäов. Оãрани÷иìся
рассìотрениеì иìенно этой заäа÷и: опреäеëитü

ìеханизì μ* = ( , ..., ) такой, ÷то

K(μ*(g*)) = K
i
(μi*(gi*)) = K

i
(μi*(gi)) (25)

при распреäеëении фонäов g = (g1, ..., gn
), уäовëет-

воряþщеì оãрани÷ениþ (24), ãäе gi = (g1, ..., gi – 1),

μi*(gi) = ( (g1), ..., (gi)),  = (gi) — ìеханизì

äëя i-ãо аãента, явëяþщийся реøениеì заäа÷и (21).
Из привеäенноãо выøе иссëеäования заäа÷и

построения ìеханизìов сëеäует справеäëивостü
сëеäуþщей теореìы, опреäеëяþщей реøение за-
äа÷и (25).

Теорема 4. Если выполняется гипотеза слабого
влияния, то оптимальный механизм для сетевой
структуры агентов определяется из решения задачи

K(μ*( )) = ( (μi*( )), g
i
), (26)

где ( (μi*(gi)), g
i
) — значения параметра, харак-

теризующего эффективность механизма для i-го
агента на множестве M

i
 при заданном наборе меха-

низмов μi* и заданных значениях фондов gi – 1 пред-
шествующих по нумерации агентов при условии вы-
полнения ограничения (24).

Примечание 7. Реøение заäа÷и (26), сфорìуëи-
рованной в теореìе 4, уже не преäпоëаãает ее äе-
коìпозиöиþ на посëеäоватеëüностü заäа÷ постро-
ения ìеханизìов аãентов в поряäке их нуìераöии,
как в теореìе 2.

Примечание 8. Теореìа 4 справеäëива äëя обоих

вариантов, коãäа ( , r
i
) = Φ

i
(x

i
, , x

i
, r

i
)

ëибо ( , r
i
) = 1.

Примечание 9. При выпоëнении усëовий тео-
реìы 4 иìеет ìесто инвариантностü свойства не-
ìанипуëируеìости относитеëüно изìенения таких
параìетров ìеханизìа, как фонäы стиìуëирова-
ния аãентов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Кратко пере÷исëиì основные резуëüтаты:
— поставëены заäа÷и построения оптиìаëüных

ìеханизìов (проöеäур пëанирования, систеìы сти-
ìуëирования, распреäеëения фонäов поощрения)

2 На приìерах простых ìоäеëей äëя заäа÷и распреäеëения
оãрани÷енноãо ресурса показана справеäëивостü ãипотезы сëа-
боãо вëияния сообщения отäеëüноãо активноãо эëеìента на öе-
ну ресурса при таких же коëи÷ественных оöенках ÷исëа актив-
ных эëеìентов [1].
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в сетевой структуре активной систеìы в усëовиях
непоëной инфорìированности öентра о ìоäеëях
аãентов;

— показано, ÷то оптиìаëüный ìеханизì äоста-
то÷но искатü на ìножестве МРС-ìеханизìов;

— преäëожены проöеäуры построения опти-
ìаëüных ìеханизìов в сетевой структуре в виäе
посëеäоватеëüности реøения заäа÷ соãëасно нуìе-
раöии аãентов в сети, соответствуþщей поряäку за-
висиìости ìножеств äопустиìых состояний аãен-
тов от зна÷ений вхоäов преäøествуþщих аãентов;

— описана заäа÷а распреäеëения фонäа поощ-
рения аãентов в виäе оптиìизаöионной заäа÷и на
ìножествах ëокаëüно оптиìаëüных ìеханизìов äëя
посëеäоватеëüности аãентов;

— иссëеäованы свойства ìонотонной зависи-
ìости эффективности оптиìаëüных ìеханизìов
от параìетров заäа÷.

Преäставëенные резуëüтаты ìоãут приìенятüся
при построении и анаëизе систеì орãанизаöион-
ноãо управëения коìпëексаìи нау÷но-техни÷ес-
ких разработок, в ìуëüтипроектных систеìах, äëя
обеспе÷ения функöионирования сетевых структур
сëожных произвоäственных проöессов, наприìер,
сборо÷ных произвоäств, и разработки ìеханизìов
их ресурсноãо обеспе÷ения.

Даëüнейøее развитие резуëüтатов виäится в
направëении разработки ìеханизìов управëения
в сетевых структурах, äëя которых неправоìерно
приìенение ãипотезы о сëабоì вëиянии сообща-
еìой аãентаìи инфорìаöии на выäеëяеìые иì
фонäы поощрения.
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Abstract. The paper considers the problems of optimal control mechanisms design for an inter-
connected agents system provided incomplete awareness conditions of the governing body (cent-
er) about the parameters of agents. A directed graph that does not contain contours presents the
connections of the agents in this system. Agents have their own goals and transmit information
about their parameters to the center. They can intentionally distort data if distortion is beneficial
to them. The center controls the behavior of agents. The behavior of agents is to inform the center
about their parameters and the choice of their states. The ability of subsequent agents to select
their states depends on the state selected by a preceding agent. The given directed graph deter-
mines the precedence structure of agents. The center’s management consists of choosing a mech-
anism that includes planning procedures in the form of functions that depend on the information
received from the agents and the incentive system. The incentive system consists of the functions
of fines for deviating the state of the agent from the plan and the functions of encouraging agents
for choosing the state. Optimal mechanisms are designed in accordance with which agents are
not interested in manipulating the information communicated to the center and the implemen-
tation of plans. Conditions of incentive compatibility are determined that ensure this behavior
of agents without decreasing the optimal value of the objective function of the center. The results
of the study can be useful in managing the implementation of complex projects or assembly
plants.

Keywords: hierarchy, network structure, mechanism design, optimization, coordination, equilibrium, sus-
tainability, non-manipulation.
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Книга состоит из четырех частей. В первую, обзорную, часть вошли главы, посвященные неко-

торым современным методам решения задачи устойчивости. Во второй и третьей, исследователь-

ских, частях представлены оригинальные результаты по синтезу алгоритмов параметрического ре-

гулирования задачи приведения динамических систем в устойчивое состояние, рассмотрены так-

же разнообразные задачи обеспечения условной, оптимальной и стохастической устойчивости

динамических систем с помощью надлежащей настройки их параметров; содержатся результаты

по выводу аппроксимирующих оценок вариационных и субоптимальных приближений. В прило-

жении, которое составляет четвертую, справочную, часть книги, кратко изложены основы качест-

венной теории устойчивости решений дифференциальных уравнений, важнейшие понятия, тео-

ремы и методы Ляпунова в теории устойчивости, вопросы устойчивости систем автоматического

управления и специальные вопросы теории устойчивости.

Новая книга
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ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ 
ÌÍÎÃÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÌÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌÈ 

ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ
×. 1. Äèíàìè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèîííàÿ ñèñòåìà
â ñîñòàâå îäíîãî öåíòðà è ìíîæåñòâà àãåíòîâ

М.В. Белов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Принöип соãëасованноãо управëения преäстав-
ëяет собой оäин из основных в теории активных
систем [1—4] и в теории управления организацион-
ными системами [5], при÷еì äëя сëу÷ая поëной ин-
форìированности в активных систеìах принöип
быë впервые сфорìуëирован в работах [1, 2], ãäе
быëи поëу÷ены основопоëаãаþщие резуëüтаты.

Рассìотриì объект управëения — иерархиþ
взаиìосвязанных агентов, которые образуþт ìно-
ãоуровневуþ организационную систему (ОС), поä-
систеìы которой также преäставëяþт собой ОС,
кажäая из которых — сëожная сетевая структура
[6—9].

В книãе [5] привеäен принцип декомпозиции игры
агентов, в раìках котороãо управëяþщий орãан —
центр — всеãäа ìожет (без потери эффективности)

в äетерìинированной äвухуровневой ìноãоэëе-
ìентной стати÷еской ОС приìенятü систеìу сти-
ìуëирования аãентов, при которой выбор требуе-
ìоãо äëя öентра äействия составëяет äоìинантнуþ
стратеãиþ кажäоãо аãента. В настоящей работе эта
иäея, сëеäуя изëожениþ статüи [10] обобщается на
сëу÷ай äинаìи÷еских и ìноãоуровневых äетерìи-
нированных ОС. В первой ÷асти настоящей статüи
рассìатривается äвухуровневая (öентр — аãенты)
ìноãоэëеìентная äинаìи÷еская ОС, в которой оã-
рани÷ение на совìестнуþ äеятеëüностü аãентов за-
äано в форìе техноëоãи÷еской сети (ориентиро-
ванноãо ãрафа без контуров). Дëя этой ОС строится
оптиìаëüная относитеëüно затрат öентра коìпен-
саторная (основываþщаяся на принöипе коìпен-
саöии затрат аãентов [5]) систеìа стиìуëирова-
ния, äекоìпозируþщая иãру аãентов по аãентаì и
периоäаì. Фактор äинаìики рассìатривается в

Аннотация. Рассìотрены постановка и вопросы реøения заäа÷ соãëасованноãо управ-
ëения ìноãоэëеìентныìи äинаìи÷ескиìи орãанизаöионныìи/активныìи систеìаìи
(ОС) с оãрани÷енияìи на совìестнуþ äеятеëüностü их эëеìентов в виäе техноëоãи÷еских
сетей. Рассìотрена ОС, состоящая из оäноãо öентра и ìножества поä÷иненных еìу аãен-
тов. Доказаны утвержäения о тоì, ÷то äëя ëþбой äопустиìой траектории резуëüтатов ìо-
жет бытü построена соãëасованная коìпенсаторная систеìа стиìуëирования, которая
реаëизует (как равновесие в äоìинантных стратеãиях) траекториþ äействий аãентов,
привоäящих к требуеìой траектории резуëüтатов; äекоìпозирует заäа÷у управëения по
аãентаì и по периоäаì вреìени; ãарантированно обеспе÷ивает (по всеì возìожныì
äаëüновиäностяì аãентов) ìиниìаëüные затраты управëяþщеãо орãана (öентра) на реа-
ëизаöиþ äанной траектории резуëüтатов. Показано, ÷то в таких систеìах стиìуëирова-
ния разìеры пëатежей зависят тоëüко от соответствуþщих зна÷ений функöий затрат, ко-
торые, в своþ о÷ереäü, косвенно у÷итываþт техноëоãи÷еские функöии, структуру сетей
и структуру ОС в öеëоì. Поставëена заäа÷а оптиìаëüноãо пëанирования и указан аëãо-
ритì ее реøения.

Ключевые слова: стиìуëирование, ìноãоуровневые äинаìи÷еские активные систеìы, соãëасован-
ное управëение.
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сìысëе ìноãоøаãовоãо проöесса принятия реøе-
ний, в то вреìя как äинаìика управëяеìой орãа-
низаöионной систеìы заäается техноëоãией сов-
ìестной äеятеëüности аãентов и спеöиаëüно не ис-
сëеäуется.

1. ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÅÒÅÂÎÉ 
ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Рассìотриì ìноãоэëеìентнуþ äетерìиниро-
ваннуþ äинаìи÷ескуþ орãанизаöионнуþ систеìу
[11] с оäниì öентроì и ìножествоì аãентов (обоз-
на÷иì ÷ерез N = {1, 2, ..., n} коне÷ное ìножество
аãентов, n ≥ 2). Опреäеëиì технологию совìест-
ной äеятеëüности аãентов, которуþ опиøеì сетью
G = (N, E) с правиëüной нуìераöией [12] (кото-
рая всеãäа возìожна в ãрафе без контуров), и бу-
äеì с÷итатü, ÷то аãенты поìе÷ены иìенно этиìи
ноìераìи. Верøины сети соответствуþт äей-
ствияì аãентов, а ìножество äуã E ⊆ NЅN отра-
жает «техноëоãи÷еские» связи ìежäу ниìи. Через
N(i) = {j ∈ N |( j, i) ∈ E} обозна÷иì ìножество пред-
шественников i-ãо аãента в сети G, i ∈ N. С÷итаеì,
÷то сетü иìеет ìножество входов M0 ⊆ N и еäинст-

венный выход — n-þ верøину, отëи÷аþщуþся теì,
÷то коне÷ной (наприìер, рыно÷ной) öенностüþ
обëаäает тоëüко резуëüтат äеятеëüности выхоäа се-
ти — резуëüтат äинаìи÷еской сетевой ОС в öеëоì,
который приносит öентру äохоä.

Через M
k
 обозна÷иì ìножество верøин, в ко-

торые вхоäят äуãи тоëüко из верøин, принаäëежа-
щих ìножестваì {M

j
}, j ∈ {1, ..., k – 1}; ÷исëо k на-

зовеì рангом верøины, принаäëежащей ìножест-
ву M

k
.

Рассìотриì функöионирование äанной ОС в
те÷ение t ∈ {1, 2, ..., T } периоäов äискретноãо вре-
ìени, ãäе T — горизонт времени. В периоäе t i-й
аãент выбирает и реаëизует свое действие (öеëе-
направëеннуþ активностü), которое характеризу-
ется набороì параìетров y

i
(t) ∈ Y

i
, ãäе Y

i
 — ìно-

жество возìожных зна÷ений параìетров еãо äей-
ствий, вкëþ÷аþщее в себя в ка÷естве оäноãо из
äопустиìых äействий отказ от у÷астия в ОС. Дей-
ствие i-ãо аãента (вìесте с резуëüтатаìи еãо преä-
øествеников) опреäеëяет результат еãо äеятеëü-
ности, который, в своþ о÷ереäü, описывается на-
бороì параìетров z

i
(t) ∈ Z

i
, ãäе Z

i
 — ìножество

возìожных зна÷ений параìетров еãо резуëüтатов.
Буäеì с÷итатü, ÷то Y

i
 и Z

i
 — поäìожества коне÷-

ноìерноãо евкëиäова пространства иëи некото-
роãо коне÷ноãо ìножества. В техноëоãи÷еских се-
тях ÷асто ìножества Y

i
 и Z

i
 зависят от выбора

äействий преäøественникаìи i-ãо аãента, т. е.
ìножества äопустиìых зна÷ений преäставëяþт

собой функöии от резуëüтатов еãо преäøественни-
ков Y

i
({Z

k
; k ∈ N(i)}) (ãäе N(i) — ìножество преä-

øественников i-ãо аãента), ÷то поäробно рассìат-
ривается, наприìер, в статüе [8]. Оäнако в äанной
постановке, как буäет виäно äаëее, наëи÷ие иëи
отсутствие этих зависиìостей не сказывается на
поëу÷енных резуëüтатах, поэтоìу не буäеì указы-
ватü эти зависиìости явно таì, ãäе это не приво-
äит к разно÷тенияì.

В преäеëах кажäоãо периоäа аãенты выбираþт и
выпоëняþт äействия, не вступая в коаëиöии, в
посëеäоватеëüности соответственно ноìераì в се-
ти G, собëþäая такиì образоì техноëоãиþ совìе-
стной äеятеëüности. Обозна÷иì ÷ерез y

D
(t) вектор

äействий аãентов с ноìераìи из ìножества D ⊆ N,
÷ерез z

D
(t) — вектор резуëüтатов äеятеëüности

аãентов с ноìераìи из этоãо ìножества, ÷ерез
y–i

 = (y1, ..., yi – 1, yi + 1, ..., yn
) — вектор äействий

всех аãентов, кроìе i-ãо.

Обозна÷иì  ìножество возìожных зна÷ений

äействий i-ãо аãента и еãо преäøественников в те-

÷ение периоäов , заìетиì  ⊆ (Y
i
)tЅ (Z

k
)t.

Связü резуëüтата äеятеëüности аãента с еãо äейс-
твиеì и испоëüзуеìыìи иì в проöессе этой äе-
ятеëüности резуëüтатаìи äруãих аãентов опреäеëя-

ется «технологической функцией» :  → Z
i
, т. е.

z
i
(t) = (y

i
[1*t], z

N(i)[1*t]) (зäесü и äаëее с поìо-

щüþ нотаöии ξ[1*t] обозна÷иì наборы всех зна-
÷ений веëи÷ины ξ(τ) (возìожно, ìноãоìерной)

äëя τ = ). Дëя всех i ∈ M0 иìеет ìесто N(i) = ∅,

поэтоìу поëожиì z
i
(t) = (y

i
[1*t], z0[1*t]), ãäе z0 —

известный L-ìерный вектор «входов» сети.

Сетевые структуры ОС иссëеäуþтся в работах
[6—9]; в настоящей статüе сетü заäает техноëоãи-
÷еские связи ìежäу аãентаìи, при этоì рассìат-
ривается ìноãоøаãовое выпоëнение äеятеëüности.

Заäа÷у управëения рассìотриì и реøиì в äвух
постановках, коãäа верны преäпоëожение П1 иëи
преäпоëожение П2.

Предположение П1. Центр набëþäает тоëüко

зна÷ение выхоäа сети z
n
(t), а функöии (•) вза-

иìно оäнозна÷ны относитеëüно äействий саìоãо
аãента и резуëüтатов еãо преäøественников в те-
кущеì периоäе, т. е. при заäанных резуëüтатах
äеятеëüности преäøественников аãента в теку-
щеì периоäе z

N(i)(t) (и известных y
i
[1*(t – 1)] и

z
N(i)[1*(t – 1)] в преäыäущих периоäах) текущее

äействие аãента y
i
(t) оäнозна÷но опреäеëяет ре-

Wi
t∼

1 t, Wi
t∼

k N i( )∈
∏

Qi
t

Wi
t∼

Qi
t

1 t,

Qi
t

Qi
t
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зуëüтат еãо äеятеëüности z
i
(t), и наоборот — зная

äействия y
i
[1*(t – 1)], резуëüтат äеятеëüности аãен-

та z
i
(t) и резуëüтаты еãо преäøественников z

N(i)(t),

ìожно оäнозна÷но восстановитü еãо äействие в те-
кущеì периоäе.

Предположение П2. Центр в кажäоì периоäе
набëþäает факти÷еские äействия аãентов (в этоì
периоäе).

Обсуäиì усëовия, при которых справеäëивы
преäпоëожения П1 и П2.

Прежäе всеãо отìетиì, ÷то преäпоëожение П2
äостато÷но реäко выпоëняется в сëожной прак-
ти÷еской äеятеëüности потоìу, ÷то набëþäение
äействий требует от öентра вреìенны́х затрат, срав-
ниìых с собственно выпоëнениеì äействий. Как
правиëо, вреìенно ´й ресурс управëяþщеãо öентра
существенно боëее äороãой, ÷еì соответствуþщий
ресурс управëяеìых аãентов, поэтоìу контроëü в
той иëи иной форìе обы÷но осуществëяется на
основании резуëüтатов. Непосреäственное набëþ-
äение äействий возìожно и оправäанно в сëу÷ае
äостато÷но простых и станäартизованных виäов
äеятеëüности, äопускаþщих бинарное тестирова-
ние — выпоëнены иëи нет техноëоãи÷еские требо-
вания.

Преäпоëожение П1 характеризует техноëоãи-
÷ескуþ функöиþ совìестной äеятеëüности аãен-
тов, коãäа äействие кажäоãо из них вëияет на ре-
зуëüтат такиì образоì, ÷то не ìожет бытü заìеще-
но какиì-ëибо äруãиì, т. е. техноëоãия кажäоãо
из аãентов уникаëüна в раìках ОС. Уникаëüностü
техноëоãии ìожет проявëятüся, наприìер, в тоì,
÷то äействие кажäоãо аãента ìожет реаëизовыватü-
ся тоëüко при опреäеëенных со÷етаниях резуëüта-
тов еãо преäøественников (хотя в общеì сëу÷ае
наëи÷ие связей ìежäу аãентаìи не рассìатрива-
ется как необхоäиìое усëовие уникаëüности тех-
ноëоãии кажäоãо из них). Поä аãентаìи ìоãут по-
ниìатüся как отäеëüные инäивиäы — сотруäники
преäприятий, так и öеëые орãанизаöии. В ка÷естве
соäержатеëüных приìеров ìожно привести работу
сборо÷ноãо öеха (иëи еãо у÷астка) аэрокосìи÷ес-
коãо преäприятия иëи корабëестроитеëüной вер-
фи, сооружение нефтехиìи÷ескоãо öеха иëи изãо-
товëение äетаëей, сборку из них некотороãо изäе-
ëия и еãо наëаäку.

Техноëоãия иìенно коìпëексной äеятеëüно-
сти характеризуется важной особенностüþ: каж-
äый аãент в своей äеятеëüности испоëüзует ре-
зуëüтаты преäøественников, потоìу еãо резуëüтат
явëяется боëее сëожныì объектоì, ÷еì резуëüта-
ты преäøественников (и нижестоящих поäсистеì)
и потоìу требует боëее «боãатоãо» описания. Это
объясняет рост разìерностей ìножеств возìож-
ных зна÷ений резуëüтатов аãентов по сравнениþ с

резуëüтатаìи преäøественников. Принöип ус-
ëожнения резуëüтата противопоставëяет äаннуþ
постановку заäа÷и траäиöионноìу поäхоäу к рас-
сìотрениþ ìноãоуровневых систеì [13], преäпо-
ëаãаþщеìу «аãреãирование» резуëüтатов преäøе-
ствуþщих аãентов и нижестоящих поäсистеì, ÷то
не увеëи÷ивает сëожностü (и соответственно раз-
ìерностü вектора характеристик) резуëüтата. В сëу-
÷аях, коãäа äействия аãентов не усëожняþт ре-
зуëüтат, öеëесообразно поëüзоватüся разëи÷ныìи
ìеханизìаìи стиìуëирования [15], наприìер, «те-
ореìой об иäеаëüноì аãреãировании».

Практи÷ески во всех упоìянутых сëу÷аях ìно-
жества зна÷ений возìожных äействий аãентов и
их резуëüтатов öеëесообразно с÷итатü коне÷ныìи:
аãенты выпоëняþт «типовые операöии», т. е. зна-
÷ения характеристик (возìожно, ìноãоìерных) их
äействий и резуëüтатов принаäëежат коне÷ноìу
÷исëу обëастей, внутри кажäой из которых зна÷е-
ния характеристик неразëи÷иìы с то÷ки зрения
öентра.

Рассìотриì i-ãо аãента на проìежутке вреìени
t = {1, 2, ..., T } и N(i) — ìножество еãо преäøест-
венников. Соãëасно опреäеëениþ техноëоãи÷ес-
кой функöии, привеäенноìу выøе, резуëüтат z

i
(t)

äействий i-ãо аãента (и еãо преäøественников) за-
висит от кортежа из t Ѕ (|N(i)| + 1) веëи÷ин {y

i
(τ),

z
k
(τ): τ ∈ {1, 2, ..., t}, k ∈ N(i)}, при÷еì зависиìостü

от |N(i)| + 1 из них — взаиìно-оäнозна÷ная. В сëу-
÷ае, коãäа аãенты выпоëняþт «типовые операöии»,
ìножества Y

i
 зна÷ений их возìожных äействий

коне÷ны с то÷ки зрения öентра, тоãäа и ìножества
Z

i
 зна÷ений возìожных резуëüтатов также коне÷-

ны. В этоì сëу÷ае техноëоãи÷еская функöия (•)

преäставëяет собой некоторое правиëо нуìераöии
со÷етаний {y

i
(•), z

k
(•)}, äопустиìых относитеëüно

спеöифики выпоëняеìых аãентаìи äействий.
Буäеì с÷итатü, ÷то выбор äействия y

i
(t) требует

от i-ãо аãента затрат, зависящих в общеì сëу÷ае от

äействий всех аãентов в ОС, (y
N
[1*t]) — неотри-

öатеëüные функции затрат, (•): (Y
k
)t → .

Преäëоженный виä зависиìости затрат от преäыс-
тории äействий аãентов также характерен äëя сëож-
ной практи÷еской äеятеëüности, приìеры которой
рассìотрены выøе, в ÷астности, (труäо)затраты
ãруппы сëесарей-сборщиков на ëинии коне÷ной
сборки изäеëия авиакосìи÷еской фирìы зависят
от преäыстории их äействий и äействий их сìеж-

ников1.

1 В боëüøинстве траäиöионных постановок анаëоãи÷ных
заäа÷ затраты аãента зависят от äействий не всех аãентов, а
тоëüко преäøественников. Оäнако зависиìостü «от всех» — бо-
ëее общая и не сужает поëу÷аеìые резуëüтаты.

Qi
t

ci
t

ci
t

k N∈
∏ ℜ+

1
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Тоãäа технология деятельности i-ãо аãента опи-

сывается кортежеì 〈N(i), (•), (•), t∈ {1, 2, ...,

T }〉.

Сетü G и техноëоãи÷еские функöии (•) äëя

кажäой траектории äействий y
N
[1*t] заäаþт еäинст-

веннуþ траекториþ выхоäа сети, буäеì обозна÷атü

эту траекториþ ÷ерез (y
N
[1*t]).

Есëи верно преäпоëожение П1, öентр ìожет

приìенятü (•) — неотриöатеëüные функöии сти-

мулирования i-ãо аãента в периоäе t, в ка÷естве ар-
ãуìентов которых выступаþт зна÷ения выхоäа се-

ти (z
n
[1*t]): (Z

n
)t → . В сëу÷ае справеäëивости

преäпоëожения П2 öентр ìожет приìенятü неот-
риöатеëüные функöии стиìуëирования, в ка÷естве
арãуìентов которых выступаþт набëþäаеìые иì

äействия аãентов: (y
N
[1*t]): (Y

k
)t → .

Дëя тоãо ÷тобы описатü иãру аãентов, необхо-
äиìо äоопреäеëитü поряäок функöионирования и
инфорìированностü — кто из них, коãäа и какие
реøения (из каких ìножеств) приниìает, и ÷то
кажäый знает на ìоìент принятия реøений. Бу-
äеì с÷итатü, ÷то öентр, зная сетü, техноëоãи÷еские
функöии и функöии затрат аãентов, сна÷аëа сооб-

щает иì функöии стиìуëирования { }, τ = ,

на все посëеäуþщие периоäы вреìени (öентр теì
саìыì осуществëяет «программное управление»), не
иìея возìожности ìенятü стиìуëирование в äаëü-
нейøеì. Сетü, ìножества äопустиìых äействий,
äаëüновиäности, техноëоãи÷еские функöии и фун-
кöии затрат всех аãентов в кажäоì периоäе преä-
ставëяþт собой общее знание äëя них и öентра [5].
Зная текущуþ историþ иãры (совокупностü вы-
бранных в преäыäущих периоäах äействий всех
аãентов и резуëüтатов их äеятеëüности) и функ-
öии стиìуëирования всех аãентов, посëеäние вы-
бираþт свои äействия в этоì периоäе оäнократ-
но, не вступая в коаëиöии, в посëеäоватеëüности
соответственно ноìераì в сети G, собëþäая такиì
образоì техноëоãиþ совìестной äеятеëüности.
Пустü аãенты äаëüновиäны. Выбирая äействие y

i
(t)

и проãнозируя свои äействия y
i
(τ), τ ∈ {t + 1, ..., T },

i-й аãент стреìится ìаксиìизироватü своþ öеëе-
вуþ функöиþ

F
i
({ }, τ = ; y

N
[1*T]) =

= δ
i
(t, τ) ( , y

N
[1*τ]), (1)

ãäе δ
i
(•) ≥ 0 — распреäеëение äаëüновиäностей

аãента, f
i
t(•) — öеëевая функöия аãента в периоäе t,

равная разности ìежäу вознаãражäениеì и затра-
таìи (поëу÷ение аãентоì резервной поëезности
при отказе от у÷астия в ОС у÷тено в функöиях

стиìуëирования { } — сì. äаëее соотноøения (4)

и (7)):

f
i
t( , y

N
[1*t]) =

= – (y
N
[1*t]) + 

i ∈ N,  t = .

Описаннуþ ìоäеëü — совокупностü ìножества
аãентов N (с их интересаìи и преäпо÷тенияìи), се-

ти G и набора { (•)} техноëоãи÷еских функöий —

назовеì динамической сетевой ОС (ДСОС), кото-
рая явëяется äинаìи÷ескиì обобщениеì как ìо-
äеëи сетевой активной систеìы, так и ìоäеëи «про-
извоäственных öепо÷ек» на сëу÷ай сетевой струк-
туры [6].

В äанной повторяþщейся иãре аãентов доми-
нантной стратегией i-ãо аãента (при систеìе сти-

ìуëирования { }, τ = ) назовеì [1*T ] тра-

екториþ еãо äействий такуþ, ÷то

∀y–i
[1*T ] ∈ (Y

k
)T;  ∀t1 ∈ ;  ∀t2 ∈ ;

∀s[t1*t2] ∈ ;  s[t1*t2] ≠ [t1*t2]:

F
i
({ }; { [1*T ], y–i

[1*T ]}) ≥ F
i
({ };

{ [1*(t1 – 1)], s[t1*t2], [(t2 + 1)*T ], y–i
[1*T ]}).

Доìинантная стратеãия [1*T ] обеспе÷ивает

ìаксиìуì öеëевой функöии i-ãо аãента независи-
ìо от выбора äруãих аãентов y–i

[1*T ].

Равновесием в доминантных стратегиях (РДС)
называется совокупностü äоìинантных стратеãий

всех аãентов: [1*T ] = { [1*T ], ..., [1*T ], ...,

[1*T ]}.

Сфорìуëируеì задачу стимулирования в ДСОС.

Обозна÷иì ÷ерез  вектор-функöиþ стиìуëиро-

вания аãентов из ìножества D ⊆ N в периоäе вре-

ìени t = . Рассìотриì повторяþщуþся иãру

аãентов в те÷ение периоäов от 1 äо T. Обозна÷иì

÷ерез E({ }, τ = ) ìножество траекторий

ci
t

Qi
t

Qi
t
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t
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t

σi
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1

σi
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σi
τ
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T

∑ fi
τ σi

τ

σi
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t
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σi
t
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⎨
⎧
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äействий y
N
[1*T ] — ìножество реøений иãры аãен-

тов (равновесий в ëþбоì сìысëе, наприìер, со-
верøенных по поäыãраì равновесий), реаëизуе-

ìых систеìой стиìуëирования { }.

Преäпоëожиì, ÷то öентр поëностüþ дальнови-
ден (степенü еãо äаëüновиäности равна T ) [11].
Тоãäа целевая функция ДСОС — критерий эффек-
тивности управëения (стиìуëирования) ДСОС —
преäставëяет собой разностü ìежäу äохоäоì öент-
ра и еãо суììарныìи затратаìи на стиìуëирова-
ние всех аãентов:

Ф({ }, τ = ) =

= , (2)

ãäе δ(•) ≥ 0 — распреäеëение äаëüновиäностей öен-

тра, а функöия φ(•) иìеет виä ht( ) ≥ 0 — äохоä

öентра в периоäе t:

φ( (y
N
[1*t])) = ht( (y

N
[1*t])) –

– 

Вы÷исëение ìаксиìуìа в форìуëе (2) по ìно-
жеству равновесий E(•) соответствует ãипотезе
бëаãожеëатеëüности [5]: из ìножества равновесий
E(•) аãенты выберут наибоëее выãоäное äëя öент-
ра. Есëи ãипотеза бëаãожеëатеëüности не собëþäа-
ется, сëеäует поëüзоватüся принöипоì ãарантиро-
ванноãо резуëüтата и братü ìиниìуì среäи траек-
торий, принаäëежащих ìножеству равновесий E(•).

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в построении

систеìы стиìуëирования { }, иìеþщей ìакси-

ìаëüнуþ эффективностü, т. е. обеспе÷иваþщей
ìаксиìуì öеëевой функöии öентра Ф(•):

Φ({ }) → . (3)

Зна÷ение функöионаëа Ф(•), поëу÷аеìое в ре-
зуëüтате реøения заäа÷и (3), назовеì эффектив-
ностью ДСОС.

Заäа÷а (1)—(3) не тривиаëüна — «пряìой» поиск
ее реøения не преäставëяется возìожныì. Поэто-
ìу воспоëüзуеìся свойстваìи ДСОС, позвоëяþ-
щиìи приìенитü общие теореìы о äекоìпозиöии
иãры аãентов [5, 6].

2. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÈÃÐÛ ÀÃÅÍÒÎÂ 
Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÅÒÅÂÎÉ ÎÑ

Иссëеäования реаëизуеìых в повторяþщихся
иãрах траекторий äействий аãентов сëеäуþт оäной
общей иäее (сì. обзоры резуëüтатов по так назы-
ваеìыì «нароäныì теореìаì» (folk theorem) äëя
повторяþщихся иãр в норìаëüной форìе [15—18]
и äëя иерархи÷еских иãр [19—22]), а иìенно, иäее
«äостато÷но сиëüноãо» наказания ëþбоãо аãента за
ëþбое (äаже оäнократное) откëонение от требуþ-
щеãося от неãо выбора. Отìетиì, ÷то на этой же
иäее основывается теорема Гермейера äëя иãр Г2

[23], ëежащая в основе всех заäа÷ стиìуëирования,
на÷иная, наприìер, с рассìотренной в статüе [24].
На этой же иäее базируþтся резуëüтаты о äекоì-
позиöии иãры аãентов в работах [5, 6]. Приìениì
ее äëя ДСОС.

Построиì коìпенсаторнуþ систеìу стиìуëи-
рования в ДСОС, оптиìаëüнуþ в сìысëе затрат
öентра (ìиниìизируþщуþ еãо суììарные (по пе-
риоäаì и аãентаì) затраты на стиìуëирование

аãентов — (•)) в äвух постановках, коãäа верны

преäпоëожение П1 иëи преäпоëожение П2.

Зафиксируеì некоторуþ жеëатеëüнуþ äëя öент-
ра траекториþ выхоäа сети x[1*t], траекториþ пла-
нов по результату, и траекториþ планов по дейст-
вию y

N
(x[1*t]) — набор векторов äействий аãентов,

привоäящих к траектории-выхоäу x[1*t].

При справеäëивости преäпоëожения П1 не-
сëожно показатü, ÷то äëя ëþбой осуществиìой
траектории выхоäов x[1*t] посëеäоватеëüно по
t = 1, 2, ..., T ìожет бытü построена еäинствен-
ная (!) траектория пëанов по äействияì всех аãен-
тов y

N
(x[1*t]), обеспе÷иваþщая äанный выхоä се-

ти z
n
[1*t] = x[1*t].

Обозна÷иì:

[1*t] — траектория пëанов по äействияì всех

аãентов (записü x[1*t] буäеì опускатü таì, ãäе это
не привоäит к неоäнозна÷ности);

[1*t] — траектория пëанов по äействиþ i-ãо

аãента;

(t) — t-й эëеìент траектории пëанов по äей-

ствиþ [1*t] i-ãо аãента;

Z
i
t(y) ⊆ Z

n
 — поäìножество ìножества Z

n
 воз-

ìожных выхоäов сети, кажäый эëеìент котороãо
соответствует выхоäу z

n
(t) при усëовии, ÷то i-й

аãент в t-ì периоäе выбраë äействие y, а остаëüные
аãенты — ëþбые äопустиìые äëя них äействия при

σD
τ
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τ
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ëþбых траекториях äействий y
N
[1*(t – 1)] всех

аãентов в те÷ение преäыäущих периоäов, т. е.

Z
i
t(y) = z

n
({y, y–i

(t), y
N
[1*(t – 1)]}):

∀y–i
(t) ∈ Y

k
; ∀y

N
[1*(t – 1)] ∈ (Y

k
)t – 1 ;

u
i
 > 0 — резервная полезность i-ãо аãента (выиã-

рыø аãента при отказе от у÷астия в ОС) в те÷ение
оäноãо периоäа.

Сфорìируеì функöиþ стиìуëирования äëя

кажäоãо аãента i ∈ N и t ∈ , преäпоëаãая соб-
ëþäение ãипотезы äоброжеëатеëüности:

(z
n
[1*t]) =

= (4)

С соäержатеëüной то÷ки зрения систеìа стиìу-
ëирования (4) такова, ÷то в кажäоì периоäе каж-
äоìу аãенту ãарантируется коìпенсаöия еãо фак-

ти÷еских затрат (•) и обеспе÷ение резервной по-

ëезности u
i
 в тоì сëу÷ае, есëи он выбраë требуеìое

от неãо (пëановое) äействие (t) при ëþбой об-

становке y–i
(t) = (y1(t), ..., yi – 1(t), yi + 1(t), ..., yn

(t))

иãры äëя неãо в текущеì периоäе (ëþбых факти-
÷еских äействиях äруãих аãентов) и при ëþбой ис-
тории иãры y

N
[1*(t – 1)] (ëþбой траектории äей-

ствий всех аãентов в те÷ение преäыäущих перио-
äов). В противноì сëу÷ае стиìуëирование равно
нуëþ.

Утверждение 1. Если выполнено предположение
П1, то система стимулирования (4) реализует тра-
екторию планов по действию y

N
(x[1*t]) как РДС иг-

ры агентов с минимальными затратами центра на
стимулирование. Выигрыши всех агентов в каждом
периоде в этом равновесии тождественно равны их
резервным полезностям. Затраты центра при этом

C(x[1*T ]) = δ(1, t) ( (y
N
(x[1*t])) + u

i
). (5)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì произвоëüный пе-

риоä вреìени t ∈ , зафиксируеì произвоëüный но-

ìер аãента i ∈ N. Пустü y
N
[1*(t – 1)] — некоторая история

иãры, а y
–i

(t) — некоторая обстановка иãры äëя этоãо

аãента. Рассìотриì все возìожные аëüтернативы пове-
äения i-ãо аãента.

А. Пустü в периоäе t аãент i выбраë пëановое äейст-

вие (t). Тоãäа y
N
[1*t] = { (t), y

–i
(t), y

N
[1*(t – 1)]} и

z
n
(y

N
[1*t]) ∈ Z

i

t( (t)). Соãëасно функöии стиìуëирова-

ния (4) зна÷ение еãо öеëевой функöии

f
i
( ; y

N
[1*t]; t) = (z

n
(y

N
[1*t])) – (y

N
[1*t]) =

= (y
N
[1*t]) + u

i
 – (y

N
[1*t]) = u

i
 > 0.

Б. Пустü в периоäе t аãент i отказаëся от у÷астия в ОС,

тоãäа зна÷ение еãо öеëевой функöии f
i
( ; y

N
[1*t]) =

= u
i
 > 0. Отìетиì существенностü тоãо, ÷то посëеäнее

неравенство строãое, так как есëи оба неравенства
нестроãие (u

i
 ≥ 0 и c

i
(•) ≥ 0), то из öеëевой функöии аãен-

та — сì. äаëее форìуëу (6) — посëеäует, ÷то ìножество
РДС соäержит не тоëüко «стратеãии ëþбоãо аãента, со-
стоящие из произвоëüноãо со÷етания пëановых äей-
ствий и отказа от у÷астия в ОС в кажäоì периоäе», но
и, возìожно, еще какие-то; поэтоìу необхоäиìо пот-
ребоватü, ÷тобы оäно из неравенств быëо строãиì: иëи
u
i
 > 0, иëи c

i
(•) > 0 (посëеäнее преäпоëожение — сëиø-

коì сиëüное, так как обы÷но с÷итается, ÷то при отказе
от у÷астия в ОС аãент несет нуëевые затраты).

В. Пустü в периоäе t аãент i выбраë äействие s ∈ Y
i
,

отëи÷аþщееся от пëановоãо: s ≠ (t). Тоãäа история иã-

ры такова: y
N
[1*t] = {s; y

–i
(t); y

N
[1*(t – 1)]} и z

n
(y

N
[1*t] ∉

∉ Z
i

t( (t)) (в сиëу преäпоëожения П1). Соãëасно выра-

жениþ (4), зна÷ение еãо öеëевой функöии

f
i

t( ; y
N
[1*t]) = (z

n
(y

N
[1*t])) – (y

N
[1*t]) =

= 0 – (y
N
[1*t]) ≤ 0.

Отìетиì, ÷то опöии А — В äëя кажäоãо аãента и äëя
кажäоãо периоäа t поëу÷ены независиìо от преäыäущих
и посëеäуþщих äействий кажäоãо из аãентов.

В итоãе, öеëевая функöия аãента приìет виä:

F
i
({ }; y

N
[1*T ]) =

= u
i
Δ
i
 – δ

i
(1, τ)[u

i
 + (y

N
[1*τ])], (6)

ãäе Θ
i
 — ìножество периоäов, в которых аãент у÷аст-

воваë в ОС, но откëоняëся от пëановой траектории

[1*T ], а Δ
i
 = δ

i
(1, τ).

В форìуëе (6) уìенüøаеìое u
i
Δ
i
 не зависит от выбора

аãента, а так как c
i
(•) ≥ 0, u

i
 > 0, δ

i
(•) ≥ 0, то разностü (6)

äостиãает ìаксиìуìа, коãäа ìножество Θ
i
 = ∅.

Отсþäа сëеäует, ÷то стратеãия ëþбоãо аãента, состо-
ящая из произвоëüноãо со÷етания пëановых äействий и
отказа от у÷астия в ОС в кажäоì периоäе, — äоìинан-
тная. В ÷астности, траектория выпоëнения пëанов по
äействиþ преäставëяет собой äоìинантнуþ стратеãиþ:

äëя нее Θ
i
 = ∅, тоãäа F

i
({ }; { [1*T]; y

–i
[1*T]}) = u

i
Δ
i
.

Провериì это. Рассìотриì траекториþ äействий i-ãо
аãента, коãäа на проìежутке периоäов от первоãо äо t

1
-ãо

(не вкëþ÷ая еãо) он реаëизовываë пëановые äействия

[1*(t
1
 – 1)], на проìежутке от t

1
-ãо äо t

2
-ãо периоäов

⎩
⎨
⎧

k N; k i≠∈
∏

k N∈
∏

⎭
⎬
⎫

1 T,

σi
t^

ci
t
yN zn 1*t[ ]( )( ) ui+ zn t( ) Zi

t
yi

п
t( )( ),∈,

0,                       zn t( ) Zi
t
yi

п
t( )( ).∉⎩

⎨
⎧

ci
t

yi
п

t 1=

T

∑
i 1=

n

∑ ci
t

1 T,

yi
п

yi
п

yi
п

σN
t^ σi

t^ ci
t

ci
t

ci
t

σN
t^

yi
п

yi
п

σN
t^ σi

t^ ci
t

ci
t

σN
t^

τ Θ
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∈
∑ ci

τ
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п
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приниìаë у÷астие в ОС, но реаëизовываë некоторые äей-

ствия s[t
1
*t

2
], отëи÷аþщиеся от пëана: s[t

1
*t

2
] ≠ [t

1
*t

2
],

äаëее снова сëеäоваë пëану по äействияì [(t
2
 + 1)*T].

Зна÷ение öеëевой функöии аãента при такой траек-
тории äействий соотносится с ìаксиìаëüныì зна÷ени-
еì при пëановой траектории как

F
i
({ }; { [1*(t

1
 – 1)], s[t

1
*t

2
], [(t

2
 + 1)*T ],

y
–i

[1*T]}) = u
i
Δ
i
 – δ

i
(1, τ)[u

i
 + ({ [1*(t

1
 – 1)],

s[t
1
*τ], y

–i
[1*τ]})] < u

i
Δ
i
 = F

i
({ }; { [1*T], y

–i
[1*T]}).

Анаëоãи÷но, отказ i-ãо аãента от у÷астия в ОС на ëþ-
боì проìежутке от t

1
-ãо äо t

2
-ãо периоäов не увеëи÷и-

вает зна÷ение öеëевой функöии.

Соãëасно выражениþ (6), ìаксиìаëüные зна÷ения
öеëевой функöии i-ãо аãента (u

i
Δ
i
) не зависят от äейст-

вий äруãих аãентов, поэтоìу траектория y
N
(x[1*T]), коã-

äа все аãенты сëеäуþт пëанаì по äействияì в кажäоì
периоäе, преäставëяет собой (оäно из) РДС. Тоãäа в
преäпоëожении выпоëнения ãипотезы äоброжеëатеëü-
ности все аãенты выберут y

N
(x[1*T]). Сëеäоватеëüно, сис-

теìа стиìуëирования (4) реаëизует пëановуþ траекто-
риþ — вектор äействий всех аãентов y

N
(x[1*T]) — как

РДС, при этоì суììарные затраты öентра опреäеëяþтся
по форìуëе (5).

Покажеì ÷то систеìа стиìуëирования (4) обеспе-
÷ивает затраты öентра на ìиниìаëüно возìожноì уров-
не (5) среäи всех систеì стиìуëирования, реаëизуþщих
выхоä сети x[1*T].

Пустü существует äруãая систеìа стиìуëирования

{ }, реаëизуþщая выхоä сети x[1*T] и, сëеäоватеëüно,

тот же вектор äействий аãентов y
N
(x[1*T]) и характеризу-

þщаяся строãо ìенüøиìи суììарныìи затратаìи öентра
на стиìуëирование. Тоãäа найäется по крайней ìере
оäин аãент j ∈ N, äëя котороãо хотя бы в оäноì периоäе

t ∈  выпоëнено (y
N
(x[1*t])) < (y

N
(x[1*t])) + u

j
,

т. е. зна÷ение еãо öеëевой функöии строãо ìенüøе ре-
зервной поëезности. Но тоãäа äëя этоãо аãента в такоì
периоäе öеëесообразно отказатüся от у÷астия в äанной
систеìе и поëу÷ения выиãрыøа, равноãо резервной по-
ëезности. Поëу÷аеì противоре÷ие, утвержäение 1 äока-

зано. ♦

Соäержатеëüно утвержäение 1 озна÷ает, ÷то
коìпенсаторная систеìа стиìуëирования (4) реа-
ëизует траекториþ äействий аãентов (как РДС их
иãры), привоäящих к требуеìой траектории ре-
зуëüтатов сети, äекоìпозирует заäа÷у по аãентаì
и по периоäаì и обеспе÷ивает ãарантированно
(по всеì возìожныì äаëüновиäностяì аãентов)
ìиниìаëüные затраты öентра на реаëизаöиþ тра-

ектории резуëüтатов сети. Систеìа стиìуëирова-

ния (4) при этоì такова, ÷то аãент поëу÷ает коì-

пенсаöиþ затрат и резервной поëезности, есëи

то÷но сëеäует пëану независиìо от всех остаëüных

аãентов и не поëу÷ает ни÷еãо, откëоняясü от пëа-

на. Приìеняя эту систеìу стиìуëирования, öентр

äеëает невыãоäныì äëя аãента äаже еäини÷ное от-

кëонение от пëановой траектории, независиìо от

äаëüновиäности аãента (скоëüко буäущих перио-

äов вреìени он у÷итывает, приниìая текущее ре-

øение). К тоìу же öентр «берет на себя» всþ тя-

жестü реøения заäа÷и пëанирования, в тоì ÷исëе

у÷ет взаиìовëияния реøений, приниìаеìых в раз-

ëи÷ные периоäы с у÷етоì äисконтирования и пр.

Пустü теперü выпоëнено преäпоëожение П2

(öентр набëþäает факти÷еские äействия аãентов в

кажäоì периоäе). В этоì сëу÷ае öентр ìожет фор-

ìироватü систеìу стиìуëирования, поëüзуясü сво-

ей инфорìированностüþ о äействиях аãентов, на

основе траектории пëана по äействияì.

Зафиксируеì некоторуþ жеëатеëüнуþ äëя öент-

ра траекториþ планов по действию [1*t]. Сфор-

ìируеì функöиþ стиìуëирования äëя кажäоãо i∈N

и t ∈ , преäпоëаãая справеäëивостü ãипотезы

äоброжеëатеëüности:

( [1*t]) = (7)

Доказатеëüство утвержäения 1 ìожет бытü рас-

пространено на äанный сëу÷ай с то÷ностüþ äо

обозна÷ений, поэтоìу справеäëиво

Утверждение 2. Если выполнено предположение

П2, то система стимулирования (7) реализует тра-

екторию планов по действию [1*t] как равновесие

в доминантных стратегиях игры агентов с мини-

мальными затратами центра на стимулирование.

Выигрыши всех агентов в каждом периоде в этом

равновесии тождественно равны их резервным по-

лезностям. Затраты центра при этом

C( [1*t]) = δ(1, t) ( ( [1*t]) + u
i
). ♦ (8)

Есëи ãипотеза äоброжеëатеëüности не собëþäа-

ется, то сëеäует äопоëнитü функöии стиìуëирова-

ния (4) и (7) стиìуëируþщиìи наäбавкаìи ε
i
 > 0,

которые соответствуþщиì образоì увеëи÷ат за-

траты öентра:

yi
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— есëи выпоëнено преäпоëожение П1, то:

(z
n
[1*t]) =

= 

C(x[1*T]) =

= δ(1, t) ( ( (x[1*t])) + u
i
 + ε

i
), (9)

— есëи справеäëиво преäпоëожение П2, то:

( [1*t]) = 

C( [1*T]) =

= δ(1, t) ( ( [1*t]) + u
i
 + ε

i
). (10)

В этоì сëу÷ае еäинственныì буäет РДС, в ко-
тороì все аãенты в кажäоì периоäе выбираþт тре-

буеìые от них äействия (t).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Отìетиì, ÷то в äинаìи÷еской сетевой орãани-
заöионной систеìе äëя ëþбой осуществиìой тра-
ектории резуëüтатов сети z

n
[1*T] ìожет бытü пос-

троена коìпенсаторная систеìа стиìуëирования,
опреäеëяеìая выражениеì (4) иëи (7) ((9) иëи (10))
и утвержäенияìи 1 иëи 2, которая:

— реаëизует траекториþ äействий аãентов (как
РДС их иãры), привоäящих к требуеìой траекто-
рии резуëüтатов z

n
[1*T],

— äекоìпозирует заäа÷у по аãентаì и по пери-
оäаì,

— обеспе÷ивает ãарантированно (по всеì воз-
ìожныì äаëüновиäностяì аãентов) ìиниìаëüные
затраты öентра на реаëизаöиþ траектории z

n
[1*T],

опреäеëяеìые выраженияìи (5) иëи (8).

Важно отìетитü, ÷то äекоìпозиöия заäа÷и по
аãентаì и периоäаì не отìеняет взаиìоäействий
аãентов. При собëþäении преäпоëожений П1 иëи
П2 и äруãих усëовий заäа÷и öентру уäается пост-
роитü такуþ оптиìаëüнуþ систеìу стиìуëирова-
ния ((4) иëи (7), иëи (9), иëи (10)), которая обеспе-
÷ивает равновесие в äоìинантных стратеãиях иãры
аãентов независиìо от их взаиìосвязей — техно-
ëоãии äинаìи÷еской сетевой орãанизаöионной
систеìе: структуры сети G и совокупности техно-
ëоãи÷еских функöий.

Во второй ÷асти статüи поëу÷енные резуëüтаты
буäут распространены на сëу÷ай ìноãоуровневых
ОС и неопреäеëенных затрат аãентов.
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IN DYNAMIC MULTI-AGENT SYSTEMS. 

Part 1. Contracts in Dynamic System with One Principal 
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Abstract: The formulation and solution are considered of the problems of coordinated control
of multi-element dynamic active systems (AS) with restrictions on the joint activity of their el-
ements in the form of technological networks. An AS is studied consisting of one principal and
many agents subordinate to it. It has been proved that for any admissible trajectory of results, a
coordinated compensatory incentive system can be constructed that implements (as an equilib-
rium in dominant strategies) the trajectory of the agents leading to the desired trajectory of re-
sults; decomposes the control task by agents and by time periods; provides guaranteed (for all
possible far-sighted agents) minimum costs of the governing body of the principal for the im-
plementation of this trajectory of results. It is shown that in such incentive systems, the values
of payments depend only on the corresponding values of the cost functions, which, in turn, in-
directly take into account the technological functions, network structure and AS structure as a
whole. The problem of optimal planning is posed and an algorithm for solving it is indicated.

Keywords: incentive problem, dynamic system with one principal and multiple agents, contract theory.
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ÀÍÀËÈÇ ÐÅØÅÍÈÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕ 
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ ÏÐÈ ÍÅ×ÈÑËÎÂÎÌ 

ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈÉ È ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ1

В.В. Подиновский

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Практи÷еские заäа÷и принятия реøений ÷асто
преäпоëаãаþт необхоäиìостü у÷ета неопреäеëен-
ных факторов, зна÷ения которых заранее то÷но
неизвестны. Основные, наибоëее распространен-
ные поäхоäы к анаëизу таких заäа÷ преäпоëаãаþт
построение функöии поëезности, т. е. функöии,
ìатеìати÷еское ожиäание которой ìоäеëирует
преäпо÷тения ЛПР (ëиöа, приниìаþщеãо реøе-
ние) на ìножестве распреäеëений вероятностей
на ìножестве исхоäов [1—5]. Оäнако построение
функöии поëезности — пробëеìа весüìа сëожная
и потоìу не всеãäа реøаеìая [6]. И äаже саìо äо-
пущение существования функöии поëезности яв-
ëяется äостато÷но сиëüныì, так как ìожет при-
вести к появëениþ разноãо роäа «параäоксов» —
вывоäов, не соãëасуþщихся со зäравыì сìысëоì
иëи о÷евиäно ожиäаеìых ЛПР резуëüтатов [7, 8].
С äруãой стороны, наëи÷ие функöии поëезности

преäпоëаãает, ÷то заäано (поëностüþ иëи хотя бы
÷асти÷но) распреäеëение вероятностей на ìноже-
стве зна÷ений неопреäеëенноãо фактора. Оäнако в
сëожных заäа÷ах принятия реøений соöиаëüно-
эконоìи÷ескоãо, поëити÷ескоãо и иноãо характера
объективных вероятностей обы÷но не существует
и прихоäится обращатüся к экспертныì оöенкаì.
Но, как известно, коëи÷ественные оöенки весüìа
сëожны äëя ÷еëовека, а потоìу неäостато÷но на-
äежны и ìоãут соäержатü явные оøибки [8].

Поэтоìу теорети÷еский и практи÷еский инте-
рес преäставëяет пробëеìа разработки ìетоäов
анаëиза реøений в усëовиях неопреäеëенности,
äëя реаëизаöии которых не требуþтся функöии
поëезности и коëи÷ественные вероятности. Ока-
зывается, ÷то ряä таких ìетоäов ìожно построитü
на основе резуëüтатов теории ка÷ественной важ-
ности критериев [9, 10], разработанной äëя ана-
ëиза ìноãокритериаëüных заäа÷, так как понятие
важности критериев оказывается в некоторых от-
ноøениях форìаëüно схоже с понятиеì вероят-
ности. На это обстоятеëüство ранее уже указыва-
ëосü в работах [11, 12].

Первые резуëüтаты приëожения теории важ-
ности критериев к заäа÷аì принятия реøений при

Аннотация. Отìе÷ено, ÷то практи÷еские заäа÷и принятия реøений ÷асто преäпоëаãаþт
у÷ет не поëностüþ выявëенных преäпо÷тений, а также неопреäеëенных факторов. Из-
вестные поäхоäы к анаëизу таких заäа÷ основаны на ввеäении коëи÷ественных вероят-
ностей и приìенении функöии поëезности. Оäнако это требует поëу÷ения äостато÷но
сëожной и потоìу ненаäежной и не всеãäа äоступной инфорìаöии. В настоящей статüе
преäëожены ìетоäы анаëиза реøений в усëовиях неопреäеëенности, äëя реаëизаöии ко-
торых не требуþтся функöии поëезности и коëи÷ественные вероятности. Они основаны
на иäеях и резуëüтатах теории важности критериев в ìноãокритериаëüных заäа÷ах при-
нятия реøений в усëовиях опреäеëенности. У÷итываþтся ка÷ественная вероятностü и
порожäаеìые еþ ÷асти÷ные отноøения преäпо÷тения и безразëи÷ия на ìножестве стра-
теãий. Рассìотрены вы÷исëитеëüные ìетоäы построения таких отноøений. Привеäены
рас÷етные приìеры.

Ключевые слова: принятие реøений в усëовиях неопреäеëенности, непоëная инфорìаöия о преä-
по÷тениях и неопреäеëенных факторах, отноøения преäпо÷тения, ка÷ественная вероятностü.

1
 Иссëеäования финансироваëисü в раìках ãосуäарствен-

ной поääержки веäущих университетов Российской Феäераöии
«5—100».
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неопреäеëенности быëи поëу÷ены в работе [13].
В äанной статüе, явëяþщейся, по сути, обзорно-
иссëеäоватеëüской, поäхоäящие опреäеëения и ìе-
тоäы теории ка÷ественной важности изëожены
сразу в терìинах анаëиза (оäнокритериаëüных) ре-
øений при неопреäеëенности. Кроìе тоãо, преä-
ставëены и новые резуëüтаты, которые, в своþ
о÷ереäü, приëожиìы и к ìноãокритериаëüныì за-
äа÷аì. Теорети÷еские поëожения иëëþстрируþтся
простыìи рас÷етныìи приìераìи.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ 
ÏÐÎÁËÅÌÍÎÉ ÑÈÒÓÀÖÈÈ

Даëее принята ìатеìати÷еская ìоäеëü ситуа-
öии принятия реøения в усëовиях неопреäеëен-
ности в виäе

〈η, S, Λ, Θ, f, Π, R, Γ〉. (1)

Зäесü:

η — тип постановки заäа÷и (выбратü оäну на-
иëу÷øуþ стратеãиþ (η1) иëи же l ëу÷øих (η

l
), упо-

ряäо÷итü все стратеãии по преäпо÷титеëüности
(η→) и äр.);

S — ìножество стратеãий (пëанов, аëüтернатив,
вариантов, äействий, реøений, ...);

Λ = {λ1, λ2, ..., λm} — коне÷ное ìножество зна-
÷ений неопреäеëенноãо фактора, m ≥ 2; еãо эëе-
ìенты называþтся «состоянияìи прироäы», иëи
эëеìентарныìи событияìи, а еãо поäìножества
иìенуþтся событияìи;

Θ — ÷исëовая ìоäеëü оöенивания преäпо÷ти-
теëüности посëеäствий; она вкëþ÷ает в свой со-
став ìножество V ⊆ (–∞, +∞) ÷исëовых оöенок
посëеäствий; преäпоëаãается, ÷то преäпо÷тения
возрастаþт на ìножестве V, т. е. ÷еì оöенка v
боëüøе, теì она преäпо÷титеëüнее; ìножество V

ìожет бытü континуаëüныì (наприìер, V = [v∗, v
∗]

äëя äенежных выиãрыøей) иëи äискретныì (на-
приìер, äëя пятибаëëüной öеëо÷исëенной øкаëы
V = {1, 2, 3, 4, 5}); есëи спеöиаëüно не указано
иное, то с÷итается, ÷то посëеäствия (выиãрыøи)

оöениваþтся в поряäковой øкаëе2 [14]; но øкаëа
ìожет бытü и боëее соверøенной (сì. § 5);

f — функöия выиãрыøа (критерий, показатеëü
эффективности иëи ка÷ества и т. п.) — отображе-

ние S Ѕ Λ → V, т. е. v = f(s, λ) — оöенка посëеäствия
приìенения стратеãии s, есëи реаëизуется зна÷е-
ние неопреäеëенноãо фактора λ (т. е. V — это об-
ëастü зна÷ений функöии f ); кажäая стратеãия s

характеризуется вектороì3 (векторной оöенкой

посëеäствий) x = ( f(s, λ1), f(s, λ2), ..., f(s, λm)); ìно-
жество всех векторных оöенок x (как äостижи-
ìых, т. е. соответствуþщих стратеãияì и зна÷ени-
яì неопреäеëенноãо фактора, так и ãипотети÷ес-

ких) естü X = V m.

Π — не÷исëовая ìоäеëü вероятностей; она со-
äержит (бинарное) отноøение (нестроãоãо превос-

хоäства) вероятности � на ìножестве L = 2Λ поä-
ìножеств ìножества Λ: записü A � B озна÷ает,
÷то событие A не ìенее вероятно, ÷еì событие B;
свойства отноøения � рассìатриваþтся в § 2; кро-
ìе этоãо, ìоäеëü Π ìожет соäержатü и иные отно-
øения (сì. § 6);

R — отноøение нестроãоãо преäпо÷тения ЛПР
на ìножестве X: записü xRy озна÷ает, ÷то вектор x
не ìенее преäпо÷титеëен, ÷еì вектор y; оно по-
рожäает отноøение (строãоãо) преäпо÷тения P и
безразëи÷ия (равенства по преäпо÷титеëüности) I:
xPy верно, коãäа верно xRy и неверно yRx, и xIy
верно, коãäа верно и xRy, и yRx; записü xPy оз-
на÷ает, ÷то вектор x преäпо÷титеëüнее, ÷еì век-
тор y, а xIy озна÷ает, ÷то векторы x и y безразëи÷-
ны (оäинаковы по преäпо÷титеëüности); иныìи
сëоваìи, отноøения I и P явëяþтся сиììетри÷-
ной и асиììетри÷ной ÷астяìи отноøения R, т. е.

I = Sym R = R ∩ R–1, P = As R = R \ Sym R, ãäе

R–1 — отноøение, обратное к отноøениþ R; преä-
поëаãается, ÷то отноøение R естü квазипоряäок
(оно рефëексивно: xRx верно äëя ëþбоãо x ∈ X, и
транзитивно: äëя ëþбых x, y, z ∈ X из xRy и yRz сëе-
äует xRz), но ëиøü ÷асти÷ный, т. е. не всякие век-
торы x и y из ìножества X сравниìы по отноøе-
ниþ R: ìожет не выпоëнятüся ни xRy, ни yRx; äëя
квазипоряäка R отноøение P оказывается строãиì
÷асти÷ныì поряäкоì (оно иррефëексивно: yPy не-
верно äëя ëþбоãо y ∈ Z, и транзитивно), а отно-
øение I — эквиваëентностüþ (оно сиììетри÷но:
äëя ëþбых x, y ∈ X из xRy сëеäует yRx, рефëексивно
и транзитивно); отноøения R, P, I порожäаþт на

2
 Шкаëа преäпоëаãается поряäковой в сìысëе ìоäеëирова-

ния преäпо÷тений. Оäнако «естественная» øкаëа ìожет бытü
коëи÷ественной. Так, äëя äенеã иìееì øкаëу отноøений; на-
приìер, ìожно сказатü, ÷то суììа в 20 руб. в 2 раза боëüøе, ÷еì
суììа в 10 руб., но при этоì неëüзя утвержäатü, ÷то она преä-
по÷титеëüнее в 2 раза.

3 Терìин «вектор» употребëяется зäесü äëя обозна÷ения
упоряäо÷енноãо набора m ÷исеë, который не рассìатривается

как эëеìент векторноãо пространства Rem. Боëее то÷ныìи бы-
ëи бы терìины «m-ка » «кортеж», но они не знакоìы øирокоìу
круãу ÷итатеëей ëитературы по принятиþ реøений и äаëее не
употребëяþтся. Этот упоряäо÷енный набор с÷итается эëеìен-

тоì векторноãо пространства Rem, коãäа испоëüзуется инфор-
ìаöия об отноøении ЛПР к риску (сì. § 5 и 6).
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ìножестве стратеãий S анаëоãи÷ные по сìысëу от-
ноøения R∗, P∗, I∗ сëеäуþщиì образоì:

s'R∗s'' ⇔ x'Rx'',  s'P∗s'' ⇔ x'Px'',  s'I∗s'' ⇔ x'Ix'',

ãäе x' = ( f(s', λ1), f(s', λ2), ..., f(s', λm)) и x'' = ( f(s'', λ1),

f(s'', λ2), ..., f(s'', λm)). Иìенно отноøения R∗, P∗, I∗

непосреäственно приìеняþтся äëя форìирования
реøения анаëизируеìой заäа÷и принятия реøе-
ния с у÷етоì типа ее постановки; наприìер, есëи
требуется выбратü оäну наиëу÷øуþ (оптиìаëü-
нуþ) стратеãиþ, то строится ìножество неäоìи-
нируеìых по отноøениþ P∗ стратеãий, среäи ко-

торых (есëи ìножество P∗ внеøне устой÷иво) и

наäëежит выäеëитü наиëу÷øуþ;
Γ — инфорìаöия об отноøении ЛПР к риску;

оно ìожет бытü не скëонныì к риску (Γ = {γ1}),

скëонныì к риску (Γ = {γ2}) иëи безразëи÷ныì

(нейтраëüныì) к риску (Γ = {γ3}), но такой инфор-
ìаöии ìожет и не бытü (Γ = ∅).

Отноøение R заранее неизвестно: еãо нужно
построитü на основе ìоäеëи оöенивания преäпо÷-
титеëüности посëеäствий Θ, ìоäеëи вероятностей
неопреäеëенноãо фактора Π и инфорìаöии об от-
ноøении ЛПР к риску Γ. Метоäы построения это-
ãо отноøения рассìатриваþтся äаëее в § 3—7.

2. ÎÒÍÎØÅÍÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Отноøение � порожäает отноøения превос-
хоäства по вероятности � и равновероятности ∼:
A � B верно, коãäа верно A � B и неверно B � A,
и A ∼ B верно, коãäа верно и A � B, и B � A. Записü
A � B озна÷ает, ÷то событие A боëее вероятно, ÷еì
событие B, а записü A ∼ B озна÷ает, ÷то события A
и B равновероятны.

Выäеëиì важные ÷астные виäы отноøения ве-
роятности �, которые буäут употребëятüся в äаëü-
нейøеì.

Полная качественная вероятность. Отноøение �
называется (полной) качественной (иëи сравнитель-
ной) вероятностью, есëи оно обëаäает свойстваìи
(уäовëетворяет аксиоìаì äе Финетти (1931 ã.))
[15, 16]:

А1. Сравнимость: äëя ëþбых A и B выпоëнено,
по крайней ìере, оäно из соотноøений: A � B иëи
B � A;

А2. Транзитивность: из соотноøений A � B и
B � C сëеäует A � С;

А3. Существенность: Λ � ∅ и äëя ëþбоãо A вы-
поëнено A � ∅;

А4. Аддитивность: есëи A ∩ C = B ∩ C = ∅, то
соотноøения A � B и A ∪ C � B ∪ C выпоëнены
иëи не выпоëнены оäновреìенно.

Отìетиì, ÷то из аксиоì А1 и А2 сëеäует реф-
ëексивностü.

Пустü на ìножестве Λ заäана коëи÷ественная
вероятностü Pr ряäоì распреäеëения

Pr(λ1) = p1, ..., Pr(λm) = p
m
,

так ÷то вероятностü события A

PrA = p
j
.

Говорят, ÷то коëи÷ественная вероятностü чис-
ленно представляет ка÷ественнуþ вероятностü, иëи
÷то коëи÷ественная вероятностü согласована с ка-
÷ественной, есëи выпоëнено усëовие: äëя ëþбых
событий A и B

A � B ⇔ PrA ≥ PrB. (2)

Есëи заäана коëи÷ественная вероятностü Pr,
то порожäаеìое еþ соãëасно усëовиþ (2) отноøе-
ние � уäовëетворяет всеì аксиоìаì А1 — А4, т. е.
явëяется поëной ка÷ественной вероятностüþ. Ока-
зывается, оäнако, ÷то преäпоëожение о тоì, ÷то
всякуþ поëнуþ ка÷ественнуþ вероятностü ìожно
преäставитü некоторой коëи÷ественной, неверно!
Контрприìер быë построен в работе [17]; äëя
уäобства ÷итатеëя он воспроизвоäится в Приëоже-
нии 1. В свете этоãо утвержäения становится по-
нятныì, ÷то ìетоäы, опираþщиеся на преäпоëо-
жение о существовании коëи÷ественной вероят-
ности (в тоì ÷исëе ìетоäы теории поëезности),
при наëи÷ии ка÷ественной вероятности в принöи-
пе не приìениìы.

Частичная качественная вероятность. Отноøе-
ние � называется частичной качественной (иëи час-
тичной сравнительной) вероятностью [18, 19], есëи
оно уäовëетворяет аксиоìаì А2 — А4 и аксиоìе

А5. Рефлексивность: äëя ëþбоãо A выпоëнено
A � А.

Порядковая вероятность. Отноøение � называ-
ется частичной порядковой (иëи частичной орди-
нальной) вероятностью, есëи оно упоряäо÷ивает по
вероятности ëиøü отäеëüные эëеìентарные собы-
тия и явëяется ÷асти÷ныì квазипоряäкоì. Есëи
такое отноøение упоряäо÷ивает по вероятности все
эëеìентарные события, то оно называется (полной)
порядковой (иëи ординальной) вероятностью. Есëи
перенуìероватü эëеìентарные события в поряäке
невозрастания их вероятности, то (поëнуþ) поряä-
ковуþ вероятностü ìожно кратко преäставитü так:

{λ1} ∼ ... ∼ { } � { } ∼ ...

... ∼ { } � ... � { } ∼ ... ∼ { } (3)

j: λ
j

A∈

∑

λ
i
1 λ

i
1

1+

λ
i
2 λ

i
τ 1–

1+

λ
i
τ
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(о÷евиäно, ÷то iτ = m). Такиì образоì, эëеìентар-

ные события объеäиняþтся в τ ãрупп так, ÷то эëе-
ìентарные события из оäной и той же ãруппы рав-
новероятны, а эëеìентарные события из ãруппы с
ìенüøиìи ноìераìи вероятнее эëеìентарных со-
бытий из ãрупп с боëüøиìи ноìераìи. В интере-
сах äаëüнейøеãо изëожения обозна÷иì ÷ерез M

t

ìножество ноìеров эëеìентарных событий из t-й
ãруппы, t = 1, 2, ..., τ.

3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß
È ÁÅÇÐÀÇËÈ×Èß

Разбереì, как строится отноøение R на основе
инфорìаöии о неопреäеëенноì факторе — с у÷е-
тоì вероятности �. При наëи÷ии инфорìаöии об
отноøении ЛПР к риску ее также сëеäует у÷иты-
ватü (сì. § 4).

Дëя векторов и ìатриö оäинаковых разìернос-
тей ввеäеì обозна÷ения:

a � b ⇔ a
i
 ≥ b

i
,  i = 1, 2, ..., n;

a ≥ b ⇔ (a � b, a ≠ b);  a > b ⇔ a
i
 > b

i
,

i = 1, 2, ..., n (зäесü n > 1);

||a
ij
|| � ||b

ij
|| ⇔ a

ij
 ≥ b

ij
, i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n;

||a
ij
|| ≥ ||b

ij
|| ⇔ (||a

ij
|| � ||b

ij
||, ||a

ij
|| ≠ ||b

ij
||);

||a
ij
|| > ||b

ij
|| ⇔ a

ij
 > b

ij
,  i = 1, 2, ..., m,  j = 1, 2, ..., n

(зäесü m > 1 иëи n > 1).

Поскоëüку с увеëи÷ениеì оöенки v на ìножес-
тве V преäпо÷тения возрастаþт, то на ìножестве X

оказывается опреäеëенныì отноøение Парето R∅:

xR∅y ⇔ x ≥ y. Заìетиì, ÷то xP ∅y ⇔ x ≥ y, а I ∅ естü
отноøение равенства векторов =.

Пустü A и B — äва сравниìых по вероятности �
события, т. е. верно A ∼ B, A � B иëи B � A. Без оã-
рани÷ения общности приìеì, ÷то они несовìест-
ны, т. е. A ∩ B = ∅ (в противноì сëу÷ае буäеì рас-
сìатриватü события A\C и B\C, ãäе C = A ∩ B).
Кроìе тоãо, буäеì поëаãатü, ÷то ìножества A и B

не пусты. Рассìотриì векторнуþ оöенку xAB =
= (x1, ..., xm

), в которой все коìпоненты с ноìе-

раìи i, äëя которых λi ∈ A, равны ìежäу собой, и

все коìпоненты с ноìераìи j, äëя которых λj ∈ B,

также равны ìежäу собой. Обозна÷иì ÷ерез xA ↔ B

вектор, поëу÷енный из оöенки xAB заìеной кажäой

коìпоненты с ноìероì i, äëя котороãо λi ∈ A, (ëþ-

бой) коìпонентой с ноìероì j, äëя котороãо λj ∈ B,
и кажäой коìпоненты с ноìероì j, äëя котороãо

λj ∈ B, (ëþбой) коìпонентой с ноìероì i, äëя ко-

тороãо λi ∈ A. Наприìер, есëи n = 6 и A = {λ1, λ5, λ6},

B = {λ2, λ3}, то äëя xAB = (2, 4, 4, 3, 2, 2) иìееì

xA ↔ B = (4, 2, 2, 3, 4, 4).

Пустü события A и B равновероятны: A ∼ B.
С у÷етоì спеöифики структуры векторных оöе-

нок xAB и xA ↔ B äëя ЛПР они буäут оäинаковы
по преäпо÷титеëüности, ÷то ìожно записатü так:

xABI A ∼ BxA ↔ B. Сëеäоватеëüно, соотноøение A ∼ B
порожäает на X рефëексивное и сиììетри÷ное от-

ноøение IA ∼ B, которое вкëþ÷ает в себя все пары

векторов виäа xAB и xA ↔ B.

Пустü теперü событие A боëее вероятно, ÷еì B:

A � B. Рассìотриì векторнуþ оöенку xAB. Пустü
в ней (ëþбая) коìпонента с ноìероì i, äëя которой

λi ∈ A, боëüøе (ëþбой) коìпоненты с ноìероì j,

äëя которой λj ∈ B. Тоãäа äëя ЛПР векторная оöен-

ка xAB буäет боëее преäпо÷титеëüна, ÷еì оöенка

xA ↔ B, ÷то ìожно записатü так: xABP A �BxA ↔ B. Сëе-
äоватеëüно, соотноøение A � B порожäает на Z ир-

рефëексивное отноøение P A � B, которое вкëþ÷ает

в себя все пары векторов виäа xAB и xA ↔ B, уäов-
ëетворяþщие указанноìу усëовиþ неравенства.

Соотноøение B � A анаëоãи÷но порожäает на

ìножестве Z иррефëексивное отноøение PB � A.

Поскоëüку отноøение нестроãоãо преäпо÷те-
ния R на ìножестве X, которое нужно построитü
на основе вероятности �, äоëжно бытü квазипо-
ряäкоì, то еãо ìожно преäставитü как наиìенü-
øий квазипоряäок на X, который вкëþ÷ает в свой

состав отноøение Парето R∅ и выøе опреäеëен-

ные отноøения IA ∼ B и PA � B äëя всех пар событий
A, B, сравниìых по �, т. е. явëяется транзитивныì
заìыканиеì объеäинения всех этих отноøений.
Опреäеëенное указанныì образоì отноøение бу-

äеì обозна÷атü R�. Такиì образоì, x R� y верно
тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа существует öепо÷ка

x z1, z1 z2, ..., zt y, (4)

ãäе z1, z2, ..., zt ∈ X и кажäое , l = 1, 2, ..., t + 1,

естü R∅, I A ∼ B иëи P A � B.

Данное опреäеëение отноøения R� неконст-
руктивно. Поэтоìу практи÷ески важно указатü эф-
фективные ìетоäы еãо построения хотя бы äëя от-
äеëüных ÷астных сëу÷аев.

Рассìотриì сëу÷ай, коãäа ìножество оöенок
посëеäствий коне÷но:

V = {v1, v2, ..., vn}, ãäе v1 < v2 < ... < vn. (5)

R
π
1 R

π
2 R

πt 1+

R
πl
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Тоãäа ìножество векторных оöенок X = V m так-

же коне÷но (в неì буäет N = nm эëеìентов — век-

торных оöенок x). Бинарное отноøение ρ на ìно-

жестве X ìожно заäатü кваäратной буëевой ìатри-

öей сìежности B(ρ) = ||b
ij
(ρ)|| поряäка N, ãäе

b
ij
(ρ) = 

Дëя буëевых ìатриö опреäеëены операöии:

транспонирование T, сëожение +, поэëеìентное

уìножение ∗, уìножение Ѕ, образование асиììет-

ри÷ной разности \:

||a
ij
||\||b

ij
|| = ||c

ij
||, 

ãäе c
ij
(ρ) = 

Операöияì наä бинарныìи отноøенияìи —

взятия обратноãо отноøения –1, пересе÷ения от-

ноøений ∩, объеäинения отноøений ∪, разности

отноøений \, уìножения отноøений ◦ и постро-

ения транзитивноãо заìыкания  соответствуþт

операöии наä их ìатриöаìи сìежности [20]:

B(ρ–1) = B(ρ)T, B(ρ1 ∩ ρ2) = B(ρ1)◦B(ρ2), 

B(ρ1 ∪ ρ2) = B(ρ1) + B(ρ2),

B(ρ1\ρ2) = B(ρ1)\B(ρ2), B(ρ1
◦ρ2) = B(ρ1) Ѕ B(ρ2),

B( ) = B(ρ) + B2(ρ) + ... + Bn(ρ).

Поэтоìу B(Sym ρ) = B(ρ)◦B(ρ)T, B(As ρ) =

= B(ρ) \ B(Sym ρ). Дëя построения транзитивноãо

заìыкания существуþт эффективные аëãоритìы

[21]. Заìетиì еще, ÷то

ρ1 ⊆ ρ2 ⇔ B(ρ1) � B(ρ2),  ρ1 ⊂ ρ2 ⇔ B(ρ1) ≤ B(ρ2).

Такиì образоì, c поìощüþ ìатри÷ных опера-

öий ìожно построитü отноøение R�. Совреìен-

ная вы÷исëитеëüная техника позвоëяет реаëизо-

ватü этот путü при «не о÷енü боëüøой» разìер-

ности заäа÷и («не о÷енü боëüøих» ÷исëах m и n).

Оäнако этот путü, äаже есëи еãо уäается реаëизо-

ватü, ìожет оказатüся весüìа обреìенитеëüныì.

Поэтоìу практи÷ески важна разработка эффек-

тивных ìетоäов построения отноøений R�, не оã-

рани÷енных разìерностüþ заäа÷, äëя разëи÷ных

÷астных виäов отноøения вероятности �.

4. ÑËÓ×ÀÉ ÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Дëя описания ìетоäа построения отноøения

R�, коãäа вероятностü 
� — ÷асти÷ная поряäковая,

ввеäеì в рассìотрение ìножества (ãäе x, y — про-
извоëüные векторные оöенки):

Z +(y) = {x ∈ X⎪существует öепо÷ка (4), в кото-

рой нет R∅},

Z –(x) = {y ∈ X⎪существует öепо÷ка (4), в кото-

рой нет R∅},

Z=(x) = {y ∈ X⎪существует öепо÷ка (4), в кото-

рой все  сутü I A ∼ B} ∪ {x}.

Понятно, ÷то кажäое из этих ìножеств соäер-
жит не боëее ÷еì m! эëеìентов.

Теорема 1 [22]. Для частичной порядковой веро-
ятности � справедливы утверждения:

� xR�y верно тогда и только тогда, когда сущест-

вует z ∈ Z +(y) такой, что x � z;

� xR�y верно тогда и только тогда, когда сущест-

вует z ∈ Z– (x) такой, что z � y;

� xI �y верно тогда и только тогда, когда

y ∈ Z=(x) или, что равносильно, когда x ∈ Z =(y).
Пример 1. Пустü m = 4; ÷асти÷ная поряäковая веро-

ятностü � соäержит, поìиìо пар виäа (λi, λi), еще λ1 
� λ2

и λ3 ∼ λ4; x = (2, 1, 6, 5), y = (1, 2, 4, 6). Иìееì:

Z
+(y) = {(1, 2, 4, 6), (2, 1, 4, 6), (1, 2, 6, 4), (2, 1, 6, 4)}.

Поскоëüку z = (2, 1, 6, 4) ∈ Z +(y) и верно x � z, то, со-

ãëасно теореìе 1, справеäëиво xR�
y. Даëее, Z =(y) = {(1,

2, 4, 6), (1, 2, 6, 4)} и x ∉ Z =(y). Поэтоìу xI�y неверно.

В итоãе иìееì xP�
y. ♦

Теореìа 1 пряìо указывает на аëãоритìи÷еский

ìетоä построения отноøения R�. Дëя сравнения
äвух векторных оöенок он эффективен äаже при
«не о÷енü боëüøоì» ÷исëе n, но äëя построения
всеãо отноøения R на ìножество X этот ìетоä ìо-
жет оказатüся ÷резìерно обреìенитеëüныì. Оäна-
ко äëя поëной поряäковой вероятности, заäавае-
ìой выражениеì (3), существуþт анаëити÷еские

ìетоäы построения R�.
Дëя произвоëüных x, y ∈ X ввеäеì в рассìотре-

ние ìножество ÷исеë, которые явëяþтся коìпо-
нентаìи вектора x иëи y:

W(x, y) = {x1} ∪ {x2} ∪ ... ∪ {x
m
} ∪ {y1} ∪ {y2} ∪ ...

... ∪ {y
m
}.

Чисëо q эëеìентов этоãо ìножества зависит от

x и y. Обозна÷иì эти ÷исëа ÷ерез wk и перенуìе-

руеì их по возрастаниþ: w1 < w2 < ... < wq. Пустü
h

kt
(x) — ÷исëо коìпонент вектора x с ноìераìи i

1 при x
i
x

j,( ) ρ,∈

0 при x
i
x

j,( ) ρ.∉⎩
⎨
⎧

1 при aij 1 и bij 0,= =

0 в остаëüных сëу÷аях.⎩
⎨
⎧

ρ̂

ρ̂

R
πt
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из ãрупп M1, M2, ..., Mt
 (сì. выражение (3)) таких,

÷то x
i
 > wk; анаëоãи÷ный сìысë иìеет ÷исëо h

kt
(y).

Ввеäеì в рассìотрение (q – 1)Ѕτ-ìатриöы H(x) =
= ||h

kt
(x)|| и H(y) = ||h

kt
(y)||.

Теорема 2 [23]. Для (полной) порядковой вероят-

ности соотношение xR�y верно тогда и только тогда,

когда H(x) � H(y); при этом xP�y, когда H(x) ≥ H(y),

и xI�y, когда H(x) = H(y). ♦
Есëи ìножество оöенок V коне÷но, то еãо в

теореìе 2 ìожно испоëüзоватü вìесто ìножества
W(x, y).

Пример 2. Пустü m = 4; (поëнуþ) поряäковуþ вероят-

ностü � ìожно кратко преäставитü в виäе λ1
�λ2 ∼λ3

�λ4;
x = (4, 5, 2, 1), y = (1, 2, 5, 4). Иìееì: τ = 3, M

1
 = {1},

M
2
 = {2, 3}, M

3
 = {4}; W(x, y) = {1, 2, 4, 5}, q = 4 и

H(x) = ,  H(y) = .

Поскоëüку зäесü H(x) ≥ H(y), то, по теореìе 2, верно

xP
�
y. ♦
Обозна÷иì ÷ерез a↓ = (a[1]), a[2]), ..., a[n]) век-

тор, образованный из вектора a = (a1, ..., an
) упо-

ряäо÷ениеì еãо коìпонент по невозрастаниþ:

a[1] ≥ ... ≥ a[n]. Поä a[1, j] буäеì пониìатü вектор, со-

ставëенный из первых j коìпонент вектора a, т. е.

a[1, j] = (a1, ..., aj
). Записü  буäет обозна÷атü

вектор, поëу÷енный из вектора a[1, j] упоряäо÷ени-
еì еãо коìпонент по невозрастаниþ. Наприìер,

есëи a = (3, 4, 1), то a[1, 2] = (3, 4) и  = (4, 3).

Теорема 3. Для (полной) порядковой вероятности

соотношение xR�y верно тогда и только тогда, ког-

да  � , t = i1, ..., iτ; при этом xP�y, когда

 ≥  хотя бы для одного t, и xI�y, когда

=  для всех t = i1, ..., iτ. ♦

Эта теореìа (äëя ìноãокритериаëüных заäа÷)
быëа преäставëена в работе [23] без äоказатеëüст-
ва. В преäпоëожении существования функöии по-
ëезности она быëа äоказана в работе [24], а без та-
коãо äопущения — в работе [25].

Пример 3. В усëовиях приìера 2:

x
[1, 1] = 4,  x[1, 3] = (4, 5, 2),  x[1, 4] = (4, 5, 2, 1);

 = 4,   = (5, 4, 2),   = (5, 4, 2, 1);

y
[1, 1] = 1,  y[1, 3] = (1, 2, 5),  x[1, 4] = (1, 2, 5, 4);

 = 1,   = (5, 2, 1),   = (5, 4, 2, 1).

Поскоëüку зäесü  > ,  ≥  и

= , то, по теореìе 3, верно xР�
y.

5. ÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß È ÁÅÇÐÀÇËÈ×Èß 
ÏÐÈ ÈÇÂÅÑÒÍÎÌ ÎÒÍÎØÅÍÈÈ ËÏÐ Ê ÐÈÑÊÓ

Поä ëотереей, поëüзуясü принятой в теории
принятия реøений при риске терìиноëоãией [26],
буäеì пониìатü сëу÷айнуþ веëи÷ину с коне÷ныì
÷исëоì зна÷ений из ìножества V, вероятности ко-
торых известны. Лотерея называется невырожäен-
ной, есëи ни оäна из этих вероятностей не равна 1.
Зäесü приìеì, ÷то ìножество оöенок V явëяется
÷исëовыì проìежуткоì, при÷еì «естественная»
øкаëа не ìенее соверøенна, ÷еì øкаëа отноøе-

ний4 (сì. сноску 2 на с. 49).
По опреäеëениþ, ЛПР не склонен (соответст-

венно, склонен, безразличен) к риску, есëи среäний
ожиäаеìый выиãрыø ëþбой невырожäенной ëо-
тереи (т. е. поëу÷ение наверняка выиãрыøа, рав-
ноãо ìатеìати÷ескоìу ожиäаниþ сëу÷айноãо вы-
иãрыøа) боëее преäпо÷титеëен (соответственно,
ìенее преäпо÷титеëен, безразëи÷ен) саìой ëоте-
реи (т. е. у÷астиþ в ней) [26].

Дëя всякоãо x ∈ X опреäеëяþтся верхний и ниж-
ний срезы отноøения R ÷ерез x:

R+(x) = {y ∈ X |yRx},  R–(x) = {y ∈ X |xRy}.

Квазипоряäок R называется воãнутыì (соот-
ветственно, выпукëыì), есëи верхний (соответст-
венно, нижний) еãо срез ÷ерез ëþбой x ∈ X явëя-
ется выпукëыì ìножествоì.

Теорема 4 [13]. Справедливы утверждения:

� для не склонного к риску ЛПР {γ1} квазипорядок R
является вогнутым;

� для склонного к риску ЛПР {γ2} квазипорядок R яв-
ляется выпуклым;

� для безразличного к риску ЛПР {γ3} квазипорядок
R является и вогнутым, и выпуклым. ♦
Соãëасно теореìе 4 отноøение нестроãоãо

преäпо÷тения R�1, заäаваеìое на основе вероят-

ности � äëя ЛПР, не скëонноãо к риску {γ1}, оп-
реäеëяется как наиìенüøий воãнутый квазипоря-

äок, проäоëжаþщий отноøение R� на ìножестве

X, т. е. äоëжно выпоëнятüся R� ⊂ R�1 (это вëе÷ет

I� ⊆ I�1) и P� ⊆ P�1. Верхние срезы отноøения R�1

явëяþтся выпукëыìи заìыканияìи соответству-

þщих срезов отноøения R�. Анаëоãи÷но, отно-

1 3 3

1 2 2

0 1 1

0 2 3

0 1 2

0 1 1

a
1 j,[ ]

↓

a
1 j,[ ]

↓

x
1 t,[ ]

↓ y
1 t,[ ]
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x
1 t,[ ]

↓
y

1 t,[ ]
↓

x
1 t,[ ]

↓ y
1 t,[ ]

↓

x
1 1,[ ]

↓
x

1 3,[ ]

↓
x

1 4,[ ]

↓

y
1 1,[ ]

↓
y

1 3,[ ]

↓
y

1 4,[ ]

↓

4 Так ÷то в этоì параãрафе эëеìенты ìножества X — это

векторы в пространстве Rem.

x
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øение нестроãоãо преäпо÷тения R�2, заäаваеìое
на основе вероятности � äëя ЛПР, скëонноãо к

риску {γ2}, опреäеëяется как наиìенüøий выпук-

ëый квазипоряäок, проäоëжаþщий отноøение R�

на ìножестве X. Нижние срезы отноøения R�2 яв-
ëяþтся выпукëыìи заìыканияìи соответствуþ-

щих нижних срезов отноøения R�. Наконеö, от-

ноøение нестроãоãо преäпо÷тения R�3, заäаваеìое
на основе вероятности � äëя ЛПР, безразëи÷ноãо

к риску {γ3}, опреäеëяется как наиìенüøий оäно-
вреìенно воãнутый и выпукëый квазипоряäок,

проäоëжаþщий отноøение R� на ìножестве X.

Верхние и нижние срезы отноøения R�3 явëяþтся
выпукëыìи заìыканияìи соответствуþщих верх-

них и нижних срезов отноøения R�.

Данное опреäеëение отноøения R� неконст-
руктивно. Оäнако äëя сëу÷ая поряäковой вероят-
ности � ìожно преäëожитü эффективный ìетоä
построения этоãо отноøения.

Ввеäеì обозна÷ения (x), (x), (x) и

(x) äëя выпукëых заìыканий ìножеств R+(x),

R–(x), Z +(x) и Z –(x) соответственно. Заìетиì, ÷то

xR�1y (соответственно, xR�2y; xR�3y), верно тоãäа и

тоëüко тоãäа, коãäа справеäëиво x ∈ (y) (соот-

ветственно, y ∈ (x); x ∈ (y) иëи y ∈ (x)).

Теорема 5. Для частичной порядковой вероятнос-
ти � справедливы утверждения:

� xR�1y верно тогда и только тогда, когда сущест-

вует вектор z ∈ (y) , такой, что x � z;

� xR�2y верно тогда и только тогда, когда сущес-

твует вектор z ∈ (x), такой, что z � y;

� xR�3y верно тогда и только тогда, когда суще-

ствует вектор z ∈ (y) , такой, что x � z, или

когда существует вектор z ∈ (x), такой, что
z � y. ♦
Доказатеëüство этой теореìы вынесено в При-

ëожение 2. Она указывает эффективный ìетоä про-

верки справеäëивости соотноøений xR�1y, xR�2y

и xR�3y. Наприìер, äëя проверки соотноøения

xR�1y нужно выяснитü, существует ëи в выпукëоì

заìыкании (y) ìножества Z +(y) вектор z такой,

÷то верно z � y. А так как ìножество Z +(y) соäер-
жит коне÷ное ÷исëо векторов, то посëеäняя заäа÷а
своäится к проверке совìестности систеìы ëиней-
ных неравенств и равенств, которуþ ìожно осу-

ществитü с поìощüþ ëþбой коìпüþтерной систе-
ìы реøения заäа÷ ëинейноãо проãраììирования.

Пример 4. Пустü m = 4; ÷асти÷ная поряäковая ве-

роятностü � соäержит, поìиìо пар виäа (λi, λi), еще

λ1
� λ2 и λ3 ∼ λ4; x = (3, 4, 3, 3), y = (1, 5, 2, 4). Иìееì:

Z
+(y) = {(1, 5, 2, 4), (5, 1, 2, 4), (1, 5, 4, 2), (5, 1, 4, 2)}.

При поìощи теореìы 1 нетруäно проверитü, ÷то xR�
y

неверно. Дëя проверки соотноøения xR
�1

y, соãëасно
первоìу утвержäениþ теореìы 5, составиì систеìу не-
равенств:

3 ≥ α
1
 + 5α

2
 + α

3
 + 5α

4
,  4 ≥ 5α

1
 + α

2
 + 5α

3
 + α

4
,

3 ≥ 2α
1
 + 2α

2
 + 4α

3
 + 2α

4
,  3 ≥ 4α

1
 + 4α

2
 + 2α

3
 + 2α

4
,

α
1
 + α

2
 + α

3
 + α

4
 = 1, α

1
 ≥ 0,  α

2
 ≥ 0,  α

3
 ≥ 0,  α

4
 ≥ 0.

Эта систеìа совìестна: наприìер, поäхоäят зна÷е-
ния α

1
 = 0,25; α

2
 = 0,25; α

3
 = 0,5; α

4
 = 0. Сëеäоватеëüно,

верно xR�1
y. А поскоëüку оäно из ÷етырех записанных

выøе неравенств выпоëняется как строãое, то верно

xP
�1

y. Заìетиì, ÷то в роëи вектора z зäесü выступиë
вектор

(2, 4, 3, 3) = 0,25•(1, 5, 2, 4) + 0,25•(5, 1, 2, 4) +
+ 0,5•(1, 5, 4, 2) + 0•(5, 1, 4, 2).

6. ÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß È ÁÅÇÐÀÇËÈ×Èß 
ÏÐÈ ØÊÀËÅ ÎÖÅÍÎÊ ÏÅÐÂÎÉ ÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÌÅÒÐÈÊÈ

Ранее везäе поëаãаëосü, ÷то øкаëа оöенок V в
ìоäеëи (1) äëя преäпо÷тений поряäковая. Зäесü
ìы рассìотриì сëу÷ай, коãäа эта øкаëа коне÷на
(при÷еì n > 2) и преäставëяет собой øкаëу пер-
вой поряäковой ìетрики [1], т. е. упоряäо÷ены по

преäпо÷титеëüности не тоëüко саìи оöенки v j (сì.
выражение (5)), но и их разности. Оãрани÷иìся
рассìотрениеì сëу÷ая, коãäа эти разности вäоëü
øкаëы оöенок V убываþт (÷то соответствует «убы-
ваниþ преäеëüной öенности»):

v2 – v1 > v3 – v2 > ... > vn – vn – 1. (6)

Даëее äëя простоты записи поëожиì, ÷то V =
= {1, 2, ..., m}. Инфорìаöиþ о наëи÷ии øкаëы пер-
вой поряäковой ìетрики обозна÷иì ÷ерез Δ. Эта
инфорìаöия заäает на ìножестве X отноøения
преäпо÷тения:

xP A∼B&ΔyAB ⇔ [(x = (yAB⎪y
i
 + δ, i: λi ∈ A; y

j
 – δ, 

j: λj ∈ B), y
i
 + δ ≤ y

j
 – δ) ∨ (x = (yAB⎪y

j
 + δ, 

j: λj ∈ B; y
i
 – δ, i: λi ∈ A), y

j
 + δ ≤ y

i
 – δ)],  x ∈ X;

xP A�B&ΔyAB ⇔ (x = (yAB⎪ y
i
 + δ, i: λi ∈ A; y

j
 – δ,

j: λj ∈ B), y
i
 + δ ≤ y

j
 – δ),  x ∈ X

(÷исëа δ — натураëüные).

R+ R– Z
+

Z –

R+

R– R+ R–

Z
+

Z –

Z
+

Z –

Z
+
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Отноøение R�Δ опреäеëяется как транзитивное

заìыкание объеäинения всех отноøений IA∼B,

P A�B, P A∼B&Δ, PA�B&Δ и R∅. Такиì образоì, xR�Δy
верно тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа существует öе-

по÷ка (4), в которой z1, z2, ..., zt ∈ X и кажäое от-

ноøение , l = 1, 2, ..., t, естü IA∼B, PA�B, PA∼B&Δ,

PA�B&Δ иëи R∅.
Так как ìножество оöенок V коне÷но, то отно-

øение R�Δ ìожно построитü c поìощüþ еãо ìат-
ри÷ноãо преäставëения (сì. § 3). Дëя сëу÷ая (поë-
ной) поряäковой вероятности � проверку справеä-

ëивости соотноøения xR�Δy ìожно провести при
поìощи аëãоритìи÷ескоãо ìетоäа [27].

Есëи, поìиìо инфорìаöии (6), известно отно-
øение ЛПР к риску, наприìер, ÷то он не скëонен

к риску {γ1}, то соответствуþщее отноøение не-

строãоãо преäпо÷тения R�Δ1 опреäеëяется как
наиìенüøий воãнутый квазипоряäок, проäоëжаþ-

щий отноøение R�Δ на ìножестве X. Верхние сре-

зы отноøения R�Δ1 явëяþтся выпукëыìи заìыка-

нияìи соответствуþщих срезов отноøения R�Δ.

7. ÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß È ÁÅÇÐÀÇËÈ×Èß 
ÏÐÈ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Î ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÎÉ ÑÈËÅ 

ÏÐÅÂÎÑÕÎÄÑÒÂÀ Â ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Пустü ìоäеëü вероятностей Π, поìиìо отноøе-
ния вероятности �, соäержит также ÷етырехìест-
ные отноøения  и ≈, сравниваþщие интенсив-
ности превосхоäства в вероятности оäних событий
наä äруãиìи (эти отноøения роäственны отноøе-
нияì сравнитеëüноãо превосхоäства в важности
оäних критериев наä äруãиìи [9]).

Пустü A, B, C, D — ÷етыре попарно несовìест-
ных события таких, ÷то A � B и C � D, при÷еì пре-
восхоäство в вероятности события A наä событиеì
B боëüøе (иëи же равно), ÷еì превосхоäство в ве-
роятности события C наä событиеì D. Посëеäний
факт буäет обозна÷атü так:

[A � B]  [C � D] 

(соответственно [A � B] ≈ [C � D]).

Рассìотриì векторнуþ оöенку xAB, CD = (x1, ...,

x
m
), в которой все коìпоненты с ноìераìи i, äëя

которых λi вхоäит в оäно и то же ìножество из A,
B, C, D, равны ìежäу собой. Поä  (соответст-

венно, поä , , ) буäеì пониìатü ÷исëо,

равное коìпоненте x
i
 вектора xAB, CD при λi ∈ A (со-

ответственно, при λi ∈ B, λi ∈ C, λi ∈ D). Обозна÷иì

÷ерез xA ↔ B, C ↔ D вектор, поëу÷енный из оöенки

xAB, CD заìеной кажäой коìпоненты с ноìероì i,

äëя котороãо λi ∈ A, (ëþбой) коìпонентой с ноìе-
роì , и кажäой коìпоненты с ноìероì i, äëя

котороãо λi ∈ B, (ëþбой) коìпонентой с ноìероì
, и анаëоãи÷но äëя событий C и D. Наприìер,

есëи n = 7 и A = {λ1}, B = {λ3, λ4}, C = {λ5, λ6},

D = {λ7}, то äëя xAB, CD = (2, 3, 4, 4, 1, 1, 5) иìееì

 = 2,  = 4,  = 1,  = 5 и xA ↔ B, C ↔ D =

= (4, 3, 2, 2, 5, 5, 1).
Пустü верно [A � B] ≈ [C � D]. Тоãäа, с у÷етоì

спеöифики векторных оöенок xAB, CD и xA ↔ B, C ↔ D,
оказываþтся опреäеëенныìи на ìножестве X от-
ноøения безразëи÷ия и преäпо÷тения:

� xA,B,CDI [A�B] ≈ [C�D]xA ↔ B, C ↔ D верно тоãäа и тоëü-
ко тоãäа, коãäа  =  ≠  = ;

� xA,B,CDP[A�B] ≈ [C�D]xA ↔ B, C ↔ D верно тоãäа и тоëü-

ко тоãäа, коãäа  ≥  >  ≥ , при÷еì хо-

тя бы оäно из äвух нестроãих неравенств выпоë-
няется как строãое.
Пустü верно [A � B]  [C � D]. Тоãäа, с у÷етоì

спеöифики векторных оöенок xAB, CD и xA ↔ B, C ↔ D,
оказывается опреäеëенныì на ìножестве X отноøе-

ние преäпо÷тения: xAB, CDP [A ⊃ B] � [C ⊃ D]xA ↔ B, C ↔ D

верно тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа  �  >

> � .

Отноøение нестроãоãо преäпо÷тения, порож-
äаеìое на ìножестве X вероятностüþ �, äопоë-
ненной свеäенияìи о равенстве иëи превосхоäстве
в вероятности оäних событий наä äруãиìи, опре-
äеëяется как транзитивное заìыкание объеäине-

ния R� и отноøений всех трех ввеäенных виäов.

Ина÷е ãоворя, в öепо÷ке (4) кажäое , l = 1, 2, ...,

t + 1, естü R∅, IA ∼ B, P A�B, I [A�B] ≈ [C�D], Р [A�B] ≈ [C�D]

иëи Р [A�B] � [C�D].
В сëу÷ае, коãäа ìножество оöенок V коне÷но,

это отноøение ìожно построитü при поìощи еãо
ìатри÷ноãо преäставëения.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Метоäы, у÷итываþщие ка÷ественнуþ инфор-
ìаöиþ о преäпо÷тениях и вероятностях, позвоëя-
þт сравнитü по преäпо÷титеëüности не все страте-
ãии и потоìу ÷асто ìоãут не привести к поëу÷ениþ
реøения требуеìоãо типа (наприìер, выбратü оä-
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�
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ну наиëу÷øуþ стратеãиþ). Поэтоìу, соãëасно ите-
ративноìу поäхоäу к анаëизу заäа÷ принятия ре-
øений [28], сëеäует у÷итыватü äопоëнитеëüнуþ,
боëее сиëüнуþ, но и боëее сëожнуþ инфорìаöиþ.
При невозìожности поëу÷ения äопоëнитеëüной
инфорìаöии стоит поäуìатü о приìенении соãëа-
ситеëüных, иëи сурроãатных реøений [29].

К сожаëениþ, преäставëенный арсенаë раз-
ëи÷ных по эффективности ìетоäов анаëиза заäа÷
принятия реøений при неопреäеëенности, у÷иты-
ваþщих не÷исëовые оöенки преäпо÷тений и веро-
ятностей, явно неäостато÷ен äëя уäовëетворения
запросов практики. Поэтоìу актуаëüна пробëеìа
разработки эффективных ìетоäов поäобноãо роäа
äëя разëи÷ных со÷етаний виäов инфорìаöии о
преäпо÷тениях и вероятностях как в раìках тео-
рии принятия реøений при неопреäеëенности,
так и в раìках теории принятия ìноãокритериаëü-
ных реøений.

В теории важности критериев разработаны так-
же ìетоäы анаëиза реøений, основанные на ко-
ëи÷ественных оöенках важности и опираþщиеся
на строãое опреäеëение понятия превосхоäства в
важности оäних критериев наä äруãиìи в некото-
рое ÷исëо раз [30—33]. Оäнако рассìотрение воп-
роса о приëожении этих ìетоäов к заäа÷аì анаëиза
реøений при неопреäеëенности выхоäит за раìки
настоящей статüи.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Привеäеì зäесü контрприìер из работы [17] в наøих
обозна÷ениях, äëя простоты преäставëяя события с по-
ìощüþ ìуëüтипëикативной записи, состоящей из ноìе-
ров составëяþщих их эëеìентарных событий; напри-

ìер, вìесто {λ1, λ2, λ4} буäеì писатü 124 и вìесто {λ1, λ2,

λ4} � {λ3} соответственно 124 � 3.

Пустü n = 5. Рассìотриì отноøение вероятности, за-
писанное в виäе еäиной öепо÷ки:

12345 � 1345 � 1245 � 1235 � 145 � 135 � 2345 �
� 345 � 125 � 1234 � 15 � 245 � 235 � 134 � 45 �
� 124 � 35 � 123 � 25 � 14 � 13 � 234 � 5 � 34 �

� 12 � 1 � 24 � 23 � 4 � 3 � 2 � ∅.

Проверка показывает, ÷то все аксиоìы А1 — А4 вы-
поëнены и это отноøение вероятности естü поëная ка-
÷ественная вероятностü.

Преäпоëожиì, ÷то существуþт коëи÷ественные ве-
роятности p

1
, p

2
, p

3
, p

4
, p

5
, которые преäставëяþт эту ка-

÷ественнуþ вероятностü. Из привеäенной öепо÷ки вы-
äеëиì ÷етыре звена:

1 � 24,  34 � 12,  25 � 14,  124 � 35.

Иì соответствуþт ÷етыре строãих неравенства:

p
1
 > p

2
 + p

4
,  p

3
 + p

4
 > p

1
 + p

2
,  p

2
 + p

5
 > p

1
 + p

4
,

p
1
 + p

2
 + p

4
 > p

3
 + p

5
.

Оäнако систеìа из этих ÷етырех неравенств несов-
ìестна. Действитеëüно, сëожив их ëевые и правые ÷ас-
ти, поëу÷иì

2p
1
 + 2p

2
 + p

3
 + 2p

4
 + p

5
 > 2p

1
 + 2p

2
 + p

3
 + 2p

4
 + p

5
,

т. е. 0 > 0. Поëу÷енное противоре÷ие äоказывает, ÷то
преäпоëожение о возìожности преäставëения рассìат-
риваеìой ка÷ественной вероятности с поìощüþ коëи-
÷ественных вероятностей неверно.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Д о к а з а т е ë ü с т в о теореìы 5. Вна÷аëе заìетиì,
÷то то÷ку из выпукëоãо заìыкания объеäинения коне÷-
ноãо ÷исëа выпукëых ìножеств ìожно преäставитü в ви-
äе выпукëой коìбинаöии то÷ек, кажäая их которых ìо-
жет принаäëежатü тоëüко к оäноìу из этих ìножеств.
Действитеëüно, пустü в выпукëой коìбинаöии встре÷а-
ется, наприìер, векторная суììа α

i'
x
i′
 + α

i''
x
i''
, ãäе α

i'
 и

α
i''
 поëожитеëüны, а то÷ки x

i'
 и x

i''
 принаäëежат оäноìу

и тоìу ìножеству. Эту суììу ìожно заìенитü в выпук-
ëой коìбинаöии на оäно сëаãаеìое

,

ãäе  = α
i'
 + α

i''
, а вектор, стоящий в скобках, прина-

äëежит тоìу же ìножеству.

У÷теì еще, ÷то верхний срез отноøения R� ÷ерез y,
соãëасно теореìе 1, ìожно преäставитü в виäе объеäине-

ния коне÷ноãо ÷исëа выпукëых ìножеств: (z).

Поэтоìу ëþбуþ то÷ку x из выпукëоãо заìыкания верхне-

ãо среза R�(y) ìожно преäставитü в виäе выпукëой коì-

бинаöии то÷ек u1, u2, ..., us, кажäая из которых принаäëе-

жит соответствуþщеìу ìножеству (z1), (z2), ...,

(zs), ãäе s — ÷исëо векторов во ìножестве Z+(y):

x = α
j
u

j, ãäе все α
j
 ≥ 0 и α

j
 = 1.

Пустü w j = u j – z j � 0
(m)

, j = 1, 2, ..., s, ãäе 0
(m)

 — ну-

ëевой m-ìерный вектор (0, 0, ..., 0). Тоãäа

x = α
j
(z j + w j) = z + δ, 

ãäе z = α
j
z
j ∈ (y) и δ = α

j
w

j � 0
(m)

, и x � z.

Первое утвержäение теореìы 5 äоказано. Остаëüные
äва äоказываþтся анаëоãи÷но.
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Abstract. It is shown that practical decision-making problems often involve taking into account
preferences not fully identified, as well as uncertain factors. Known approaches to the analysis
of such problems are based on introducing of quantitative probabilities and using of utility func-
tion. However, this requires obtaining rather complex and therefore unreliable and not always
available information. In this paper, such methods are proposed for analyzing decisions under
uncertainty, for the implementation of which utility functions and quantitative probabilities are
not required. They are based on the ideas and results of the theory of the importance of criteria
in multi-criteria problems of decision-making under certainty. Partial preference and indiffer-
ence relations generated by qualitative probability on a set of strategies are used. Computational
methods for constructing such relations are considered. Calculation examples are given.

Keywords: decision-making under uncertainty, incomplete information about preferences and uncertain fac-
tors, preference relations, qualitative probability.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Моäеëирование боевых äействий на÷аëосü во
вреìя первой ìировой войны. В 1915 ã. М.П. Оси-
пов разработаë ìоäеëü высокоорãанизованноãо боя
(ìоäеëü с переносоì оãня) [1], а в сëеäуþщеì ãоäу
Ф. Лан÷естероì опубëикована ìоäеëü боя без пе-
реноса оãня (иноãäа называеìая ìоäеëüþ парти-
занской войны) [2]. В 1921 ã. Е. Бореëü сфорìуëи-
роваë иãру поëковника Бëотто — иãру äвух ëиö, в
которой иãроки оäнократно, оäновреìенно и не-
зависиìо (не зная выбора оппонента) распреäеëя-
þт свои оãрани÷енные ресурсы ìежäу коне÷ныì
÷исëоì поëей сражений иëи объектов защиты/на-
паäения [3]. Е. Бореëü и Ж. Виëëе вы÷исëиëи рав-
новесие в сìеøанных стратеãиях в иãре поëков-
ника Бëотто с сиììетри÷ныìи иãрокаìи при трех
поëях сражений [4]. В ãоäы второй ìировой войны
возник нау÷ный ìетоä «иссëеäование операöий»,
äаþщий в распоряжение военноãо коìанäования
иëи äруãоãо испоëнитеëüноãо орãана коëи÷ествен-
ные основания äëя принятия реøений по äейст-
виþ войск иëи äруãих орãанизаöий, нахоäящихся
поä их управëениеì [5]. Кëассификаöия ìатеìа-
ти÷еских ìоäеëей военных äействий преäставëена

в работе Д.А. Новикова [6]. К теоретико-иãровыì
ìоäеëяì боя ìожно отнести ìоäеëü «напаäение —
оборона» Ю.Б. Герìейера [7], явëяþщаяся ìоäи-
фикаöией ìоäеëи О. Гросса [8]. В работах [9—11]
рассìотрена ìноãоуровневая систеìа обороны при
усëовии, ÷то обороняþщиеся распоëаãаþтся на
стаöионарных пунктах. В орãанах управëения объ-
еäинений, соеäинений и ÷астей выпоëняþтся опе-
ративно-такти÷еские рас÷еты, основанные на у÷ете
боевоãо опыта и äанных военной статистики [12].

Матеìати÷еские ìоäеëи приìеняþтся в коì-
пüþтерных иìитаöионных систеìах военных äей-
ствий, ÷то позвоëяет, в ÷астности, реøатü сëеäуþ-
щие заäа÷и [13, 14]: сравнитеëüная оöенка аëüтер-
нативных вариантов боевоãо приìенения войск
(сиë); анаëиз структуры и состава боевых и обес-
пе÷иваþщих форìирований, иìеþщих на воору-
жении разëи÷ные образöы вооружений и äр.

Анаëизируя 40-ëетний опыт ìоäеëирования
боевых äействий, С. Бонäер выäеëиë важностü ис-
кусства превращения пробëеìы принятия реøе-
ния в пробëеìу анаëиза, созäания поäхоäящих ãи-
потез [15]. Вторая отìе÷енная иì пробëеìа за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то ãосуäарство тратит сëиøкоì
ìноãо ресурсов на разработку техни÷еских реøе-
ний в ущерб повыøениþ кваëификаöии военных

Аннотация. Рассìотрена вероятностная ìоäеëü боя, основанная на принöипах веäения
боевых äействий и опреäеëении боя. Параìетр боевоãо превосхоäства у÷итывает ìораëü-
ные и техноëоãи÷еские характеристики. Преäëожена еãо оöенка ìетоäоì ìаксиìаëüноãо
правäопоäобия. Сфорìуëирована ìоäеëü «наступëение — оборона», у÷итываþщая äвух-
эøеëонное построение войск (выпоëнение бëижайøей и посëеäуþщей заäа÷). Найäено
реøение трех заäа÷, связанных с отысканиеì: 1) распреäеëения среäств по пунктаì обо-
роны; 2) коëи÷ества (äоëи) среäств, выäеëяеìых во второй эøеëон (резерв); 3) теìпов пе-
реìещения поäразäеëений в боþ и их потерü. Первая заäа÷а реøена с поìощüþ обоб-
щенноãо ìетоäа уравнивания Ю.Б. Герìейера. В раìках второй заäа÷и свеäение иãры к
ìатри÷ной антаãонисти÷еской позвоëиëо найти оптиìаëüные реøения по распреäеëе-
ниþ сиë сторон ìежäу эøеëонаìи. Показано, ÷то реøение иãры соäержатеëüно интер-
претируется с то÷ки зрения военной науки (позиöионная и ìобиëüная оборона). Дëя ре-
øения третüей заäа÷и у÷тены äанные военной статистики. На конкретных приìерах по-
казана приìениìостü преäставëенных ìоäеëей при провеäении коìанäно-øтабных и
иссëеäоватеëüских у÷ений.

Ключевые слова: ìоäеëü боя, ìоäеëü Гросса, ìоäеëü Герìейера, эøеëонирование войск, оöенка па-
раìетров.
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спеöиаëистов по анаëизу иссëеäования операöий.
Отсþäа вытекает важная нау÷ная пробëеìа, за-
кëþ÷аþщаяся в разработке ìоäеëей, оперируþ-
щих оãрани÷енныì набороì параìетров и управ-
ëяеìых переìенных и у÷итываþщих основные по-
ëожения военной науки. Иныìи сëоваìи, ìоäеëи
боевых äействий äоëжны обëаäатü свойствоì ин-
ãерентности — соãëасованности с управëен÷еской
(куëüтурной) среäой, соответствиеì взãëяäаì во-
енных теоретиков и практиков на веäение боя,
сражения, операöии. С äруãой стороны, соãëасо-
ванностü äостиãается в хоäе обу÷ения военных ру-
ковоäитеëей выпоëнениþ оперативно-такти÷ес-
ких рас÷етов с поìощüþ ìатеìати÷еских ìоäеëей
и их проãраììных реаëизаöий.

В настоящей работе рассìатриваþтся вероят-
ностная ìоäеëü боя и расøирение теоретико-иã-
ровой ìоäеëи «напаäение — оборона» Ю.Б. Гер-
ìейера [7], у÷итываþщие äействия поäвижных вто-
рых эøеëонов (резервов) и позвоëяþщие оöенитü
теìп наступëения и ожиäаеìые потери сторон.
Стиëü изëожения ìатериаëа ориентирован как на
спеöиаëистов по иссëеäованиþ операöий, так и
на спеöиаëистов в обëасти военной науки и ис-
кусства.

1. ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÁÎß

Пустü иìеþтся äве противостоящие äруã äруãу
боевые ãруппы. Боевая ÷исëенностü первой ãруп-
пы равна x, второй — y. Обозна÷иì β — параìетр
боевоãо превосхоäства первой стороны наä вто-
рой. Допустиì, ÷то исхоä боя опреäеëяется резуëü-
татаìи боестоëкновений отäеëüных боевых еäи-
ниö сторон, а саìи боевые еäиниöы в сìысëе их
боевых возìожностей оäнороäны (т. е. кажäая бо-
евая еäиниöа в равной степени поëüзуется резуëü-
татаìи обеспе÷ения боя, развеäки, навеäения и äр.).
Тоãäа, у÷итывая кëасси÷еское опреäеëение веро-
ятности, опреäеëиì вероятностü побеäы в боþ
первой стороны по форìуëе [16]:

p
x
(x, y) =  = ,  q = ,

p
x
(0, 0) = , (1)

ãäе q естü соотноøение сиë сторон (превосхоäство
первой стороны). Параìетру β боевоãо превос-
хоäства в оперативно-такти÷еских рас÷етах соот-
ветствует понятие боевоãо потенöиаëа отäеëüной
боевой еäиниöы (опреäеëяеìоãо как совокупностü
иìеþщихся среäств, а также ìатериаëüных и äу-
ховных возìожностей). Боевой потенöиаë пехо-
тинöа (ìотостреëка) со øтатныì вооружениеì
обы÷но приниìается за еäиниöу.

Дëя оöенки параìетра β боевоãо превосхоäства
по резуëüтатаì боевых äействий ìожно воспоëü-
зоватüся функöией правäопоäобия:

(p
i
)s(1 – p

i
)1 – s = ,

ãäе m — ÷исëо набëþäений за хоäоì и резуëüтата-
ìи боев (объеì выборки), p

i
 — вероятностü побеäы

первой стороны в i-ì боþ (неизвестная веëи÷ина),
s — äоëя боев, в которых побеäиëа первая сторона,
x
i
 > 0 — коëи÷ество боевых еäиниö первой сторо-

ны, у÷аствовавøих в i-ì боþ, y
i
 > 0 — коëи÷ество

боевых еäиниö второй стороны, у÷аствовавøих в
i-ì боþ.

Максиìизируя ëоãарифìи÷ескуþ функöиþ
правäопоäобия, поëу÷иì выражение äëя вы÷ис-
ëения параìетра β:

 –  = 0.

В работе [17] на основе ìежäунароäной базы
инöиäентов в ìорскоì пространстве выпоëнена
оöенка параìетра боевоãо превосхоäства напаäаþ-
щих наä экипажаìи суäов, стреìящихся отразитü
их захват.

1.1. Ó÷åò ìîðàëüíîãî è òåõíîëîãè÷åñêîãî ôàêòîðîâ
â ìîäåëè áîÿ

Исхоäя из взãëяäов военных теоретиков и прак-
тиков [18—21], ìожно выäеëитü äва важнейøих
фактора, опреäеëяþщих боевуþ эффективностü
соеäинений, ÷астей и поäразäеëений: ìораëüный
фактор и еãо коëи÷ественный показатеëü — про-
öенты выäерживаеìых кровавых потерü и техно-
ëоãи÷еский фактор.

Поскоëüку боевое превосхоäство опреäеëяется
этиìи äвуìя фактораìи, выражение (1) ìожно пе-
реписатü в виäе:

p
x
(x, y) = ,  β = αρ, ρ = , (2)

ãäе α > 0 — параìетр техноëоãи÷ескоãо превос-
хоäства первой стороны, ρ — отноøение ìораëü-
ных потенöиаëов сторон, 0 < λ

x
 < 1 — äоëя потерü,

выäерживаеìая первой стороной, 0 < λ
y
 < 1 — äоëя

потерü, выäерживаеìая второй стороной.
Терìин «ìораëüная упруãостü» войск впервые

ввеäен Н.Н. Гоëовиныì: «Дëя сражений второй
поëовины XVIII и всеãо XIX века преäеëоì на-
ибоëüøей, ìораëüной упруãости войск, посëе ко-
тороãо они не способны уже к побеäе, явëяþтся
кровавые потери в 25 %» [20]. По совреìенныì
преäставëенияì, небоеспособныìи признаþтся
соеäинения, ÷асти и поäразäеëения при наëи÷ии в
них ìенее 40 % боевоãо состава [21].
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Техноëоãи÷еский фактор опреäеëяется сëеäу-
þщиìи показатеëяìи (вытекаþт из опреäеëения
боя — совокупности соãëасованных по öеëи, ìесту
и вреìени уäаров, оãня и ìаневра войск äëя уни÷-
тожения (разãроìа) противника, отражения еãо
уäаров и выпоëнения äруãих заäа÷ [21]):

— опыт и искусство коìанäиров, их способ-
ностü орãанизоватü всестороннее обеспе÷ение боя
и соãëасованные äействия поä÷иненных и приäан-
ных сиë и среäств;

— возìожности по развеäке противника, свое-
вреìенноìу öеëеуказаниþ, скрытной, оперативной
и устой÷ивой связи и навиãаöии;

— ìаневренностü сиë и среäств;
— оãневые и уäарные возìожности сиë и

среäств.
В первоì прибëижении параìетр α ìожно оп-

реäеëитü с поìощüþ среäнеãо ãеоìетри÷ескоãо:

α = ,  α
j
 = / ,  j = 1, ..., 4,

ãäе α1 > 0 — параìетр превосхоäства первой сто-

роны в опыте коìанäования и всестороннеì обес-
пе÷ении, α2 > 0 — параìетр ее превосхоäства в

среäствах развеäки, связи и навиãаöии, α3 > 0 — па-

раìетр ее превосхоäства в ìаневренности, α4 > 0 —

параìетр ее превосхоäства в оãневых возìожнос-

тях,  и  > зна÷ения j-ãо показатеëя первой

и второй сторон.
Частные коэффиöиенты α1, ..., α4 вы÷исëяþт-

ся как отноøения коëи÷ественных характеристик
боевых еäиниö сторон с у÷етоì противоäействия
противника. Наприìер, äаëüности эффективноãо

поражения противника (  и ) сëеäует вы-

÷исëятü с у÷етоì иìеþщихся у неãо среäств инäи-
виäуаëüной и коëëективной защиты; äаëüности

обнаружения (  и ) — с у÷етоì возìожнос-

тей по ìаскировке (заäыìëениþ) и т. ä. Поскоëüку
коэффиöиенты α1, ..., α4 опреäеëены ÷ерез отно-

øения веëи÷ин, то в ка÷естве äопустиìоãо среä-
неãо принято среäнее ãеоìетри÷еское.

Среäнее ãеоìетри÷еское боëее ÷увствитеëüно к
ìаëыì зна÷енияì оäноãо из коэффиöиентов, на-
приìер, скорости боевоãо переìещения иëи äаëü-
ности обнаружения противника в сëожных ìетео-
усëовиях и отражает искусство коìанäиров (коìан-
äуþщих) по форìированиþ оптиìаëüноãо состава
и вооружения øтурìовых, батаëüонных, ротных
ãрупп, способных эффективно реøатü поставëен-
ные боевые заäа÷и. Так, в на÷аëе 1942 ã. Г.К. Жу-
ков äëя захвата опорных пунктов противника тре-
боваë созäаватü уäарные отряäы, вооруженные ав-
тоìати÷ескиì оружиеì, ìиноìетаìи, отäеëüныìи
оруäияìи и вкëþ÷атü в их состав саперов, оãне-
ìет÷иков и танки [22]. Приìенение øтурìовых
ãрупп и уäарных отряäов позвоëяет выровнятü зна-
÷ения ÷астных коэффиöиентов, повыøая зна÷е-
ние параìетра техноëоãи÷ескоãо превосхоäства.

Иìея выражения äëя рас÷ета показатеëей ìо-
раëüноãо ρ и техноëоãи÷ескоãо α превосхоäства, по
резуëüтатаì боевых äействий ìожно верифиöи-
роватü ìоäеëü боя, нахоäя статисти÷ескуþ оöенку
параìетра боевоãо превосхоäства β.

1.2. Ìàñøòàáèðîâàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè áîÿ

Ли÷ный состав объеäинений, соеäинений и
÷астей поäразäеëяется на боевой состав и обеспе-
÷иваþщий. Боевой состав преäназна÷ен äëя не-
посреäственноãо веäения боевых äействий. Рас÷ет-
ныìи еäиниöаìи боевоãо состава явëяþтся: äëя
такти÷еских рас÷етов — соëäат, пуëеìет, оруäие,
танк, саìоëет, а также орãанизаöионные поäраз-
äеëения боëее иëи ìенее оäинаковоãо состава во
всех арìиях — пехотный (стреëковый, ìотостреë-
ковый) батаëüон, танковый батаëüон, батарея, эс-
каäриëüя, саперная (инженерно-техни÷еская) ро-
та; äëя оперативно-стратеãи÷еских рас÷етов —
стреëковые (пехотные), ìоторизованные, танко-
вые, авиаöионные äивизии, отäеëüные артиëëе-
рийские поëки и инженерно-саперные батаëüоны;
оäнако и в этоì сëу÷ае у÷итывается общий ÷ис-
ëенный состав ëþäей и ÷исëо оруäий, танков и са-
ìоëетов [23].

В табë. 1 указаны сиëы и среäства советских
войск к на÷аëу операöии «Баãратион» и их воз-
ìожности [12; 24, с. 47; 25].

α1α2α3α4
4 αj

1( ) αj
2( )

αj
1( ) αj

2( )

α4
1( ) α4

2( )

α2
1( ) α2

2( )

Таблица 1

Ñîñòàâ è âîçìîæíîñòè ñîâåòñêèõ âîéñê (îïåðàöèÿ «Áàãðàòèîí»)

Боевой состав
Еäиниö, 

тыс.
Боевой 

потенöиаë
Произвеäение 

(II) × (III)
Образеö

Стоиìостü 
образöа, 
тыс. руб.

Произвеäение 
(II) × (VI)

I II III IV V VI VII

Ли÷ный состав 2400 0,1 240 ППШ 0,148 355,2
Оруäия и ìиноìеты 36,4 8 291,2 45-ти ìì пуøка 14 509,6
Танки и САУ 5,2 50 260 Т-34 135 702
Боевые саìоëеты 5,3 60 318 Иë-2 140 742
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Заìетиì, ÷то несìотря на ка÷ественнуþ разно-
роäностü эëеìентов боевоãо состава, суììарный
боевой потенöиаë (стоëбеö IV) и суììарная стои-
ìостü (стоëбеö VII) этих эëеìентов приìерно оäи-
наковы (оäноãо поряäка). Тоãäа коëи÷ества бое-
вых еäиниö сторон в выражениях (1) и (2) ìоãут
бытü опреäеëены по форìуëаì:

x = Jϕ
x

c
xj
n

xj
k

xj
 + (1 – ϕ

x
) c

xj
n

xj
k

xj
,

y = Jϕ
y

c
yj
n

yj
k

yj
 + (1 – ϕ

y
) c

yj
n

yj
k

yj
,

ãäе c
xj
(c

yj
) — боевой потенöиаë (стоиìостü) бое-

вой еäиниöы j-ãо типа первой (второй) стороны,
n

xj
(n

yj
) — коëи÷ество боевых еäиниö j-ãо типа пер-

вой (второй) стороны, k
xj
 (k

yj
) — коэффиöиенты

техни÷еской ãотовности и ìатериаëüной обеспе-
÷енности боевых еäиниö j-ãо типа первой (второй)
стороны, J — ÷исëо типов боевых еäиниö, 0 ≤ ϕ

x
 ≤ 1

(0 ≤ ϕ
y
 ≤ 1) — показатеëü, обеспе÷иваþщий при-

ìенение в боþ (сражении) всех типов боевых еäи-
ниö и у÷итываþщий особенности боя (театра во-
енных äействий).

При ϕ
x
 = 1 (ϕ

y
 = 1) обеспе÷ивается «ãарìо-

ни÷ный» состав ãруппировок, ÷то поäтвержäает-
ся опытоì советских стратеãи÷еских операöий
1944—1945 ãã. В хоäе статисти÷ескоãо иссëеäова-
ния В.И. Цыãи÷ко и Ф. Стоиëи выявиëи важнуþ
особенностü структур ãруппировок войск сторон.
Оказаëосü, ÷то в среäнеì по анаëизируеìыì опе-
раöияì пехота, танки, артиëëерия и авиаöия вно-
сиëи приìерно оäинаковый вкëаä в потери сто-
рон, т. е. произвеäения ÷исëенностей разëи÷ных
типов оружия на их боевой потенöиаë практи÷ес-
ки равны [12].

Такиì образоì, наìи поëу÷ена простейøая ве-
роятностная ìоäеëü боя, у÷итываþщая ÷исëен-
ности сторон, их ìораëüные и техноëоãи÷еские ха-
рактеристики и отве÷аþщая требованияì ìасøта-
бируеìости.

2. ÌÎÄÅËÜ «ÍÀÑÒÓÏËÅÍÈÅ — ÎÁÎÐÎÍÀ»

Заäа÷а ìоäеëирования äействий напаäения про-
тив защиты в военных операöиях с критериеì эф-
фективности среäств напаäения поставëена и ре-
øена Ю.Б. Герìейероì [7]:

max(x
i
 – p

i
y
i
; 0) → max,  x

i
 ≥ 0, y

i
 ≥ 0,

x
i
 = r

x
,  y

i
 = r

y
,

ãäе r
x
 и r

y
 — ÷исëо боевых еäиниö напаäения и за-

щиты, n — ÷исëо пунктов обороны, ãäе возìожен
ее прорыв, x

i
 и y

i
 — ÷исëо боевых еäиниö, выäе-

ëенных напаäениеì и защитой на i-й пункт, p
i
 —

÷исëо среäств напаäения, уни÷тожаеìых оäной
еäиниöей защиты на i-ì пункте. С поìощüþ обоб-
щенноãо ìетоäа уравнивания Ю.Б. Герìейера äа-
ëее рассìотриì расøирение еãо ìоäеëи, у÷итыва-
þщее базовые поëожения военной науки.

Основныìи виäаìи военных (боевых) äействий
явëяþтся наступëение и оборона [21].

На стратегическом и оперативном уровнях на-
ступëение приìеняется äëя разãроìа противника
и овëаäения важныìи районаìи, рубежаìи и объ-
ектаìи на еãо территории (акватории). Оборона
приìеняется, как правиëо, в небëаãоприятно скëа-
äываþщейся обстановке äëя срыва иëи отражения
наступëения (уäаров) ÷исëенно превосхоäящеãо
противника, уни÷тожения еãо сиë и среäств, уäер-
жания важных районов, рубежей и объектов на
своей территории (акватории), выиãрыøа вреìени
и с äруãиìи öеëяìи [21].

Основной форìой тактических действий явëя-
ется бой. Наступатеëüный бой приìеняется в öе-
ëях разãроìа противостоящей такти÷еской ãруп-
пировки войск противника и овëаäения важныì
районоì (рубежоì, объектоì) на еãо территории.
Разновиäности наступатеëüноãо боя — прорыв,
встре÷ный бой и пресëеäование. Оборонитеëüный
бой приìеняется äëя срыва иëи отражения наступ-
ëения превосхоäящих сиë противника, уäержания
заниìаеìых позиöий (рубежей), преäотвращения
прорыва противника к прикрываеìыì объектаì и
созäания усëовий äëя перехоäа в наступëение [21].

Управëение äействияìи наступаþщих и оборо-
няþщихся поäразäеëений в общеì сëу÷ае ìожет
своäитüся к отысканиþ:

— распреäеëения среäств по пунктаì обороны;
— коëи÷ества (äоëи) среäств, выäеëяеìых во

второй эøеëон (резерв);
— теìпов переìещения поäразäеëений в боþ и

их потерü;
— разìеров по фронту и в ãëубину районов обо-

роны, направëений ìаневра;
— способов äействий, направëенных на раз-

ãроì противника иëи еãо окружение, иëи занятие
важноãо рубежа (объекта) в ãëубине обороны;

— способов äействий в обороне, при отхоäе и в
окружении;

— способов ìаскировки и ввеäения противника
в забëужäение и äр.

Заäа÷и управëения боеì, в которых опреäеëя-
ëисü бы все указанные эëеìенты законов управ-
ëения, в ëитературе не описаны. Даëее с поìощüþ
вероятностной ìоäеëи боя рассìотриì ÷астные
реøения первых трех заäа÷.

min
j 1 ... J, ,=

j 1=

J

∑

min
j 1 ... J, ,=

j 1=

J

∑

i 1=

n

∑

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

pb120.fm  Page 62  Friday, January 24, 2020  3:57 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО�ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

63ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2020

Пустü иìеется n обороняеìых пунктов (райо-
нов, у÷астков, направëений) с ноìераìи i = 1, ..., n,
ãäе возìожен прорыв среäстваìи наступаþщих
(рис. 1). Обозна÷иì R

x
 и R

y
 — коëи÷ества боевых

среäств в распоряжении наступаþщих и обороня-
þщихся. Ресурсы R

x
 и R

y
 поëаãаþтся бесконе÷но

äеëиìыìи, ÷то позвоëит у÷естü äействия своих,
приäанных и поääерживаþщих еäиниö, коãäа их
усиëия попереìенно направëены на разëи÷ные
пункты и заäа÷и.

Наступаþщая сторона состоит из войск первоãо
эøеëона, иìеþщеãо заäа÷у прорыва обороны хотя
бы на оäноì из обороняеìых пунктов, и войск
второãо эøеëона, которые ввоäятся в прорыв с за-
äа÷ей разãроìа второãо эøеëона (резервов) оборо-
ны и выхоäа на назна÷енный рубеж в ãëубине обо-
роны. Вектор среäств наступëения:

x = (x1, ..., xn
, u) ∈ X = x | x

i
 + u = R

x
, 

x
i
, u ∈ ℜ,

ãäе x
i
 ≥ 0 — коëи÷ество среäств первоãо эøеëона,

иìеþщих заäа÷у прорыва пункта i; u ≥ 0 — коëи-
÷ество среäств второãо эøеëона.

Обороняþщаяся сторона состоит из войск пер-
воãо эøеëона и резерва (иëи второãо эøеëона). За-
äа÷а первоãо эøеëона закëþ÷ается в неäопущении
прорыва пунктов обороны, заäа÷а резерва (второãо
эøеëона) — в нанесении контруäара в сëу÷ае про-
рыва обороны иëи уäержании второй ëинии обо-
роны. Вектор среäств обороны:

y = (y1, ..., yn
, w) ∈ Y = y | y

i
 + w = R

y
,

y
i
, w ∈ ℜ,

ãäе y
i
 ≥ 0 — коëи÷ество среäств первоãо эøеëона,

иìеþщих заäа÷у обороны пункта i; w ≥ 0 — коëи-
÷ество среäств резерва, преäназна÷енных äëя на-
несения контруäара в сëу÷ае прорыва пункта i.

Допоëнитеëüно опреäеëиì поäìножества äей-
ствий первых эøеëонов сторон ÷ерез разностü
ìножеств:

X\u = x| x
i
 = R

x
 – u ,

Y\w = y| y
i
 = R

y
 – w .

Приìенитеëüно к äействияì первых эøеëонов
векторы среäств сторон:

x = (x1, ..., xn
) ∈ X\u,  y = (y1, ..., yn

) ∈ Y\w.

2.1. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðîðûâîì (óäåðæàíèåì) 
ïóíêòîâ îáîðîíû

Рассìотриì постановку ÷астной теоретико-иã-
ровой заäа÷и управëения прорывоì (уäержаниеì)
пунктов обороны в усëовиях, коãäа стороны при-
ниìаþт реøения оäновреìенно (проäоëжитеëü-
ности такти÷еских öикëов äействий сторон при-
ìерно оäинаковы) и äëя нахожäения реøения äо-
стато÷но вы÷исëитü равновесие Нэøа.

Опреäеëиì öеëевуþ функöиþ первоãо эøеëона
наступаþщих в виäе:

f(x, y) = ,

ãäе β
i
 — параìетр боевоãо превосхоäства наступа-

þщих на i-ì пункте обороны; x
i
 ≥ 0 — коëи÷ество

среäств наступаþщих, выäеëенных äëя прорыва
пункта i; y

i
 ≥ 0 — коëи÷ество среäств, иìеþщих за-

äа÷у обороны пункта i.
Так как выиãрыø наступаþщих естü проиãрыø

обороняþщихся, то ìы иìееì антаãонисти÷ескуþ

иãру. Отìетиì, ÷то функöия  выпукëа по y
i

и воãнута по x
i
, i = 1, ..., n, а функöия f(x, y) вы-

пукëа по y (выпукëостü пото÷е÷ноãо ìаксиìуìа).
Без потери общности поëожиì, ÷то β1 ≥ β2 ≥ ...

... ≥ β
n
 (первый пункт äëя обороны явëяется сëабей-

øиì), ÷еãо ëеãко äобитüся перенуìераöией пунк-
тов обороны.

Нижняя цена игры прорыва пунктов обороны:

v = f(x, y) =

=  = ,

r
x
 = R

x
 – u, r

y
 = R

y
 – w,

а x(1) = {r
x
, 0, ..., 0} естü ìаксиìинная стратеãия

наступаþщих, закëþ÷аþщаяся в нанесении уäара

Рис. 1. Условная схема района обороны

⎩
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i 1=

n

∑
⎭
⎬
⎫

⎩
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i 1=

n

∑
⎭
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⎫

⎩
⎨
⎧

i 1=

n

∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

i 1=

n

∑
⎭
⎬
⎫

max
i 1 ... n, ,=

βixi

βixi yi+

--------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

βixi

βixi yi+

--------------------

max
x X \u∈

min
y Y \w∈

β1 Rx u–( )
β1 Rx u–( ) Ry w–+

-------------------------------------------------

β1rx

β1rx ty+

---------------------
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всеìи сиëаìи первоãо эøеëона (конöентрирован-
ноãо уäара) по сëабейøеìу (первоìу) пункту.

Дëя ëþбой стратеãии наступаþщих опреäеëиì
вспоìоãатеëüнуþ («выравниваþщуþ») стратеãиþ
обороняþщихся:

 = r
y
,  i = 1, ..., n.

Тоãäа f(x, y) ≤ f(x, ) = ,

f(x, ) =  ≤ .

Такиì образоì, äëя ëþбой стратеãии x

f(x, y) ≤  = f(x(1), y)

и x(1) — ìаксиìинная стратеãия наступаþщих.
Верхняя цена игры. Преäваритеëüно рассìот-

риì вспоìоãатеëüнуþ антаãонисти÷ескуþ иãру с
äиаãонаëüной ìатриöей A, в которой äиаãонаëü-
ные эëеìенты a

i
 > 0 и преäпоëожиì, ÷то все эëе-

ìенты оптиìаëüных сìеøанных стратеãий ϕ0, π0

поëожитеëüны (нет äоìинируеìых стратеãий). Тоã-
äа по теореìе (свойству äопоëняþщей нежесткос-
ти) [26, с. 36] поëу÷иì:

A(i, π0) = a
i

 = v,  i = 1, ..., n,  = 1.

Реøение систеìы относитеëüно n + 1 неизвес-

тных , v [26]:

ϕ0 = π0 = v/a
i
,  i = 1, ..., n,  v = 1/ (a

j
)–1.

Утверждение. В игре прорыва пунктов обороны
верхняя цена и минимаксная стратегия обороняю-
щихся

 = f(x, y) =  

и y0:  = r
y
,  i = 1, ..., n.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü x(i) = {0, ..., , 0, ..., 0}

естü стратеãия наступаþщих, закëþ÷аþщаяся в нанесе-
нии всеìи сиëаìи уäара по i-ìу пункту обороны и äо-
кажеì равенство:

f(x, y) = f(x(i), y) ∀y ∈ Y \w. (3)

Преäставиì стратеãиþ x в виäе:

x = x
(i) = .

Тоãäа öеëевая функöия

f(x(i), y) =  = ,

и равенство (3) выпоëняется в сиëу тоãо, ÷то öеëевая
функöия f(x, y) явëяется возрастаþщей по x.

Рассìотриì вспоìоãатеëüнуþ öеëевуþ функöиþ и
заìениì переìенные

g(i, y) =  = 1 +  = g(i, π) = 1 + π
i
,

ãäе π = y/r
y
 ∈ Π = π = (π

1
, ..., π

n
)| π

i
 = 1, π

i
 ≥ 0, i = 1,

..., n .

Найäеì ее ìаксиìин (с у÷етоì выражения (3) и ÷то
a
i
 = 1/β

i
):

g(i, π) = 1 +  = 1 + .

Обозна÷иì B = β
j
. В резуëüтате поëу÷аеì верх-

нþþ öену иãры прорыва пунктов обороны

 = f(x, y) = 

и оптиìаëüное реøение обороняþщихся

 = r
y
 = r

y
,  i = 1, ..., n.

Равновесие иãры прорыва пунктов обороны в ÷истых

стратеãиях при n > 1 не существует, поскоëüку v <  иëи

 < .

Решение игры в смешанных стратегиях. В иãре про-
рыва пунктов обороны существует реøение в сìеøан-

ных стратеãиях виäа (ϕ0, y0, ), ãäе y0 — ÷истая ìини-
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ìаксная стратеãия обороны, а оптиìаëüная сìеøанная
стратеãия наступаþщих иìеет виä

ϕ0 = ,   = ,  i = 1, ..., n,

ãäе  — вероятностная ìера, сосреäото÷енная в то÷-

ке x(i).
Наëи÷ие ÷истой ìиниìаксной стратеãии обороня-

þщихся сëеäует из выпукëости öеëевой функöии по y
(сì. теореìу 5.4 в работе [26]). Дëя сìеøанной стратеãии
наступаþщей стороны провериì выпоëнение усëовия:

f(ϕ0, y) ≥  ∀y ∈ Y \w.

Иìееì:

f(ϕ0, y) = f(x(i), y) =  ≥

≥  =  = .

Мы воспоëüзоваëисü известныì неравенствоì:

x
i
 > 0, π

i
 = 1, π

i
 > 0, i = 1, ..., n,  ≥ 1/ π

i
x
i
.

Такиì образоì, öена иãры при прорыве первоãо эøе-
ëона обороны

v =  = . (4)

Пример 1. При исхоäных äанных: n = 3, β
1
 = 0,7,

β
2

= 0,5, β
3
 = 0,3, r

x
 = 100, r

y
 = 100 найти вероятностü

прорыва обороны и оптиìаëüные стратеãии сторон. Ве-
роятностü прорыва обороны вы÷исëяеì по форìуëе (4):

v =  =  = 0,6.

Обороняþщиеся приìеняþт ìаксиìиннуþ страте-
ãиþ, распреäеëяя ресурс по пунктаì обороны:

 = r
y
 = 100 ≈ 46,7,   = r

y
 = 100 ≈ 33,3,

 = r
y
 = 100 ≈ 20,0.

Наступаþщие всеìи сиëаìи первоãо эøеëона нано-
сят уäар по оäноìу из пунктов обороны с вероятностяìи
выбора пунктов:

 =  =  ≈ 0,47,   =  =  ≈ 0,33,

 =  =  ≈ 0,20.

Есëи пункты обороны оäнороäны (β = β
1
 = β

2
 = ...

... = β
n
), то öена иãры

v = .

Вынужäенностü обороны непосреäственно сëеäует
из посëеäнеãо выражения — с ростоì ÷исëа пунктов
обороны возìожности наступаþщих существенно воз-
растаþт. На практике ÷исëо пунктов не превыøает
трех—пяти.

2.2. Òåìï íàñòóïëåíèÿ è ïîòåðè ñòîðîí

Важнейøиì показатеëеì боя, сражения и опе-
раöии сëужит теìп наступëения (ìаневра). До на-
÷аëа ìеханизаöии войск суто÷ный перехоä поäраз-
äеëений в похоäноì поряäке составëяë окоëо 32 кì
норìаëüныì ìарøеì и äо 50—60 кì форсирован-
ныì ìарøеì. При äвижении на автоìобиëях раз-
ìер суто÷ноãо перехоäа увеëи÷иëся äо 200 кì [27].

В табë. 2 и на рис. 2 показана зависиìостü теì-
пов наступëения в такти÷еской ãëубине от соотно-
øения сиë сторон и степени поäãотовëенности
обороны противника [28].

В ãоäы корейской войны (1950—1953 ãã.) теìп
наступëения äивизий арìии США составëяë при
прорыве обороны 2—3 кì/сут, при пресëеäова-
нии — 10—17 кì/сут [29]. По взãëяäаì коìанäо-
вания НАТО среäний теìп наступëения в такти-
÷еской зоне äоëжен составëятü äо 25 кì/сут, в опе-
ративной ãëубине — äо 80 кì/сут [30].

В общеì сëу÷ае теìп наступëения при прорыве
обороны зависит от характера ìестности, ее инже-
нерноãо оборуäования, такти÷еских характеристик
иìеþщеãося вооружения и äр. Названные факто-
ры ìоãут бытü у÷тены в ìоäеëи боя ÷ерез показа-
теëü техноëоãи÷ескоãо превосхоäства α наступаþ-
щих (инженерное оборуäование ìестности обы÷-
но снижает еãо зна÷ение). Увеëи÷ение теìпов

i 1=

n

∑ πi
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I
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0 βi
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∑
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Таблица 2

Çàâèñèìîñòü òåìïîâ îñóùåñòâëåíèÿ ìàíåâðà ñîâåòñêèõ âîéñê 
â íàñòóïàòåëüíîì áîþ â ãîäû Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû 

îò ñîîòíîøåíèÿ â ñèëàõ è ñðåäñòâàõ ñòåïåíè ïîäãîòîâëåííîñòè 
îáîðîíû ïðîòèâíèêà

Соотноøе-
ние сиë и 
среäств по 
пехоте, ар-
тиëëерии, 

танкаì 
(среäнее)

Теìпы осуществëения ìаневра 
при разëи÷ной степени ãотовности

обороны противника, кì/÷

Оборона 
не поäãо-
товëена

Оборона 
сëабо 

поäãотов-
ëена

Оборона 
поäãо-
товëена

Оборона 
поäãотов-
ëена поë-
ностüþ

3:1 0,4 0,3 0,2 0,15
4:1 0,55 0,4 0,3 0,2
5:1 0,7 0,5 0,35 0,25
6:1 0,85 0,6 0,4 0,3
7:1 — 0,75 0,5 0,33
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наступëения по сравнениþ с теìпаìи, характер-
ныìи äëя операöий Веëикой Оте÷ественной вой-
ны, ìожет бытü äостиãнуто путеì приìенения БТР
и БМП, способных вести эффективный оãонü на
хоäу, развеäыватеëüно-оãневых коìпëексов, ìеха-
ни÷еских среäств разìинирования и äр.

В работе [31, с. 251] преäëожена форìуëа äëя
рас÷ета теìпа W наступëения на обороняþщуþся
сторону:

W = ,

которуþ öеëесообразно ìоäифиöироватü с у÷етоì
äанных военной статистики.

Приìеì äопущения:
— при вероятности побеäы p

x
(x, y) ≤ 0,5 теìп

наступëения равен нуëþ;
— с увеëи÷ениеì вероятности побеäы теìп на-

ступëения прибëижается к скорости ãруппы в по-
хоäноì поряäке с у÷етоì характера ìестности и
препятствий на ней.

Наибоëее простое выражение äëя рас÷ета теìпа
наступëения:

W = 2kW0  = W0 , q ≥ 1, (5)

ãäе W0 — скоростü переìещения наступаþщих в

похоäноì поряäке с у÷етоì характера ìестности,
q — соотноøение сиë сторон, k — параìетр фор-
ìы, у÷итываþщий возìожности эффективноãо
приìенения наступаþщиìи оружия в äвижении.

Данные из табë. 2 äостато÷но хороøо аппрок-
сиìируþтся ìоäеëüþ (5) при k ≈ 3—4. На рис. 3
при W0 = 15 кì/÷ показана зависиìостü теìпов

наступëения от соотноøения сиë при разëи÷ных
зна÷ениях параìетра форìы k.

Из рисунка виäно, ÷то теìп наступëения ìож-
но существенно повыситü путеì изìенения техно-
ëоãии прорыва обороны противника.

Коëи÷ество обороняþщихся, выäеëяеìых в пер-
вый эøеëон, äоëжно обеспе÷иватü своевреìенное
выäвижение резерва на уãрожаеìое направëение
прорыва обороны и еãо развертывание в боевой
поряäок. С у÷етоì äанноãо усëовия обороняþ-
щиìся назна÷ается район обороны øириной s и
ãëубиной g (сì. рис. 1).

Пере÷исëиì виäы ìаневра поäразäеëений в
боþ [32]:

— обхоä — боëее ãëубокий ìаневр, соверøае-
ìый поäразäеëенияìи äëя уäара по противнику с
тыëа;

— охват — ìаневр, осуществëяеìый поäразäе-
ëенияìи в öеëях выхоäа äëя уäара во фëанã про-
тивнику;

— отхоä и сìена района — ìаневр, приìеняе-
ìый в öеëях вывоäа своих войск из-поä уäаров
превосхоäящих сиë противника, выиãрыøа вреìе-
ни и занятия боëее выãоäноãо рубежа (района).

Исхоäя из особенностей района обороны, сте-
пени еãо инженерноãо оборуäования, ожиäаеìоãо
ìаневра наступаþщих, обороняþщиеся назна÷аþт
äëя кажäоãо пункта обороны ìиниìаëüное ÷исëо
боевых еäиниö, сковываþщих наступаþщих и вы-
нужäаþщих их развернутüся в боевой поряäок.

В табë. 3 преäставëена зависиìостü суто÷ных
потерü наступаþщей стороны от на÷аëüноãо соот-
ноøения сиë [12]. Привеäенные в табëиöе äанные
äостато÷но хороøо аппроксиìируþтся выражени-

еì L
x
 = a

x
q–c, a

x
 = 10, c = 0,5, ãäе L

x
 — среäнесу-

то÷ные потери наступаþщих в хоäе операöии; a
x
 —

коэффиöиент потерü наступаþщих; c — параìетр
форìы функöии потерü.

Соответственно, потери L
y
 обороняþщихся

ìожно описатü выражениеì L
y
 = a

y
q–c, ãäе a

y
 — ко-

эффиöиент потерü обороняþщихся.

Рис. 2. Зависимость темпа наступления от соотношения сил и
подготовки обороны

Рис. 3. Зависимость темпа наступления от соотношения сил при
различных значениях параметра формы

q
2

q
2

1+

---------------

q
q 1+

------------ 0,5–⎝ ⎠
⎛ ⎞

k q 1–

q 1+

------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ k

Таблица 3

Çàâèñèìîñòü ñóòî÷íûõ ïîòåðü íàñòóïàþùåé ñòîðîíû 
îò íà÷àëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèë

На÷аëüное соотноøение сиë 5:1 3:1 1:1
Суто÷ные потери, % 3,5 7 10
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Иìея выражения äëя рас÷ета теìпа наступëе-
ния и ожиäаеìых потерü, ìожно назна÷атü раз-
ëи÷ные критерии боевых äействий, отражаþщих
öеëи сторон и особенности обстановки.

2.3. Ìîäåëü «íàñòóïëåíèå — îáîðîíà»

Цеëü наступëения (обороны) опреäеëяется при
непосреäственноì пëанировании и зависит от ìно-
жества факторов: боевая обстановка на у÷астке
ответственности старøеãо на÷аëüника, распоëо-
жение и ìаневренностü войск и резервов, соöи-
аëüная обстановка, характер ìестности и т. ä.

Кажäой возìожной öеëи наступаþщих и обо-
роняþщихся äоëжен бытü поставëен в соответст-
вие критерий. При÷еì в общеì сëу÷ае иãра ìожет
бытü неантаãонисти÷еской, наприìер, öеëü насту-
паþщих закëþ÷ается в ìаксиìизаöии ìиниìаëü-
ноãо зна÷ения из äвух вероятностей — вероятнос-
ти прорыва пункта обороны первоãо эøеëона и ве-
роятности отражения атаки резерва и выхоäа на
назна÷енный рубеж; öеëü обороняþщихся — ìак-
сиìизаöия суììарноãо вреìени обороны на äвух
рубежах.

Поскоëüку, зная соотноøение сиë сторон и вы-
ражения äëя рас÷ета теìпа наступëения и потерü,
äостато÷но из всеãо ìноãообразия öеëевых функ-
öий рассìотретü функöии

F(u, w) = min , 

B = β
j
, (6)

umin ≤ u ≤ R
x
 – umin,  wmin ≤ w ≤ R

y
 – wmin, (7)

ãäе δ — параìетр боевоãо превосхоäства второãо
эøеëона наступаþщих наä резервоì обороны,
umin > 0 (wmin > 0) — ìаëое зна÷ение боевых еäиниö

первой (второй) стороны. Оãрани÷ения (7) отра-
жаþт невырожäенностü äвухэøеëонноãо построе-
ния войск иëи требование наëи÷ия резерва.

Соäержатеëüно öеëевая функöия озна÷ает, ÷то
наступаþщие стреìятся так распреäеëитü сиëы и
среäства ìежäу эøеëонаìи, ÷тобы обеспе÷итü оäи-
наково успеøные и прорыв пунктов обороны (пер-
воãо эøеëона обороны), и отражение атаки резер-
ва обороны (прорыв второãо эøеëона обороны).
Иныìи сëоваìи, и наступаþщие, и обороняþщи-
еся руковоäствуþтся принöипоì ãарантированно-
ãо резуëüтата при распреäеëении ресурсов ìежäу
эøеëонаìи. Вìесте с теì, в выражении (6) вìесто
ìиниìуìа в ряäе сëу÷аев преäставëяется обосно-
ванныì взятü произвеäение.

Заäа÷а не иìеет реøения в обëасти ÷истых
стратеãий. У÷итывая, ÷то увеëи÷ение (сокраще-
ние) ÷исëенности эøеëона (резерва) происхоäит
порöияìи, ìиниìаëüно по 5—10 еäиниö (отäеëе-

ние, ãруппа), äаëее рассìотриì ìатри÷нуþ анта-
ãонисти÷ескуþ иãру с öеëевой функöией наступа-
þщих

F(u
k
, w

k
) = min ,

ãäе u
k
 (w

k
) — коëи÷ество среäств второãо эøеëона

наступаþщих (резерва обороны) при k-й страте-
ãии, k = 1, ..., K.

Дëя обозна÷ения сìеøанных стратеãий насту-
паþщих и обороняþщихся буäеì поëüзоватüся век-
тораìи

π = (π1, ..., πK
),  π

j
 = 1,  π

k
 ≥ 0,  k = 1, ..., K,

ϕ = (ϕ1, ..., ϕK
),  ϕ

j
 = 1,  ϕ

k
 ≥ 0,  k = 1, ..., K.

Реøение ìатри÷ной иãры своäится к паре äвой-
ственных заäа÷ ëинейноãо проãраììирования [26].

Пример 2. При исхоäных äанных n = 3, β = 0,7, δ = 1,2,
R
x
 = 300, R

y
 = 100 (трехкратное превосхоäство наступа-

þщих наä обороняþщиìися), K = 9 реøена ìатри÷ная
антаãонисти÷еская иãра (ìатриöа иãры преäставëена в
табë. 4).

Реøение иãры преäставëено в табë. 5.
Наступаþщиì öеëесообразно с вероятностüþ 0,66 на-

зна÷атü во второй эøеëон 180 боевых еäиниö из R
x
 = 300,

а в оставøихся сëу÷аях — 210 еäиниö (π
6
 = 0,66; π

7
 = 0,34).

Соответственно, обороняþщиìся выãоäно в 34 сëу÷а-
ев из 100 выäеëятü в резерв (второй эøеëон обороны)
10 боевых еäиниö (позиöионная оборона), а в оставøих-
ся сëу÷аях — 90 еäиниö (ìобиëüная оборона), ϕ

1
 = 0,34,

ϕ
9
 = 0,66. Зна÷ения öеëевой функöии F(u

k
, w

k
), вероят-
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⎝ ⎠
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Таблица 4

Ìàòðèöà èãðû «íàñòóïëåíèå—îáîðîíà»

Чисëо 
еäи-

ниö 2-
ãо 

эøе-
ëона

Чисëо боевых еäиниö,
выäеëенных обороной в резерв

10 20 30 40 50 60 70 80 90

30 0,78 0,64 0,55 0,47 0,42 0,38 0,34 0,31 0,29

60 0,85 0,78 0,71 0,64 0,59 0,55 0,51 0,47 0,44

90 0,83 0,84 0,78 0,73 0,68 0,64 0,61 0,57 0,55

120 0,81 0,83 0,83 0,78 0,74 0,71 0,67 0,64 0,62

150 0,78 0,80 0,82 0,82 0,78 0,75 0,72 0,69 0,67

180 0,74 0,76 0,78 0,81 0,81 0,78 0,76 0,73 0,71

210 0,68 0,70 0,73 0,76 0,79 0,81 0,78 0,76 0,74

240 0,58 0,61 0,64 0,68 0,72 0,76 0,80 0,78 0,76

270 0,41 0,44 0,47 0,51 0,56 0,61 0,68 0,76 0,78
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ности v0 прорыва пунктов обороны и вероятности vR вы-
хоäа на назна÷енный рубеж показаны в табëиöе.

Цена иãры при этоì равна 0,72, ожиäаеìые вероят-
ности прорыва пунктов обороны и выхоäа на назна÷ен-

ный рубеж: p(1) = 0,88, p(2) = 0,80. ♦
Резуëüтаты реøения заäа÷и иìеþт соäержатеëü-

нуþ интерпретаöиþ с то÷ки зрения военной науки
и военноãо искусства. В ÷астности, по взãëяäаì
коìанäования арìии США в зависиìости от усëо-
вий обстановки приìеняется иëи ìобиëüная обо-
рона (основные сиëы и среäства выäеëяþтся в ре-
зерв иëи второй эøеëон), иëи позиöионная, коãäа
основные сиëы и среäства нахоäятся в первоì
эøеëоне.

Есëи ìоäеëи боя рассìатриватü как эëеìент те-
ории иãр, то в них сìеøанные стратеãии вы÷исëя-
þт, а их реаëизаöия преäпоëаãает приìенение ру-
ëетки, äат÷ика сëу÷айных ÷исеë и äр. Вìесте с теì,
воена÷аëüники, вëаäеþщие искусствоì поäãотов-
ки и осуществëения боев, сражений и операöий,
приниìая реøения, в крат÷айøие сроки проиã-
рываþт в уìе ìножество возìожных äействий
сторон, у÷итываþт опыт преäыäущих äействий,
стреìятся обìанутü противника неøабëонныìи
äействияìи. Оперативно-такти÷еские рас÷еты и
своäки, которые ãотовит øтаб, по ìеткоìу выра-
жениþ К. Кëаузевиöа [18] явëяþтся øпаãой, а ис-
кусство коìанäира естü искусство фехтования в
усëовиях постоянной нехватки вреìени, äанных
и непрерывно ìеняþщейся обстановке. Совокуп-
ностü äействий, такти÷еских приеìов, развернутая
во вреìени (у÷ет опыта преäыäущих боев) и про-
странстве (у÷ет опыта сосеäей и äр.) образует реа-
ëизаöиþ, называеìуþ в теории иãр сìеøанныìи
стратеãияìи.

Приìенение сìеøанных стратеãий оäной из сто-
рон äает ей существенное преиìущество. Г.К. Жу-
ков, рассужäая о пëанировании Варøавско-Поз-
нанüской операöии, отìе÷аë [33]:

«У ìеня не быëо поëной ãарантии, ÷то наì уäастся
оперативно-такти÷еская внезапностü, а поэтоìу я øеë
на хуäøее и рас÷ет строиë также на хуäøее. Противник
ìоã опреäеëитü не тоëüко направëение наøеãо уäара, но
он ìоã äоãаäатüся и о сиëе этоãо уäара, а это ãëавное. Не

так страøно направëение, как важно разãаäатü сиëу уäа-
ра, ÷тобы своевреìенно поäãотовитü соответствуþщие
сиëы äëя противоäействия...

Что противник ìоã сäеëатü, коãäа бы он разãаäаë
наø заìысеë? Он ìоã оставитü в первоì эøеëоне обо-
роны, т. е. на своеì переäнеì крае, усиëенное прикры-
тие, станковые пуëеìеты, ру÷ное автоìати÷еское ору-
жие, отäеëüные пуøки и äаже поставитü танки... Гëав-
ные же сиëы он ìоã äержатü в 5—6 кì от переäнеãо края.
Потеряв, наконеö, от наøеãо первоãо уäара 5—6 кì тер-
ритории и заставив нас расстреëятü артзапасы, он äостиã
бы срыва наøей операöии. Вы знаете, ÷то äëя поäвоза
снаряäов äëя артиëëерийской поäãотовки по усëовияì
коììуникаöий требоваëся оäин ìесяö вреìени... Посëе
тщатеëüноãо и всестороннеãо изу÷ения обороны про-
тивника... реøиëи ãенераëüнуþ атаку сразу не вести, так
как не быëо поëной ãарантии, ÷то äанные, поëу÷енные
от всех виäов развеäки за в÷ераøний äенü, не ìоãут из-
ìенитüся к на÷аëу атаки...

Поэтоìу посëе тщатеëüноãо изу÷ения этих вопросов
и обсужäения их с коìанäуþщиìи, на÷аëüникаìи роäов
войск, коìанäираìи соеäинений и со øтабныìи офи-
öераìи ìы приøëи к вывоäу: ëу÷øе пойти на обìан во
вреìя саìой атаки, а äëя этоãо äоëжна бытü провеäена
ëожная атака, но такая ëожная атака, которуþ против-
ник не распознаë бы, ÷то она ëожная. Зна÷ит, сиëа ар-
туäара, сиëа атаки не äоëжны вызватü какое-ëибо по-
äозрение у противника, и есëи окажется, ÷то противник
буäет захва÷ен враспëох, äроãнет и не выäержит этоãо
уäара, ìы испоëüзуеì этот успех, неìеäëенно перейäеì
в атаку всеìи сиëаìи и буäеì осуществëятü свой ãене-
раëüный пëан, т. е буäеì вести ãенераëüнуþ атаку. До-
пустиì, ÷то противник поøеë все же на обìан и о÷истиë
бы территориþ на 3—5 кì, äаë возìожностü наøеìу
первоìу эøеëону атаки прибëизитüся к истинноìу пе-
реäнеìу краþ, а таì бы еãо остановиë и атака бы захëеб-
нуëасü. В этоì сëу÷ае ìаксиìуì ÷ерез 1—1,5 ÷ посëе пе-
реäа÷и соответствуþщих коìанä и распоряжений ìы
ìоãëи перейти к пëану осуществëения артпоäãотовки
ãенераëüной атаки».

Рас÷етное ÷исëо еäиниö первоãо эøеëона на-
ступаþщих, равное 300 – 210 = 90 (сì. приìер 1 и
табë. 4), — это «ëожная атака», 300 – 180 = 120 —
«ãенераëüная атака». Стратеãия обороны: выäеëитü
в первый эøеëон 10 иëи 90 еä. из 100 иìеþщихся —
это попытка ввести наступаþщих в забëужäение,
заставив их попусту израсхоäоватü ресурсы.

Таблица 5

Ðåøåíèå èãðû «íàñòóïëåíèå—îáîðîíà»

Чисëо еäиниö 2-ãо эøеëона, u
k

Чисëо боевых еäиниö, выäеëенных обороной в резерв, w
k

Сìеøанная 
стратеãия 

наступëения
10 90

F(u
k
, w

k
) v

0
v
R F(u

k
, w

k
) v

0
v
R

180 0,74 0,74 0,96 0,71 0,96 0,71 0,66

210 0,68 0,68 0,96 0,74 0,95 0,74 0,34

Сìеøанная стратеãия обороны 0,34 0,66 –
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена вероятностная ìоäеëü боя, осно-
ванная на опреäеëении и принöипах боя и у÷иты-
ваþщая ìораëüные и техноëоãи÷еские характерис-
тики сторон конфëикта. Мораëüный фактор харак-
теризуется проöентоì выäерживаеìых кровавых
потерü, при котороì войска (боевые еäиниöы) еще
способны выпоëнятü поставëенные заäа÷и. Тех-
ноëоãи÷еский фактор опреäеëяется показатеëяìи:
опытоì и искусствоì коìанäиров, возìожностя-
ìи по развеäке, ìаневроì и оãневыì поражениеì
противника. Метоäоì ìаксиìаëüноãо правäопо-
äобия найäена оöенка параìетра боевоãо превос-
хоäства. Рассìотрена заäа÷а ìасøтабирования ìо-
äеëи боя.

Сфорìуëирована и реøена теоретико-иãровая
заäа÷а «наступëение — оборона», в которой у÷и-
тываþтся äействия первых и вторых эøеëонов
сторон. Заäа÷а состоит из поäзаäа÷и прорыва обо-
роны первыì эøеëоноì наступаþщих и поäзаäа÷и
распреäеëения ресурсов ìежäу эøеëонаìи. Най-
äено реøение иãры и рассìотрен соäержатеëüный
приìер, отражаþщий опыт боевых äействий в ãо-
äы Веëикой Оте÷ественной войны.

Из анаëиза äанных по наступатеëüныì опера-
öияì Красной Арìии 1944—1945 ãã. поëу÷ены за-
висиìости теìпа наступëения и потерü от на÷аëü-
ноãо соотноøения сиë и среäств сторон.

Перспективные направëения äаëüнейøих ис-
сëеäований: нахожäение равновесия Штакеëüбер-
ãа в иãре «наступëение — оборона», постановка и
реøение заäа÷ инфорìаöионноãо и рефëексивно-
ãо управëения боевыìи äействияìи и äр. Кроìе то-
ãо, зна÷итеëüный интерес преäставëяет апробаöия
ìоäеëи на реаëüных äанных военной статистики.
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Abstract. A probabilistic model of combat based on the principles of warfare and the definition
of combat is considered. The parameter of combat superiority takes into account the moral and
technological characteristics. Its estimation by the maximum likelihood method is proposed. The
«attack-defense» model is formulated, taking into account the two-tier formation of troops (im-
plementation of the next and subsequent tasks). The solution of three problems connected with
search is found: 1) distribution of means between the points of defense; 2) quantity (share) of
the means allocated in the second echelon (reserve); 3) the rate of movement of units in battle
and their losses. The first problem is solved using the Y.B. Germeyer’s generalized principle of
equalization. Within the second problem reducing the game to an antagonistic matrix type al-
lowed us to find optimal solutions for the distribution of forces of the parties between the ech-
elons. It is shown that the decision of the game has a meaningful interpretation from the military
science point of view (positional and mobile defense). To solve the third problem, military sta-
tistics data were used. The applicability of the presented models during command-staff and ex-
perimental exercises is shown on concrete examples.

Keywords: model of battle, Gross’ model, Germeyer’s model, echelonment of troops, assessment of param-
eters.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Выбор управëяþщих возäействий (УВ) на аëü-
тернативной основе по степени их вëияния на эф-
фективностü текущеãо состояния сëожноãо тех-
ноëоãи÷ескоãо проöесса (ТП) ìехани÷еской обра-
ботки äетаëей и вхоäящих в неãо техноëоãи÷еских
операöий в усëовиях неäоброка÷ественной неоп-
реäеëенности — оäна из актуаëüных пробëеì ìа-
øиностроения [1—3]. Наприìер, коãäа корреëятор
ситуаöионной систеìы управëения ТП выявëяет

äëя испоëнения нескоëüко ëоãико-трансфорìаöи-
онных правиë вывоäа и возникает необхоäиìостü
в выборе наиëу÷øеãо из них на основе резуëüтатов
преäваритеëüной обработки äанных в экстрапоëя-
торе äëя принятия оäнозна÷ноãо реøения [4].

Отìетиì, ÷то заäа÷а выбора в стабиëüных усëо-
виях функöионирования, как правиëо, реøается
тривиаëüно на основе заäанных критериев оöен-
ки эффективности аëüтернативных УВ в тех иëи
иных пробëеìных ситуаöиях на объекте управëе-
ния (ОУ) при заäанных оãрани÷ениях [5]. В усëо-
виях же с высокой äинаìикой и непреäсказуеìос-
тüþ протекаþщих в окружаþщей среäе (ОС) про-
öессов, реøение заäа÷и аëüтернативноãо выбора
своäится, как правиëо, к принятиþ непроãраììи-

Аннотация. Рассìотрены и реøены основные пробëеìы, связанные с эффективной ре-
аëизаöией техноëоãи÷еских проöессов в ìаøиностроении в усëовиях неопреäеëенности.
Преäëожен интеãраëüный критерий оöенки эффективности текущеãо состояния техно-
ëоãи÷еских проöессов, позвоëяþщий свести реøение ìноãокритериаëüной заäа÷и выбо-
ра эффективных управëяþщих возäействий к оäнокритериаëüной оптиìизаöионной за-
äа÷е при наëи÷ии как ìаксиìизируеìых, так и ìиниìизируеìых показатеëей эффек-
тивности. Привеäен способ, основанный на приìенении не÷еткой ëоãики äëя обработки
экспертных äанных, позвоëяþщий сфорìироватü в виäе ãрафика ëинãвисти÷еской функ-
öии ìноãофакторнуþ анаëити÷ескуþ зависиìостü ìежäу показатеëяìи эффективности
реаëизуеìоãо техноëоãи÷ескоãо проöесса и параìетраìи состояния, обеспе÷иваþщиìи
требуеìое еãо те÷ение в изìеняþщихся усëовиях функöионирования. Разработан ìетоä
выбора на аëüтернативной основе наибоëее эффективных управëяþщих возäействий при
возникновении пробëеìных ситуаöий в проöессе реаëизаöии сëожноãо техноëоãи÷еско-
ãо проöесса в резуëüтате вëияния на неãо разëи÷ных возìущаþщих факторов окружаþ-
щей среäы. Принятие реøений в преäëоженноì ìетоäе выбора базируется на коìпози-
öии соответствий, позвоëяþщих установитü законоìернуþ связü ìежäу возìущаþщиìи
фактораìи нестабиëüной окружаþщей среäы и управëяþщиìи возäействияìи, обеспе÷и-
ваþщиìи эффективное те÷ение сëожноãо техноëоãи÷ескоãо проöесса. В öеëоì поëу÷ены
инструìентаëüные среäства управëения по откëонениþ и возìущениþ, позвоëяþщие
обеспе÷итü эффективнуþ реаëизаöиþ сëожных техноëоãи÷еских проöессов ìехани÷ес-
кой обработки äетаëей в ìаøиностроении в нестабиëüных усëовиях окружаþщей среäы.

Ключевые слова: техноëоãи÷еский проöесс, показатеëи эффективности, возìущаþщие факторы,
параìетры управëения, эффективные управëения.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ,
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руеìых управëен÷еских реøений. Оäнако в на-
стоящее вреìя практи÷ески отсутствует общая эф-
фективная теория принятия непроãраììируеìых
реøений в усëовиях неäоброка÷ественной неоп-
реäеëенности [5—7]. Друãиìи сëоваìи, в усëови-
ях, коãäа разëи÷ные факторы, вхоäящие в заäа÷у,
преäставëяþт собой сëу÷айные веëи÷ины, вероят-
ностные характеристики которых априори не из-
вестны и не ìоãут бытü найäены путеì пëаниро-
вания экспериìента, а äëя поëу÷ения свеäений,
необхоäиìых äëя принятия реøений, обрабаты-
ваþтся экспертные äанные. По этой при÷ине в
настоящее вреìя в проöессе управëения сëожны-
ìи ТП, выбор УВ в усëовиях неопреäеëенности
осуществëяется автоìатизированныì образоì и
своäится к опреäеëениþ оператороì-техноëоãоì
эффективных управëяþщих возäействий, обеспе-
÷иваþщих заäанный режиì реаëизаöии техноëо-
ãи÷ескоãо проöесса [8, 9]. К эффективныì оте÷е-
ственныì разработкаì, связанныì с построениеì
автоìатизированных систеì управëения произ-
воäственныìи проöессаìи, ìожно отнести иссëе-
äования [8—10]. Поìиìо ìетоäов управëения в ра-
боте [10] также преäëожены ìетоäы построения
визуаëüных анаëизаторов, обеспе÷иваþщих воз-
ìожностü интеëëектуаëüной поääержки приниìа-
еìых оператораìи техноëоãи÷еских установок ре-
øений, и обоснован ряä перспективных поäхоäов
к созäаниþ эффективных систеì интеëëектуаëü-
ноãо автоìати÷ескоãо управëения ТП, основанных
на обработке экспертных äанных. Оäнако реøитü
все пробëеìы, связанные с орãанизаöией приня-
тия реøений в проöессе выбора УВ в усëовиях не-
äоброка÷ественной неопреäеëенности, в пере÷ис-
ëенных работах не уäаëосü.

Отìетиì, ÷то в посëеäнее вреìя äëя принятия
реøений в усëовиях неäоброка÷ественной неоп-
реäеëенности øирокое распространение поëу÷иëа
обработка экспертных äанных с поìощüþ ìатеìа-
ти÷ескоãо аппарата не÷етких ìножеств, который в
систеìах управëения сëожныìи объектаìи поз-
воëяет:

� поëу÷итü на основе ëинãвисти÷еских переìен-
ных (ЛП) [11] ка÷ественные и коëи÷ественные
зна÷ения отäеëüных показатеëей текущеãо со-
стояния ТП и сфорìироватü на этой основе не-
÷еткие аëãоритìы управëения проöессоì их ре-
ãуëирования [12];

� построитü ìатеìати÷еские ìоäеëи в виäе не-
÷етко иëи интерваëüно заäанной зависиìости
ìежäу отäеëüныìи показатеëяìи, опреäеëяþ-
щиìи состояние ТП с у÷етоì их взаиìноãо вëи-
яния äруã на äруãа [13];

� сфорìироватü ìатеìати÷еские ìоäеëи в виäе
уравнений, в тоì ÷исëе и в виäе эìпири÷еских
ìатеìати÷еских ìоäеëей ТП с не÷етко заäан-
ныìи коэффиöиентаìи [14].

Отìетиì также, ÷то ìатеìати÷еские ìоäеëи с
не÷етко заäанныìи коэффиöиентаìи, с оäной сто-
роны, вроäе бы увеëи÷иваþт свобоäу выбора, но,
с äруãой стороны, при автоìати÷ескоì выборе УВ
не позвоëяþт обеспе÷итü оäнозна÷ное реøение
заäа÷и выбора. Друãиìи сëоваìи, они не сниìаþт
поëностüþ пробëеì, связанных с неопреäеëеннос-
тüþ вëияния ОС на сëожные объекты управëения.
Кроìе тоãо, форìируеìые на их основе не÷еткие
аëãоритìы ÷асто не позвоëяþт реøатü заäа÷и уп-
равëения ТП с требуеìой то÷ностüþ. В этой связи,
äëя эффективноãо реøения заäа÷и автоìати÷еско-
ãо выбора УВ на ìножестве заäанных аëüтернатив
в усëовиях неäоброка÷ественной неопреäеëеннос-
ти, возникает необхоäиìостü в построении ìно-
ãопараìетри÷еских эìпири÷еских ìоäеëей ОУ с
÷етко заäанныìи коэффиöиентаìи, опираясü на
ту же обработку экспертных äанных с поìощüþ
ìатеìати÷ескоãо аппарата не÷етких ìножеств. Та-
кой поäхоä позвоëяет обеспе÷итü оäнозна÷ный
выбор эффективных управëяþщих возäействий на
аëüтернативной основе, наприìер, по степени их
вëияния на эффективностü реаëизаöии ТП в неста-
биëüных усëовиях ОС.

В общеì сëу÷ае эффективностü сëожных ТП,
как правиëо, опреäеëяется ìножествоì взаиìосвя-
занных ìежäу собой технико-эконоìи÷еских по-
казатеëей, зависящих от их параìетров состояния,
оöениваеìых систеìой контроëя техноëоãи÷еских
проöессов в ÷еткоì виäе [15]. В этой связи äëя
обеспе÷ения высокой оперативности приниìае-
ìых реøений также возникает необхоäиìостü в
построении на основе экспертных äанных ìатеìа-
ти÷еских ìоäеëей иссëеäуеìоãо проöесса, с у÷етоì
происхоäящих в ОС изìенений, в виäе систеìы
уравнений с ÷етко заäанныìи коэффиöиентаìи.

В настоящей работе преäëаãаþтся оäин из поä-
хоäов к построениþ ìноãофакторных эìпири÷ес-
ких ìатеìати÷еских ìоäеëей äëя принятия не-
проãраììируеìых управëен÷еских реøений и
ìетоä выбора на аëüтернативной основе эффек-
тивных УВ в усëовиях неäоброка÷ественной не-
опреäеëенности, основанный на:

— обработке экспертных äанных и накопëен-
ноãо опыта управëения с поìощüþ ìатеìати÷ес-
коãо аппарата не÷етких ìножеств;

— разработке ìноãофакторной ìноãокритери-
аëüной эìпири÷еской ìатеìати÷еской ìоäеëи эф-
фективности состояния ТП в виäе систеìы урав-
нений, состоящей из ãрафиков ëинãвисти÷еских
функöий (ЛФ) [16], иìеþщих ÷етко заäанные ко-
эффиöиенты при параìетрах состояния ОУ;

— построении ìетоäа выбора на аëüтернатив-
ной основе наибоëее эффективных УВ, с преäва-
ритеëüной экстрапоëяöией их вëияния на повыøе-
ние эффективности проöесса реаëизаöии ТП, на-
приìер, с требуеìой то÷ностüþ обработки äетаëей.
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Это позвоëяет эффективныì образоì реаëизо-
ватü автоìати÷еское реãуëирование проöесса реа-
ëизаöии ТП на нижнеì уровне ìноãоуровневой
ситуаöионной систеìы управëения сëожныìи тех-
ноëоãи÷ескиìи проöессаìи в ìаøиностроении [17]
на основе äанных, поступаþщих на ее вхоä из сис-
теìы контроëя äинаìики протекаþщих на ОУ
проöессов [18].

1. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÍÎÃÎÔÀÊÒÎÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ 
ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÂËÈßÍÈß ÓÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÉ

ÍÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÑÎÑÒÎßÍÈß 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

В нестабиëüной ОС, как отìе÷ено выøе, äëя
оöенки эффективности текущеãо состояния ТП öе-
ëесообразно воспоëüзоватüся систеìой технико-
эконоìи÷еских показатеëей, зависящих от ситу-
аöии, возникøей на ОУ. Кроìе тоãо, сëеäует у÷и-
тыватü, ÷то на кажäый показатеëü эффективности
ТП интеãраëüно вëияет äостато÷но боëüøое ÷исëо
параìетров еãо состояния и разëи÷ных возìуща-
þщих факторов ОС. Поэтоìу опреäеëение степе-
ни äифференöиаëüноãо вëияния разëи÷ных УВ
на кажäый показатеëü эффективности в проöессе
принятия реøений преäставëяет собой äостато÷но
сëожнуþ заäа÷у, требуþщуþ преäваритеëüноãо
анаëиза повеäения разëи÷ных параìетров состоя-
ния ТП при их взаиìноì вëиянии äруã на äруãа и
поä возäействиеì разëи÷ноãо виäа возìущений.

При этоì сëеäует у÷итыватü, ÷то УВ U = {U
Z
},

Z = 1, 2, ..., m, наприìер, провеäение техни÷ес-
коãо обсëуживания оборуäования, заìена режуще-
ãо инструìента, изìенение техноëоãи÷ескоãо ìар-
øрута обработки äетаëей и äр., как правиëо, опос-
реäованно вëияþт на показатеëи эффективности
ТП Э = {Э

k
}, k = 1, 2, ..., n, наприìер, среäняя вы-

работка в от÷етноì периоäе, то÷ностü обработки
äетаëей и äр., ãäе m и n — соответственно общее
÷исëо управëен÷еских возäействий отрабатывае-
ìых систеìой управëения и показатеëей эффектив-
ности, характеризуþщих ТП. Вëияние УВ U

Z
 ∈ U

на ТП проявëяется путеì изìенения в резуëüтате
их отработки параìетров еãо состояния (управëе-
ния) F = {F

j
}, j = 1, 2, ..., m1, наприìер, уровня из-

ноøенности режущеãо инструìента, техни÷ескоãо
состояния оборуäования и äр., ãäе m1 — общее

÷исëо параìетров состояния ТП, от которых за-
висят зна÷ения показатеëей еãо эффективности
Э

k
 ∈ Э.

Поìиìо этоãо, в проöессе выбора сëеäует у÷и-
тыватü повторяеìостü m

z
 возникновения пробëеì-

ных ситуаöий по исте÷ении вреìени посëе отра-
ботки кажäоãо аëüтернативноãо УВ U

Z
 ∈ U в от-

÷етноì периоäе, а также затраты W
Z
 и вреìя T

Z
,

связанные с поäãотовкой и реаëизаöией аëüтерна-
тивных управëен÷еских возäействий (ìероприя-
тий). Необхоäиìо отìетитü, ÷то вреìя T

Z
, связан-

ное с поäãотовкой и реаëизаöией аëüтернативных
УВ, öеëесообразно у÷итыватü при опреäеëении та-
коãо параìетра состояния ТП, как вреìя простоев
по при÷ине неисправности техноëоãи÷ескоãо обо-
руäования.

Дëя оöенки вëияния разëи÷ных параìетров
состояния ТП F

j
 ∈ F и такой характеристики от-

рабатываеìых УВ, как стоиìостü их реаëизаöии
F

Z
 = m

Z
W

Z
, на показатеëи эффективности Э

k
 ∈ Э

отäеëüных техноëоãи÷еских операöий иëи техно-
ëоãи÷ескоãо проöесса в öеëоì в нестабиëüных ус-
ëовиях ОС, возникает необхоäиìостü в разработке
ìноãофакторной ìноãокритериаëüной реãресси-
онной ìоäеëи. Наприìер, äëя ëинейных ОУ с у÷е-
тоì отрабатываеìоãо УВ U

Z
 ∈ U такая ìоäеëü буäет

иìетü виä:

 =  +  + ... +  – F
Z
;

 =  +  + ... +  – F
Z
;

...

 =  +  + ... +  – F
Z
, (1)

ãäе, наприìер, , j = 1, 2, ..., n
k
 — коэффиöиенты,

опреäеëяþщие вëияние j-ãо параìетра состояния

 ∈ F ТП на показатеëü еãо эффективности ;

n2, n3, ..., nn
 — ÷исëо параìетров состояния соот-

ветственно вëияþщих на зна÷ения показатеëей

эффективности , , ..., ; F
Z
 — стоиìостü ре-

аëизаöии УВ U
Z
.

В общеì сëу÷ае в ìоäеëи (1) на разëи÷ные по-
казатеëи эффективности ìоãут вëиятü как оäни и
те же, так и разëи÷ные параìетры состояния F

j
 ∈ F

ТП. Так, наприìер, выпоëнение усëовия  = 

необязатеëüно.
У÷итывая, ÷то ìожет потребоватüся как сниже-

ние, стабиëизаöия, так и рост зна÷ений анаëизи-
руеìых показатеëей эффективности Э

k
 ∈ Э, все

основные параìетры состояния F
j
 ∈ F, от которых

зависят их зна÷ения, öеëесообразно разбитü на три
ãруппы F1, F2 и F3; F1 ∪ F2 ∪ F3 = F:

— параìетры состояния ТП F1 = { }, j1 = 1,

2, ..., m2, требуþщие реаëизаöии УВ U1 = { },

Z1 = 1, 2, ..., m3, обеспе÷иваþщих ìаксиìаëüно äо-
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пустиìый рост их зна÷ений и соответствуþщий
этоìу прирост оöенок опреäеëенных показатеëей
эффективности Э

k
(max) ∈ Э с у÷етоì оãрани÷е-

ний, наприìер, среäней выработки техноëоãи÷ес-
кой ëинии;

— параìетры состояния ТП F2 = { }, j2 = 1,

2, ..., m4, требуþщие реаëизаöии УВ U2 = { },

Z2 = 1, 2, ..., m5, обеспе÷иваþщих стабиëизаöиþ

заäанных зна÷ений C
k
 опреäеëенных показатеëей

эффективности Э
k
(cons) ∈ Э с у÷етоì оãрани÷е-

ний и äопущений, наприìер, то÷ностü обработки
äетаëей. Друãиìи сëоваìи, äëя заäанных зна÷е-
ний Э

k
(zad) äанноãо виäа показатеëей по абсо-

ëþтной веëи÷ине äоëжно выпоëнятüся усëовие
|Э

k
(zad) – Э

k
(fak)| ≤ ε

k
, ãäе Э

k
(fak) — факти÷еское

зна÷ение показатеëя эффективности Э
k
; ε

k
 — äо-

пустиìая поãреøностü изìенения k показатеëя эф-
фективности;

— параìетры состояния ТП F3 = { }, j3 = 1,

2, ..., m6, требуþщие выпоëнения УВ U3 = { },

Z3 = 1, 2, ..., m7, обеспе÷иваþщих ìаксиìаëüно äо-

пустиìое снижение их зна÷ений, которое сопро-
вожäается снижениеì опреäеëенных показатеëей
эффективности Э

k
(min) ∈ Э с у÷етоì оãрани÷ений,

наприìер, себестоиìостü обработки оäной äетаëи
на техноëоãи÷еской ëинии без потери ка÷ества.

Такиì образоì, возникает необхоäиìостü в ин-
теãраëüноì критерии оöенки эффективности Э*

текущих состояний ТП, перехоä которых от оäно-
ãо состояния к äруãоìу осуществëяется поä воз-
äействиеì разëи÷ных УВ. В общеì сëу÷ае такой
критерий иìеет виä:

Э* = ⇒ max, (2)

при оãрани÷ениях в виäе равенств: Э
k
(cons) =

= C
k
 ± ε, k = b + 1, b + 2, ..., d, ãäе Э

k
(max), Э

k
(min),

Э
k
(cons) — показатеëи эффективности ТП, поäëе-

жащие соответственно ìаксиìизаöии, ìиниìиза-
öии и стабиëизаöии; γ

k
 — коэффиöиенты зна÷и-

ìости показатеëей эффективности ТП, опреäеëя-
еìые экспертныì путеì; b — ÷исëо показатеëей
эффективности ТП, поäëежащих ìаксиìизаöии;
b + 1, b + 2, ..., d — ÷исëо показатеëей ТП, тре-
буþщих стабиëизаöии их заäанных зна÷ений C

k
;

d + 1, d + 2, ..., n — ÷исëо показатеëей эффектив-
ности ТП, поäëежащих ìиниìизаöии. Как прави-
ëо, коэффиöиенты зна÷иìости γ

k
 äоëжны уäовëет-

ворятü усëовияì: 0 ≤ γ
k
 ≤ 1, γ

k
 = 1, [6].

В общеì сëу÷ае ЛФ, позвоëяþщие форìаëизо-
ватü как в не÷еткой форìе, так и анаëити÷ескоì
÷еткоì виäе характер вëияния параìетров состоя-
ния на показатеëи эффективности ТП, опреäеëя-
þтся пятеркой

ЛФ = (Н, ЛПЗ, { , j4 = 1, 2, ..., m8}, M, Ψ),

ãäе Н — название ЛФ; ЛПЗ — зависиìая ëинãвис-

ти÷еская переìенная, которая опреäеëяется со-
ответствуþщиì ЛФ показатеëеì эффективности

Э
k
 ∈ Э;  — независиìая ЛП, опреäеëяеìая

параìетроì j4 состояния ТП; М — ìатриöа ЛФ,

которая описывает соответствие ìежäу не÷еткиìи
зна÷енияìи показатеëя эффективности и вëияþ-
щих на неãо параìетраìи состояния ТП, найäен-
ныìи путеì опроса экспертов; Ψ — ãрафик ЛФ
иëи анаëити÷еская зависиìостü ìежäу зна÷ения-
ìи соответствуþщеãо этой функöии показатеëя
эффективности Э

k
 и параìетраìи состояния ТП

 ∈ F.

Дëя построения ЛФ вна÷аëе форìируþтся ëин-
ãвисти÷еские переìенные с соответствуþщиìи
названияìи. Наприìер, ЛП

k
 äëя показатеëя эф-

фективности Э
k
, характеризуþщеãо то÷ностü ìе-

хани÷еской обработки äетаëей, буäет преäставëятü
собой ÷етверку

ЛП
k
 = (H

k
, T

k
, K

k
, ),

ãäе H
k
 — название ЛП

k
 «То÷ностü ìехани÷еской

обработки äетаëей»; T
k
 — терì «ìножество ЛП

k
»

иëи ìножество ее не÷етких зна÷ений, которыì со-
ответствуþт терìы T

k
 = {«О÷енü низкая — T1(Эk

)»,

«Низкая — T2(Эk
)», «Среäняя — T3(Эk

)», «Высо-

кая — T4(Эk
)», «О÷енü высокая то÷ностü ìехани-

÷еской обработки äетаëей — T5(Эk
)»}; K

k
 — ìножес-

тво базовых зна÷ений ЛП
k
, K

k
 ∈ [k

k
(min), k

k
(max)],

которое, как правиëо, оãрани÷ено снизу и сверху
(сì. рисунок). Наприìер, äëя ЛП

k
, соответствуþ-

щей показатеëþ эффективности Э
k
 «То÷ностü ìе-

хани÷еской обработки äетаëей», äанные оãрани÷е-
ния соответственно опреäеëяþтся заäанныìи äо-
пускаìи на ìехани÷ескуþ обработку äетаëей и
износоì режущеãо инструìента. По зна÷енияì
базовых ìножеств форìируþтся øкаëы не÷етких
и коëи÷ественных зна÷ений соответствуþщих иì
ЛП, на которых по экспертныì äанныì опреäеëя-
þтся ãрани÷ные зна÷ения терìов и образуþщие их

не÷еткие ìножества (сì. рисунок);  — базовая

переìенная ЛП
k
 иëи коëи÷ественное текущее зна-

÷ение то÷ности ìехани÷еской обработки изãотав-
ëиваеìой äетаëи.
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Привеäеì ìетоä, позвоëяþщий сфорìироватü
эìпири÷ескуþ ìоäеëü (1) показатеëей эффектив-
ности ТП в виäе ãрафиков соответствуþщих иì
ëинãвисти÷еских функöий.

Входные переменные: ìножество испоëüзуеìых
в форìируеìой ìоäеëи показатеëей эффектив-
ности Э

k
 ∈ Э, k = 1, 2, ..., n, и параìетров состо-

яния (k) ∈ F, j4 = 1, 2, ..., m8(k).

Промежуточные переменные: соответствия не-
÷етких и коëи÷ественных зна÷ений заäанных по-
казатеëей эффективности Э

k
 ∈ Э и параìетров со-

стояния F
j
 ∈ F, поëу÷енные экспертныì путеì.

Выходные переменные: коëи÷ественные, ÷еткие

зна÷ения коэффиöиентов  и анаëити÷еские вы-

ражения ãрафиков Ψ
k
 ЛΦ

k
 биективно соответству-

þщих показатеëяì эффективности Э
k
 ∈ Э ТП.

Метод
Шаг 1. На÷аëо: принятü k = 1.
Шаг 2. Установитü параìетры состояния ТП

(k) ∈ F, вëияþщие на показатеëü эффективнос-

ти Э
k
 ∈ Э и структуру связи ìежäу ниìи. Пустü

структура äанной связи опреäеëяется структурой
уравнений ëинейной ìноãофакторной ìоäеëи (1).

Шаг 3. Построитü äëя кажäоãо установëенноãо

параìетра состояния ТП (k) ∈ F øкаëу зна÷е-

ний соответствуþщей еìу (k) с названиеì

«Параìетр состояния ТП (k1)».

Шаг 4. Сфорìироватü äëя показатеëя эффек-
тивности Э

k
 ∈ Э øкаëу зна÷ений соответствуþ-

щей еìу ЛП
k
 с названиеì «Показатеëü эффектив-

ности Э
k
».

Шаг 5. Построитü по äанныì, поëу÷енныì эк-
спертныì путеì, ìатриöу ЛΦ

k
, äëя которой роëü

зависиìой ëинãвисти÷еской переìенной иãрает

, а роëü независиìых ëинãвисти÷еских пере-

ìенных испоëняþт (k), соответствуþщие

вëияþщиì на показатеëü эффективности Э
k
 пара-

ìетраì состояния ТП (k) ∈ F.

Пустü, наприìер, äëя показатеëя эффективнос-
ти Э

k
 «То÷ностü ìехани÷еской обработки äетаëей»

по экспертныì äанныì построена ìатриöа M
k
, от-

ражаþщая вëияние на неãо параìетров состояния

(k) ∈ F: состояние режущеãо инструìента, ско-

ростü вращения заãотовки, ìатериаë, форìа, раз-
ìеры заãотовки и äр. (табë. 1), ãäе m8(k) — ÷исëо

параìетров состояния ТП, вëияþщих на показа-
теëü эффективности Э

k
.

В табë. 1, наприìер, стоëбеö, соответствуþщий
терìу T3(Эk

) озна÷ает, ÷то среäнеìу зна÷ениþ по-

казатеëя эффективности Э
k
 эксперты в соответст-

вие поставиëи боëüøое зна÷ение T5(F1) параìетра

состояния F1, среäнее зна÷ение T3(F1) параìетра

состояния F2, ..., среäнее зна÷ение T3( ) пара-

ìетра состояния .

Шаг 6. Опреäеëитü зна÷ения базовой переìен-
ной β

k
(T

i
(Э

k
)), i = 1, 2, ..., 5, ЛП

k
 и базовых пере-

ìенных x(T
i
( (k)) (k) по проекöияì из ìак-

сиìуìов функöий принаäëежности не÷етких ìно-
жеств, соответствуþщих терìаì зависиìой Э

k
 ∈ Э

и независиìых (k) ∈ F переìенных ЛΦ
k
, на ба-

зовуþ øкаëу их ÷исëенных зна÷ений (сì. рису-

Шкала лингвистической переменной «Точность механической обработки деталей»: μ( ) — степенü принаäëежности зна÷ения  ба-

зовой переìенной ЛП
k
 к не÷еткоìу ìножеству, опреäеëяеìоìу терìоì, в интерваë ÷исëенных зна÷ений котороãо оно попаäает
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нок). Испоëüзуя поëу÷енные такиì образоì äан-
ные, построитü табëиöу соответствий ìежäу ÷ис-
ëенныìи зна÷енияìи зависиìой и независиìых
ëинãвисти÷еских переìенных ЛΦ

k
. Наприìер, äëя

показатеëя эффективности Э
k
 «То÷ностü ìехани-

÷еской обработки äетаëей» справеäëива табë. 2, оп-
реäеëяþщая соответствие ìежäу еãо коëи÷ествен-

ныìи зна÷енияìи (i), i = 1, 2, ..., 5, и коëи÷ес-

твенныìи зна÷енияìи , j4 = 1, 2, ..., m8(k),

параìетров состояния (k) ∈ F ТП, найäенныìи

по не÷еткиì их зна÷енияì, привеäенныì в табë. 1.

В табë. 2:  — коëи÷ественная оöенка показа-

теëя эффективности Э
k
, найäенная по терìу T

i
(Э

k
)

соответствуþщей еìу ЛП
k
;  — коëи÷ественная

оöенка показатеëя состояния ТП (k), найäенная

по терìу T
i
( (k)) соответствуþщей еìу (k).

Наприìер, коëи÷ественноìу зна÷ениþ показате-
ëя эффективности Э

k
, найäенноìу по ìаксиìуìу

функöии принаäëежности не÷еткоãо ìножества,
опреäеëяþщеãо интерваë ÷исëенных зна÷ений тер-
ìа T

i
(Э

k
), соответствуþт ÷исëенные зна÷ения па-

раìетров состояния ТП , , ..., , най-

äенные по соответствуþщиì иì терìаì (k)

(сì. табë. 1).
Шаг 7. Обработатü äанные, поëу÷енные в таб-

ëиöе соответствий коëи÷ественных зна÷ений за-
висиìых и независиìых ЛП (сì. табë. 2), посреä-
ствоì ìноãофакторноãо реãрессионноãо анаëиза
[19, 20], и такиì образоì опреäеëитü коэффиöи-

енты  ãрафика Ψ
k
 ЛΦ

k
, биективно соответству-

þщеãо показатеëþ эффективности Э
k
 ∈ Э ТП.

Шаг 8. Построитü анаëити÷еское выражение

ãрафика Ψ
k
 ЛΦ

k
: Э

k
 = F1(k) + F2(k) + ... +

+ .

Шаг 9. Проверитü усëовие k = n: есëи усëовие
выпоëняется, то перейти к øаãу 10; в противноì
сëу÷ае, k = k + 1, перейти к øаãу 2.

Шаг 10. Конеö.
Поëу÷аеìые такиì способоì анаëити÷еские

зависиìости ãрафиков ЛΦ
k
 сëужат в ка÷естве

уравнений эìпири÷еской ìоäеëи (1) и позвоëяþт
на основе факторноãо анаëиза ìетоäоì öепной
поäстановки [19, 20] установитü характер автоноì-
ноãо вëияния разëи÷ных параìетров состояния

(k) ∈ F на показатеëи Э
k
 ∈ Э, опреäеëяþщие

эффективностü текущеãо состояния ТП. В своþ
о÷ереäü, это позвоëяет äëя разëи÷ных показатеëей
эффективности опреäеëитü наибоëее ÷увствитеëü-
ные в сìысëе их реãуëирования параìетры состо-
яния ТП.

Корректировка же эìпири÷еской ìоäеëи (1) с
у÷етоì стоиìостных характеристик F

z
 аëüтерна-

тивных управëений обеспе÷ивает возìожностü вы-
бора на аëüтернативной основе наибоëее эффек-
тивных УВ, обеспе÷иваþщих необхоäиìые изìе-
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4
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нения параìетров состояния F
j
 ∈ F äëя перевоäа

ТП в требуеìое состояние с у÷етоì текущих усëо-
вий ОС.

Отìетиì, ÷то äëя кажäоãо терìа зависиìых и
независиìых ëинãвисти÷еских переìенных ìоãут
бытü построены встроенные ЛП иëи не÷еткие пе-
реìенные второãо поряäка. Наприìер, на основе
терìа «О÷енü низкая то÷ностü» зависиìой ЛП с
названиеì «То÷ностü ìехани÷еской обработки äе-
таëей» строится встроенная ëинãвисти÷еская пе-
реìенная, опреäеëяеìая терìаìи: «саìая низкая
из о÷енü низких то÷ностей», «низкая из о÷енü низ-
ких то÷ностей», «среäняя из о÷енü низких то÷-
ностей», «высокая из о÷енü низких то÷ностей» и
«о÷енü высокая то÷ностü из о÷енü низких то÷нос-
тей ìехани÷еской обработки äетаëей». Это позво-
ëяет уто÷нитü зна÷ения и повыситü зна÷иìостü
коэффиöиентов эìпири÷еской ìоäеëи и на этой
основе обеспе÷итü äостато÷но высокуþ то÷ностü
реøаеìых заäа÷ управëения.

2. ÌÅÒÎÄ ÎÖÅÍÊÈ ÂËÈßÍÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ 
ÍÀ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ 

ÄËß ÂÛÁÎÐÀ ÍÀÈÁÎËÅÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÃÎ 
ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß

Дëя принятия эффективных реøений в усëови-
ях неопреäеëенности в первуþ о÷ереäü требуется
сфорìироватü ìножество аëüтернативных УВ, поз-
воëяþщих устранитü возникøуþ на ОУ пробëеì-
нуþ ситуаöиþ с разëи÷ныì уровнеì эффектив-
ности. Дëя построения äанноãо ìножества ìожно
воспоëüзоватüся сëеäуþщиìи инструìентаëüны-
ìи среäстваìи.

В общеì сëу÷ае управëение U ТП скëаäывается
из сëеäуþщих УВ: U = U1 ∪ U2 ∪ U3, как правиëо,

опосреäованно вëияþщих на разëи÷ные показате-
ëи эффективности Э

k
 ∈ Э путеì реãуëирования те-

кущих зна÷ений непосреäственно вëияþщих на
них параìетров еãо состояния: F = F1 ∪ F2 ∪ F3.

Дëя разëи÷ных по назна÷ениþ параìетров со-
стояния ТП ìожет выпоëнятüся усëовие F1 ∩ F2 ∩

∩ F3 ≠ ∅.

Опираясü на накопëенный опыт операторов-
техноëоãов и äанные, поëу÷енные экспертныì
путеì, äëя построения ìножества аëüтернатив-
ных УВ опреäеëяþтся три отноøения: G1 ⊆ F1ЅU1,

G2 ⊆ F2ЅU2 и G3 ⊆ F3ЅU3, ãäе Ѕ — äекартово про-

извеäение ìножеств. Кажäая пара 〈 , 〉 ∈ G1

вкëþ÷ает такое УВ , выпоëнение котороãо поз-

воëяет поëу÷итü поëожитеëüное приращение Δ

параìетра состояния ТП  ∈ F1 с у÷етоì заäан-

ных оãрани÷ений, рост зна÷ений котороãо пози-
тивно вëияет на эффективностü еãо текущеãо состо-

яния. В своþ о÷ереäü, кажäая пара 〈 , 〉 ∈ G2

позвоëяет обеспе÷итü требуеìое зна÷ение пара-

ìетра состояния  ± ε,  ∈ F2 при опреäеëенноì

еãо откëонении от этоãо зна÷ения. А кажäая пара

〈 , 〉 ∈ G3 вкëþ÷ает такое УВ , реаëизаöия

котороãо позвоëяет поëу÷итü äопустиìое отриöа-

теëüное приращение –Δ  параìетра состояния

ТП  ∈ F3 с у÷етоì иìеþщихся оãрани÷ений,

снижение зна÷ений котороãо также позитивно вëи-
яет на эффективностü еãо текущеãо состояния.

Эëеìенты поëу÷енных выøе отноøений G1, G2

и G3 äëя принятия реøений уäобно преäставитü

соответственно в виäе проäукöий:

: (  ⊗ ) → (  + Δ ),

: (  ⊗ ) → (  ± Δ ), (3)

: (  ⊗ ) → (  – Δ ),

озна÷аþщих, наприìер, ÷то есëи отработатü УВ

, то параìетр состояния ТП  поëу÷ит поëо-

житеëüное приращение, равное Δ , ãäе знак ⊗

озна÷ает отработку УВ .

Это позвоëяет по первыì оäинаковыì проек-
öияì отноøений G1 — G3 построитü ìножества

 = { (j1)}, j1 = 1, 2, ..., m2,  = { (j2)},

j2 = 1, 2, ..., m4, и  = { (j3)}, j3 = 1, 2, ..., m6,

которые опреäеëяþтся УВ (j1), (j2), (j3),

позвоëяþщиìи реãуëироватü зна÷ения отäеëüных

параìетров состояния ТП, соответственно  ∈ F1,

 ∈ F2 и  ∈ F3. Такиì образоì, äëя кажäоãо от-

äеëüноãо параìетра состояния ,  и  на ос-

нове проäукöий (3), вхоäящих соответственно во

ìножества ,  и , ìожно сфорìироватü

опреäеëяþщие их ìножества троек виäа:

 = {〈 : ,  + Δ 〉},  j1 = 1, 2, ..., m2;

 = {〈 : ,  ± Δ 〉}, 

j2 = 1, 2, ..., m4; (4)

 = {〈 : ,  – Δ 〉},  j3 = 1, 2, ..., m6,
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которые характеризуþт зна÷ения отäеëüных па-

раìетров состояния ТП  ∈ ,  ∈  и

∈  äо и посëе отработки соответствуþщих

иì УВ  ∈ ,  ∈  и  ∈ .

Сфорìированные на основе проäукöий (3) и
троек (4) ëоãико-трансфорìаöионные правиëа вы-
воäа обеспе÷иваþт возìожностü построения на
ситуаöионной основе ìножества аëüтернативных
управëений, позвоëяþщих с разëи÷ныì уровнеì
эффективности устранитü сëоживøуþся на ТП
пробëеìнуþ ситуаöиþ. Поä пробëеìной ситуаöи-
ей в этоì сëу÷ае сëеäует пониìатü вектор откëо-

нений параìетров состояния ТП ,  и  от

требуеìых на текущий ìоìент вреìени их зна÷е-
ний. Это, в своþ о÷ереäü, позвоëяет соãëасно кри-
териþ выбора (2) выявитü наибоëее эффективные
УВ путеì реøения соответствуþщей оптиìизаöи-
онной заäа÷и.

Необхоäиìо отìетитü, ÷то такиì же способоì
ìожно выявитü ìножество аëüтернативных УВ

U * = { (F
j
)}, j5 = 1, 2, ..., m9, которые обеспе÷и-

ваþт возìожностü реãуëирования разëи÷ных пара-
ìетров состояния ТП F

j
 ∈ F при их откëонении,

возникаþщеì в резуëüтате вëияния разëи÷ных
возìущаþщих факторов  ∈ P, P = { }, j6 = 1,

2, ..., m10, внеøней составëяþщей ОС. Дëя этоãо

строится соответствие G4 ⊆ FЅU *, первая проек-

öия котороãо опреäеëяется разëи÷ныìи параìет-
раìи состояния ТП F

j
 ∈ F, а вторая — биективно

соответствуþщиìи иì УВ (F
j
) ∈ U *.

Даëее, есëи на основе экспертных äанных уста-
новитü соответствие ìежäу возìущаþщиìи фак-
тораìи ОС  ∈ P и соответствуþщиìи иì эф-

фективныìи УВ (F
j
)∈U *, то ìожно опреäеëитü

соãëасно критериþ (2) эффективностü их реаëиза-
öии при набëþäении в окружаþщей среäе разëи÷-
ных возìущаþщих факторов äо на÷аëа выпоëне-
ния текущей техноëоãи÷еской операöии. Это поз-
воëяет орãанизоватü эффективное упрежäаþщее
реãуëирование проöесса реаëизаöии ТП по возìу-
щениþ. Дëя реøения äанной заäа÷и, на основа-
нии экспертных äанных и накопëенноãо опыта уп-
равëения, форìируется соответствие G5 ⊆ PЅF,

кажäый эëеìент котороãо опреäеëяется сëеäуþщиì
образоì. Есëи äëя пары 〈  ∈ P, D

j
 ∈ F 〉 выпоëня-

ется усëовие F
j
 &  → F

j
 ± ΔF

j
 (эта записü озна-

÷ает, ÷то появëение в ОС возìущаþщеãо фактора
 ∈ P сопровожäается ëибо снижениеì зна÷ения

параìетра состояния ТП F
j
 на веëи÷ину, равнуþ

–ΔF
j
, ëибо еãо ростоì на веëи÷ину, равнуþ +ΔF

j
),

то пара 〈 , F
j
〉 ∈ G5.

Выпоëнение же операöии коìпозиöии ⊕ соот-
ветствий G4 и G5 позвоëяет поëу÷итü соответствие

G6 = G4 ⊕ G5, G6 ⊆ PЅU *, состоящее из ìножества

пар 〈 , (F
j
)〉. На основе таких пар форìируþт-

ся ëоãико-трансфорìаöионные реøаþщие пра-
виëа, обеспе÷иваþщие выбор УВ, позвоëяþщих
реãуëироватü проöесс реаëизаöии ТП по возìуще-
ниþ. В общеì сëу÷ае кажäое такое реøаþщее пра-
виëо иìеет сëеäуþщее соäержание: если в окружа-
ющей среде ТП наблюдается возмущающий фактор

 ∈ P, то в ответ на его влияние на параметр со-

стояния F
j
 целесообразно выполнить УВ (F

j
) ∈

U *, позволяющее либо полностью устранить, либо
снизить последствия такого негативного воздейс-
твия этого фактора на технологический процесс.

Такиì образоì, преäëоженные инструìентаëü-
ные среäства позвоëяþт выбиратü наибоëее эф-
фективные УВ и перевоäитü на этой основе ТП в
требуеìое состояние в нестабиëüных усëовиях ОС.

3. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ 
ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Рассìотриì приìер, показываþщий, ÷то преä-
ëоженные инструìентаëüные среäства позвоëяþт
строитü эìпири÷еские зависиìости показатеëей
эффективности Э

k
 ∈ Э от разëи÷ных параìетров

состояния ТП F
j
 ∈ F и выбиратü на этой основе УВ

U
Z
 ∈ U, обеспе÷иваþщие наибоëее эффективнуþ

их реаëизаöиþ в изìеняþщихся усëовиях ОС.

Пустü техноëоãи÷еский проöесс, связанный с
ìехани÷еской обработкой äетаëей реаëизуется на
ãибкой автоìати÷еской ëинии, эффективностü
функöионирования которой опреäеëяется показа-
теëяìи Э1 — выработкой в те÷ение от÷етноãо пе-

риоäа и Э2 — то÷ностüþ ìехани÷еской обработки

äетаëей. Первый показатеëü поäëежит ìаксиìиза-
öии, а второй — стабиëизаöии.

Шкаëа ЛП1 показатеëя эффективности Э1 из-

ìеняется от 0 äо m*, ãäе m* — выработка, соответ-
ствуþщая иäеаëüноìу состояниþ техноëоãи÷еско-
ãо оборуäования, а также режущеãо инструìента
при о÷енü высокой кваëификаöии обсëуживаþще-
ãо персонаëа. Данная øкаëа разбивается на ин-
терваëы, опреäеëяеìые сëовесныìи зна÷енияìи
иëи терìаìи: «о÷енü низкая», «низкая», «среäняя»,
«высокая» и «о÷енü высокая выработка», ãраниöы
которых устанавëиваþтся на основе экспертных
äанных.
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В ка÷естве основных параìетров состояния ТП,
вëияþщих на показатеëü эффективности Э1 ìоãут

выступатü:

 — показатеëü, опреäеëяþщий техни÷еское

состояние техноëоãи÷ескоãо оборуäования, кото-
рый опреäеëяется ЛП с такиì же названиеì; øка-
ëа äанной ЛП изìеняется от 0 äо 1, ÷то соответ-
ственно опреäеëяется неисправныì и иäеаëüныì
состоянияìи техноëоãи÷ескоãо оборуäования, и
разбивается на интерваëы, опреäеëяеìые терìаìи:
«о÷енü сиëüный износ», «сиëüный износ», «среä-
ний износ», «сëабый износ» и «о÷енü сëабый износ
оборуäования»;

 — показатеëü, характеризуþщий износ ре-

жущеãо инструìента на разëи÷ных станках с ЧПУ,
от котороãо зависит ÷исëо прохоäов необхоäиìых
äëя снятия опреäеëенноãо сëоя ìетаëëа с заãотов-
ки; этот показатеëü опреäеëяется оäноиìенной с
ниì ëинãвисти÷еской переìенной, øкаëа которой
изìеняется в преäеëах [0, 1] и разбивается на ин-
терваëы соãëасно терìаì: «о÷енü сиëüный износ»,
«сиëüный износ», «среäний износ», «сëабый износ»
и «износ инструìента практи÷ески отсутствует»;

 — показатеëü, характеризуþщий среäнþþ

выработку в äенежноì выражении техноëоãи÷ес-
кой ëинии в еäиниöу вреìени от÷етноãо периоäа,
который выражается терìаìи оäноиìенной ëинã-
висти÷еской переìенной: «о÷енü низкая», «низ-
кая», «среäняя», «высокая» и «о÷енü высокая вы-
работка»;

 — показатеëü, опреäеëяþщий кваëифика-

öиþ техни÷ескоãо персонаëа, заниìаþщеãося ре-
ìонтоì техноëоãи÷ескоãо оборуäования, который
опреäеëяется терìаìи оäноиìенной с ниì ëинã-
висти÷еской переìенной: «о÷енü низкая», «низ-
кая», «среäняя», «высокая» и «о÷енü высокая кваëи-
фикаöия»; äëя äанной ЛП опреäеëяется биективно
соответствуþщая ей ëинãвисти÷еская переìенная
с названиеì «Вреìя реìонта оборуäования», кото-
рая заäается терìаìи: «о÷енü короткие сроки»,
«короткие сроки», «среäние сроки», «äëинные сро-
ки» и «о÷енü äëинные сроки реìонта».

Поëу÷енные такиì образоì ЛП позвоëяþт по-
строитü эìпири÷ескуþ зависиìостü ìежäу зна÷е-
нияìи зависиìой переìенной Э1 соответствуþщей

ЛФ1 и зна÷енияìи ее независиìых переìенных ,

j4 = 1, 2, ..., 4, виäа Э1 =  +  +  +

+ . Дëя этоãо на основе экспертных äанных

в соответствии с не÷еткиìи зна÷енияìи ЛП соот-

ветствуþщих показатеëяì Э1 и  запоëняется

табë. 1. Затеì по не÷еткиì зна÷енияì переìен-

ных, привеäенныì в табë. 1, форìируется табë. 2,
опреäеëяþщая соответствие ìежäу их коëи÷ест-
венныìи зна÷енияìи. Посëе этоãо путеì реøения

ìатри÷ноãо уравнения виäа A = (MTM)–1(MT ),

поëу÷енноãо по äанныì табë. 2, опреäеëяþтся

коэффиöиенты  строящейся реãрессионной ìо-

äеëи, ãäе А — вектор-стоëбеö коэффиöиентов реã-
рессионной ìоäеëи, M — ìатриöа зна÷ений неза-

висиìых переìенных ЛΦ1, M
T — транспонирован-

ная ìатриöа М, (MTM)–1 — обратная ìатриöа

произвеäения ìатриö MT и M;  — вектор-стоë-

беö поëу÷енных зна÷ений анаëизируеìоãо показа-
теëя эффективности Э1.

Посëе построения поëу÷енная ëинейная реã-

рессионная ìоäеëü Э1 = f( , ..., ) проверяется

на аäекватностü по критериþ Фиøера и на зна-
÷иìостü коэффиöиентов реãрессии по критериþ
Стüþäента [19, 20]. Есëи в резуëüтате проверки
ìоäеëü оказывается неаäекватной ëибо незна÷и-
ìой, то сëеäует перехоä к построениþ ìоäеëи не-
ëинейноãо виäа.

Шкаëа ЛП2 äëя показатеëя эффективности Э2

изìеняется в преäеëах от 0 äо m**, ãäе m** — ìак-
сиìаëüная то÷ностü ìехани÷еской обработки äе-
таëей, которуþ ìожно поëу÷итü, исхоäя из техни-
÷ескоãо состояния оборуäования и режущеãо инс-
труìента на иссëеäуеìой техноëоãи÷еской ëинии.
В общеì сëу÷ае в ка÷естве основных параìетров

состояния  ∈ F, вëияþщих на äанный показа-

теëü эффективности, öеëесообразно принятü  —

техни÷еское состояние техноëоãи÷ескоãо оборуäо-

вания,  — износ режущеãо инструìента и  —

техноëоãи÷еская эффективностü оснастки äëя за-
крепëения и позиöионирования äетаëей при об-
работке на техноëоãи÷ескоì оборуäовании, äëя
которой соответствуþщая ЛП опреäеëяется на ин-
терваëе от 0 äо 1. Нижняя ãраниöа äанноãо интер-
ваëа соответствует сëу÷аþ, коãäа оснастка не при-
способëена к требованияì техноëоãи÷ескоãо обо-
руäования, а верхняя — поëностüþ уäовëетворяет
еãо требованияì и параìетраì выпоëняеìых тех-
ноëоãи÷еских операöий.

Посëе построения по описанноìу принöипу

эìпири÷еской зависиìости Э2 =  +  +

+  интеãраëüный критерий выбора Э* на аëü-

тернативной основе наибоëее эффективноãо УВ в
текущей ситуаöии ОС буäет иìетü виä: Э* = Э1 =

= F1 + F2 + F3 + F4 – F
Z
 ⇒ max, при оã-
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рани÷ении Э2 =  +  +  = C2 ± ε, ãäе

F
z
 — затраты связанные с отработкой Z аëüтерна-

тивноãо управëения U
Z
, C2 — требуеìая то÷ностü

обработки äетаëей.

Допустиì, в ОС сëожиëасü пробëеìная ситуа-
öия, характеризуþщаяся о÷енü низкой выработ-
кой на техноëоãи÷еской ëинии из-за ÷астых про-
стоев, связанных с поëоìкой сиëüно изноøенноãо
техноëоãи÷ескоãо оборуäования. Тоãäа, соãëасно
äанной пробëеìной ситуаöии, форìируется ìно-
жество аëüтернативных УВ, вкëþ÷аþщее в себя:
U1 — провести реìонт выøеäøеãо из строя тех-

ноëоãи÷ескоãо оборуäования с общиìи затратаìи

в те÷ение от÷етноãо периоäа, равныìи W1, ãäе

, W1 — соответственно среäнее ÷исëо выхоäов

из строя техноëоãи÷еской ëинии в те÷ение от÷ет-
ноãо периоäа и среäняя стоиìостü оäноãо реìонта;
U2 — выпоëнитü капитаëüный реìонт наибоëее

÷асто выхоäящеãо из строя оборуäования техно-
ëоãи÷еской ëинии, требуþщий затрат W2; U3 —

провести заìену ÷асто выхоäящеãо из строя тех-
ноëоãи÷ескоãо оборуäования, привоäящуþ к за-
тратаì W3.

Наибоëее эффективное УВ в поëу÷енноì ìно-
жестве аëüтернатив в сëоживøейся пробëеìной
ситуаöии на ТП опреäеëяется по ìаксиìуìу при-
нятоãо критерия выбора. Дëя этоãо в äанный кри-
терий поäставëяþтся зна÷ения параìетров состо-
яния, которые ìожно поëу÷итü в резуëüтате от-
работки разëи÷ных управëений и стоиìостü их
реаëизаöии. Наприìер, отработка управëения U1

позвоëяет обеспе÷итü ìиниìуì параìетра состоя-
ния ТП F1, а отработка управëения U3 — ìаксиìуì

этоãо параìетра.

Такиì образоì, привеäенный приìер показы-
вает работоспособностü преäëоженных инстру-
ìентаëüных среäств, позвоëяþщих опреäеëятü на
аëüтернативной основе наибоëее эффективные УВ
в разëи÷ных пробëеìных ситуаöиях ОС в усëовиях
неопреäеëенности.

Отìетиì, ÷то преäëоженные инструìентаëü-
ные среäства без принöипиаëüных изìенений поз-
воëяþт эффективныì образоì орãанизоватü при-
нятие управëен÷еских реøений и выбор на аëü-
тернативной основе УВ в проöессе управëения
разëи÷ныìи сëожныìи объектаìи. Наприìер, äëя
пëанирования öеëенаправëенноãо повеäения ин-
теëëектуаëüноãо робота, коãäа на аëüтернативной
основе возникает необхоäиìостü выбора наибоëее
эффективноãо äействия с öеëüþ перевоäа опреäе-
ëенноãо объекта ОС в требуеìое состояние. Дру-
ãиìи сëоваìи, коãäа возникает необхоäиìостü вы-

бора на аëüтернативной основе äействия, обеспе-
÷иваþщеãо ìаксиìаëüный уровенü äостижения
поставëенной öеëи [21].

В ка÷естве äруãоãо приìера ìожно рассìотретü
управëение финансовой устой÷ивостüþ ìаøино-
строитеëüных преäприятий, требуеìый уровенü
которой, как правиëо, äостиãается путеì провеäе-
ния орãанизаöионно-техни÷еских и орãанизаöи-
онно-эконоìи÷еских ìероприятий, обеспе÷ива-
þщих ìаксиìизаöиþ, наприìер, коэффиöиентов
финансовой безопасности и про÷ности, иãраþщих
роëü показатеëей эффективности [22], и äр.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Пере÷исëиì основные вывоäы.

Преäëожен оäин из поäхоäов к реøениþ заäа÷и
выбора на аëüтернативной основе управëяþщих
возäействий на проöесс реаëизаöии техноëоãи-
÷ескоãо проöесса в усëовиях неäоброка÷ественной
неопреäеëенности. В ка÷естве основноãо критерия
выбора рассìотрено вëияние управëяþщих воз-
äействий на эффективностü поëу÷аеìоãо в резуëü-
тате их отработки состояния сëожноãо техноëо-
ãи÷ескоãо проöесса. Данный критерий строится
путеì обработки экспертных äанных на основе
ëинãвисти÷еских функöий, позвоëяþщих сфор-
ìироватü ìноãофакторнуþ эìпири÷ескуþ ìоäеëü
эффективности разëи÷ных состояний техноëоãи-
÷ескоãо проöесса с ÷етко заäанныìи коэффиöиен-
таìи и такиì образоì обеспе÷иваþщих требуеìуþ
то÷ностü и оäнозна÷ностü реøения заäа÷и выбора
в разëи÷ных пробëеìных ситуаöиях, возникаþ-
щих на техноëоãи÷еской ëинии в резуëüтате воз-
ìущений нестабиëüной окружаþщей среäы.

Разработанные инструìентаëüные среäства уп-
равëения текущиì состояниеì техноëоãи÷ескоãо
проöесса по откëонениþ и возìущениþ позвоëя-
þт обеспе÷итü эффективнуþ реаëизаöиþ сëожных
техноëоãи÷еских проöессов ìехани÷еской обра-
ботки äетаëей в ìаøиностроении в нестабиëüных
усëовиях окружаþщей среäы при неäоброка÷ест-
венной неопреäеëенности протекаþщих в ней сëу-
÷айных проöессов.

Преäëоженные инструìентаëüные среäства,
обеспе÷иваþщие эффективное управëение техно-
ëоãи÷ескиì проöессоì в нестабиëüных усëовиях
функöионирования, изëожены в общеì виäе и äо-
стато÷но äейственны в разëи÷ных преäìетных об-
ëастях, ÷то позвоëяет орãанизоватü эффективное
управëение повеäениеì разëи÷ных сëожных объ-
ектов управëения в нестабиëüных усëовиях неäоб-
рока÷ественной неопреäеëенности.
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Abstract. The main problems concerning effective implementation of technological processes in
mechanical engineering under uncertainty are considered and solved. An integral criterion for
efficiency estimation of the present state of technological processes is proposed, which allows re-
ducing the solution of the multiobjective problem of choosing effective control actions to a sin-
gle-objective optimization problem with both maximized and minimized efficiency indicators
available. A method based on the use of fuzzy logic for processing expert data is presented, which
makes it possible to form a multivariate analytical dependency between the efficiency indicators
of the implemented technological process and the state parameters in the form of a linguistic
function graph that ensures its required flow under changing operating conditions. A selection
method is developed on an alternative basis of the most effective control actions in case of prob-
lem situations during the implementation of a complex technological process as a result of the
influence of various disturbing environmental factors. In the selection method proposed, deci-
sion-making is based on a composition of correspondences that make it possible to relate dis-
turbing factors of an unstable environment with control actions that ensure the efficient flow of
a complex technological process. In general, control tools for deviation and disturbance com-
pensation were obtained, which ensure the effective implementation of complex technological
processes of machining parts in mechanical engineering in unstable environmental conditions.

Keywords: technological process, efficiency indicators, disturbing factors, control parameters, effective control.
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ÓÊËÎÍÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ
ÎÒ ÎÄÈÍÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÍÀÐÓÆÈÒÅËß

ÍÀ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ1

А.А. Галяев, П.В. Лысенко, В.П. Яхно

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Заäа÷и пëанирования ìарøрута äвижения поä-
вижноãо объекта (ПО) при укëонении от обнару-
жения в конфëиктной среäе вызываþт боëüøой
интерес в связи с расøиряþщейся обëастüþ при-
ìенения разëи÷ноãо роäа беспиëотных ëетатеëü-
ных и поäвоäных аппаратов. Терìин «конфëикт-
ная среäа» употребëяется äëя описания взаиìо-
äействия поäвижноãо объекта со среäой, в которой
он äвижется, äруãиìи поäвижныìи объектаìи и
внеøниìи оãрани÷енияìи, а также как реакöия
ПО на переìенные внеøние усëовия. Матеìати-
÷еские ìоäеëи, приìеняеìые äëя реøения заäа÷и
об оптиìизаöии закона укëонения ПО, опреäеëя-
þтся объеìоì текущей инфорìаöии о характерис-
тиках инфорìаöионных поëей, созäаваеìых объ-
ектоì при своеì äвижении, äинаìи÷ескиìи воз-
ìожностяìи ПО, а также вектороì äопустиìых

управëений. Успеøностü выпоëнения ìиссии ПО
(в рассìатриваеìоì сëу÷ае — укëонения от об-
наружения) оöенивается зна÷ениеì некотороãо
функöионаëа (критерия оптиìаëüности), ìиниìи-
заöия котороãо явëяется основной заäа÷ей систе-
ìы управëения.

Кëасси÷еские критерии оптиìаëüности связаны
с ìиниìизаöией расхоäа энерãоресурса, вреìени
(заäа÷и быстроäействия) иëи проìаха [1]. В пос-
ëеäнее вреìя проявëяется интерес к нетраäиöион-
ныì критерияì, такиì как повыøение скрытно-
сти äвижения (при äвижении в конфëиктной сре-
äе с у÷етоì карты потенöиаëüных рисков-уãроз)
[2—5]. Оäной из ìоäеëей, описываþщей поиск
поäвижноãо объекта в заäанноì районе, сëужит
ìоäеëü сëу÷айноãо поиска [6, 7]. При реøении за-
äа÷и пëанирования ìарøрута переìещения объ-
екта из фиксированной на÷аëüной то÷ки в фикси-
рованнуþ коне÷нуþ то÷ку ìиниìизируется интеã-
раëüный уровенü поëезноãо сиãнаëа, по котороìу
оöенивается успеøностü реøения заäа÷и укëоне-
ния от обнаружения. Вектор скорости ПО иãрает
роëü вектора управëения.

Аннотация. Рассìотрено пëанирование оптиìаëüноãо ìарøрута äвижения поäвижноãо
объекта в заäа÷е укëонения от обнаружения оäино÷ныì сенсороì на пëоскости на пос-
тоянной скорости с öеëüþ ìиниìизаöии интеãраëüноãо уровня поëезноãо сиãнаëа, при-
хоäящеãо на набëþäатеëя. Показано, ÷то разëи÷ные ìеханизìы обнаружения поäвиж-
ноãо объекта ìоãут бытü привеäены к общей ìатеìати÷еской форìаëизаöии, а иìенно
к иссëеäованиþ заäа÷и обнаружения по разëи÷ныì типаì сиãнаëа и ìаëоì отноøении
сиãнаë/поìеха. В резуëüтате иссëеäования реøение äвухто÷е÷ной вариаöионной заäа÷и
с интеãраëüныì оãрани÷ениеì свеäена к реøениþ трех типов систеì аëãебраи÷еских ин-
теãраëüных уравнений, в которые вхоäят норìаëüные эëëипти÷еские интеãраëы Лежан-
äра первоãо и второãо роäа, а тип систеìы опреäеëяется разëи÷ныìи на÷аëüныìи усëо-
вияìи и зна÷енияìи интеãраëüноãо оãрани÷ения. Дëя кажäой из систеì, описанных в ра-
боте, реаëизована ÷исëенная проöеäура ее реøения.

Ключевые слова: поиск поäвижноãо объекта, пëанирование ìарøрута äвижения, оптиìаëüный за-
кон укëонения от обнаружения.
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Особенностü рассìатриваеìой заäа÷и пëани-
рования ìарøрута äвижения поäвижноãо объекта
закëþ÷ается в тоì, ÷то ìãновенный уровенü сиã-
наëа I, приøеäøеãо на вхоä набëþäатеëя иëи сен-
сора, зависит от текущеãо расстояния D äо укëо-
няþщеãося объекта, а äëя некоторых типов поëей
он еще зависит и от ìоäуëя ìãновенной скорости v
объекта. Дëя описания поäобной зависиìости

поëüзуþтся степенной ìоäеëüþ I ∼ vm/Dk [3].

Зна÷ение показатеëя степени k характеризует
физи÷еское поëе, по признакаì котороãо осущест-
вëяется обнаружение [8]. Зна÷ения k = 1, 2, 3, 4
ìоãут бытü интерпретированы в раìках соответст-
вуþщих физи÷еских ìоäеëей. Зна÷ение k = 1 опи-
сывает проöесс затухания воëн на поверхности
жиäкости и соответствует убываниþ уровня ин-
тенсивности перви÷ноãо ãиäроакусти÷ескоãо поëя
в ìеëкоì ìоре. Убывание уровня интенсивности
перви÷ноãо ãиäроакусти÷ескоãо поëя в ãëубокоì
ìоре, отве÷аþщее пассивноìу режиìу обнаруже-
ния, а также убывание уровня интенсивности теп-
ëовоãо поëя и перви÷ноãо эëектроìаãнитноãо по-
ëя при их распространении соответствует зна÷е-
ниþ k = 2. Зна÷ение k = 3 описывает убывание
уровня напряженности ìаãнитноãо поëя. В своþ
о÷ереäü, зна÷ение k = 4 соответствует убываниþ
уровня интенсивности втори÷ноãо эëектроìаãнит-
ноãо и ãиäроакусти÷ескоãо поëей (активный режиì
обнаружения). Показатеëü степени m в ÷исëитеëе
äроби опреäеëяет зависиìостü уровня интенсив-
ности изëу÷аеìоãо сиãнаëа от скорости äвижения
объекта. Наприìер, поäобная зависиìостü прису-
ща сиãнаëаì, отве÷аþщиì перви÷ноìу ãиäроакус-
ти÷ескоìу поëþ [9].

В работе рассìатриваþтся ìоäеëи äвижения на
пëоскости на постоянной скорости (v = const).
Цеëü работы — построение оптиìаëüной траекто-
рии äвижения ПО при заäанных оãрани÷ениях на
ìоäуëü скорости в проöессе укëонения от оäино÷-
ноãо набëþäатеëя и иссëеäование особенностей
поëу÷енноãо реøения.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Преäпоëожиì, ÷то на пëоскости распоëожены
äва объекта — оäино÷ный непоäвижный набëþäа-
теëü (сенсор) в на÷аëе коорäинат и управëяеìый
ПО в то÷ке с текущиìи коорäинатаìи (x(t), y(t)),
ãäе t — текущее вреìя. Пустü выпоëнено k = 2,
m = 2, ÷то соответствует набëþäениþ за ПО, на-
приìер, по сиãнаëаì эëектроìаãнитноãо поëя. Ко-
орäинаты на÷аëüной и коне÷ной то÷ек ìарøрута
заäаны в непоäвижной äекартовой систеìе коор-
äинат, на÷аëо которой совпаäает с позиöией на-
бëþäатеëя. Требуется найти траекториþ äвижения

ПО и закон изìенения ориентаöии еãо вектора ско-
рости, äоставëяþщие ìиниìуì функöионаëу [3]

R( (•), (•), x(•), y(•)) =

= dt → . (1)

Грани÷ные усëовия заäаны в виäе

x(0) = x
A
,  x(T ) = x

B
,  y(0) = y

A
,  y(T ) = y

B
,

ãäе A(x
A
, y

A
), B(x

B
, y

B
) — на÷аëüная и коне÷ная то÷-

ки ìарøрута. Веëи÷ина T (вреìя äвижения по тра-
ектории) заäана, на ìоäуëü скорости ПО v наëо-
жено оãрани÷ение

v2 = (t) + (t) = const.

В раìках привеäенной выøе физи÷еской ин-
терпретаöии ÷исëитеëü äроби в функöионаëе (1)
естü веëи÷ина, пропорöионаëüная ìãновенноìу
уровнþ изëу÷аеìоãо объектоì сиãнаëа в преäпо-
ëожении о тоì, ÷то иìеет ìесто степенная зави-
сиìостü этоãо уровня от ìоäуëя текущей скорости
объекта.

2. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÎÄÂÈÆÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ
ÍÀ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ

Соãëасно работе [10] карта распреäеëения уров-
ней рисков опреäеëяет функöиþ риска, заäаннуþ в

поëярных коорäинатах (r(t), ϕ(t)) как Γ(x, y) = 1/r2,

ãäе r =  — раäиус-вектор. Переä пëаниров-

щикоì ìиссии стоит заäа÷а ìиниìизаöии интеã-
раëüноãо риска при äвижении поäвижноãо объекта.

Преäпоëожиì, ÷то äвижение объекта происхо-
äит от то÷ки A к то÷ке B по некоторой траекто-
рии l с постоянныì ìоäуëеì скорости v. Тоãäа
вìесто функöионаëа (1) поäверãаеì иссëеäованиþ
функöионаë виäа

R(r(•), ϕ(•)) = v/r2dl → , (2)

при наëи÷ии оãрани÷ения на äëину траектории

dl ≤ vT, (3)

ãäе dl =  =  — эëеìент äëи-

ны траектории.
В заäа÷е (2), (3) в отëи÷ие от заäа÷и (1) ищется

оптиìаëüная траектория l как функöия поëярных
коорäинат (r, ϕ), в которой зависиìостü от теку-
щеãо вреìени отсутствует.
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В поëярных коорäинатах функöионаë (3) и за-
äа÷а оптиìизаöии приниìаþт виä

R(r(•)) = dϕ → , (4)

ãäе r' — произвоäная r по ϕ. Поëу÷иëи заäа÷у ва-
риаöионноãо ис÷исëения с интеãраëüныì оãрани-
÷ениеì

dϕ ≤ vT.

Чтобы приìенитü принöип ìаксиìуìа [11],
нужно проверитü соответствие поäынтеãраëüной
функöии еãо усëовияì. Соверøиì заìену пере-
ìенной z = lnr, z ∈ (–∞, +∞), так как r ∈ (0, +∞).
Тоãäа функöионаë (4) перепиøется в виäе

R(z(•)) = exp(–z) dϕ (5)

при оãрани÷ении

exp(z) dϕ ≤ vT.

Поäынтеãраëüное выражение в форìуëе (5) —
непрерывная функöия, иìеþщая непрерывные
÷астные произвоäные по своиì арãуìентаì (z, z' ).
Поэтоìу äëя заäа÷и вариаöионноãо ис÷исëения
виäа (4) необхоäиìо выпоëнены уравнения Эйëе-
ра, которые запиøеì в переìенных (z, ϕ),

 –

– ((exp(–z) + λexp(z)) ) = 0, (6)

ãäе λ ≥ 0 — некоторая константа.

Поскоëüку функöионаë заäа÷и явно не зависит
от переìенной ϕ, то äëя уравнений Эйëера (6) су-
ществует первый интеãраë виäа

C1 = –z'  + ((exp(–z) +

+ λexp(z)) ) = , (7)

ãäе C1 > 0 — константа.

Обозна÷иì C = 1/C1. Интеãрирование уравне-

ния (7) äает кваäратуру

ϕ – ϕ
A
 = . (8)

Уравнение (8) заäает зависиìостü ϕ(z) и опре-
äеëяет траекториþ äвижения ПО, выøеäøуþ из
то÷ки A. Из уравнения (8) и активноãо оãрани÷е-
ния в выражении (5) сëеäует, ÷то äëя опреäеëения
констант C и λ нужно реøитü систеìу уравнений

(9)

Оäнако эта систеìа справеäëива тоëüко äо ìо-
ìента выпоëнения усëовия

 = 0, (10)

т. е. пока функöия z(ϕ) строãо ìонотонна. Поэтоìу
расøириì систеìу (9), сäеëав сëеäуþщие преäпо-
ëожения. Пустü äëя некоторой то÷ки Q с коорäи-
натаìи (ϕ

Q
, z

Q
) выпоëнено усëовие (10), тоãäа от

то÷ки A äо то÷ки Q ПО äвижется в те÷ение интер-
ваëа вреìени T1, а от то÷ки Q äо то÷ки B — в те-

÷ение интерваëа вреìени T2

(11)

В систеìе (11) первое и второе уравнения отве-
÷аþт ãрани÷ныì усëовияì при äвижении ПО от
то÷ки A к то÷ке Q и от то÷ки Q к то÷ке B соответс-
твенно, третüе уравнение опреäеëяет усëовие (10),
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выпоëненное в то÷ке Q, ÷етвертое и пятое уравне-
ния опреäеëяþт оãрани÷ения на äëину траектории
при äвижении ПО от то÷ки A к то÷ке Q и от то÷-
ки Q к то÷ке B соответственно и посëеäнее øестое
уравнение опреäеëяет усëовие на поëное вреìя
äвижения. Скëаäывая первое и второе, ÷етвертое и
пятое уравнения с у÷етоì øестоãо из систеìы (11),
поëу÷аеì реäуöированнуþ систеìу

(12)

Систеìу уравнений (12) ìожно упроститü в сëу-
÷ае равенства r

A
 = r

B
 иëи, ÷то то же саìое, z

A
 = z

B
.

В этоì сëу÷ае выпоëнено равенство ϕ
Q
 = (ϕ

B
+ϕ

A
)/2.

Тоãäа поëу÷аеì систеìу уравнений виäа

(13)

Теперü требуется найти тройку зна÷ений (λ, C,
z
Q
) — реøение систеìы аëãебраи÷еских и интеã-

раëüных уравнений (13). Заìетиì, ÷то несобствен-
ные интеãраëы в систеìе (13) схоäятся. Действи-
теëüно, первый интеãраë — это эëëипти÷еский ин-
теãраë Лежанäра первоãо роäа, а второй — суììа
äвух эëëипти÷еских интеãраëов Лежанäра первоãо
и второãо роäа. Данный факт устанавëиваþт сëе-
äуþщие ëеììы.

Лемма 1. Левая часть первого интеграла в сис-
теме уравнений (13)

dz =

= ,

ãäе

(ξ
A
, k) = , 

k = ,

a = ,

ξ
A
 = ar

A
. (14)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Известно, ÷то норìаëüный эë-
ëипти÷еский интеãраë первоãо роäа заäается первыì
выражениеì в форìуëах (14). Соверøив ëинейнуþ за-
ìену ξ = aη, привеäеì интеãраë к виäу

 = a . (15)

Первый интеãраë в систеìе уравнений (13) при ин-
теãрировании по коорäинате r приниìает виä:

 =

= . (16)

Сравнивая знаìенатеëи в правых ÷астях выражений
(15) и (16), поëу÷аеì систеìу уравнений äëя нахожäения
пары (a, k):

(17)

Поскоëüку λ и k поëожитеëüны, то, выразив a2 из
первоãо уравнения (17) и поäставив во второе, поëу÷аеì
кваäратное уравнение относитеëüно k виäа

λk
2 – k + λ = 0.

Заìетиì, ÷то 0 < k < 1, и выбереì наиìенüøий по-
ëожитеëüный коренü этоãо уравнения

k = .

Даëее нахоäиì выражение äëя a, а также, сравнивая
постоянные ìножитеëи, стоящие поä интеãраëаìи в пра-
вых ÷астях (15) и (16), опреäеëяеì равенство η = r и вы-
ражаеì ξ ÷ерез r. В закëþ÷ение заìетиì, ÷то в то÷ке Q
всëеäствие равенства нуëþ знаìенатеëей в правых ÷ас-
тях выражений (15) и (16) выпоëнено ξ

Q
 = 1. Доказа-

теëüство заверøено.
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Следствие 1. Пустü λC2 = θ, тоãäа θ явëяется ре-
øениеì уравнения

k = , ⇒ θ = ,

ãäе k — реøение уравнения

(1, k) – (ξ
A
, k) = .

Лемма 2. Левая часть второго интеграла в сис-
теме уравнений (13)

dz =

=  –

– ,

ãäе

(ξ, k) = dξ, 

k = ,

a = ,

ξ
A
 = ar

A
. ♦

Зäесü (ξ, k) — норìаëüный эëëипти÷еский ин-
теãраë Лежанäра второãо роäа.

Доказатеëüство провоäится анаëоãи÷но äоказа-
теëüству ëеììы 1.

Следствие 2. Пустü λC2 = θ, тоãäа θ — реøение
уравнения

k = ,

ãäе k в своþ о÷ереäü естü реøение уравнения

( (1, k) – (ξ
A
, k)) –

– ( (1, k) – (ξ
A
, k)) = .

Сëеäствия 1 и 2, а также систеìу уравнений (13)
ìожно записатü совìестно.

Следствие 3. Чтобы найти ÷етверку зна÷ений
(λ, θ, ξ

A
, k), явëяþщуþся реøениеì систеìы урав-

нений (13), нужно совìестно реøитü систеìу урав-
нений

(18)

Следствие 4. Чтобы найти пятü неизвестных
(λ, θ, ξ

A
, ξ

B
, k), явëяþщихся реøениеì систеìы

(12), нужно совìестно реøитü систеìу уравнений

(19)

Следствие 5. Чтобы найти пятü неизвестных
(λ, θ, ξ

A
, ξ

B
, k), явëяþщихся реøениеì систеìы

уравнений (9) в сëу÷ае r
B
 > r

A
, нужно совìестно ре-

øитü систеìу уравнений

(20)
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Сëеäствия 3—5 описываþт все возìожные си-
туаöии, возникаþщие при построении оптиìаëü-
ной траектории äвижения, кроìе сëу÷ая неак-
тивноãо оãрани÷ения на äëину траектории, коãäа
оптиìаëüной траекторией äвижения сëужит äуãа
окружности, описанной вокруã треуãоëüника OAB,
ãäе то÷ка O — на÷аëо коорäинат [3]. Реøения сис-
теì (18)—(20) опреäеëяþт оптиìаëüные зна÷ения
(λ, C), требуþщиеся äëя поäстановки в уравнение
äвижения (7). Действитеëüно, в сëеäствиях 3 и 4
рассìотрены сиììетри÷ный и несиììетри÷ный
сëу÷аи краевых усëовий, коãäа, стартуя из то÷ки A,
объект äвижется äо то÷ки Q, в которой по траек-

тории выпоëняется усëовие  = 0. Даëее объект

äвижется от то÷ки Q äо то÷ки B. Сëеäствие 5 поз-
воëяет найти оптиìаëüные параìетры траектории
äвижения объекта при отсутствии на ней то÷ки Q.
Оптиìаëüный закон изìенения вектора скорости
опреäеëяется касатеëüной к траектории äвижения
и иìеет виä

v
x
(ϕ) = v,

v
y
(ϕ) = v.

3. ÏÐÈÌÅÐÛ

Проиëëþстрируеì выøепривеäенные вывоäы ре-
зуëüтатаìи коìпüþтерноãо ìоäеëирования. Среäстваìи
языка «Python» быë разработан проãраììный ìоäуëü,

позвоëяþщий перебороì по (λ, k) äëя заäанных ãрани÷-
ных усëовий нахоäитü ÷етверку зна÷ений (λ, C, ξ

A
, k),

строитü оптиìаëüнуþ траекториþ и вы÷исëятü зна÷ение
функöионаëа.

На рис. 1 показаны траектории äвижения поäвиж-
ноãо объекта на пëоскости из то÷ки A в то÷ку B, кото-
рые явëяþтся реøенияìи систеìы (13) äëя сëу÷ая сиì-
ìетри÷ных ãрани÷ных усëовий. Штриховой ëинией
показан отрезок АВ. Спëоøной ëинией показаны тра-
ектории äвижения, на которых отìе÷ена то÷ка Q. На-
÷аëüной то÷ке ìарøрута äвижения поäвижноãо объекта
соответствуþт коорäинаты ϕ

A
 = 0°, r

A
 = 2,5, коне÷ной

то÷ке — ϕ
B
 = 90°, r

B
 = 2,5. На рис. 1, а äëина траектории

L = vT = 4, оптиìаëüные параìетры C = 1,386, λ = 0,1293,
θ = 0,2484, k = 0,8514, ξ

A
 = ξ

B
 = 0,9743, на рис. 1, б —

L = vT = 5, C = 2,8593, λ = 0,0126, θ = 0,1032, k = 0,1322,
ξ
A
 = ξ

B
 = 0,7722.

Зна÷ения критерия ка÷ества на оптиìаëüной траек-
тории R

opt
 = 0,6179 (рис. 1, а), R

opt
 = 0,5687 (рис. 1, б).

При отсутствии оãрани÷ения на äëину траектории R
opt

 =

= d
AB

/r
A
r
B
 = /2,5 = 0,5657 [3]. Зäесü d

AB
 — расстоя-

ние ìежäу то÷каìи A и B. В этоì сëу÷ае оãрани÷ение
на äëину траектории становится неактивныì, есëи

vT > 2,5π /2 ≅ 5,5536. Зна÷ение критерия при наëи-

÷ии оãрани÷ения ухуäøается ìенее ÷еì на 10 %.

На рис. 2 показаны траектории äвижения поäвижно-
ãо объекта на пëоскости из то÷ки A в то÷ку B, которые
явëяþтся реøенияìи систеìы (12). Проãраììный ìо-
äуëü, разработанный äëя сиììетри÷ных ãрани÷ных ус-
ëовий, быë преобразован äëя сëу÷ая несиììетри÷ных
усëовий. На рис. 2 на÷аëüной то÷ке ìарøрута äвижения
поäвижноãо объекта соответствуþт коорäинаты ϕ

A
 = 0°,

r
A
 = 2,5, коне÷ной то÷ке — ϕ

B
 = 135°, r

B
 = /2. На

dz
dϕ
-------

z' ϕ( ) ϕcos ϕsin–

z' ϕ( )2
1+

--------------------------------------------

z' ϕ( ) ϕsin ϕcos+

z' ϕ( )2 1+

---------------------------------------------

Рис. 1. Траектории движения подвижного объекта, полученные при решении системы (13): а — при vT = 4; б — при vT = 5

2

2

2
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рис. 2, а äëина траектории L = vT = 7, оптиìаëüные па-
раìетры C = 1,8154, λ = 0,0735, θ = 0,2421, k = 0,6984,
ξ
A
 = 0,8108, ξ

B
 = 0,9174, на рис. 3, б — L = vT = 16,

C = 6,755, λ = 0,002, θ = 0,0079, k = 0,0081, ξ
A
 = 0,3671,

ξ
B
 = 0,4154.

Зна÷ения критерия ка÷ества на оптиìаëüной траекто-
рии R

opt
 = 0,8151 (рис. 2, а), R

opt
 = 0,6964. При отсутствии

оãрани÷ения на äëину траектории R
opt

 = d
AB

/r
A
r
B
 = 0,696.

Зна÷ение критерия при наëи÷ии оãрани÷ения ухуäøается
ìенее ÷еì на 20 %. В этоì сëу÷ае оãрани÷ение на äëину
траектории становится неактивныì, есëи vT > 16,04. Оп-

тиìаëüная траектория в этоì сëу÷ае преäставëяет собой
окружностü, описаннуþ вокруã треуãоëüника 0AB. Оп-
тиìаëüные скоростные режиìы привеäены на рис. 3 и 4.

Рис. 2. Траектории движения подвижного объекта, полученные при решении системы (12): а — при vT = 7; б — при vT = 16

Рис. 3. Оптимальные значения проекций скорости подвижного объекта, полученные при решении системы (13): а — при vT = 4; б —
при vT = 5
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Приìеры показываþт, ÷то äëина траектории явëяет-
ся существенныì фактороì, который ìожет бытü у÷тен
в постановке и соответственно в реøении заäа÷и пëа-
нирования траектории поäвижноãо объекта. В приìерах
проиëëþстрировано, ÷то оптиìизаöия траектории с у÷е-
тоì оãрани÷ения на ее äëину привоäит к незна÷итеëü-
ноìу увеëи÷ениþ критерия при тоì, ÷то äëина траекто-
рии äвижения ìожет бытü существенно уìенüøена, ÷то
в своþ о÷ереäü привоäит к эконоìии энерãети÷еских ре-
сурсов при выпоëнении ìиссии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены заäа÷и пëанирования траектории
äвижения поäвижноãо объекта на постоянной ско-
рости на пëоскости в сëу÷ае, коãäа карта рисков-
уãроз форìируется оäино÷ныì сенсороì. В ре-
зуëüтате форìаëизаöии интеãраëüноãо критерия
иссëеäована вариаöионная постановка заäа÷и оп-
тиìизаöии при наëи÷ии оãрани÷ения на äëину
траектории. Двухто÷е÷ная вариаöионная заäа÷а
свеäена к реøениþ систеìы аëãебраи÷еских иин-
теãраëüных уравнений, в которые вхоäят норìаëü-
ные эëëипти÷еские интеãраëы Лежанäра первоãо и
второãо роäа, а äëя ее ÷исëенноãо реøения разра-
ботаны проãраììные ìоäуëи, позвоëяþщие нахо-
äитü реøения äëя разëи÷ных на÷аëüных и коне÷-
ных усëовий, а также произвоëüных оãрани÷ениях
на äëину траектории. Резуëüтаты реøения снабже-
ны приìераìи и иëëþстраöияìи. Поëу÷енные ре-
øения сравнены с известныìи реøенияìи при от-
сутствии оãрани÷ений на äëину ìарøрута. Также

показано, ÷то äвижение на оптиìаëüной траекто-
рии увеëи÷ивает зна÷ение интеãраëüноãо критерия
не боëее ÷еì на 20 % по сравнениþ с оптиìаëüныì
реøениеì при отсутствии оãрани÷ения на äëину.
Даëüнейøая работа буäет посвящена реøениþ за-
äа÷и пëанирования ìарøрута äвижения поäвиж-
ноãо объекта при интерваëüноì оãрани÷ении на
еãо ìоäуëü скорости.
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Abstract. Within the problem of evasion from detection by a single sensor on a plane at a constant
speed the problem is considered of planning the optimal route of a moving object in order to min-
imize the integral level of the useful signal coming to the observer. It is shown that the various
mechanisms of detection of a moving object can be reduced to a general mathematical formal-
ization, namely to the study of the detection problem for different types of signal and a small
signal/noise ratio. The study of the two-point variational problem with an integral constraint re-
duces to solving three types of systems of algebraic-integral equations, which include elliptic in-
tegrals of Legendre of the first and second kind, and the system type is determined by different
initial conditions and values of the integral constraints. For each of the systems described in the
paper, a numerical procedure for its solution is implemented.

Keywords: search for a moving object, route planning, optimal law of evasion from detection.

Конгресс WOSC2020

Всемирная организация систем и кибернетики (World Organisation of Systems & Cybernatics, WOSC)
будет проводить свой 18-й конгресс (WOSC2020) в Москве с 16 по18 сентября 2020 г.). Помимо заявлен-
ных общих направлений на Конгрессе запланированы специализированные секции кибернетики и меж-

дисциплинарных приложений физики, заседания которых будут проходить в Институте проблем уп-
равления им. В.А Трапезникова РАН.

Подробности см. на сайте https://www.wosc2020.org
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Направления и темы заседаний 
• Проблемы управления развитием крупномасштабных систем, включая ТНК, 

госхолдинги и госкорпорации 
• Методы и инструментальные средства управления инвестиционными 

проектами и программами
• Управление развитием цифровой экономики. Проектные офисы и 

ситуационные и прогнозно-аналитические центры, институты развития 
крупномасштабных систем 

• Имитация и оптимизация в задачах управления развитием крупномасштабных 
систем

• Нелинейные процессы и вычислительные методы в задачах управления 
крупномасштабными системами

• Управление развитием банковских и финансовых систем
• Управление топливно-энергетическими, инфраструктурными и другими 

системами
• Управление транспортными системами
• Управление развитием авиационно-космических и других крупномасштабных 

организационно-технических комплексов 
• Управление развитием региональных, городских и муниципальных систем
• Управление объектами атомной энергетики и другими объектами повышенной 

опасности
• Информационное и программное обеспечение систем управления 

крупномасштабными производствами
• Методология, методы и программно-алгоритмическое обеспечение обработки 

и интеллектуального анализа больших массивов информации
• Мониторинг на основе разновидностей Интернета вещей в управлении 

развитием крупномасштабных систем
• Управление развитием крупномасштабных систем здравоохранения, медико-

биологических систем и технологий
• Управление развитием социальных систем  

Подробности см. на сайте http://mlsd2020.ipu.ru/
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