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Упрощенно ãоворя, ãëавной ìотиваöией в при-
нятии реøения покупатеëя иëи проäавöа совер-
øитü сäеëку сëужит изëиøек, преäставëяþщий
собой разниöу ìежäу реаëüной рыно÷ной öеной и
пороãовой (внутренне коìфортной) öеной у÷аст-
ника рынка. Дëя проäавöа этот пороã, наприìер,
ìожет обусëовëиватüся себестоиìостüþ актива
ëибо, в сëу÷ае наìерения сро÷но сбытü актив, —
быстротой реаëизаöии товара. Дëя покупатеëя по-
роã ìожет опреäеëятüся оãрани÷ениеì äенежных
ресурсов иëи поëезностüþ äанноãо актива. Воз-
ìожны и äруãие, боëее сëожные стратеãии опре-
äеëения «коìфортной öены» äëя у÷астников рын-
ка, но нас буäет интересоватü этап сäеëки, коãäа
эта öена кажäыì уже опреäеëена.

Приниìая у÷астие в биржевых торãах, у÷аст-
ники, как правиëо заранее опреäеëяþт öену, по
которой они ãотовы соверøитü сäеëку, а также
объеì (÷исëо еäиниö) товара. Переä покупатеëя-
ìи и проäавöаìи стоит бинарный выбор: объявитü
(äействоватü) иëи не объявëятü (безäействоватü) о
своеì наìерении соверøитü транзакöиþ актива —
купëþ иëи проäажу.

Дëя описания этоãо повеäения быëа выбрана
теоретико-иãровая ìоäеëü бинарноãо пороãовоãо
коëëективноãо повеäения. Бëизки к ней ìоäеëи би-
нарноãо коëëективноãо повеäения, а также осно-
ванные на аппаратах статисти÷еской физики ÷ас-
тиö с äвуìя состоянияìи [1, 2], сëу÷айных раз-
ностных схеì [3] и пороãовой äинаìики [4, 5].
Теоретико-иãровые пороãовые ìоäеëи поäобноãо
типа рассìотрены в статüе [6].

В преäëаãаеìой ìатеìати÷еской ìоäеëи рынка
рассìатриваþтся äва коне÷ных ìножества аãен-
тов — покупатеëи и проäавöы, кажäый из кото-
рых приниìает бинарное реøение у÷аствоватü в
торãах со своей öеной и объеìоì иëи не у÷аство-
ватü. В резуëüте äействий аãентов объеìы спроса и
преäëожения ìеняþт рыно÷нуþ öену актива в со-
ответствии с законаìи эконоìи÷еской теории [7]:
рост спроса увеëи÷ивает öену, а рост преäëоже-
ния ее уìенüøает. Даëее опреäеëяþтся усëовия
на аãентскуþ пороãовуþ и рыно÷нуþ öены, при
которых äëя аãента обстановка бëаãоприятна. При
этоì у÷итываþтся уäеëüные изäержки аãентов.
С÷итается ÷то, у÷астие иëи неу÷астие оäноãо аãен-
та в торãах не сиëüно вëияет на рыно÷нуþ öену
актива.

Аннотация. Рассìотрена теоретико-иãровая ìоäеëü бинарноãо пороãовоãо коëëективноãо
повеäения аãентов, у÷аствуþщих в купëе-проäаже оäино÷ноãо биржевоãо актива. Аãенты
разäеëены на äве ãруппы — покупатеëи и проäавöы. Преäпоëаãается, ÷то у кажäоãо из
аãентов существует пороã приеìëеìой еìу öены, äëя покупатеëя — это верхняя öена, при
которой он еще соãëасен на сäеëку, а äëя проäавöа — это нижняя «коìфортная» в тоì
же сìысëе öена. У÷итывается, ÷то аãент приниìает реøение, у÷аствоватü ëи в сäеëке,
сравнивая своþ пороãовуþ öену с рыно÷ной öеной. Преäпоëаãается, ÷то на рыно÷нуþ
öену вëияþт объеìы спроса и преäëожения в соответствии с кëасси÷ескиìи кривыìи
спроса и преäëожения. Построены эìпири÷еские функöии распреäеëения öеновых поро-
ãов, которые сëужат äëя характеризаöии равновесия Нэøа, а также позвоëяþт в перспек-
тиве иссëеäоватü преäеëüный перехоä к бесконе÷ноìу ÷исëу аãентов. Доказано утвержäе-
ние о характеризаöии равновесия Нэøа, первая ÷астü котороãо показывает объеìы по-
тенöиаëüноãо спроса и преäëожения, вторая ÷астü — состояния аãентов, исхоäя из
объеìов спроса и преäëожения. Иссëеäованы приìеры существования и усëовия еäинст-
венности равновесия Нэøа. Найäены фокаëüные то÷ки среäи всех равновесий Нэøа.

Ключевые слова: теоретико-иãровая ìоäеëü, бинарное пороãовое коëëективное повеäение, бирже-
вой товарный рынок, равновесие Нэøа.
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Посëе опреäеëения всех свойств ìатеìати÷ес-
кой ìоäеëи рынка заäается иãра в норìаëüной фор-
ìе и нахоäится характеризаöия равновесия Нэøа
äëя этой иãры. Оìетиì, ÷то это равновесие не
объясняет, скоëüко сäеëок реаëüно произойäет в
торãах, а ëиøü опреäеëяет объеì спроса и преä-
ëожения. Чеìу буäет равна öена и скоëüко сäеëок
состоится, зависит от правиë, установëенных на
бирже.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÐÛÍÊÀ

Пустü аãенты иãраþт в «иãру на рынке с оäниì
биржевыì активоì», правиëа которой закëþ÷аþт-
ся в сëеäуþщеì:

В иãре у÷аствуþт äва ìножества аãентов: S
(Sellers) — коне÷ное ìножество продавцов и B (Buy-
ers) — коне÷ное ìножество покупателей, их ÷исëо
обозна÷иì ÷ерез n

S
 = |S | и n

B
 = |B | соответственно.

Покупатеëü i ∈ B приниìает бинарное реøение
ω

i
 ∈ {0, 1} — купитü (ω

i
 = 1) иëи не купитü (ω

i
= 0)

актив фиксированноãо коëи÷ества (объеìа) v
i
 ∈ Z+

(öеëое ÷исëо) по öене за еäиниöу, не превышающей

порога C
B
(i) ∈ R+. Этот пороã ìожет иìетü разëи÷-

ные при÷ины, зависящие от конкретной соäержа-
теëüной интерпретаöии ìатеìати÷еской ìоäеëи.
Так, есëи ìы в ка÷естве этой интерпретаöии поä-
разуìеваеì оãрани÷ение ресурсов покупатеëя i ∈ B,
наìереваþщеãося соверøитü покупку, то веëи÷и-
на C

B
(i)v

i
 как раз равна этиì бþäжетныì оãрани-

÷енияì. Есëи же покупатеëü äействует на бирже,
наìереваясü соверøитü покупку какоãо-то актива,
то пороã возникает всëеäствие субъективных преä-
ставëений покупатеëя о öене C

B
(i) актива в буäу-

щеì. Объем спроса покупатеëей обозна÷иì ÷ерез
v
B
 = v

B
(ω

B
) = v

i
ω

i
, ãäе ω

B
 = {ω

i
}
i ∈ B

. Объеì всеãо

потенциального спроса обозна÷иì ÷ерез V
B
 = v

i
.

Проäавеö j ∈ S приниìает бинарное реøение
ω

j
∈ {0, 1} — проäатü (ω

j
 = 1) иëи не проäаватü

(ω
j
= 0) актив не более фиксированноãо коëи÷ества

(объеìа) v
j
 ∈ Z + (öеëое ÷исëо) по öене, не ниже по-

рога C
S
(j) ∈ R+. Как и в сëу÷ае с покупатеëеì, по-

роã ìожет иìетü разëи÷ные при÷ины, зависящие
от конкретной соäержатеëüной интерпретаöии ìа-
теìати÷еской ìоäеëи. Так есëи ìы в ка÷естве этой
интерпретаöии поäразуìеваеì себестоиìостü ак-

тива, который в коëи÷естве v
j
 ∈ R+ проäавеö j ∈ S

наìеревается выставитü на проäажу, то веëи÷ина
C

S
(i)v

i
 равна этой себестоиìости. Есëи же проäавеö

äействует на бирже, наìереваясü соверøитü проäа-
жу какоãо-то актива, то пороã возникает всëеäствие

субъективных преäставëений поставщика о öене
C

S
(i) актива в буäущеì. Объем предложения про-

äавöов обозна÷иì ÷ерез v
S
 = v

S
(ω

S
) = v

j
ω

j
, ãäе

ω
S
 = {ω

i
}
i ∈ S

. Объеì всеãо потенциального преäëо-

жения обозна÷иì ÷ерез V
S
 = v

j
.

Объеìы спроса v
B
(ω

B
) и преäëожения v

S
(ω

S
)

вëияþт на уäеëüнуþ öену актива P(v
B
(ω

B
), v

S
(ω

S
)),

еäинуþ äëя всеãо рынка. В соответствии с кëасси-
÷ескиìи кривыìи спроса и преäëожения (сì., на-
приìер, работу [7]) буäеì с÷итатü, ÷то функöия
öены P(�, �) не убывает по первоìу арãуìенту —
объеìу спроса, и не возрастает по второìу — объ-
еìу преäëожения.

Множество ω–i
 = {ω

j
}
j ≠ i

 буäеì называтü обста-
новкой аãента i ∈ B ∪ S. Обстановку ω–i

 покупателя
i ∈ B, äëя которой

C
B
(i) – P(v

B\i
(ω

B\i
), v

S
(ω

S
)) > 0, (1)

иëи обстановку ω–j
 продавца j ∈ S, äëя которой

P(v
B
(ω

B
), v

S\ j
(ω

S\ j
)) – C

S
( j) > 0, (2)

буäеì называтü благоприятной обстановкой äëя по-
купатеëя иëи проäавöа соответственно. В эконо-
ìи÷еской теории разностü в усëовии (1) называет-
ся излишком потребителя [7]. Разностü в усëовии
(2), сëеäуя этой ëоãике, назовеì излишком продав-
ца. Эти изëиøки возникаþт, как указываëосü вы-
øе, всëеäствие бþäжетных оãрани÷ений, себесто-
иìости актива иëи преäставëений у÷астников рын-
ка о буäущей öене актива.

Кажäый покупатеëü и проäавеö (аãент) i ∈ B ∪ S
при соверøении сäеëки несет удельные издержки
ε
i
 > 0, которые меньше ìиниìаëüноãо изëиøка это-

ãо аãента при ëþбой благоприятной обстановке:

ε
i
 < [C

B
(i) – P(v

B\i
, v

S
)],

i ∈ B, (3)

ε
i
 < [P(v

B
, v

S\i
) – C

S
(i)],

i ∈ S. (4)

Этиìи изäержкаìи ìожет бытü коììиссия на
трансакöиþ, установëенная биржей.

Буäеì с÷итатü, ÷то справеäëива гипотеза слабого
влияния [8, с. 32] äействий аãентов на öену актива:

[P(v
B\i

 + v
i
, v

S
) – P(v

B\i
, v

S
)] < ε

i
,  i ∈ B, (5)

[P(v
B
, v

S\i
) – P(v

B
, v

S\i
 + v

i
)] < ε

i
,  i ∈ S, (6)

т. е. ìаксиìаëüная разниöа ìежäу öенаìи актива
при äействии иëи безäействии отäеëüноãо иãрока

i B∈
∑

i B∈
∑

j S∈
∑

j S∈
∑

min
ω i– :CB i( ) P vB\i vS,( )>{ }

min
ω i– :P vB vS\i,( ) CS i( )>{ }

max
ω i–

max
ω i–
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(проäавöа иëи покупатеëя) такова, ÷то она ìенüøе
уäеëüных изäержек этоãо иãрока. Друãиìи сëова-
ìи, иãрок сëабо вëияет на рыно÷нуþ öену.

Указанные выøе оãрани÷ения ìоäеëи впоëне
поäхоäят äëя описания биржевых торãов, напри-
ìер, на ваëþтной бирже Forex. Поэтоìу в äаëü-
нейøеì, не оãрани÷ивая общности äëя äруãих со-
äержатеëüных интерпретаöий, буäеì описыватü
возникаþщие эффекты в раìках приìера ваëþт-
ной биржи.

2. ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÀß ÌÎÄÅËÜ

Цеëü покупатеëей на бирже — поëу÷ение при-
быëи, поэтоìу öеëевуþ функöиþ покупатеëя i ∈ B
запиøеì в виäе:

u
i
(ω

i
, v

B\i
, v

S
) = (C

B
(i) – P(v

B\i
, v

S
) – ε

i
)ω

i
v
i
. (7)

Поëу÷ит ëи он реаëüно прибыëü по окон÷ании
сäеëки, зависит от ìноãих факторов, но еãо наìе-
рение äействоватü ω

i
 = 1, а иìенно купитü актив,

зависит от тоãо, буäет ëи поëожитеëüныì зна÷ение
выражения, стоящеãо в скобках форìуëы (7). Как
виäно из этоãо опреäеëения öеëевой функöии,
кроìе не сиëüно изìененной в сиëу ãипотезы сëа-
боãо вëияния (5) рыно÷ной öены, на реøение по-
купатеëя вëияет еãо оценка будущей цены C

B
(i). На

биржевых торãах веëи÷ина ε
i
 явëяется коìиссией,

которая взиìается с покупатеëя за осуществëение
сäеëки. Покупатеëü заранее фиксирует öену C

B
(i),

а также объеì актива v
i
, который он наìеревается

купитü. Посëе форìирования орäера на покупку
запускается тот иëи иной ìеханизì сäеëки, опре-
äеëяеìый правиëаìи биржевой торãовëи.

Цеëевуþ функöиþ проäавöа i ∈ S, по анаëоãии,
запиøеì в виäе:

u
i
(ω

i
, v

S\i
, v

B
) = (P(v

B
, v

S\i
) – C

S
(i) – ε

i
)ω

i
v
i
. (8)

Рассìотриì иãру в норìаëüной форìе G =

= . Буäеì с÷итатü,

÷то аãенты инфорìированы об иãре G и веäут себя
так, ÷тобы ìаксиìизироватü свои öеëевые функöии.

Опреäеëение равновесия Нэøа ω* ∈  в
иãре G иìеет виä:

u
i
( , , ) ≥ u

i
(1 – , , ),

∀i ∈ B, (9)

u
i
( , , ) ≥ u

i
(1 – , , ), 

∀i ∈ S, (10)

ãäе ,  и ,  — объеìы  соответст-
вуþщих спроса и преäëожения при ситуаöии ω* ∈

∈ .

Ввеäеì обозна÷ения:

Φ
B
(x) = v

i
χ{C

B
(i) > x} — äëя объеìа спроса

покупатеëей B, которые иìеþт öеновые пороãи
боëüøе x (ãäе χ — инäикатор ìножества), и

Φ
S
(x) = v

i
χ{C

S
(i) < x} — äëя объеìа преäëо-

жения проäавöов S, которые иìеþт öеновые по-
роãи ìенüøе x.

Функöия Φ
S
(�)/V

S
 — эìпири÷еская функöия

распреäеëения öеновых пороãов проäавöов с поп-
равкой на äоëи объеìа преäëожения. Анаëоãи÷-
но, функöия 1 – Φ

B
(�)/V

B
 — эìпири÷еская функ-

öия распреäеëения öеновых пороãов покупатеëей
с поправкой на äоëи объеìа спроса. Эти функöии
при соответствуþщеì преäеëüноì перехоäе по
÷исëу иãроков ìоãут схоäитüся к некоторыì рас-
преäеëенияì, в этоì сëу÷ае ìожно ставитü заäа÷у
типа закона боëüøих ÷исеë, öентраëüной преäеëü-
ной теореìы и боëüøих укëонений. В этой работе
ìы остановиìся на теоретико-иãровой ìоäеëи с
коне÷ныì ÷исëоì иãроков.

Иìеет ìесто сëеäуþщая характеризаöия равно-
весия Нэøа рассìатриваеìой иãры G.

Утверждение. Пусть пара чисел ,  — реше-
ние системы уравнений

, (11)

и ситуация ω* =  Ѕ  ∈ {0, 1}|S | Ѕ {0, 1}|B |
 удов-

летворяет условиям:

 :  = χ{C
B
(i) > P( , )},  ∀i ∈ B, (12)

 :  = χ{C
S
(i) < P( , )},  ∀i ∈ S. (13)

Тогда она является равновесием Нэша (9), (10)

игры G с объемами спроса  покупателей и предло-

жения  продавцов.

Обратно, пусть ситуация ω* = Ѕ ∈{0, 1}|S | Ѕ

Ѕ {0, 1}|B |
, в которой объемы активов продавцов и по-

купателей равны соответственно  и , является
равновесием Нэша (9), (10) игры G. Тогда для нее вы-
полнены условия (11), (12) и (13). ♦

Доказатеëüство утвержäения сì. в Приëожении.
Как виäно из увержäения, при равновесии

Нэøа ìожет возникнутü избыто÷ный (неуäовëет-
воренный) спрос при  >  в усëовии (11) иëи

избыто÷ное преäëожение (при  < ). Такиì об-
разоì равновесие Нэøа в этой иãре не привоäит к
кëасси÷ескоìу рыно÷ноìу равновесиþ равенства
веëи÷ин спроса и преäëожения. Так как возìожно
купитü тоëüко тот объеì, который выставëен на
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проäажу (и проäатü тоëüко тот объеì, который ку-
пят), то в реаëüности при неуäовëетворенноì спро-
се буäет соверøено сäеëок на суììу P( , )

(это соответствует понятиþ объем торговли (Trade
Volume) в анаëитике биржевых торãов). Остаëüная
÷астü сäеëок P( , )(  – ) останется незакры-

тыìи, ÷то соответствует понятиþ открытого инте-
реса (Open Interest) в анаëитике биржевых торãов.
При избыто÷ноì преäëожении (  < ) ìожно
рассужäатü анаëоãи÷но, поëу÷ив незакрытуþ ÷астü
сäеëок P( , )(  – ).

Существование и единственность равновесия
Нэша. Есëи все пороãи покупатеëей нахоäятся ëе-
вее всех пороãов поставщиков, то еäинственныì
равновесиеì Нэøа (нуëевыì) буäет ситуаöия, коã-
äа все аãенты безäействуþт. Действитеëüно, ни äëя
какоãо иãрока, буäü то покупатеëü иëи проäавеö,
не буäет существоватü благоприятной обстановки.
Дëя существования ненуëевоãо равновесия Нэøа
необхоäиìо (но не äостато÷но) ÷тобы хотя бы оäин
пороã проäавöа быë боëüøе пороãа покупатеëя.

Пустü объеìы у кажäоãо покупатеëя и у кажäо-
ãо проäавöа еäини÷ны v

i
 = 1, i ∈ B, v

j
 = 1, j ∈ S. Тоã-

äа функöия öены буäет зависитü от ÷исëа äейству-
þщих иãроков. Упоряäо÷иì пороãи покупатеëей
{C

B
(i)}

i ∈ B
 и проäавöов {C

S
(i)}

i ∈ S
 по возрастаниþ

вäоëü оси R+. Буäеì с÷итатü, ÷то не существует по-
купатеëей с пороãоì ìенüøе ìиниìаëüноãо поро-
ãа проäавöов C

S
(n

S
), а также не существует проäав-

öов с пороãоì боëüøе ìаксиìаëüноãо пороãа по-
купатеëей C

B
(n

B
). Их всеãäа ìожно не у÷итыватü,

так как эти покупатеëи и проäавöы буäут безäейс-
твоватü при ëþбой обстановке.

Обозна÷иì ÷ерез P(i, j) функöиþ öены äëя
каких-то натураëüных ÷исеë 0 ≤ i ≤ n

B
 и 0 ≤ j ≤ n

S
.

Соãëасно утвержäениþ, выпоëнение усëовия
C

B
(i) > P(i, j) > C

S
( j) эквиваëентно равновесиþ

Нэøа. В сиëу упоряäо÷енности инäекса иãроков
по возрастаниþ пороãов, все покупатеëи с инäек-

саìи i' ∈ B : i' ≤ i и проäавöы j' ∈ S : j' ≥ j буäут äей-
ствоватü. Остаëüные — безäействоватü.

В ка÷естве приìера рассìотриì такие пара-
ìетры иãры: {C

B
(i) = i – 1}1 ≤ i ≤ nB

, {C
S
(n

B
 + j) =

= j – 1}1 ≤ j ≤ n
S
, P(i, j) = max(i, n

S
 – j). Приìер рав-

новесия Нэøа в этой иãре с параìетраìи n
B
 = 9,

n
B
 = 7, P(i, j) = 5 преäставëен в табëиöе (в ней

я÷ейка äëя рыно÷ной öены P(i, j) = 5 выäеëена по-
ëужирныì). Леãко заìетитü, ÷то равновесие Нэøа
буäет существоватü äëя ëþбоãо зна÷ения рыно÷-
ной öены, а всеãо в такой иãре буäет min(n

B
, n

S
)

равновесий Нэøа, поэтоìу еäинственности, в об-
щеì, нет.

Есëи же ìы буäеì выбиратü из существуþщих
равновесий Нэøа те, которые ìиниìизируþт ëибо
избыто÷ный спрос, ëибо избыто÷ное преäëожение,
то теì саìыì ìы, с оäной стороны, выäеëиì фо-
каëüные то÷ки среäи равновесий Нэøа, а, с äру-
ãой, прибëизиì иãру к описаниþ кëасси÷ескоãо
рыно÷ноãо равновесия. Так, наприìер, äëя иãры,
преäставëенной в табëиöе, такое равновесие буäет
при рыно÷ной öене, равной ÷етыреì. Тоãäа буäет
равное ÷исëо покупатеëей и проäавöов (по ÷еты-
ре), у÷аствуþщих в сäеëке. Форìаëüное описание
таких фокаëüных то÷ек преäставëяет интерес äëя
äаëüнейøих иссëеäований.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена теоретико-иãровая ìоäеëü бинар-
ноãо пороãовоãо коëëективноãо повеäения иãро-
ков — проäавöов и покупатеëей — на биржевоì
рынке. Найäенная характеризаöия равновесия
Нэøа в этой иãре позвоëяет опреäеëитü уровни
потенöиаëüных спроса и преäëожения, а ÷ерез них
и состояния иãроков. Моäеëü описывает наìере-
ния иãроков, но состоятся ëи сäеëки, зависит от
правиë опреäеëения рыно÷ной öены на конкрет-
ной бирже, а также от опреäеëения о÷ереäности
сäеëок на ней.
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Преäставëяется перспективныì расøиритü эту
ìоäеëü, ÷тобы она позвоëиëа опреäеëитü реаëüнуþ
рыно÷нуþ öену, объеì спроса и преäëожения, ис-
хоäя из общих правиë работы товарных бирж. По-
виäиìоìу, äëя этоãо необхоäиìо перейти к стохас-
ти÷еской ìакроìоäеëи и приìенитü ìетоäы, ана-
ëоãи÷ные ìетоäаì статисти÷еской физики.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я. Достаточ-
ность. В сиëу усëовия (12) и опреäеëения функöии Φ

B
(�)

справеäëиво равенство:

v
i

 = v
i
χ{C

B
(i) > P( , )} = Φ

B
(P( , )),

зна÷ит в сиëу (11) выпоëнено равенство  = v
i

,

÷то явëяется объеìоì спроса в ситуаöии ω*.
Анаëоãи÷но, в сиëу усëовия (13) и соãëасно опреäе-

ëениþ функöии Φ
S
(�) справеäëиво

v
i

 = v
i
χ{C

S
(i) < P( , )} = Φ

S
(P( , )),

т. е. соãëасно систеìе уравнений (11) выпоëнено равен-

ство  = v
i

, ÷то явëяется объеìоì преäëожения

в ситуаöии ω* поставщикаìи S.
Докажеì, ÷то состояние ω*, поä÷иняþщееся выраже-

нияì (11), (12) и (13), явëяется равновесиеì Нэøа (9),

(10). Пустü i ∈ B таково, ÷то  = 1, тоãäа из усëовия (12)

сëеäует, ÷то

C
B
(i) > P( , ). (14)

Соãëасно неравенству (14) и неубыванию öены P(�, �)

по первоìу арãуìенту C
B
(i) > P(  – v

i
, ). Кроìе тоãо,

у÷итывая ÷то  =  – v
i
, из опреäеëения öеëевой

функöии (7) и свойства (3) сëеäует неравенство

u
i
(1, , ) = (C

B
(i) – P( , ) – ε

i
)v

i
 > 0 =

= u
i
(0, , ),

т. е. äëя  = 1 выпоëнено неравенство Нэøа äëя по-
купатеëя i ∈ B.

Есëи  = 0, i ∈ B, то из усëовия (12) сëеäует, ÷то

C
B
(i) ≤ P( , ). (15)

Зна÷ит, соãëасно опреäеëениþ öеëевой функöии (7),

неравенстваì (15) и ε
i
 > 0 с у÷етоì  =  выпоëнено

неравенство

u
i
(0, , ) = 0 ≥ (C

B
(i) – P( , ))v

i
 >

> (C
B\i

(i) – P( , ) – ε
i
)v

i
 = u

i
(1, , ),

т. е. äëя  = 0 выпоëнено неравенство Нэøа äëя по-
купатеëя i ∈ B.

Такиì образоì, äëя ëþбоãо покупатеëя i ∈ B зна÷е-
ние , опреäеëяеìое усëовиеì (12), не уменьшает зна-
÷ения еãо öеëевой функöии.

Анаëоãи÷но это ìожно показатü и äëя ìножества
проäавöов S. Так, пустü i ∈ S таково, ÷то  = 1, тоãäа
из усëовия (13) сëеäует, ÷то

C
S
(i) < P( , ), (16)

т. е. соãëасно неравенству (16) и невозрастанию öены
P(�, �) по второìу арãуìенту C

S
(i) < P( , ) ≤ P( ,

– v
i
). В сиëу опреäеëения öеëевой функöии (8) и

свойства (4), с у÷етоì  =  – v
i
, выпоëнено нера-

венство

u
i
(1, , ) = (P( , ) – C

B
(i) – ε

i
)v

i
 > 0 =

= u
i
(0, , ).

Поэтоìу при  = 1 выпоëнено равновесие Нэøа
äëя поставщика i ∈ S.

Есëи  = 0, i ∈ S, то из усëовия (13) сëеäует, ÷то

C
S
(i) ≥ P( , ). (17)

Соãëасно опреäеëениþ öеëевой функöии (8), нера-
венстваì (17) и ε

i
 > 0, у÷итывая, ÷то  = , выпоë-

нено неравенство

u
i
(0, , ) = 0 ≥ (P( , ) – C

S
(i))v

i
 >

> (P( , ) – C
S
(i) – ε

i
)v

i
 = u

i
(1, , ),

в сиëу котороãо äействие  = 0 выãоäно äëя поставщи-
ка i ∈ S. Такиì образоì, äëя ëþбоãо поставщика i ∈ S зна-
÷ение , опреäеëяеìое усëовиеì (13), не уменьшает
зна÷ения еãо öеëевой функöии, т. е. состояние ω* яв-
ëяется равновесиеì Нэøа (9) и (10). Достато÷ностü äо-
казана.

Необходимость. Пустü  = v
i

,  = v
i

 —

соответственно объеìы спроса и преäëожения в ситуа-
öии равновесия Нэøа (9), (10).

Докажеì, ÷то из выражения (9) сëеäует усëовие (12).
Преäпоëожиì, ÷то усëовие (12) не выпоëнено, т. е.
∃i0 ∈ B:  = χ{C

B
(i0) ≤ P( , )}. Но тоãäа, есëи  =

1, то C
B
(i0) ≤ P( , ). Так как  =  +  и спра-

веäëиво выражение (5), выпоëнено неравенство

(1, , ) = (C
B
(i0) – P( , ) – )  <

< (C
B
(i0) – P( , ))  ≤ 0 = (0, , ),

т. е.  = 1 не соответствует равновесиþ Нэøа, так как

при  = 0 öеëевая функöия (7) иìеет строãо боëüøее

зна÷ение.

Есëи же  = 0, то, в сиëу преäпоëожения, ÷то усëо-

вие (12) не выпоëнено, справеäëиво C
B
(i0) > P( , ).

Так как  =  и, зна÷ит, в сиëу неравенства (3) вы-

поëнено:

(0, , ) = 0 < (C
B
(i0) – P( , ) – )  =

= (1, , ),
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т. е.  = 0 не соответствует равновесиþ Нэøа. Соãëас-

но принöипу «от противноãо» из выражения (9) сëеäует
усëовие (12).

Докажеì, ÷то из выражения (10) сëеäует усëовие
(13). Преäпоëожиì, ÷то усëовие (13) не выпоëнено,
т. е. ∃i0 ∈ S:  = χ{C

S
(i0) ≥ P( , )}. Но тоãäа, есëи

 = 1, то C
S
(i0) ≥ P( , ). Поскоëüку  =  + ,

то с у÷етоì выражения (6), выпоëнено неравенство

(1, , ) = (P( , ) – C
S
(i0) – )  <

< (P( , ) – C
S
(i0))  ≤ 0 = (0, , ).

Есëи же  = 0, то C
S
(i0) < P( , ). Так как

=  и, зна÷ит, в сиëу (4) выпоëнено неравенство:

(0, , ) = 0 < (P( , ) – C
S
(i0) – )  =

= (1, , ).

Соãëасно принöипу «от противноãо» из выражения
(9) сëеäует усëовие (12).

Из выпоëнения усëовий (12) и (13) и по опреäеëениþ
функöий Φ

B
(�) и Φ

S
(�), как это быëо проäеëано вна÷аëе

äоказатеëüства, сëеäует систеìа уравнений (11). Необ-
хоäиìостü äоказана. ♦
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Abstract. The game-theoretic model of the binary threshold collective behavior of agents who
participate in the sale and purchase of a single exchange asset is considered. The agents were di-
vided into two groups — buyers and sellers. It was assumed that for each of the agents, a threshold
of acceptable price exists; for the buyer — it is the upper price at which he still agrees to make
the transaction, and for the seller — it is the lower «comfortable» price. It was taken into account
that the agent decides whether to participate in the transaction by comparing his threshold price
with the market price. It was assumed that the market price is affected by the volumes of supply
and demand in accordance with the classic supply and demand curves. Empirical distribution
functions of price thresholds are constructed, which are used to characterize Nash equilibrium,
and also allow to study the limit transition to an infinite number of agents in the future. A the-
orem on the characterization of Nash equilibrium is proved, the first part of which shows the vol-
umes of potential supply and demand. The second part of this characterization presents the state
of agents based on the volumes of supply and demand. We studied examples of the existence and
uniqueness conditions for Nash equilibrium. Focal points are found among all Nash equilibria.

Keywords: game-theoretic model, binary threshold collective behavior, exchange commodity market, Nash
equilibrium.


