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Работа Т. Шеëëинãа [1] äаëа тоë÷ок к иссëеäо-
ваниþ ìоäеëей тоëерантноãо пороãовоãо повеäе-
ния, таких как ìоäеëü пространственноãо сосеäст-
ва (spatial proximity model) и ìоäеëü оãрани÷енноãо
окружения (bounded-neighborhood model). Не-
скоëüкиìи ãоäаìи позже М. Грановеттер опубëи-
коваë работу [2], в которой изу÷ается ìоäеëü по-
роãовоãо конфорìноãо повеäения. Это работа так-
же стаëа кëасси÷еской äëя развития ìоäеëей
конфорìноãо повеäения. Поäробное описание
этих ìоäеëей и их посëеäуþщеãо развития ìожно
найти в обзорах [3—5]. Моäеëи Шеëëинãа испоëü-
зуþтся, наприìер, в изу÷ении повеäения этни÷ес-
ких ãрупп [6] и сеãреãаöии в районе проживания
[7]. Моäеëü пороãовоãо повеäения Грановеттера
испоëüзуется, наприìер, при описании психоëо-
ãи÷еских аспектов принятия реøений [8] и пове-
äении тоëпы [9].
Общиì äëя обеих ìоäеëей явëяется понятие

соöиаëüноãо пороãовоãо взаиìоäействия, которое
ìожно опреäеëитü сëеäуþщиì образоì: — у аãен-
та существуþт тоëüко äва выбора: äействоватü иëи
безäействоватü; — соöиаëüное взаиìоäействие оз-
на÷ает, ÷то аãент, осуществëяя свой выбор, у÷иты-
вает повеäение äруãих аãентов — так называеìое
соöиаëüное äавëение; — у аãента естü своя инäи-

виäуаëüностü в виäе собственноãо пороãа: есëи со-
öиаëüное äавëение боëüøе этоãо пороãа, то аãент
äействует, ина÷е — безäействует.
Матеìати÷еские ìоäеëи соöиаëüноãо пороãо-

воãо взаиìоäействия форìуëируþтся ëибо в виäе
рекуррентноãо соотноøения äëя функöии распре-
äеëения пороãов в äискретноì вреìени, ëибо в
виäе систеìы äифференöиаëüных уравнений в не-
прерывноì вреìени, ëибо в виäе теоретико-иãро-
вой ìоäеëи [10, 11]. Зäесü ìы буäеì рассìатриватü
тоëüко первые äве форìуëировки.
В настоящей статüе äоказывается эквиваëент-

ностü ìоäеëи оãрани÷енноãо окружения Шеëëин-
ãа и ìоäеëи пороãовоãо повеäения Грановеттера с
соответствуþщей функöией распреäеëения поро-
ãов. Кроìе тоãо, иссëеäуþтся свойства поëожений
равновесия äëя параìетри÷ески заäанной функ-
öии распреäеëения в äискретноì и непрерывноì
вреìени.
Структура изложения. В § 1 изу÷ается общая

ìоäеëü тоëерантноãо пороãовоãо повеäения (ТПП)
äвух ãрупп аãентов в äискретноì вреìени. Кëþ÷е-
выì ее приìероì сëужит «ìоäеëü оãрани÷енноãо
сосеäства» Шеëëинãа. Посëе форìаëüноãо описа-
ния этой ìоäеëи äоказывается утвержäение о тоì,
÷то она эквиваëентна рекуррентной проöеäуре по-
роãовой ìоäеëи Грановеттера с конструктивно по-
ëу÷аеìой функöией распреäеëения пороãов. Дëя
кëасси÷ескоãо приìера ìоäеëи оãрани÷енноãо со-

Рассìотрены ìоäеëи тоëерантности, берущие на÷аëо с работы Т. Шеëëинãа. Показано,
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сëеäована ìоäеëü, описываþщая конкуренöиþ внутри ãруппы оäновреìенно с абсоëþт-
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сеäства показывается, ÷то ее поëожения равнове-
сия совпаäаþт с поëоженияìи равновесия ìоäеëи
ТПП. Дëя изу÷ения разëи÷ных виäов равновесия
ìоäеëи ТПП в ка÷естве функöии распреäеëения
ввоäится бета-функöия, иìеþщая äва параìетра.
Эти параìетры иìеþт ясные соäержатеëüные ин-
терпретаöии в раìках ìоäеëи ТПП. В конöе § 1
изу÷ается зависиìостü поëожений равновесия от
еще оäноãо параìетра — соотноøения коëи÷еств
аãентов в разных ãруппах.
В § 2 изу÷ается äинаìи÷еская ìоäеëü внутренне

конкурентноãо пороãовоãо повеäения (ВКПП)
äвух ãрупп аãентов в äискретноì вреìени. Эта ìо-
äеëü явëяется «противопоëожной» к ìоäеëи ТПП
в тоì сìысëе, ÷то аãенты проявëяþт разëи÷нуþ
степенü тоëерантности по отноøениþ к аãентаì
своей ãруппы, тоãäа как к ÷ужой ãруппе они про-
явëяþт абсоëþтнуþ сиìпатиþ. Как и в ìоäеëи
ТТП, нахоäится эквиваëентная ìоäеëü Грановет-
тера, äëя которой изу÷аþтся разëи÷ные виäы по-
ëожения равновесия в зависиìости от параìетров.
В § 3 обосновывается перехоä в ìоäеëях ТПП и

ВКПП к непрерывноìу вреìени. Поëожения рав-
новесия этих ìоäеëей в äискретноì и непрерыв-
ноì вреìени совпаäаþт, тоãäа как äëя ìоäеëи
ВКПП устой÷ивости в äискретноì сëу÷ае нет, а в
непрерывноì она иìеет ìесто. В § 4 изу÷аþтся ìо-
äифиöированные ìоäеëи ВКПП в непрерывноì
вреìени, в которых у÷итываþтся факторы субъек-
тивноãо восприятия аãентов: забывание и запаз-
äывание принятия реøения. Дëя ìоäеëи ВКПП с
забываниеì привоäится приìер параìетров, коãäа
ее поëожение равновесия совпаäает с исхоäной, не
ìоäифиöированной ìоäеëüþ, но при этоì возни-
кает перехоäный проöесс. Дëя ìоäеëи ВКПП с за-
пазäываниеì субъективные преäставëения аãента
не совпаäаþт с реаëüностüþ и, при опреäеëенных
зна÷ениях параìетра, устой÷ивоãо равновесия не
существует, а набëþäается öикëи÷еский проöесс.
В Закëþ÷ении поäвоäятся итоãи и указываþтся

перспективные направëения äаëüнейøих иссëеäо-
ваний.

1. ÌÎÄÅËÜ ÒÎËÅÐÀÍÒÍÎÃÎ ÏÎÐÎÃÎÂÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß
ÄÂÓÕ ÃÐÓÏÏ ÀÃÅÍÒÎÂ Â ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Модель ограниченного соседства (Bounded neigh-
borhood model). Сëеäуя соäержатеëüной ìоäеëи
Т. Шеëëинãа [1], рассìотриì äва ìножества —

«зеëеных» и «синих»1 агентов, у которых естü вы-

бор: проживатü совìестно по сосеäству (neighbor-
hood) в äанноì районе иëи выбратü аëüтернатив-
ные ìеста проживания. Аãенты оäноãо и тоãо же
öвета уживаются (ìирно проживаþт ряäоì äруã с
äруãоì) без каких-ëибо оãрани÷ений. К аãентаì
äруãоãо «öвета» кажäый аãент относится с разной
степенüþ толерантности, ÷то выражается в терпи-
ìости к опреäеëенноìу коëи÷еству аãентов äруãо-
ãо öвета, проживаþщих в районе.
Степенü тоëерантности аãента характеризуется

порогом тоëерантности к аãентаì äруãоãо öвета.
Это пороãовое повеäение ìожно описатü сëеäуþ-
щиì образоì: есëи число аãентов äруãоãо öвета не
превыøает этоãо пороãа, то еãо устраивает такое
сосеäство. В противноì сëу÷ае аãент выбирает аëü-
тернативные ìеста проживания. Построиì фор-
ìаëüнуþ ìоäеëü, описываþщуþ äинаìику äоëей
аãентов äвух öветов, уживаþщихся äруã с äруãоì.
На÷неì с простейøеãо сëу÷ая — коне÷ноãо ÷исëа
аãентов, приниìаþщих реøения в äискретноì
вреìени.
Обозна÷иì коне÷ное ìножество «зеëеных»

аãентов ÷ерез G, их коëи÷ество nG = |G |. Коне÷ное
ìножество «синих» аãентов обозна÷иì ÷ерез B (ко-
ëи÷ество nB = |B|). Буäеì с÷итатü, ÷то x ∈ [0, ∞) рав-
но отноøениþ ÷исëа синих к ÷исëу зеëеных, ужи-

ваþщихся äруã с äруãоì. Пустü : [0, ∞) → [0, 1]

и : [0, ∞) → [0, 1] — функöии распреäеëения
пороãов тоëерантности зеëеных и синих аãентов
соответственно. В ìоìент вреìени k ∈ {0, 1, 2, ...}

x = x(k) ∈ [0, ∞).
По опреäеëениþ функöии распреäеëения,

(x(k)) — это äоëя зеëеных аãентов, у которых по-

роã тоëерантности не превыøает x(k). Тоãäа äоëя

1 – (x(k)) зеëеных аãентов буäет ãотова уживатüся

с синиìи на сëеäуþщеì øаãе. Доëя 1 – (1/x(k))
синих аãентов также ãотова терпетü отноøение

1/x(k) зеëеных к синиì. Такиì образоì, на øаãе
k + 1 отноøение уживаþщихся «синих к зеëеныì»

x(k + 1) = . (1)

Бесконе÷ные интерваëы обëасти опреäеëения
функöий распреäеëения не совсеì уäобны äëя
параìетри÷ескоãо анаëиза рекуррентной проöеäу-
ры (1), поэтоìу перейäеì к относитеëüныì äоëяì
проживаþщих вìесте аãентов. Дëя этоãо сäеëаеì

заìену переìенных, обозна÷ив y =  ∈ [0, 1].

1 В ориãинаëе [1] аãенты — беëые и ÷ерные, ÷то поä÷ерки-
ваëо пробëеìатику расовых взаиìоотноøений в США. Мы бу-
äеì приäерживатüся в этоì сìысëе боëее нейтраëüной «öвето-
вой» кëассификаöии.
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О÷евиäно, ÷то y характеризует äоëþ синих в
÷исëе всех уживаþщихся аãентов. У÷итывая, ÷то
x = y/(1 – y), перепиøеì рекуррентное соотноøе-
ние (1) в виäе:

 = . (2)

Обозна÷иì RG/B = , FG : [0, 1] → [0, 1],

FB : [0, 1] → [0, 1]:

FG(y) = ,  FB(y) = , (3)

FGB(y) = . (4)

Так как ìы переøëи от абсоëþтных зна÷ений
÷исëенностей аãентов к их отноøенияì, то буäеì
с÷итатü, ÷то как функöия (4), так и ее арãуìенты
ìоãут приниìатü не тоëüко раöионаëüные, но и
äействитеëüные зна÷ения. Это äопущение впоëне
обоснованно äëя боëüøоãо коëи÷ества аãентов.
Утверждение 1. Уравнение (2) эквивалентно

уравнению

x(k + 1) = FGB(y
(k)), (5)

причем, если функция (•) непрерывна, то FGB(•)
является некоторой функцией распределения. ♦
Доказатеëüство утвержäения 1 привеäено в При-

ëожении.
Такиì образоì, ìоäеëü Шеëëинãа свеäена к

ìоäеëи Грановеттера с функöией распреäеëения
пороãов FGB(•). Поëоженияìи равновесия äина-
ìи÷еской систеìы (5) явëяþтся то÷ки ìножества
ES = {y ∈ [0, 1]|y = FGB(y)}, при÷еì устой÷ивыìи
(асиìптоти÷ески устой÷ивыìи) буäут поëожения
равновесия из ìножества

SES = {y* ∈ ES |∀ε > 0 ∃K ≥ 0:

∀k ≥ K → |y(k) – y*| < ε}. (5)

Покажеì, как параìетры исхоäных распреäеëе-
ний пороãов тоëерантности вëияþт на поëожения
равновесия äинаìи÷еской систеìы (5). Дëя этоãо
воспоëüзуеìся соответствуþщиìи äиаãраììаìи
Лаìерея.
Пример 1. На÷неì с описанноãо Шеëëинãоì [1] при-

ìера, в котороì иссëеäуется сëу÷ай распреäеëения по-

роãов отноøения «÷ужие к своиì» в окрестности про-
живания в виäе

(x) = (x) = . (6)

В работе [1, с. 169] ãрафи÷ески быëи найäены три по-
ëожения равновесия — 0 (устой÷ивое), ∞ (устой÷ивое) и
x ≈ 1,5 (неустой÷ивое). Преобразовав функöиþ (6) в со-
ответствии с выражениеì (3), поëу÷иì:

FG(y) = FB(y) = . (7)

Поäставëяя в уравнение (5) выражение (7) и RG/B = 2,

поëу÷иì äиаãраììу Лаìерея, изображеннуþ на рис. 1.
Виäно, ÷то существуþт äва устой÷ивых поëожения рав-
новесия — 0 и 1, ÷то соответствует 0 и ∞ äëя функöий
распреäеëения (6), и оäно неустой÷ивое поëожение рав-
новесия y ≈ 0,61, ÷то соответствует x ≈ 1,5. Такиì обра-
зоì, ìоäеëи с параìетраìи [1, с. 169] и (5) совпаäаþт
(äаþт оäинаковые резуëüтаты). ♦
Рекуррентная проöеäура (5) позвоëяет про-

воäитü ка÷ественный и коëи÷ественный анаëиз
равновесий äëя боëее общих виäов функöии рас-
преäеëения, ÷еì описанные в работе [1]. Дëя иë-
ëþстраöии разëи÷ных сëу÷аев равновесия уäобно
испоëüзоватü äвухпараìетри÷ескуþ функöиþ, на-

y k 1+( )

1 y k 1+( )–
------------------------

nB 1 F̂B
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⎝ ⎠
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Рис. 1. Диаграмма Ламерея процедуры (5) для функций распре-
деления (7), y0 = 0,6
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приìер, — бета-распреäеëение, заäаваеìое соот-
ноøениеì:

B(x; α, β) = ,

ãäе α > 0, β > 0. (8)

В табë. 1 привеäены ãрафики бета-распреäеëе-
ния при разëи÷ных зна÷ениях параìетров, а так-
же соответствуþщие интерпретаöии пороãов то-
ëерантности произвоëüной ãруппы аãентов.
В табë. 2 привеäены ãрафики функöии FG/B(•)

äëя разëи÷ных пар характерных зна÷ений пара-
ìетров (αG, βG) и (αB, βB), ãäе в ка÷естве функöий
распреäеëения пороãов взято бета-распреäеëение
(8) и RG/B = 0,5. Устой÷ивые поëожения равнове-
сия изображены крупныìи то÷каìи, а приìеры
äиаãраìì Лаìерея (äëя опреäеëенных на÷аëüных
усëовий) — пунктирной ëинией.
Есëи разäеëитü табë. 2 на ÷етыре кваäранта

(сì. жирные ëинии) и пронуìероватü их, äвиãаясü
из правоãо верхнеãо против ÷асовой стреëки, то
ìожно увиäетü сëеäуþщие законоìерности.

1. В кваäранте II существуþт äва крайних по-
ëожения равновесия (0 иëи 1). Это соответствует

yα 1– 1 y–( )β 1– yd
0

x

∫

yα 1– 1 y–( )β 1– yd
0

1

∫

-----------------------------------------------

Таблица 2
Ãðàôèêè ôóíêöèè FGB(•) è ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

RG/B = 0,5 αB < 1, βB > 1 αB > 1, βB > 1 αB < 1, βB < 1 αB > 1, βB < 1

αG < 1
βG > 1

αG > 1
βG > 1

αG < 1
βG < 1

αG > 1
βG < 1

Таблица 1
Ðàçëè÷íûå âèäû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîãîâ òîëåðàíòíîñòè

α, β График
B(•; α, β)

Описание распреäеëения поро-
ãов тоëерантности ãруппы

α < 1
β > 1

Пороãи сосреäото÷ены в об-
ëасти ìаëых зна÷ений. Низкая 
тоëерантностü ãруппы, т. е. не-
приязнь к ÷ужиì (ксенофобия)

α > 1
β > 1

Пороãи сосреäото÷ены в среä-
ней обëасти зна÷ений. Среä-
няя тоëерантностü ãруппы, 
т. е. настороженность к ÷ужиì

α < 1
β < 1

Пороãи сосреäото÷ены в обëас-
ти ìаëых и боëüøих зна÷ений. 
Сìеøанная тоëерантностü, т. е. 
ãруппа расколота на äве поä-
ãруппы, оäна из которых сим-
патизирует ÷ужиì, а äруãая ис-
пытывает к ниì неприязнь

α > 1
β < 1

Пороãи сосреäото÷ены в об-
ëасти боëüøих зна÷ений. Вы-
сокая тоëерантностü ãруппы, 
т. е. симпатия к ÷ужиì
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сëу÷аþ, коãäа коэффиöиент β äëя обеих ãрупп
аãентов боëüøе еäиниöы, т. е. (соãëасно табë. 1 в
ãруппах существует низкая иëи среäняя тоëерант-
ности). То, к какоìу поëожениþ равновесия сой-
äется проöесс, зависит от на÷аëüных усëовий.

2. В кваäрантe I устой÷иво поëожение рав-
новесия 1, т. е. зеëеные не уживаþтся с синиìи
и выбираþт аëüтернативные ìеста проживания.
В äанноì сëу÷ае зеëеные относятся к синиì с на-
стороженностüþ иëи неприязнüþ (βG > 1), а си-
ние — ÷асти÷но иëи поëностüþ иì сиìпатизиру-
þт (βB > 1). Чисëо поëожений равновесия и их ко-
орäинаты в нижних äвух ãрафиках этоãо кваäранта
зависят от RG/B. Эти сëу÷аи ìы рассìотриì в § 4.

3. В кваäранте III ëевые äва ãрафика соответст-
вуþт еäинственноìу поëожениþ равновесия 0.
Этот сëу÷ай сиììетри÷ен сëу÷аþ, рассìотренно-
ìу в § 1.

4. Устой÷ивые поëожения равновесия, коãäа по
сосеäству живут аãенты разных öветов, сосреäото-
÷ены в ÷етвертоì кваäранте, т. е. это иìеет ìесто,
коãäа обе ãруппы раскоëоты иëи сиìпатизируþт
äруã äруãу (сì. табë. 1).

5. Два правых ãрафика кваäранта III также иìе-
þт внутреннее поëожение устой÷ивоãо равнове-
сия. Но возникновение этоãо поëожения равнове-
сия зависит от параìетра RG/B, т. е. соотноøения
общеãо ÷исëа аãентов из разных ãрупп. Зависи-
ìостü поëожений равновесия y:FGB(y) = y от этоãо
параìетра äëя правоãо верхнеãо ãрафика кваäран-
та III иëëþстрирует рис. 2. Как виäно, äëя RG/B ≥ 1
существует оäно устой÷ивое поëожение равнове-
сия 0, т. е. в районе остаþтся тоëüко зеëеные аãен-
ты. Дëя äруãих зна÷ений RG/B поëожений равно-
весия буäет боëüøе. Так же буäут зависетü от па-
раìетра RG/B поëожения устой÷ивоãо равновесия
äëя äвух нижних ãрафиков кваäранта I.
На рис. 2 изображен ãрафик äвуìерной поверх-

ности FGB(•), зависящей от относитеëüноãо ÷исëа
синих аãентов y и отноøения коëи÷еств зеëеных к
синиì R = RG/B. Эту поверхностü пересекает äиа-
ãонаëü, выäеëенная боëее светëыì оттенкоì се-
роãо. На рисунке виäно ãеоìетри÷еское ìесто то-
÷ек пересе÷ения функöии FGB(•) с äиаãонаëüþ,
äëя кажäоãо фиксированноãо RG/B. Есëи RG/B < 1,
то существует ÷етыре поëожения равновесия äи-
наìи÷еской систеìы, при RG/B = 1 — три, а при
RG/B > 1 — äва. Устой÷ивостü этих поëожений рав-
новесия буäет опреäеëятüся, какиì образоì ëиния
FGB(•) пересекает äиаãонаëü: есëи сверху-вниз, то
поëожение устой÷иво, а есëи снизу-вверх, то не-
устой÷иво.

В äанной ìоäеëи ìы рассìотреëи äинаìику по-
веäения, коãäа аãенты настроены с разной степе-
нüþ тоëерантности по отноøениþ к ÷ëенаì ÷ужой
ãруппы, при÷еì «своих» они восприниìаþт абсо-
ëþтно äружественно. Но ìожет существоватü и
обратная ситуаöия, к изу÷ениþ которой ìы пере-
хоäиì.

2. ÌÎÄÅËÜ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅ ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ
ÏÎÐÎÃÎÂÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÄÂÓÕ ÃÐÓÏÏ ÀÃÅÍÒÎÂ

Â ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Рассìотриì теперü противопоëожнуþ, в неко-
тороì сìысëе, ìоäеëü, коãäа «тоëерантностü»
проявëяется по отноøениþ к своеìу öвету. Зäесü
базовыì приìероì ìожет бытü сëеäуþщая «эко-
ноìи÷еская» интерпретаöия. Преäпоëожиì, ÷то
öвета характеризуþт ãруппы произвоäитеëей, при-
÷еì произвоäитеëи оäноãо öвета выпускаþт заìе-
щаþщие типы проäукöии, т. е. явëяþтся конку-
рентаìи. Аãенты äруãоãо öвета явëяþтся потре-
битеëяìи их проäукöии. Соответственно, кажäый
произвоäитеëü ìожет «терпетü» не боëее опреäе-
ëенноãо ÷исëа конкурентов, ина÷е, ожиäая пере-
произвоäства, он ухоäит на äруãой рынок. Потре-
битеëи также терпят опреäеëенное ÷исëо äруãих
потребитеëей, и в сëу÷ае ожиäаеìоãо äефиöита
ухоäят на äруãие рынки.

1
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0,2

0

0,2
0,4

0,4
0,2

0,6

0,6

0,8

0,8

R

y

FGB (·)

1

1,0
1,2

1,4

Рис. 2. График функции FGB(•) в зависимости от y и параметра
R = RG/B
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Сохраняя ранее принятые обозна÷ения äëя

ìножеств аãентов, пустü  : [0, ∞) → [0, 1] и

: [0, ∞) → [0, 1] — функöии распреäеëения по-
роãов тоëерантности зеëеных и синих аãентов по
отноøениþ к ÷ëенаì своих ãрупп (аãентов своеãо
öвета) соответственно. Пустü x ∈ [0, ∞) равно от-
ноøениþ ÷исëа синих к ÷исëу зеëеных аãентов на
рынке.
По опреäеëениþ функöии распреäеëения

(1/x(k)) — это äоëя зеëеных аãентов, у которых

пороã терпиìости не превыøает 1/x(k). Тоãäа äо-

ëя 1 – (1/x(k)) зеëеных аãентов буäет ãотова
уживатüся ìежäу собой на сëеäуþщеì øаãе. Доëя

1 – (x(k)) синих аãентов также ãотова терпетü от-

ноøение x(k) синих к зеëеныì. Такиì образоì, на
øаãе k + 1 отноøение уживаþщихся «синих к зе-
ëеныì»

x(k + 1) = .

Обозна÷ив y =  ∈ [0, 1] и äеëая заìену пе-

реìенных

QG(y) = ,  (y) = ,

QGB(y) = , (9)

ìожно äоказатü (анаëоãи÷но äоказатеëüству ут-
вержäения 1), ÷то QG/B — невозрастаþщая функ-
öия и

y(k + 1) = QGB(y
(k)). (10)

В табë. 3 привеäены ãрафики функöии QG/B(•)
äëя разëи÷ных пар параìетров (αG, βG), (αB, βB) со-
ответствуþщих функöий (8) распреäеëения поро-
ãов ãрупп зеëеных и синих аãентов и RG/B = 2, ко-
торые поäставëяþтся в форìуëу (10).
Разбивая, как и табë. 2, табëиöу 3 на кваäранты,

ìожно отìетитü сëеäуþщее.
1. Параìетры в кваäранте II соответствуþт не-

приязни как внутри ãруппы покупатеëей βG > 1,

Q̂G

Q̂B

Q̂G

Q̂G

Q̂B

nB 1 Q̂B 1/x k( )( )–[ ]

nW 1 Q̂G x k( )( )–[ ]
-------------------------------------------------

x
1 x+
------------

Q̂G
y

1 y–
------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ Q̂B Q̂B

y
1 y–
------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

1 QB y( )–

RG/B 1 QG 1 y–( )–( ) 1 QB y( )–+
------------------------------------------------------------------------------------

Таблица 3
Ãðàôèêè ôóíêöèè QGB(•) è ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

RG/B = 2 αB < 1, βB > 1 αB > 1, βB > 1 αB < 1, βB < 1 αB > 1, βB < 1

αG < 1
βG > 1

αG > 1
βG > 1

αG < 1
βG < 1

αG > 1
βG < 1

pb0116.fm  Page 16  Thursday, February 11, 2016  10:18 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

17ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2016

так и произвоäитеëей βB > 1, ÷то ìожет иìетü ìес-
то в ситуаöии повыøенных рисковых ожиäаний.
Оказывается, ÷то в этоì сëу÷ае равновесие неус-
той÷иво, и проöесс (13) перехоäит в öикë.

2. Так же естü äве пары зна÷ений параìетров,
коãäа существует öикëи÷еское реøение — это ëе-
вые äва ãрафика кваäранта I. Но, как и в сëу÷ае
п. 5 (сì. § 1, пояснения к табë. 2), такое повеäение
зависит от соотноøения ÷исëа синих и зеëеных
аãентов RG/B. При äруãих зна÷ениях этоãо параìет-
ра öикëа ìожет и не бытü, как виäно из сиììет-
ри÷ных äвух правых ãрафиков кваäранта III, ãäе в
указанноì сëу÷ае преобëаäания произвоäитеëей
наä покупатеëяìи (RG/B = 2) и терпиìости произ-
воäитеëей к конкуренöии (βG < 1), равновесие ус-
той÷иво.

3. В кваäранте IV равновесие устанавëивается
относитеëüно быстро (ìаëо øаãов äиаãраììы Ла-
ìерея). Это объясняется низкиì уровнеì непри-
язни внутри ãрупп покупатеëей и проäавöов βG < 1
и βG < 1, который в своþ о÷ереäü явëяется сëеäс-
твиеì их уверенности в äаëüнейøеì проäоëжении
бизнеса (низкие рисковые ожиäания).
Мы рассìотреëи сëу÷ай, коãäа все аãенты одно-

временно в кажäый ìоìент вреìени приниìаþт
реøение. Есëи же реøения приниìаþтся не оäно-
вреìенно, то поëезно рассìотретü ìоäеëü в непре-
рывноì вреìени, к ÷еìу ìы и перехоäиì.

3. ÌÎÄÅËÈ ÄÂÓÕ ÃÐÓÏÏ ÀÃÅÍÒÎÂ
Â ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Рассìотриì ìоäеëü, коãäа изìенения äействий
аãентов происхоäит не оäновреìенно. Так, пустü в

ìоìент вреìени веëи÷ина  естü äоëя äейству-

þщих на øаãе k синих аãентов относитеëüно всеãо
коëи÷ества аãентов n = nG + nB. На сëеäуþщеì øа-
ãе k + 1 äоëя намеревающихся äействоватü равна

FGB( ) –  äëя ìоäеëи ТПП и QGB( ) – 

äëя ìоäеëи ВКПП. Но они реаëизуþт свое наìе-
рение не оäновреìенно, а в среäнеì оäин аãент
испоëняет свое наìерение на интерваëе вреìени
[k, k + 1]. Тоãäа ìожно записатü

 –  = [FGB( ) – ],

 = y0 ∈ [0, 1],

 –  = [QGB( ) – ],

 = y0 ∈ [0, 1],

ãäе FGB и QGB опреäеëяþтся выраженияìи (4) и (9)
соответственно.
Дëя боëüøоãо ÷исëа аãентов n . 1 поëу÷аеì ìо-

äеëи в непрерывноì вреìени t ∈ [0, ∞) (это ìожно
показатü строãо, но зäесü ìы не буäеì привоäитü
äоказатеëüства):

 = FGB(y) – y,  y0 ∈ [0, 1], (11)

 = QGB(y) – y,  y0 ∈ [0, 1]. (12)

Дëя ìоäеëей ТПП и ВКПП в äискретноì (5),
(10) и непрерывноì (11), (12) вреìени поëожения
равновесия совпаäаþт, так как и в тоì, и в äруãоì
сëу÷ае они опреäеëяþтся уравнениеì FGB(y) = y
(äëя ìоäеëи ВКПП QG/B(y) = y).

Пример 2. Дëя ìоäеëи ТПП с бета-распреäеëенияìи
(8) αG < 1, βG < 1 и αB > 1, βB > 1 эскиз фазовоãо портрета

преäставëен на рис. 3. Жирные ëинии соответствуþт
траекторияì ìоäеëи ТПП с разëи÷ныìи на÷аëüныìи
усëовияìи. Как виäно из этоãо рисунка, поëожения рав-
новесия совпаäаþт с равновесияìи систеìы в äискрет-
ноì вреìени (сì. табë. 2).

Дëя ìоäеëи ВКПП усëовия устой÷ивости равнове-
сий отëи÷аþтся в сëу÷ае äискретноãо и непрерывноãо
вреìени при оäних и тех же параìетрах (αG > 1, βG > 1

и αB < 1, βB < 1). Это виäно из рис. 4 и 5. Наприìер, на

рис. 4 äиаãраììа Лаìерея показывает, ÷то равновесие
öикëи÷но, тоãäа как на рис. 5 ëинии фазовоãо портрета

yn
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yn
k( ) yn

k( ) yn
k( ) yn

k( )

yn
k 1+( ) yn

k( ) 1
n
--- yn

k( ) yn
k( )

yn
0( )

yn
k 1+( ) yn

k( ) 1
n
--- yn
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k( )

yn
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Рис. 3. Фазовый портрет модели ТПП для aG < 1, bG < 1 и aB > 1,
bB > 1
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схоäятся к еäинственноìу поëожениþ равновесия (жир-
ныìи ëинияìи изображены нескоëüко траекторий с со-
ответствуþщиìи на÷аëüныìи усëовияìи). ♦
Рассìотриì теперü варианты ìоäеëи ВКПП,

коãäа аãенты восприниìаþт äоëþ äействуþщих
субъективно.

4. ÌÎÄÅËÜ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅ ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ
ÏÎÐÎÃÎÂÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÀÃÅÍÒÎÂ
Ñ ÑÓÁÚÅÊÒÈÂÍÛÌ ÂÎÑÏÐÈßÒÈÅÌ

Моäифиöируеì ìоäеëü ВКПП (12), äобавив
фактор субъективности восприятия аãентаìи äоëи
сосеäствуþщих синих аãентов. Так, пустü äоëя yt

синих аãентов восприниìается всеìи (и синиìи, и
зеëеныìи) аãентаìи усреäненной за все преäøес-
твуþщее вреìя:

zt = h(t – s)y(s)ds/ h(t – s)ds, (13)

ãäе h(•) — некоторая функöия усреäнения, напри-

ìер, у÷итываþщая забывание h(s) = e–αs (α — коэф-
фиöиент забывания) иëи выäеëяþщая в преäысто-
рии опреäеëенный ìоìент вреìени (запаздывание

реакции) h(s) = se–αs. Есëи аãенты äействуþт с у÷е-
тоì субъективно восприниìаеìой äоëи аãентов
(13), то ìоäеëü (12) сëеäует переписатü в виäе

 = QGB(zt) – Yt,  Y0 ∈ [0, 1], (14)

ãäе zt опреäеëяется форìуëой (13), а Yt — реøение

уравнения (14).

Утверждение 2. Для h(s) = e–αs интегро-диффе-
ренциальную систему уравнений (13), (14) можно
свести к системе дифференциальных уравнений

(15)

Дëя тех же параìетров функöии (9) (αG > 1,

βG > 1 и αB < 1, βB < 1), ãрафик которой изображен

на рис. 5, äëя y(0) = Y(0) = 0,2 на рис. 6 изобра-
жены траектории реøения уравнения (12) и сис-
теìы (15) (α = 0,5).

Из рис. 6 виäно, ÷то траектория Y(t) реøения
систеìы (15) вна÷аëе растет быстрее «объективной»
траектории (12), ÷то объясняется ìаëой äоëей,
восприниìаеìой на на÷аëüноì этапе (ëиния z(t)).
Но ÷ерез некоторое вреìя все проöессы схоäятся
к оäноìу и тоìу же зна÷ениþ. Это не иìеет ìес-
та, коãäа ìы рассìатриваеì проöесс «с запазäы-
ваниеì».

Рис. 4. Цикл модели ВКПП в дискретном времени

Рис. 5. Устойчивость модели ВКПП в непрерывном времени
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Утверждение 3. Для h(s) = se–αs интегро-диффе-
ренциальную систему уравнений (13), (14) можно
свести к системе дифференциальных уравнений

(16)

Траектории (верхние ëинии соответствуþт w, а
нижние — Y ) и фазовые портреты систеìы (16)
(äëя Yt, wt) изображены в табë. 4 äëя разëи÷ных ко-
эффиöиентов α.
Поëüзуясü табëиöей 4 äëя анаëиза проöесса с

запазäываниеì, ìожно отìетитü сëеäуþщие зако-
ноìерности.
Дëя зна÷ений коэффиöиента забывания α = 0,7
и α = 0,5 происхоäит öикëи÷еский проöесс,
схоäящийся к равновесиþ. Это виäно и из тра-
екторий, и из фазовых портретов. Но, в отëи÷ие
от ìоäеëи с забываниеì, равновесие наступает
äëя разных зна÷ений Y и w — реаëüной и кажу-
щейся äоëей äействуþщих аãентов.
Дëя зна÷ения коэффиöиента забывания α = 0,2,
как виäно из фазовоãо портрета, öикëи÷еский

проöесс не затухает и поëожение равновесия не
äостиãается.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе äоказана эквиваëентностü
ìоäеëи оãрани÷енноãо окружения Шеëëинãа и
ìоäеëи пороãовоãо повеäения Грановеттера с не-
которой функöией распреäеëения. Ввеäена кëас-
сификаöия виäов поëожений равновесия в зави-
сиìости от параìетров соответствуþщей äинаìи-
÷еской систеìы.
Иссëеäованы характерные свойства поëожений

равновесия äëя систеìы с разëи÷ныìи зна÷ения-
ìи параìетров, которые соäержатеëüно интерпре-
тируеìы в раìках соответствуþщих ìоäеëей. Дëя
ìоäеëей в äискретноì и непрерывноì вреìени эти
свойства поëожений равновесия оказаëисü раз-
ëи÷ныìи. Показано, ÷то ìоäеëи внутренне конку-
рентноãо пороãовоãо повеäения в äискретноì и
непрерывноì вреìени отëи÷аþтся äруã от äруãа —
в первой возìожны öикëы, а во второй при тех
же зна÷ениях параìетров öикëов не набëþäается.
Кроìе тоãо, в непрерывные ìоäеëи ìожно äобав-Рис. 6. Траектории моделей (12) и (15) при y(0) = Y(0) = 0,2
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Таблица 4
Òðàåêòîðèè è ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (16)

Траектории
систеìы (16)

Фазовый портрет
систеìы (16)

α = 0,7

α = 0,5

α = 0,2

pb0116.fm  Page 19  Thursday, February 11, 2016  10:10 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

20 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2016

ëятü функöии забывания и запазäывания, ÷то при-
воäит к коëебанияì в первые ìоìенты вреìени,
а также к разëи÷ныì зна÷енияì кажущихся и ре-
аëüных äоëей äействуþщих аãентов.
Перспективныìи направëения äаëüнейøих ис-

сëеäований: изу÷ение эквиваëентности ìоäеëей
типа Шеëëинãа и Грановеттера в теоретико-иãро-
вой форìе, форìаëüный перехоä ìежäу ìоäеëяìи
в äискретноì и непрерывноì вреìени, а также
иссëеäования разëи÷ных типов равновесий äëя
рефëексивноãо повеäения аãентов. Кроìе тоãо,
зна÷итеëüный интерес преäставëяет апробаöия
преäëоженных ìоäеëей тоëерантноãо пороãовоãо
повеäения на реаëüных соöиоëоãи÷еских äанных.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я 1. По опреäе-

ëениþ (3) FG(y(k)) = , поэтоìу из соотноøе-

ния (2) сëеäует

y(k + 1) = . (17)

Пустü ϕ: R → R — функöия такая, ÷то

FB(ϕ(y)) = . (18)

По опреäеëениþ (3) FB(ϕ(y)) = , поэтоìу

из выражения (18) сëеäует, ÷то  = . Реøая

посëеäнее уравнение относитеëüно ϕ, поëу÷иì

ϕ(y) = 1 – y. (19)

Рекуррентное соотноøение (5) сëеäует из выраже-
ний (17)—(19).

Докажеì, ÷то правая ÷астü соотноøения (5) естü не-
которая функöия распреäеëения.

Из свойств функöий распреäеëения (•) и (•)

сëеäует, ÷то FGB(0+) = 0, FGB(1–) = 1. Из непрерывности

(•) и тоãо, ÷то (•) явëяется функöией распреäеëе-

ния, сëеäует, ÷то FGB(•) непрерывна справа и иìеет пре-

äеë сëева.
Остаëосü показатü, ÷то функöия FGB(•) не убывает.

Пустü y1 < y2, тоãäа необхоäиìо äоказатü, ÷то FGB(y2) –

– FGB(y1) ≥ 0. Так как знаìенатеëü функöии FGB(•) неот-

риöатеëüное ÷исëо äëя ëþбоãо y, то остается äоказатü
неравенство:

[1 – FB(1 – y2)][RG/B(1 – FG(y1)) + 1 – FB(1 – y1)] –

– [1 – FB(1 – y1)][RG/B(1 – FG(y2)) + 1 –

– FB(1 – y2)] ≥ 0. (20)

Так как 1 – FG(y1) — убываþщая функöия y, то, посëе

заìены y1 на y2 в этой функöии äëя первоãо сëаãаеìоãо

неравенства (20), справеäëиво неравенство:

[1 – FB(1 – y2)][RG/B(1 – FG(y1)) + 1 – FB(1 – y1)] –

– [1 – FB(1 – y1)][RG/B(1 – FG(y2)) + 1 – FB(1 – y2)] ≥
≥ [1 – FB(1 – y2)][RG/B(1 – FG(y2)) + 1 – FB(1 – y1)] –

– [1 – FB(1 – y1)][RG/B(1 – FG(y2)) + 1 – FB(1 – y2)] =

= RG/B(1 – FG(y2))[FB(1 – y1) – FB(1 – y2)] ≥ 0

из котороãо сëеäует неравенство (20).
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