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Заäа÷а синтеза топоëоãии сети переäа÷и äан-
ных (СПД) явëяется ÷астüþ общей заäа÷и топоëо-
ãи÷еской оптиìизаöии сети, которая преäставëяет
собой наибоëее сëожнуþ заäа÷у, реøаеìуþ в про-
öессе топоëоãи÷ескоãо проектирования [1, 2].

Показано, ÷то äëя реøения заäа÷и топоëоãи-
÷еской оптиìизаöии наибоëее перспективныì и
аäекватно преäставëяþщиì оптиìизируеìуþ сетü
явëяется коìбинаторный поäхоä, преäëаãаþщий
испоëüзоватü терìиноëоãиþ и преäставëения тео-
рии ãрафов (испоëüзуеìые äаëее терìины и опре-
äеëения ìожно найти в работе [3]). Верøина ãрафа
соответствует узëу коììутаöии, а ребро — ëинии
связи. Коìпüþтерной сети ставится в соответствие
обыкновенный ãраф.

Синтезируеìая сетü äоëжна уäовëетворятü сëе-
äуþщиì оãрани÷енияì по наäежности:

— äëина крат÷айøеãо ìарøрута ìежäу ëþбой
парой узëов коììутаöии не äоëжна превыøатü за-
äанной веëи÷ины d

1
 (это зна÷ит, ÷то äиаìетр ãра-

фа, соответствуþщеãо синтезируеìой сети, не пре-
восхоäит d

1
);

— äëина крат÷айøеãо ìарøрута ìежäу ëþбой
парой узëов коììутаöии при отказе ëþбоãо узëа
иëи ëинии связи в основноì ìарøруте не äоëжна
превыøатü заäанной веëи÷ины d

2
 l d

1
 (это зна÷ит,

÷то äиаìетр ãрафа, соответствуþщеãо синтезируе-
ìой сети, посëе уäаëения из неãо произвоëüной
верøины иëи ребра не превосхоäит d

2
 [1]).

Необхоäиìо найти такуþ схеìу соеäинения
узëов коììутаöии ìежäу собой (топоëоãи÷ескуþ

структуру сети), которая иìеет наиìенüøуþ сто-
иìостü при выпоëнении оãрани÷ений на на-
äежностü.

Показано [4], ÷то такая заäа÷а явëяется
NP-труäной. Сëеäоватеëüно, äëя сужения ìноже-
ства äопустиìых реøений сëеäует нескоëüко уп-
роститü указаннуþ заäа÷у. Такое упрощение поз-
воëит поëу÷итü раöионаëüные ìоäеëи построения
сетей, которые ìоãут бытü поëезны äëя экспертов,
созäаþщих СПД.

Некоторые из таких ìоäеëей рассìотрены в
преäëаãаеìой статüе.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÈ

Рассìотриì ãраф G = (V, E ), соäержащий n = |V |
верøин и m = |E | ребер [3].

Простой öепüþ называется такой ìарøрут
ìежäу äвуìя верøинаìи, ÷то ëþбая верøина
встре÷ается в неì тоëüко оäин раз. Дëина простой
öепи равна ÷исëу ребер в ней.

Расстояниеì d(ν
1
, ν

2
) ìежäу верøинаìи ν

1
 и ν

2

называется äëина крат÷айøей простой öепи, со-
еäиняþщей верøины ν

1
 и ν

2
.

Диаìетроì ãрафа d(G) называется ìаксиìуì
среäи всех расстояний ìежäу ëþбой парой верøин
ãрафа G.

Граф äвусвязен, есëи существуþт äве непересе-
каþщиеся простые öепи ìежäу ëþбыìи äвуìя
верøинаìи.

Степенüþ deg ν верøины ν называется ÷исëо
ребер, инöиäентных верøине ν. В äаëüнейøеì
буäеì поëüзоватüся важныì утвержäениеì, изве-
стныì как ëеììа о рукопожатиях: суììа степеней

Доказана теореìа о пере÷исëении обыкновенных ãрафов с ìиниìаëüныì ÷исëоì ребер,
äиаìетр которых посëе уäаëения произвоëüной верøины иëи ребра не превосхоäит трех.

Ключевые слова: ãраф, степенü верøины, сìежностü, ëеììа о рукопожатиях, ìиниìаëüное ÷исëо
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всех верøин ãрафа равна уäвоенноìу ÷исëу еãо ре-
бер [3].

Две верøины называþтся сìежныìи, есëи они
соеäинены реброì.

Поäãраф G' ãрафа G называется остовныì, есëи
V(G' ) = V(G), E(G' ) ⊆ E(G).

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Искоìая СПД ìожет бытü преäставëена неко-
торыì ãрафоì G = (V, E ), верøины V котороãо со-
ответствуþт узëаì коììутаöии, а ребра E — ëини-
яì связи. Пустü d(G – e) и d(G – ν) — äиаìетры
ãрафа G – e, поëу÷енноãо из ãрафа G уäаëениеì
ребра e, и ãрафа G – ν, поëу÷енноãо из ãрафа G
уäаëениеì верøины ν. Ребраì ãрафа G приписаны
неотриöатеëüные веса, равные стоиìости аренäы
канаëов ìежäу парой соответствуþщих узëов коì-
ìутаöии. Поä стоиìостüþ C(G) ãрафа G пониìа-
ется суììа весов вхоäящих в G ребер. Обозна÷иì:
X — ìножество всех остовных поäãрафов ãрафа G,

 — произвоëüный остовный поäãраф ãрафа G.
Заäа÷а созäания (синтеза) топоëоãи÷еской

структуры СПД на языке теории ãрафов форìуëи-
руется сëеäуþщиì образоì.

Найти такой остовной поäãраф G' ãрафа G, ÷то

C(G' ) = {C( )} (1)

при усëовиях:

d(G' ) m d
1
, (2)

d(G' – e) m d
2
 äëя ëþбоãо ребра e ∈ E, (3)

d(G' – ν) m d
2
 äëя ëþбой верøины ν ∈ V. (4)

Показано [5], ÷то такая заäа÷а явëяется NP-труä-
ной. Дëя упрощения заäа÷и буäеì с÷итатü стои-
ìостü всех ребер ãрафа G оäинаковой и равной, äо-
пустиì, 1. Тоãäа заäа÷а (1)—(4) своäится к заäа÷е
теории экстреìаëüных ãрафов: опреäеëитü ìини-
ìаëüное ÷исëо ребер в ãрафах, уäовëетворяþщих
усëовияì (2)—(4), и найти ãрафы с такиì ÷исëоì
ребер. Эта заäа÷а реøена äëя некоторых фикси-
рованных зна÷ений d

1
 и d

2
 (сì. наприìер, работы

[6, 7]).
В ÷астности, практи÷еский интерес преäстав-

ëяет сëу÷ай d
2
 m 3 (такое оãрани÷ение испоëüзова-

ëосü при созäании ìоäификаöий автоìатизиро-
ванной систеìы бронирования авиабиëетов «Си-
рена» [8]). Обозна÷иì G(n, 3) — ìножество ãрафов
с n верøинаìи, äëя которых выпоëнены усëовия
(2)—(4) при d

1
 m d

2
 m 3, и E(n, 3) — нижнþþ ãра-

ниöу ÷исëа ребер во ìножестве ãрафов G(n, 3).
В работе [6] äоказана сëеäуþщая важная теореìа.

Теорема 1. E(n, 3) = 2n – 4 при 4 m n m 7,
E(n, 3) = 2n – 5 при 8 m n m 23, E(n, 3) = 2n – 6 при
n l 24. �

В настоящей статüе разработан ìетоä, позвоëя-
þщий пере÷исëитü все ãрафы, на которых äости-
ãаþтся указанные в теореìе зна÷ения E(n, 3) при
4 m n m 7. С поìощüþ пере÷исëенных ãрафов ука-
зан простой способ построения äруãих ãрафов из
ìножества G(n, 3), соäержащих 2n – 4 ребра, при
n > 7. Все найäенные в статüе ãрафы иìеþт весüìа
простуþ структуру и ìоãут испоëüзоватüся как ìо-
äеëи оптиìаëüной топоëоãи÷еской структуры СПД.

3. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Из теореìы 1 сëеäует, ÷то экстреìаëüные ãра-
фы из ìножества G(n, 3) при 4 m n m 7 соäержат
2n – 4 ребра.

Предложение 1. Миниìаëüная степенü w вер-
øины в экстреìаëüноì ãрафе G равна äвуì.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Так как ãраф G äвусвязен,
то w l 2. Воспоëüзуеìся ëеììой о рукопожатиях:

deg ν
i
 = 4n – 8 l wn. Сëеäоватеëüно, w m 4 – 8/n

и так как n m 7, то w < 3 и w = 2. �

Пустü B = (V
B
, E

B
), n

B
 = |V

B
|, m

B
 = |E

B
| — поä-

ãраф экстреìаëüноãо ãрафа G, порожäенный вер-
øинаìи степени не ìенее трех (äаëее на всех ри-
сунках поäãраф B выäеëен жирно). Пустü T — ìно-
жество верøин ãрафа G степени äва и |T | = n

T
. Из

преäëожения 1 сëеäует, ÷то T не пусто и n
T
 l 1.

На рис. 1, б изображен ãраф из ìножества
G(5, 3) с 2n – 4 = 2•5 – 4 = 6 ребраìи. Штрихаìи
изображена операöия äубëирования верøины из
ìножества T, которая привоäит к новоìу ãрафу
G(6, 3) с 2n – 4 = 2•6 – 4 = 8 ребраìи. Даëее опе-
раöиþ äобавëения новой верøины степени äва к
ãрафу из ìножества G(n, 3), не изìеняþщуþ поä-
ãраф B и привоäящуþ к тоìу, ÷то новый ãраф при-
наäëежит ìножеству G(n + 1, 3), буäеì называтü
операцией дублирования. С поìощüþ операöии äуб-
ëирования ìожно поëу÷атü серии ãрафов из ìно-
жества G(n, 3) (сì. также рис. 1, в).

Рассìотриì ãраф G из ìножества G(n, 3) с
2n – 4 ребраìи, в котороì опреäеëен поäãраф
B = (V

B
, E

B
). Уäаëиì произвоëüнуþ верøину v из

ìножества T. Поëу÷иì поäãраф G' = G – ν с поä-

ãрафоì B' = ( , ). Граф G назовеì образующим,

есëи выпоëнено хотя бы оäно из усëовий: поäãраф
поäãрафу G' ∉ G(n – 1, 3); поäãраф B' не изоìор-
фен поäãрафу B. Поиск образуþщих ãрафов за-
ìетно упростит заäа÷у пере÷исëения экстреìаëü-
ных ãрафов. Из образуþщеãо ãрафа ëеãко поëу-

G

min
G X∈

G

i 1=

n

∑

VB
' EB

'
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÷итü нескоëüко новых экстреìаëüных ãрафов,
воспоëüзовавøисü операöией äубëирования. По-
иск образуþщеãо ãрафа основан на «конструиро-
вании» поäãрафа B, явëяþщеãося «скеëетоì» экс-
треìаëüноãо ãрафа, с посëеäуþщиì äобавëениеì к
неìу верøин из ìножества T. Заìетиì также, ÷то
ãраф, поëу÷енный из образуþщеãо ãрафа с поìо-
щüþ операöии äубëирования, не явëяется образу-
þщиì. Докажеì сëеäуþщуþ теореìу.

Теорема 2. Подмножество образующих графов
множества G(n, 3) при 4 m n m 7 состоит из 10-ти
графов, изображенных на рис. 1.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Вна÷аëе отìетиì, ÷то при
n = 4 существует еäинственный äвусвязный ãраф с
4-ìя ребраìи — это простой öикë (сì. рис. 1, а). Это
еäинственный экстреìаëüный ãраф из ìножества
G(4, 3). В äаëüнейøеì буäеì рассìатриватü n l 5. До-
казатеëüство теореìы буäет состоятü в поиске образу-
þщих ãрафов при 5 m n m 7. Дëя уäобства разäеëиì
поиск на äва взаиìоискëþ÷аþщих сëу÷ая: 1) в ãрафе
иìеþтся хотя бы äве сìежные верøины степени äва;
2) в ãрафе нет сìежных верøин степени äва.

Случай 1. Пустü в искоìоì образуþщеì ãрафе G
иìеþтся сìежные верøины ν

1
 и ν

2
 степени äва (рис. 2).

Сìежные иì верøины ν
3
 и ν

4
 не совпаäаþт, так как в

сëу÷ае, есëи ν
3
 = ν

4
, то посëе уäаëения верøины ν

3

ãраф G – ν
3
 несвязен и d(G – ν

3
) = ×, ÷то противоре-

÷ит усëовиþ d(G – n
3
) m d

2
 m 3. Есëи в ãрафе G уäаëитü

ребро ν
1
ν

3
, то äëя выпоëнения усëовия d(ν, ν

1
) m d

2
 m 3,

äëя ëþбоãо ν ∈ G, сëеäует сìежностü верøины ν
4
 всеì

верøинаì ãрафа, кроìе ν
4
. Есëи в ãрафе G уäаëитü

ребро ν
2
ν

4
, то анаëоãи÷но ìожно показатü сìежностü

верøины ν
3
 всеì верøинаì ãрафа, кроìе ν

2
. Такиì об-

разоì, верøины ν
3
 и ν

4
 сìежны, и ãраф G выãëяäит так,

как это указано на рис. 2. Заìетиì, ÷то верøинаì ν
3
 и

ν
4
 инöиäентно n – 2 + n – 3 = 2n – 5 ребер (ребро ν

3
ν

4

пос÷итаëи оäин раз). Есëи еще у÷естü ребро ν
1
ν

2
, то в

ãрафе уже иìеется 2n – 4 ребра и, сëеäоватеëüно, äру-
ãих ребер, кроìе пере÷исëенных выøе, нет. Так как ìы
ищеì образуþщий ãраф, в котороì нет верøин степени
äва, поëу÷енных с поìощüþ операöии äубëирования,
то еäинственный образуþщий ãраф äëя сëу÷ая 1 изоб-
ражен на рис. 1, б. Остаëüные ãрафы, изображенные на
рис. 1, в — к, найäены при рассìотрении сëу÷ая 2.

Случай 2. Зäесü в образуþщих ãрафах нет сìежных
верøин степени äва. Это озна÷ает, ÷то всякая верøина
степени äва сìежна äвуì разëи÷ныì верøинаì степе-
ни не ìенее трех. Но верøины степени не ìенее трех
порожäаþт поäãраф B. Такиì образоì, этот поäãраф
соäержит не ìенее äвух верøин, и n

B
 l 2. Так как n

T
 l 1

и n m 7, то n
B
 m n – n

T
 m 6. Докажеì преäëожение 2,

опреäеëяþщее ÷исëо ребер в поäãрафе B.

Предложение 2. m
B
 = 2n

B
 – 4.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Чисëо ребер m = 2n – 4 в ãра-
фе G ìожно записатü в виäе суììы ÷исëа ребер в поä-
ãрафе B и ребер, инöиäентных верøинаì степени äва
из ìножества T:

m = m
B
 + 2n

T
 = 2n – 4 ⇒ m

B
 = 2(n – n

T
) – 4 =

= 2n
B
 – 4. �

Даëüнейøее рассìотрение сëу÷ая 2 буäет провеäено
äëя кажäоãо из возìожных вариантов: n

B
 = 2, 3, 4, 5, 6

в отäеëüности.

Пусть n
B
 = 2. Из преäëожения 2 сëеäует, ÷то m

B
 =

= 2•2 – 4 = 0.

Приìениì ëеììу о рукопожатиях, записав в ка÷ес-
тве сëаãаеìых суììу степеней верøин поäãрафа B и
верøин из ìножества T:

deg ν = deg ν + deg ν = 2m = 4n – 8. 

Рис. 1. Образующие графы, удовлетворяющие условиям теоремы 2:
а — простой öикë с 4-ìя верøинаìи; б — еäинственный обра-
зуþщий ãраф с äвуìя сìежныìи верøинаìи степени äва; в —
первый образуþщий ãраф с 6-þ верøинаìи, äëя котороãо
n
B

= 4; г — образуþщий ãраф с 5-þ верøинаìи, äëя котороãо

n
B

= 2, n
T
 = 3; д — образуþщий ãраф с 5-þ верøинаìи, äëя ко-

тороãо n
B
 = 3, n

T
 = 3; е — второй образуþщий ãраф с 6-þ вер-

øинаìи, äëя котороãо n
B
 = 4; ж — третий образуþщий ãраф с

6-þ верøинаìи, äëя котороãо n
B
 = 4; з — первый образуþщий

ãраф с 7-þ верøинаìи, äëя котороãо n
B
 = 5, n

T
 = 2; и — второй

образуþщий ãраф с 7-þ верøинаìи, äëя котороãо n
B
 = 5, n

T
 = 2;

к — образуþщий ãраф с 7-þ верøинаìи, äëя котороãо n
B
 = 6,

n
T
 = 1

Рис. 2. Искомый образующий
граф с двумя смежными вер-
шинами степени два

ν G∈

∑
ν B∈

∑
ν T∈

∑
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У÷теì также, ÷то deg ν l 3n
B
 и deg ν = 2n

T
:

3n
B
 + 2n

T
 = 3•2 + 2n

T
 m 4n – 8 =

= 4(2 + n
T
) – 8 ⇒ n

T
 l 3.

Сëеäоватеëüно, поëу÷аеì образуþщий ãраф из ìно-
жества G(n, 3), äëя котороãо n

B
 = 2, n

T
 = 3 (рис. 1, г).

Лþбые ãрафы из ìножества G(n, 3), äëя которых n
B
 = 2,

n
T
 > 3, поëу÷ены из ãрафа на рис. 1, г с поìощüþ опе-

раöии äубëирования и не явëяþтся образуþщиìи.

Пусть n
B
 = 3n. Из преäëожения 2 сëеäует, ÷то

m
B

= 2•3 – 4 = 2. Поэтоìу поäãраф B преäставëяет со-

бой простуþ öепü, состоящуþ из äвух ребер. Рассìот-
риì все верøины поäãрафа B: äве коне÷ные верøины
ν

1
 и ν

3
 и среäнþþ верøину ν

2
. Преäпоëожиì, в ãрафе

иìеþтся верøина ν
4
 степени äва, сìежная верøинаì

ν
2
 и ν

1
, и верøина ν

5
 степени äва, сìежная верøинаì

ν
2
 и ν

3
 (рис. 3). Уäаëиì верøину ν

2
. Заìетиì, ÷то в по-

ëу÷енноì ãрафе G – ν
2
 иìееì d(ν

4
, ν

5
) > 3, ÷то проти-

воре÷ит усëовиþ d
2
 m 3. Сëеäоватеëüно, поäãраф, изоб-

раженный на рис. 3, в искоìоì образуþщеì ãрафе не
существует. Так как deg ν

2
 l 3, то, не уìенüøая об-

щности, с÷итаеì, ÷то иìеется сìежная ν
2
 верøина сте-

пени äва, наприìер, ν
4
, сìежная также верøине ν

1
.

Тоãäа существуþт äве верøины степени äва, сìежные
верøинаì ν

1
 и ν

3
, и поëу÷аеì образуþщий ãраф, изоб-

раженный на рис. 1, д.

Пусть n
B
 = 4. Из преäëожения 2 сëеäует, ÷то в поä-

ãрафе B иìеþтся 4 ребра. Сëеäоватеëüно, существуþт
äва возìожных поäãрафа B (рис. 4 и 5). Наì сëеäует
выяснитü сìежностü верøин степени äва с верøина-
ìи поäãрафа B, преäставëенныìи на рис. 4 и 5.

На рис. 4 изображены верøины поäãрафа B: ν
1
,

которая сìежна не ìенее ÷еì с äвуìя верøинаìи сте-
пени 2, а также ν

2
 и ν

3
, кажäая из которых сìежна хо-

тя бы с оäной верøиной степени äва. Сëеäоватеëüно,
n
T
 l 2. На рис. 1, е преäставëен образуþщий ãраф, в

котороì поäãрафоì B явëяется ãраф, изображенный на
рис. 4. В поäãрафе B, преäставëенноì на рис. 5, каж-
äая верøина сìежна хотя бы с оäной верøиной сте-
пени äва, и снова поëу÷аеì n

T
 l 2. Такиì образоì,

поäãраф B на рис. 5 порожäает äва образуþщих ãрафа,
изображенных на рис. 1, в и ж.

Пусть n
B
 = 5. Из преäëожения 2 сëеäует, ÷то в поä-

ãрафе B иìеþтся 6 ребер. Опреäеëиì ÷исëо верøин
степени äва в искоìоì образуþщеì ãрафе, снова вос-
поëüзовавøисü ëеììой о рукопожатиях:

deg ν = 4n – 8 = 4(5 + n
T
) – 8 l 3n

B
 + 2n

T
 =

= 3•5 + 2n
T
 ⇒ 2n

T
 l 3 ⇒ n

T
 l 2.

Так как n m 72 и n
B
 = 5, то n

T
 = 2. Выясниì, каков

виä поäãрафа B. Обозна÷иì: deg
B
ν — степенü верøи-

ны ν в поäãрафе B, t — ÷исëо верøин из ìножества T,
сìежных верøине ν. Так как degν l 3, n ∈ B, то
degν = deg

B
ν + t l 3. Воспоëüзуеìся теì, ÷то t m n

T
 = 2.

Тоãäа deg
B
ν l 3 – t l 1. Это озна÷ает, ÷то в поäãрафе B

нет изоëированных верøин.

На рис. 6 преäставëены все возìожные варианты
поäãрафа B (т. е. ëþбой поäãраф B буäет изоìорфен
изображенноìу на рис. 6 поäãрафу). Дëя кажäоãо из
поäãрафов B существует еäинственный вариант пост-
роения ãрафа G, явëяþщеãося «канäиäатоì» в искоìые
образуþщие ãрафы (сì. рис. 1, з и и, 6, а—в). Графы,
изображенные на рис. 1, з и и, явëяþтся образуþщи-

ν B∈

∑
ν T∈

∑

Рис. 3. К анализу смежности в искомом
образующем графе, для которого n

B
 = 4

Рис. 4. Первый из возможных
подграфов B для случая n

B
 = 4

Рис. 5. Второй из возможных подграфов B для
случая n

B
 = 4

ν G∈

∑

Рис. 6. Варианты построения кандидатов в образующие графы и
возможные подграфы В:
а — первый канäиäат в искоìые образуþщие ãрафы äëя сëу÷ая
n
B
 = 5; б — второй канäиäат в искоìые образуþщие ãрафы äëя

сëу÷ая n
B
 = 5; в — третий канäиäат в искоìые образуþщие ãра-

фы äëя сëу÷ая n
B
 = 5; г — первый из возìожных поäãрафов B

äëя сëу÷ая n
B
 = 5; д — второй из возìожных поäãрафов B äëя

сëу÷ая n
B
 = 5

pb0110.fm  Page 5  Monday, February 8, 2010  2:09 PM



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

6 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2010

ìи. Графы, изображенные на рис. 6, а—в, не прина-
äëежат ìножеству G(7, 3). Действитеëüно, уäаëив вер-
øину ν

1
, поëу÷иì d(ν

2
, ν

3
) > 3 и d

2
 > 3.

Пусть n
B
 = 6. Так как n

T
 > 0 и n m 7, то n

T
 = n –

– n
B
 = 1. Снова воспоëüзуеìся ëеììой о рукопожати-

ях äëя тоãо, ÷тобы опреäеëитü степени верøин в ãра-

фе G: deg ν l 3n
B
 + 2n

T
 = 3•6 + 2•1 = 20. С äру-

ãой стороны, deg ν = 4n – 8 = 4•7 – 8 = 20. Сëеäо-

ватеëüно, deg ν = 3n
B
 + 2n

T
. Итак, в искоìоì ãра-

фе все верøины из поäãрафа B иìеþт степенü три. Так
как deg ν = deg

B
ν + t = 3 и t m 1, то deg

B
ν l 2 äëя ëþ-

бой верøины ν ∈ B. Сëеäоватеëüно, 2 m deg
B
ν m 3. Ус-

тановиì ÷исëо верøин степени äва и степени три в
поäãрафе B. Пустü n

2 
и m

3
 — ÷исëо верøин соответс-

твенно степени äва и три в поäãрафе B. Из преäëоже-
ния 2 сëеäует, ÷то m

B
 = 2n

B
 – 4 = 2•6 – 4 = 8. Приìе-

няя ëеììу о рукопожатиях, поëу÷аеì 2n
2
 + 3n

3
 = 2m

B

= = 2•8 = 16. Так как n
2
 + n

3
 = n

B
 = 6, то 2n

2
 + 3n

3
 =

= 2(n
2
 + n

3
) + n

3
 = 2•6 + n

3
 = 16. Откуäа n

3
 = 4 и

n
2

= n
B
 – n

3
 = 6 – 4 = 2. Итак, в поäãрафе B ÷етыре

верøины степени три и äве верøины степени äва. Так
как в ãрафе G всеãо ëиøü оäна верøина ν

1
 степени 2, а

в поäãрафе B — äве верøины степени 2, зна÷ит, вер-
øина v

1
 äоëжна бытü сìежна иìенно этиì äвуì вер-

øинаì из поäãрафа B. Пустü ν
2
 и ν

3
 — верøины, äëя

которых deg
B
ν

2
 = deg

B
ν

3
 = 2 и которые сìежны с ν

1
.

Заìетиì, ÷то äëя выпоëнения усëовия d(ν
1
, ν

2
) m 3

посëе уäаëения ребра ν
1
ν

2
 необхоäиìо, ÷тобы в поäãра-

фе B расстояние ìежäу верøинаìи ν
2
 и ν

3
 не превос-

хоäиëо äвух ребер. У÷итывая все сказанное о поäãра-
фе B, поëу÷аеì äва ãрафа, уäовëетворяþщих пере÷ис-
ëенныì ранее усëовияì (сì. рис. 1, к и 7). Граф на

рис. 1, к явëяется образуþщиì. Изу÷иì поäробнее
ãраф на рис. 7. Уäаëиì верøину ν

2
. Дëя выпоëнения

усëовия d(ν
1
, ν) m 3, äëя ëþбой верøины ν ãрафа G,

необхоäиìо, ÷тобы верøине ν
4
 быëи сìежныìи все

верøины ãрафа G – ν
2
, кроìе ν

1
. Это озна÷ает, ÷то

deg ν
4
 = 4. Но ранее ìы показаëи, ÷то ëþбая верøина

поäãрафа B иìеет степенü три. Такиì образоì, из ãра-
фа на рис. 7 неëüзя поëу÷итü образуþщий ãраф.

Рассìотрение сëу÷ая n
B
 = 6 заверøает поиск обра-

зуþщих ãрафов из ìножества G(n, 3) при 5 m n m 7. Та-
киì образоì, теореìа 2 äоказана. �

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Все образуþщие ãрафы при 5 m n m 7 изображе-
ны на рис. 1, б—к. Есëи требуется построитü не-
который ãраф из ìножества G(n, 3), соäержащий
n > 7 верøин и 2n – 4 ребра, то ìожно взятü ëþбой
образуþщий ãраф и с поìощüþ операöии äубëи-
рования äобавитü к неìу нужное ÷исëо верøин
степени äва.
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Рис. 7. Возможный образу-
ющий граф для случая n

B
 = 6
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