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Реãрессионный анаëиз преäставëяет собой при-
знанный во всеì ìире инструìент построения ìа-
теìати÷еских ìоäеëей статисти÷ескоãо типа [1, 2].
Оäниì из первых и, возìожно, саìыì важныì
этапоì построения реãрессионной ìоäеëи явëяет-
ся ее спеöификаöия, т. е. выбор состава переìен-
ных и ìатеìати÷еской форìы связи ìежäу ниìи.
К настоящеìу вреìени разработано зна÷итеëüное
коëи÷ество таких спеöификаöий, боëüøинство из
которых ìожно найти в работах [3—6]. Саìой
простой спеöификаöией явëяется ìоäеëü ìножес-
твенной ëинейной реãрессии:
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Линейная реãрессия (1) ëеãко оöенивается, на-

приìер, с поìощüþ ìетоäа наиìенüøих кваäратов
(МНК). Пустü ее оöененное уравнение иìеет виä:

 =  + x
j
, (2)

ãäе  — расс÷итываеìое по ìоäеëи зна÷ение объ-

ясняеìой переìенной; , , , ...,  — оöенки
неизвестных параìетров.

Коэффиöиент уравнения (2)  при объясняþ-

щей переìенной x
s
 интерпретируется так: есëи зна-

÷ение объясняþщей переìенной x
s
 изìенится на

оäну еäиниöу, то зна÷ение объясняеìой переìен-

ной y изìенится в среäнеì на  еäиниö.

Аннотация. Часто при испоëüзовании неëинейных реãрессионных ìоäеëей оöенки по-
ëу÷енной зависиìости затруäнитеëüно иëи вовсе невозìожно интерпретироватü. С öеëüþ

созäания таких неëинейных спеöификаöий реãрессий, в которых ëþбоìу оöененноìу
параìетру, за искëþ÷ениеì свобоäноãо ÷ëена, всеãäа ìожет бытü äана какая-ëибо со-
äержатеëüная интерпретаöия, разработаны ìуëüтипëикативная степенно-показатеëüная
реãрессия, преäставëяþщая собой обобщение произвоäственной функöии Кобба — Дуã-
ëаса, и аääитивная ëинейно-ëоãарифìи÷еская реãрессия. Дëя кажäой из них сфорìуëи-

рованы три стратеãии построения и поäробно рассìотрены вопросы интерпретаöии их
оöенок. Стратеãии построения преäëоженных ìоäеëей с поìощüþ ìетоäа наиìенüøих
ìоäуëей форìаëизованы в виäе заäа÷ ëинейноãо и ÷асти÷но-буëевоãо ëинейноãо про-
ãраììирования. Дëя äеìонстраöии разработанноãо в настоящей работе ìатеìати÷ескоãо
аппарата реøена заäа÷а ìоäеëирования жеëезноäорожных ãрузоперевозок в Иркутской
обëасти.
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Отìетиì, ÷то разработка новых спеöификаöий
реãрессионных ìоäеëей проäоëжается и по сей
äенü. Так, в работе [7] преäëожена ëинейно-ìуëü-
типëикативная реãрессия (ЛМР), в работе [8] —
реãрессия, противопоëожная по сìысëу произвоä-
ственной функöии Леонтüева, в работе [9] рассìот-
рен их сиìбиоз, а в работе [10] — инäексная реã-
рессия.

Дëя реøения пробëеìы спеöификаöии разра-
ботана техноëоãия орãанизаöии «конкурса» реãрес-
сионных ìоäеëей, поäробно описанная в ìоноãра-
фии [6]. Сутü конкурса состоит в форìировании
ìножества аëüтернативных вариантов реãрессий и
ìноãокритериаëüноì выборе ëу÷øей из них. В ра-
боте [6] рассìотрен сëеäуþщий аëãоритì форìи-
рования аëüтернатив. Сна÷аëа набор исхоäных
объясняþщих переìенных расøиряется с поìо-
щüþ преобразований, в ка÷естве которых ìоãут
выступатü, наприìер, эëеìентарные функöии lnx,

e
x, x–1, x2, x3,  и т. ä. Затеì поëныì перебороì
коìбинаöий реøается заäа÷а отбора m инфорìа-
тивных реãрессоров (ОИР) [11]. К сожаëениþ,
поëу÷енное такиì образоì уравнение реãрессии
ìожет оказатüся зна÷итеëüно неëинейныì, ÷то за-
труäнит иëи вовсе сäеëает невозìожной интерпре-
таöиþ найäенных оöенок.

Цеëüþ настоящей работы явëяется разработка
таких неëинейных спеöификаöий, äëя которых
априори быëо бы известно, ÷то в резуëüтате про-
веäения «конкурса» ìоäеëей ëþбоìу коэффиöиен-
ту поëу÷енной реãрессии, за искëþ÷ениеì свобоä-
ноãо ÷ëена, всеãäа ìожно буäет äатü какуþ-ëибо
соäержатеëüнуþ интерпретаöиþ.

1. ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÀß 
ÑÒÅÏÅÍÍÎ-ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÀß ÐÅÃÐÅÑÑÈß

Оäнофакторная показатеëüная реãрессия [12, 13]
иìеет виä:
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Моäеëü (3) явëяется неëинейной по оöенивае-
ìыì параìетраì, но ìожет бытü ëинеаризована с
поìощüþ ëоãарифìирования:
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Линейнуþ по параìетраì ìоäеëü (4) называþт
поëуëоãарифìи÷еской (ëевой ëоãарифìи÷еской,
ëоãарифìи÷ески-ëинейной) реãрессией [13].

В работе [13] ìожно найти такуþ интерпрета-
öиþ оöененноãо коэффиöиента  ìоäеëей (3) и
(4): есëи зна÷ение объясняþщей переìенной x из-

ìенится на оäну еäиниöу, то зна÷ение объясняе-
ìой переìенной y изìенится в среäнеì на 100  %.

Но, к сожаëениþ, как отìе÷ено в работе [13],

такая интерпретаöия коэффиöиента  ìоäеëей

(3) и (4) правоìерна ëиøü äëя ìаëых .

Рассìотриì обобщение ìоäеëи (3) — аääитив-
нуþ ìноãофакторнуþ показатеëüнуþ реãрессиþ:
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ãäе β
j
, j =  — неизвестные параìетры.

Линеаризоватü ìоäеëü (5) не преäставëяется
возìожныì. Но äаже есëи бы быëи найäены ее
оöенки, то затруäнитеëüно быëо бы äатü иì ка-
куþ-ëибо соäержатеëüнуþ интерпретаöиþ. Поэто-
ìу рассìотриì ìуëüтипëикативнуþ ìноãофактор-
нуþ показатеëüнуþ реãрессиþ:
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Моäеëü (6) ëинеаризуется с поìощüþ ëоãариф-
ìирования и все ее коэффиöиенты ìожно интер-
претироватü так, как показано выøе.

Реãрессия (6) по своиì свойстваì о÷енü напо-
ìинает произвоäственнуþ функöиþ (ПФ) Кобба —
Дуãëаса (степеннуþ реãрессиþ):
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Моäеëü (7) тоже ëинеаризуется с поìощüþ ëо-
ãарифìирования, а оöененный коэффиöиент 
при объясняþщей переìенной x

s
 интерпретирует-

ся так: есëи зна÷ение объясняþщей переìенной x
s

изìенится на 1 %, то зна÷ение объясняеìой пере-
ìенной y изìенится в среäнеì на  %. Иныìи

сëоваìи,  преäставëяет собой коэффиöиент
эëасти÷ности переìенной y по x

s
.

Тоãäа составиì ìуëüтипëикативнуþ конструк-
öиþ ìоäеëей (6) и (7):
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Буäеì называтü выражение (8) ìуëüтипëикатив-
ной степенно-показатеëüной реãрессией (МСПР).

Отìетиì, ÷то сиìбиоз степенных и показатеëü-
ных реãрессий ввоäится не впервые. Так, напри-
ìер, в статüе [14] рассìотрена ìоäификаöия ПФ
Кобба — Дуãëаса, в которуþ труä и капитаë вхоäят
в виäе степенных функöий, а нау÷но-техни÷еская
инфорìаöия — в виäе показатеëüной. Неëüзя так-
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же не упоìянутü о ПФ Тинберãена [6], преäстав-
ëяþщей собой произвеäение степенной реãрессии

(7) и ìножитеëя eγt, у÷итываþщеãо вëияние «ней-
траëüноãо» техни÷ескоãо проãресса. Оäнако МСПР
обобщает все эти известные ìоäификаöии.

Проëоãарифìированная МСПР (8) иìеет виä:

lny
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 = c0 + α

j
lnx

ij
 + β

j
x
ij
 + u

i
,

i = . (9)

Как виäно, с оöениваниеì МСПР пробëеì нет.
Но возникает пробëеìа с интерпретаöией ее ко-
эффиöиентов, поскоëüку в ìоäеëü (9) кажäая объ-
ясняþщая переìенная вхоäит и ëинейно, и ëоãа-
рифìи÷ески. Поэтоìу äëя тоãо, ÷тобы иìетü воз-
ìожностü интерпретироватü ëþбой коэффиöиент
МСПР, при ее построении обязатеëüно нужно
провоäитü ОИР.

Дëя äаëüнейøеãо изëожения ввеäеì буëевы пе-
реìенные:

 = 

 = 

Тоãäа ìожно ввести ëинейные оãрани÷ения на
коэффиöиенты ìоäеëей (8) и (9):

–M  ≤ α
j
 ≤ M ,  j = , (10)

–M  ≤ β
j
 ≤ M ,  j = , (11)

ãäе M — боëüøое поëожитеëüное ÷исëо.

Понятно, ÷то есëи  = 1,  = 0, j = , то

МСПР (8) трансфорìируется в степеннуþ реãрес-

сиþ (7), а есëи  = 0,  = 1, j = , — в по-

казатеëüнуþ (6).

Сфорìуëируеì три стратеãии построения
МСПР:

Стратеãия 1. Нет никаких оãрани÷ений на то, в
какоì виäе переìенные вхоäят в ìоäеëü. В этоì
сëу÷ае нужно просто оöенитü ëинейнуþ реãрес-
сиþ (9) с (2l + 1) параìетроì и перейти к МСПР
(8). Оöененное уравнение ìожно испоëüзоватü
äëя проãнозирования, но интерпретироватü ко-
эффиöиенты невозìожно.

Стратеãия 2. Кажäая объясняþщая переìенная
вхоäит в ìоäеëü ëибо в степенноì виäе, ëибо в
показатеëüноì. На форìаëüноì языке эта стра-
теãия иìеет виä:

 +  = 1,  j = . (12)

В этоì сëу÷ае нужно оöенитü 2l ëинейных реã-
рессий (9) с (l + 1) параìетроì, выбратü из них на-
иëу÷øуþ и перейти к МСПР (8). В поëу÷енноì
уравнении ãарантированно ìожно äатü интерпре-
таöиþ ëþбоìу коэффиöиенту (есëи еãо знак соот-
ветствует соäержатеëüноìу сìысëу заäа÷и), за ис-
кëþ÷ениеì, бытü ìожет, свобоäноãо ÷ëена. Также
поëу÷енное уравнение ìожно испоëüзоватü äëя
проãнозирования. Но есëи ÷исëо переìенных l ве-
ëико, то возникает заäа÷а отбора заäанноãо ÷исëа
наибоëее инфорìативных из них.

Стратеãия 3. Кажäая объясняþщая переìенная
вхоäит в ìоäеëü ëибо в степенноì виäе, ëибо в
показатеëüноì, а общее коëи÷ество реãрессо-
ров равно m. На форìаëüноì языке эта страте-
ãия иìеет виä:

 +  ≤ 1, j = , (13)

(  + ) = m. (14)

В этоì сëу÷ае нужно оöенитü �2m ëинейных

реãрессий (9) с (m + 1) параìетроì, выбратü из них
наиëу÷øуþ и перейти к МСПР (8). Поëу÷енное
уравнение ìожно испоëüзоватü как äëя проãнози-
рования, так и äëя интерпретаöии.

2. ËÈÍÅÉÍÎ-ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÀß ÐÅÃÐÅÑÑÈß

Оäнофакторная ëоãарифìи÷еская [12] (правая
ëоãарифìи÷еская, ëинейно-ëоãарифìи÷еская) ре-
ãрессия иìеет виä:
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На сайте [15] ìожно найти такуþ интерпрета-
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На наø взãëяä, оöенку  ëоãарифìи÷еской
ìоäеëи (15) ìожно интерпретироватü и так: есëи
зна÷ение объясняþщей переìенной x изìенится в
e раз, то зна÷ение объясняеìой переìенной y из-

ìенится в среäнеì на  еäиниö.
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Рассìотриì обобщение ìоäеëи (15) — аääитив-
нуþ ìноãофакторнуþ ëоãарифìи÷ескуþ реãрессиþ:

y
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 + α

j
lnx

ij
 + ε

i
,  i = . (16)

Моäеëü (16) явëяется ëинейной по параìетраì
и ëþбой ее оöененный коэффиöиент при ëоãа-
рифìе объясняþщей переìенной ìожно интер-
претироватü выøеуказанныìи способаìи.

Стоит отìетитü, ÷то нет сìысëа испоëüзоватü в
выражении (16) ëоãарифìы с разëи÷ныìи осно-
ванияìи. Рассìотриì, наприìер, äвухфакторнуþ
ìоäеëü

y
i
 = α0 + α1log2x1 + α2log3x2 + ε

i
,  i = .

Испоëüзуя известное свойство ëоãарифìа

log
a
x = , эту ìоäеëü ìожно преäставитü в виäе:

y
i
 = α0 + α1  + α2  + ε

i
,  i = .

Есëи в поëу÷енноì выражении переобозна÷итü

параìетры  и , то поëу÷иì ÷астный сëу÷ай

реãрессии (16).

Составиì аääитивнуþ конструкöиþ ìоäеëей
(1) и (16):
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i
, i = . (17)

Буäеì называтü выражение (17) ëинейно-ëоãа-
рифìи÷еской реãрессией (ЛЛР).

При попытке интерпретироватü ЛЛР возникает
та же пробëеìа, ÷то и при интерпретаöии МСПР,

связанная с теì, ÷то в уравнение (17) кажäая объ-
ясняþщая переìенная вхоäит и ëинейно, и ëоãа-
рифìи÷ески.

Ввеäеì буëевы переìенные:

 =

= 

 = 

Тоãäа ìожно ввести ëинейные оãрани÷ения на
коэффиöиенты ìоäеëи (17):

–M  ≤ γ
j
 ≤ M ,  j = , (18)

–M  ≤ δ
j
 ≤ M ,  j = . (19)

О÷евиäно, ÷то есëи  = 1,  = 0, j = ,

то ЛЛР (17) трансфорìируется в ëинейнуþ реãрес-

сиþ (1), а есëи  = 0,  = 1, j =  — в ëо-

ãарифìи÷ескуþ (16).
По анаëоãии с МСПР, сфорìуëируеì три стра-

теãии построения ЛЛР.
Стратеãия 1. Нет никаких оãрани÷ений на то, в
какоì виäе переìенные вхоäят в ìоäеëü. В этоì
сëу÷ае нужно просто оöенитü ëинейнуþ реãрес-
сиþ (17) с (2l + 1) параìетроì. Оöененное урав-
нение неëüзя испоëüзоватü äëя интерпретаöии,
но ìожно испоëüзоватü äëя проãнозирования.
Стратеãия 2. Кажäая объясняþщая переìенная
вхоäит в ìоäеëü ëибо в ëинейноì виäе, ëибо в
ëоãарифìи÷ескоì. На форìаëüноì языке эта
стратеãия иìеет виä:

 +  = 1,  j = . (20)

В этоì сëу÷ае нужно оöенитü 2l ëинейных реã-
рессий (17) с (l + 1) параìетроì и выбратü из них
наиëу÷øуþ. Ее ìожно испоëüзоватü как äëя ин-
терпретаöии, так и äëя проãнозирования.

Стратеãия 3. Кажäая объясняþщая переìенная
вхоäит в ìоäеëü ëибо в ëинейноì виäе, ëибо в
ëоãарифìи÷ескоì, а общее коëи÷ество реãрес-
соров равно m. На форìаëüноì языке эта стра-
теãия иìеет виä:

 +  ≤ 1,  j = , (21)

(  + ) = m. (22)

В этоì сëу÷ае нужно оöенитü �2m ëинейных

реãрессий (17) с (m + 1) параìетроì и выбратü из
них наиëу÷øуþ.

3. ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÑÏÐ È ËËÐ
Â ÂÈÄÅ ÇÀÄÀ×È ×ÀÑÒÈ×ÍÎ-ÁÓËÅÂÎÃÎ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ 

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Аппарат ìатеìати÷ескоãо проãраììирования
нахоäит øирокое приìенение в реãрессионноì
анаëизе (сì., наприìер, работы [16—18]).

Пустü проëоãарифìированная МСПР (9) оöе-
нивается с поìощüþ ìетоäа наиìенüøих ìоäуëей
(МНМ). Тоãäа, как показано в ìоноãрафии [6],

j 1=

l

∑ 1 n,

1 n,

logcx

logca
-------------

x1ln

2ln
-----------

x2ln

3ln
----------- 1 n,
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2ln
---------
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j 1=

l

∑
j 1=

l
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σj
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σj
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МНМ-оöенки этой реãрессии ìоãут бытü найäены
в резуëüтате реøения заäа÷и ëинейноãо проãраì-
ìирования (ЛП):

 +  → min, (23)

v
i
 = c

0
 + α

j
z
ij
 + β

j
x
ij
 +  – , 

i = , (24)

,  ≥ 0, (25)

ãäе v
i
 = lny

i
, z

ij
 = lnx

ij
,

 = 

 = 

Тоãäа в зависиìости от выбранной стратеãии
построения МСПР необхоäиìо реøитü такие за-
äа÷и:

äëя первой стратеãии — заäа÷у ЛП с öеëевой
функöией (23) и с ëинейныìи оãрани÷енияìи
(24), (25);

äëя второй стратеãии — заäа÷у ÷асти÷но-буëе-
воãо ëинейноãо проãраììирования (ЧБЛП) с
öеëевой функöией (23) и с ëинейныìи оãрани-
÷енияìи (24), (25), (10)—(12);
äëя третüей стратеãии — заäа÷у ЧБЛП с öеëевой
функöией (23) и с ëинейныìи оãрани÷енияìи
(24), (25), (10), (11), (13), (14).
Анаëоãи÷но форìаëизуется заäа÷а построения

ЛЛР. При этоì МНМ-оöенки ЛЛР (17) ìоãут бытü
найäены на основе реøения заäа÷и ЛП:

 +  → min, (26)

y
i
 = γ0 + γ

j
x
ij
 + δ

j
z
ij
 +  – , 

i = , (27)

,  ≥ 0, (28)

ãäе z
ij
 = lnx

ij
,

 = 

 = 

Тоãäа в зависиìости от выбранной стратеãии
построения ЛЛР необхоäиìо реøитü такие заäа÷и:

äëя первой стратеãии — заäа÷у ЛП с öеëевой
функöией (26) и с ëинейныìи оãрани÷енияìи
(27), (28);

äëя второй стратеãии — заäа÷у ЧБЛП с öеëевой
функöией (26) и с ëинейныìи оãрани÷енияìи
(27), (28), (18)—(20);

äëя третüей стратеãии — заäа÷у ЧБЛП с öеëевой
функöией (26) и с ëинейныìи оãрани÷енияìи
(27), (28), (18), (19), (21), (22).

4. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÆÅËÅÇÍÎÄÎÐÎÆÍÛÕ 
ÃÐÓÇÎÏÅÐÅÂÎÇÎÊ ÈÐÊÓÒÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Актуаëüной на сеãоäняøний äенü явëяется за-
äа÷а ìоäеëирования объеìов жеëезноäорожных
перевозок (сì., наприìер, работы [19, 20]). Дëя äе-
ìонстраöии преäëоженноãо в настоящей работе
ìатеìати÷ескоãо аппарата реøаëасü заäа÷а ìоäе-
ëирования жеëезноäорожных ãрузоперевозок в Ир-
кутской обëасти. Дëя построения ìоäеëей на офи-
öиаëüноì сайте Феäераëüной сëужбы ãосуäарст-
венной статистики быëи собраны ãоäовые äанные
за периоä 2000—2018 ãã. по показатеëяì:

— отправëение ãрузов жеëезноäорожныì транс-
портоì общеãо поëüзования (ìëн т) y;

— ÷исëенностü рабо÷ей сиëы (тыс. ÷еë.) x3;

— ваëовой реãионаëüный проäукт (ìëн руб.) x
14

;

— ÷исëо преäприятий и орãанизаöий x
18

;

— объеì проìыøëенной проäукöии (ìëн руб.);
— произвоäство эëектроэнерãии (ìëрä кВт/÷)

x22;

— среäнеãоäовая ноìинаëüная на÷исëенная за-
работная пëата работников в обëасти äобы÷и по-
ëезных ископаеìых (руб.) x

23
;
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∑
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— среäнеãоäовая ноìинаëüная на÷исëенная за-
работная пëата работников в обëасти обрабатыва-
þщих произвоäств (руб.) x

24
;

— проäукöия сеëüскоãо хозяйства (ìëн руб.) x25;

— среäнеãоäовая ноìинаëüная на÷исëенная за-
работная пëата работников сеëüскоãо хозяйства,
охоты и ëесноãо хозяйства (руб.);

— ÷исëо äействуþщих строитеëüных орãаниза-
öий;

— оборот розни÷ной торãовëи (ìëн руб.) x
31

.

Дëя построения МСПР и ЛЛР на языке hansl
эконоìетри÷ескоãо пакета Gretl быë разработан
спеöиаëüный скрипт.

Сна÷аëа по исхоäныì äанныì осуществëяëосü
построение МСПР по третüей стратеãии. Заäа÷а
реøаëасü ìетоäоì перебора, оöенивание произво-
äиëосü с поìощüþ МНК, ÷исëо отбираеìых реã-
рессоров m заäаваëосü равныì 3. В резуëüтате пе-

ребора �23 = 1320 аëüтернатив быëа выбрана

наиëу÷øая по веëи÷ине коэффиöиента äетерìи-

наöии R2. В проëоãарифìированноì виäе эта реã-
рессия иìеет виä

ln  = –1,2502 +  –  +

+ , (29)

а ее коэффиöиент äетерìинаöии R
2 = 0,9334.

В уравнении (29) поä коэффиöиентаìи при объ-
ясняþщих переìенных указаны зна÷ения t-крите-
рия Стüþäента. С их поìощüþ ìожно сäеëатü вы-
воä, ÷то äëя уровня зна÷иìости α = 0,05 все коэф-
фиöиенты зна÷иìы.

К сожаëениþ, из-за эффекта ìуëüтикоëëинеар-
ности исказиëся знак коэффиöиента при пере-
ìенной x

25
, поэтоìу попытка интерпретаöии урав-

нения (29) привоäит к абсурäноìу вывоäу: ÷тобы
увеëи÷итü объеìы жеëезноäорожных перевозок,
нужно снижатü объеìы проäукöии сеëüскоãо хо-
зяйства. Этот противоре÷ивый резуëüтат указывает
на то, ÷то в проöессе перебора ìоäеëей нужно ор-
ãанизовыватü проверку соответствия знаков коэф-
фиöиентов уравнения реãрессии соäержатеëüноìу
сìысëу факторов. Есëи хотя бы оäин коэффиöиент
не соответствует сìысëу, то такая ìоäеëü искëþ-
÷ается из äаëüнейøеãо рассìотрения. Эту извест-
нуþ рекоìенäаöиþ ìожно найти в ìоноãрафии
[6]. Поэтоìу быëо принято реøение перестроитü
МСПР. Группой экспертов быëо установëено, ÷то
все выøепере÷исëенные объясняþщие переìен-
ные äоëжны вëиятü на y со знакоì «+». Посëе кор-
ректировки разработанноãо скрипта и запуска еãо
с теìи же настройкаìи оказаëосü, ÷то из 1320 аëü-
тернатив тоëüко 64 уäовëетворяþт соäержатеëüно-

ìу сìысëу заäа÷и. Лу÷øей из них в проëоãариф-
ìированноì виäе явëяется ìоäеëü

ln  = –6,4889 +  +  +

+ , (30)

в которой зна÷иìы все коэффиöиенты при объяс-

няþщих переìенных, а критерий R2 = 0,7437.
Уравнениþ (30) соответствует МСПР виäа

 = 0,00152� � � . (31)

Суììа кваäратов остатков äëя ìоäеëи (31) со-
ставëяет 229,598.

Интерпретаöия ìоäеëи (31): с увеëи÷ениеì ÷ис-
ëенности рабо÷ей сиëы x3 на 1 тыс. ÷еë. перевозки
ãрузов y возрастаþт в среäнеì на 0,127 %; с уве-
ëи÷ениеì ÷исëа преäприятий и орãанизаöий x18

на 1 % перевозки ãрузов y возрастаþт в среäнеì на
0,533 %; с увеëи÷ениеì произвоäства эëектроэнер-
ãии x

22
 на 1 % перевозки ãрузов y возрастаþт в

среäнеì на 0,754 %.
Затеì по исхоäныì äанныì осуществëяëосü

построение ЛЛР по третüей стратеãии. Настройки
заäаваëисü те же, ÷то и äëя МСПР. В резуëüтате
перебора из 1320 аëüтернатив быëа выбрана ìоäеëü

 = –267,173 +  –  +

+ , (32)

в которой все коэффиöиенты при реãрессорах зна-

÷иìы, а критерий R
2
 = 0,9328.

В ìоäеëи (32) коэффиöиент при переìенной x
25

снова не уäовëетворяет соäержатеëüноìу сìысëу
заäа÷и. Поэтоìу эта ìоäеëü быëа перестроена с у÷е-
тоì контроëя соответствия знаков коэффиöиентов.
Оказаëосü, ÷то из 1320 аëüтернатив тоëüко 64 уäов-
ëетворяþт сìысëу заäа÷и. Лу÷øей из них оказа-
ëасü реãрессия

 = –552,38 +  +  +

+ , (33)

в которой все коэффиöиенты при объясняþщих

переìенных зна÷иìы, критерий R2 = 0,7312, а суì-
ìа кваäратов остатков составëяет 233,236.

Как виäно, по веëи÷ине суììы кваäратов остат-
ков ЛЛР (33) оказаëасü нескоëüко хуже, ÷еì МСПР
(31). При этоì ЛЛР (33) иìеет в своеì составе те
же реãрессоры, ÷то и МСПР (31).

Интерпретаöия ìоäеëи (33): с увеëи÷ениеì ÷ис-
ëенности рабо÷ей сиëы x3 на 1 тыс. ÷еë. перевозки
ãрузов y возрастаþт в среäнеì на 0,0746 ìëн т; с
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увеëи÷ениеì ÷исëа преäприятий и орãанизаöий x
18

на 1 % перевозки ãрузов y возрастаþт в среäнеì на
0,3113 ìëн т; с увеëи÷ениеì произвоäства эëект-
роэнерãии x22 на 1 % перевозки ãрузов y возраста-
þт в среäнеì на 0,427 ìëн т. Также ìожно сäеëатü
вывоä: есëи ÷исëо преäприятий и орãанизаöий x18

увеëи÷ится в e раз, то перевозки ãрузов y вырастут
в среäнеì на 31,1352 ìëн т; есëи произвоäство
эëектроэнерãии x

22
 увеëи÷ится в e раз, то перевоз-

ки ãрузов y вырастут в среäнеì на 42,7013 ìëн т.
Такиì образоì, есëи öеëüþ иссëеäоватеëя яв-

ëяется поëу÷ение тоëüко проãнозных зна÷ений
объеìов перевозок ãрузов y, то äëя этоãо ëу÷øе
воспоëüзоватüся ìоäеëяìи (29) и (32). А есëи ис-
сëеäоватеëя интересует еще и интерпретаöия вëи-
яния факторов на y, то нужно испоëüзоватü при-
ìерно оäинаковые по ка÷еству, но разные по сìыс-
ëу МСПР (31) и ЛЛР (33).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе ввеäены äве новые спеöи-
фикаöии реãрессионных ìоäеëей — ìуëüтипëика-
тивная степенно-показатеëüная реãрессия (МСПР)
и ëинейно-ëоãарифìи÷еская реãрессия (ЛЛР).
Рассìотрены вопросы их оöенивания и интер-
претаöии. Гëавныì äостоинствоì преäëоженных
спеöификаöий явëяется то, ÷то в резуëüтате их
построения кажäоìу коэффиöиенту реãрессии, за
искëþ÷ениеì свобоäноãо ÷ëена, ãарантированно
ìожно äатü некоторуþ соäержатеëüнуþ интерпре-
таöиþ. Спеöификаöии МСПР и ЛЛР позвоëяþт
выявëятü и анаëизироватü новые неëинейные зако-
ноìерности функöионирования иссëеäуеìых про-
öессов иëи объектов, поэтоìу в öеëоì повыøаþт
öенностü реãрессионноãо анаëиза.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Pardoe, I. Applied Regression Modeling. — Wiley, 2020. —
336 p.

2. Westfall, P.H., Arias, A.L. Understanding Regression Analysis:
a Conditional Distribution Approach. — Chapman and Hall/
CRC, 2020. — 514 p.

3. Клейнер Г.Б. Произвоäственные функöии: теория, ìетоäы,
приìенение. — М.: Финансы и статистика, 1986. — 239 с.
[Kleiner, G.B. Production Functions: Theory, Methods, Appli-
cation. — Moscow: Finance and Statistics, 1986. — 239 s.
(In Russian)]

4. Клейнер Г.Б. Эконоìика. Моäеëирование. Матеìатика.
Избранные труäы. — М.: ЦЭМИ РАН, 2016. — 856 с.
[Kleiner, G.B. Economy. Modeling. Maths. Selected Works. —
Moscow: TsEMI RAN, 2016. — 856 s. (In Russian)]

5. Хацкевич Г.А., Проневич А.Ф., Чайковский М.В. Двухфак-
торные произвоäственные функöии с заäанной преäеëü-
ной норìой заìещения // Эконоìи÷еская наука сеãоäня. —
2019. — № 10. — С. 169—181. [Khatskevich, G.A., Prone-
vich, A.F., Chaikovskii, M.V. Dvukhfaktornye proizvodstvennye

funktsii s zadannoi predel'noi normoi zameshcheniya // Eko-
nomicheskaya nauka segodnya. — 2019. — No. 10. —
P. 169—181. (In Russian)]

6. Носков С.И. Техноëоãия ìоäеëирования объектов с неста-
биëüныì функöионированиеì и неопреäеëенностüþ в
äанных. — Иркутск: Обëинфорìпе÷атü, 1996. — 320 с.
[Noskov, S.I. Tekhnologiya modelirovaniya ob'ektov s nesta-
bil'nym funktsionirovaniem i neopredelennost'yu v dannykh. —
Irkutsk: Oblinformpechat', 1996. — 320 s. (In Russian)]

7. Базилевский М.П., Носков С.И. Форìаëизаöия заäа÷и
построения ëинейно-ìуëüтипëикативной реãрессии в виäе
заäа÷и ÷асти÷но-буëевоãо ëинейноãо проãраììирования //
Совреìенные техноëоãии. Систеìный анаëиз. Моäеëирова-
ние. — 2017. — № 3 (55). — С. 101—105. [Bazilevskii, M.P.,
Noskov, S.I. Formalizatsiya zadachi postroeniya lineino-
mul'tiplikativnoi regressii v vide zadachi chastichno-bulevogo
lineinogo programmirovaniya // Sovremennye tekhnologii. Sis-
temnyi analiz. Modelirovanie. — 2017. — Vol. 55, No. 3. —
P. 101—105. (In Russian)]

8. Иванова Н.К., Лебедева С.А., Носков С.И. Иäентификаöия
параìетров некоторых неãëаäких реãрессий // Инфорìа-
öионные техноëоãии и пробëеìы ìатеìати÷ескоãо ìоäеëи-
рования сëожных систеì. — 2016. — № 17. — С. 107—110.
[Ivanova, N.K., Lebedeva, S.A., Noskov, S.I. Identifikatsiya
parametrov nekotorykh negladkikh regressii // Informatsionnye
tekhnologii i problemy matematicheskogo modelirovaniya sloz-
hnykh sistem. — 2016. — No. 17. — P. 107—110. (In Rus-
sian)]

9. Носков С.И., Хоняков А.А. Проãраììный коìпëекс
построения некоторых типов кусо÷но-ëинейных реãрес-
сий // Инфорìаöионные техноëоãии и ìатеìати÷еское
ìоäеëирование в управëении сëожныìи систеìаìи. —
2019. — № 3 (4). — С. 47—55. [Noskov, S.I., Khonyakov, A.A.
Programmnyi kompleks postroeniya nekotorykh tipov kusoch-
no-lineinykh regressii // Informatsionnye tekhnologii i matem-
aticheskoe modelirovanie v upravlenii slozhnymi sistemami. —
2019. — Vol. 4, No. 3. — P. 47—55. (In Russian)]

10. Базилевский М.П., Носков С.И. Оöенивание инäексных ìо-
äеëей реãрессии с поìощüþ ìетоäа наиìенüøих ìоäуëей //
Вестник Российскоãо новоãо университета. Серия: Сëож-
ные систеìы: ìоäеëи, анаëиз и управëение. — 2020. —
№ 1. — С. 17—23. [Bazilevskii, M.P., Noskov, S.I. Otsenivanie
indeksnykh modelei regressii s pomoshch'yu metoda
naimen'shikh modulei // Vestnik Rossiiskogo novogo univer-
siteta. Seriya: Slozhnye sistemy: modeli, analiz i upravlenie. —
2020. — No. 1. — P. 17—23. (In Russian)]

11. Базилевский М.П., Вергасов А.С., Носков С.И. Групповой
отбор инфорìативных переìенных в реãрессионных ìоäе-
ëях // Южно-Сибирский нау÷ный вестник. — 2019. —
№ 4-1 (28). — С. 36—39. [Bazilevskii, M.P., Vergasov, A.S.,
Noskov, S.I. Gruppovoi otbor informativnykh peremennykh v
regressionnykh modelyakh // Yuzhno-Sibirskii nauchnyi vest-
nik. — 2019. — Vol. 28, No. 4-1. — P. 36—39. (In Russian)]

12. Елисеева И.И., Курышева С.В., Костеева Т.В. и äр. Эконо-
ìетрика. — М.: Финансы и статистика, 2007. — 576 с.
[Eliseeva, I.I., Kurysheva, S.V., Kosteeva, T.V., et al. Econo-
metrics. — Moscow: Finance and statistics, 2007. — 576 p.
(In Russian)]

13. Доугерти К. Ввеäение в эконоìетрику. — М.: ИНФРА-М,
2009. — 465 с. [Dougherti, K. Introduction to Econometrics. —
Moscow: INFRA-M, 2009. — 465 p. (In Russian)]

14. Горидько Н.П., Нижегородцев Р.М. Построение ëаãовых
реãрессионных ìоäеëей типа Кобба-Дуãëаса на äоëãосро÷-
ных вреìенных ãоризонтах // Пробëеìы управëения. —
2012. — № 3. — С. 55—63. [Goridko, N.P., Nizhegorodtsev,
R.M. Elaborating of Long-Run Lag Regressional Models of
Cobb-Douglas Type // Control Sciences. — 2012. — No. 3. —
P. 55—63. (In Russian)]

15. URL: https://ru.coursera.org/lecture/ekonometrika/3-1-3-inti-
erprietatsiia-koeffitsiienta-pri-logharifmirovanii-DdROH.



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

32 CONTROL SCIENCES ¹ 3 � 2021

16. Park, Y.W., Klabjan, Y.W. Subset selection for multiple linear
regression via optimization // Journal of Global Optimization. —
2020. — Vol. 77. — P. 543—574.

17. Chung, S., Park, Y.W., Cheong, T. A mathematical program-
ming approach for integrated multiple linear regression subset
selection and validation // Pattern Recognition. — 2020. —
Vol. 108. — Article no. 107565.

18. Bertsimas, D., Li, M.L. Scalable holistic linear regression //
Operations Research Letters. — 2020. — Vol. 48, no. 3. —
P. 203—208.

19. Базилевский М.П., Врублевский И.П., Носков С.И. и äр.
Среäнесро÷ное проãнозирование экспëуатаöионных пока-
затеëей функöионирования Красноярской жеëезной äоро-
ãи // Фунäаìентаëüные иссëеäования. — 2016. — № 10-3. —
С. 471—476. [Bazilevskii, M.P., Vrublevskii, I.P., Noskov, S.I.,
et al. Srednesrochnoe prognozirovanie ekspluatatsionnykh
pokazatelei funktsionirovaniya Krasnoyarskoi zheleznoi dorogi //
Fundamental'nye issledovaniya. — 2016. — No. 10-3. —
P. 471—476. (In Russian)]

20. Носков С.И., Врублевский И.П. Реãрессионная ìоäеëü äи-
наìики экспëуатаöионных показатеëей функöионирова-
ния жеëезноäорожноãо транспорта // Совреìенные техно-
ëоãии. Систеìный анаëиз. Моäеëирование. — 2016. —
№ 2 (50). — С. 192—197. [Noskov, S.I., Vrublevskii, I.P. Re-
gressionnaya model' dinamiki ekspluatatsionnykh pokazatelei
funktsionirovaniya zheleznodorozhnogo transporta // Sovre-
mennye tekhnologii. Sistemnyi analiz. Modelirovanie. — 2016. —
Vol. 50, no. 2. — P. 192—197. (In Russian)]

Статья представлена к публикации членом редколлегии
Н.Н. Бахтадзе.

Поступила в редакцию 11.01.2021, после доработки 04.03.2020.
Принята к публикации 10.03.2020.

Базилевский Михаил Павлович — канä. техн. наук, 
Иркутский ãосуäарственный университет путей сообщения,

 mik2178@yandex.ru.

CONSTRUCTING POWER-EXPONENTIAL AND LINEAR-LOGARITHMIC 
REGRESSION MODELS

M.P. Bazilevskiy

Irkutsk State Transport University, Irkutsk, Russia
 mik2178@yandex.ru

Abstract. When using nonlinear regression models, the estimates of the resulting dependence

are often difficult or even impossible to interpret. This paper develops nonlinear regression

specifications in which any estimated parameter, except the free term, can always be given

some practical interpretation. A multiplicative power-exponential regression generalizing the

Cobb—Douglas production function and an additive linear-logarithmic regression are construct-

ed. Three construction strategies are formulated for each of them, and the issues of interpreting

their estimates are considered in detail. The construction strategies based on the least absolute

deviations method are formalized as linear and partially Boolean linear programming problems.

The mathematical apparatus developed in this paper is illustrated by modeling rail freight traffic

in Irkutsk oblast.

Keywords: regression model, interpretation, multiplicative power-exponential regression, linear-logarithmic
regression, feature selection, least absolute deviations, rail freight traffic.
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