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Основопоëаãаþщий резуëüтат теории оптиìаëü-
ноãо управëения — принöип ìаксиìуìа Л.С. Пон-
тряãина [1], который своäит реøение заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения к реøениþ краевой заäа÷и
äëя систеìы обыкновенных äифференöиаëüных
уравнений. Аëãоритìи÷еские труäности на этоì
пути возрастаþт экспоненöиаëüно с увеëи÷ениеì
разìерности заäа÷и. Поэтоìу наряäу с уравнени-
яìи принöипа ìаксиìуìа øирокое приìенение
наøëи ìетоäы непосреäственной оптиìизаöии уп-
равëения, в ÷астности ìетоäы еãо посëеäоватеëü-
ноãо уëу÷øения [2—6].

Данная статüя посвящена экспериìентаëüноìу
иссëеäованиþ и сравнитеëüноìу анаëизу итераöи-
онных ìетоäов реøения заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения äинаìи÷ескиìи систеìаìи, которые опи-
сываþтся биëинейныìи уравненияìи. Этот кëасс
заäа÷ иãрает существеннуþ роëü в теории опти-
ìаëüноãо управëения. Так, к неìу относится кëасс
актуаëüных заäа÷ управëения квантовыìи систе-
ìаìи [7]. Теорети÷еское иссëеäование свойств рас-
сìатриваеìой в статüе заäа÷и и ìетоäов ее реøе-
ния выпоëнено в работе [8].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìатривается заäа÷а оптиìаëüноãо управ-
ëения:

I(v) = f
0
[t, x(t), u(t)]dt + F(x(T )) → min, (1)

 = f [t, x(t), u(t)],  x(0) = x0,  x ∈ En,
u ∈ U ⊂ R, (2)

ãäе En — евкëиäово пространство разìерности n с

произвеäениеì xy = x
i
y
i, ÷исëо T > 0, вектор x0,

вектор-функöия f(t, x, u), функöии F(x), f
0
(t, x, u) и

коìпактное ìножество U заäаны. Множество пар
вектор-функöий v = (x(•), u(•)), опреäеëенных на
отрезке [0, T ] и уäовëетворяþщих усëовияì (2),
буäеì называтü ìножествоì äопустиìых проöес-
сов и обозна÷атü ÷ерез D. При этоì функöия
u(t) — кусо÷но-непрерырывна, x(t) — непрерывна
и кусо÷но-äифференöируеìа. Преäпоëаãается,
÷то ìножество D непустое. Выäеëиì из äанной за-
äа÷и поäзаäа÷у уëу÷øения.

Пустü иìеется äопустиìый неоптиìаëüный
проöесс v

0
 = (x

0
(t), u

0
(t)) ∈ D. Требуется найти

проöесс v = (x(t), u(t)) ∈ D, такой ÷то I(v) < I(v
0
).

Повторяя операöиþ уëу÷øения, построиì уëу÷-
øаþщуþ посëеäоватеëüностü äопустиìых проöес-
сов {v

s
}⊂ D, äëя которой I(v

s + 1
) < I(v

s
).

Рассìотриì ÷астный сëу÷ай заäа÷и (1), (2):

I(v) = βu
2(t)dt + (x(T ), Lx(T )) → min, (3)

 = (A + uB)x,  x(0) = x0,  u ∈ [–a, a], (4)

ãäе L, A и B — ìатриöы разìерности n Ѕ n, β l 0.

Сëаãаеìое βu
2(t)dt в äанной заäа÷е иìеет реãуëя-

ризуþщий сìысë. Гëавная öеëü — ìиниìизаöия
функöии F(x(T )) = (x(T ), Lx(T )), при этоì ÷астü
ресурса управëения расхоäуется на ìиниìизаöиþ

Рассìотрена заäа÷а оптиìаëüноãо управëения äинаìи÷ескиìи систеìаìи, описываеìыìи
биëинейныìи äифференöиаëüныìи уравненияìи и кваäрати÷ныì критериеì оптиìаëüнос-
ти. Дëя такой заäа÷и привеäено сравнение эффективности ìетоäа Кротова и ãраäиентноãо
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реãуëяризуþщеãо сëаãаеìоãо. Еãо испоëüзование
упрощает уравнения операöии уëу÷øения, но ухуä-
øает скоростü схоäиìости посëеäоватеëüности
уëу÷øений.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÓËÓ×ØÅÍÈß

В äанной статüе рассìатриваþтся ãраäиентный
ìетоä [5, 6] и ìетоä Кротова (ãëобаëüный ìетоä по
терìиноëоãии работы [4]) реøения поставëенной
заäа÷и.

Ввеäеì в рассìотрение конструкöии из рабо-
ты [4]:

H(t, ψ, x, u) = ψ(A + Bu)x – βu
2,

R(t, x, u) = H(t, ψ(t), x, u) + x,

G(x) = (x, Lx) + ψ(T )x – ψ(0)x
0
,

(t, x) = arg maxR(t, x, u),  u ∈ [–a, a],

ãäе ψ — вектор пространства En, функöия ψ(t) —
реøение сопряженной систеìы

R
x
(t, x

0
(t), u

0
(t)) = dψ/dt + (AT + BTu

0
)ψ(t) = 0, (5)

G
x
(x

0
(T )) = ψ(T ) + F

x
(x

0
(T )) =

= ψ(T ) + 2Lx
0
(T ) = 0. (6)

Зäесü и äаëее R
x
, G

x
, F

x
 и R

u
 — ÷астные произвоä-

ные по соответствуþщиì переìенныì.

2.1. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä

Дëя унификаöии записи опиøеì ãраäиентный
ìетоä в терìинах ìетоäа Кротова.

Известны управëение u
0
(t) и, в сиëу уравнений

проöесса и на÷аëüных усëовий (4), траектория
x
0
(t). Пустü ÷астная произвоäная R

u
(t, x

0
(t), u

0
(t))

не равна нуëþ тожäественно на отрезке [0, T ]. Но-
вое управëение u(t) буäеì искатü äостато÷но бëиз-
киì к управëениþ u

0
(t) так, ÷тобы знак разности

ΔI = I(v) — I(v
0
) совпаäаë со знакоì ее ãëавной ëи-

нейной ÷асти

δI = G
x
(x

0
(T ))δx(T ) – (R

x
(t, x

0
(t), u

0
(t))δx(t) +

+ R
u
(t, x

0
(t), u

0
(t))δu(t))dt,

ãäе δx = x(t) – x
0
(t), δu = u(t) – u

0
(t).

Опреäеëиì сеìейство управëений u(t, ε) =
= u

0
+ εγ(t), т. е. δu = εγ(t), с параìетроì ε > 0, со-

ответствуþщее еìу сеìейство траекторий x(t, ε) и

сеìейство проöессов v(ε) = (x(t, ε), u(t, ε)). Сущес-
твует ε > 0 такое, ÷то I(v) < I(v

0
).

Алгоритм улучшения.

Шаг 1. Реøая заäа÷у Коøи (5), (6), нахоäиì со-
пряженнуþ функöиþ ψ(t) и соответственно иìееì

δI = –ε R
u
(t, x

0
(t), u

0
(t))γ(t)dt. (7)

Шаг 2. Функöиþ γ(t) выбираеì так, ÷тобы пра-
вая ÷астü выражения (7) быëа поëожитеëüной.

Шаг 3. Выбираеì произвоëüное ε > 0 и новое
управëение u(t, ε), из систеìы (4) опреäеëяеì тра-
екториþ x(t, ε).

Шаг 4. Вы÷исëяеì новое зна÷ение функöиона-
ëа I(v(ε)), соответствуþщее найäенныì управëе-
ниþ и траектории. Есëи уëу÷øения не произоøëо,
то уìенüøаеì ε и повторяеì øаã 3.

Основные неäостатки ãраäиентноãо ìетоäа:
— необхоäиìостü поäбиратü настрое÷ный пара-

ìетр ε на кажäой итераöии, есëи выбратü ε посто-
янныì и äостато÷но ìаëыì äëя поëу÷ения уëу÷-
øения на кажäой итераöии, то скоростü схоäиìос-
ти существенно снижается.

— приращения управëения ìаëы по опреäеëе-
ниþ, поэтоìу ìаëы и приращения функöионаëа
на кажäой итераöии, такиì образоì, скоростü
уëу÷øения критерия оптиìаëüности (3) при пос-
ëеäоватеëüноì итерировании поëу÷ается низкой.

2.2. Ìåòîä Êðîòîâà

Известны на÷аëüное управëение u
0
(t) и на÷аëü-

ная траектория x
0
(t), поëу÷енная из систеìы (4).

Аëãоритì уëу÷øения, основанный на äостато÷-
ных усëовиях оптиìаëüности, выãëяäит сëеäуþ-
щиì образоì [4].

Шаг 1. Реøая заäа÷у Коøи (5), (6) с известныìи
управëениеì u

0
 и траекторией x

0
, строиì сопря-

женнуþ функöиþ ψ(t).

Шаг 2. Заìыкая систеìу (4) управëениеì (t, x),
нахоäиì траекториþ x(t) и соответствуþщее уп-

равëение u(t) = (t,x(t)).
Уëу÷øение функöионаëа ãарантировано в тоì

сëу÷ае, есëи функöия F(x) воãнутая. В этоì сëу÷ае
функöия R(t, x, u) выпукëая по x, а функöия G(x) —
воãнутая, т. е. выпоëнение соотноøений

R
x
(t, x

0
(t), u

0
(t)) = 0, G

x
(x

0
(T )) = 0

обеспе÷ивает выпоëнение усëовий теореìы Кро-
това

R(t, x
0
(t), u

0
(t)) = R(t, x(t), u

0
(t)),

G(x
0
(T )) = G(x(T )).

dψ
dt
-------

ũ

0

T

∫
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T

∫

ũ
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Кроìе тоãо, существует актуаëüный кëасс заäа÷
[7], в котороì невоãнутая функöия F(x) = (x, Lx)
ìожет бытü ìоäифиöирована такиì образоì, ÷то
ãëобаëüный аëãоритì уëу÷øения становится при-
ìениìыì.

Рассìотриì ÷астный сëу÷ай систеìы (4), коãäа
ìатриöы A и B иìеþт сëеäуþщуþ бëо÷нуþ струк-
туру:

A = ,  B = ,

ãäе P
A
 и P

B
 — сиììетри÷ные ìатриöы разìерности

n/2Ѕn/2.

В этоì сëу÷ае, независиìо от выбора управëе-
ния, зна÷ение произвеäения (x, x) остается посто-
янныì, поэтоìу есëи функöия F(x) не явëяется
воãнутой, то ее сëеäует преобразоватü путеì при-
бавëения к ìатриöе L сëаãаеìоãо (–αE) с äоста-
то÷но боëüøиì зна÷ениеì α > 0, ãäе E — еäини÷-
ная ìатриöа. В работе [8] показана возìожностü
такоãо преобразования. Буäеì с÷итатü, ÷то ìатри-
öа L в äанноì сëу÷ае такова, ÷то F(x) — воãнутая
функöия.

Аëãоритìы реøения заäа÷и уëу÷øения ìето-
äоì Кротова при β = 0 и β > 0 существенно раз-
ëи÷аþтся. Испоëüзование реãуëяризуþщеãо сëаãа-

еìоãо β u
2(t)dt при β > 0 упрощает итераöионные

аëãоритìы уëу÷øения, но при этоì ухуäøается
схоäиìостü их посëеäоватеëüности.

Рассìотриì эти äва варианта заäания öеëевоãо
функöионаëа.

Пустü β > 0. Функöия H явëяется кваäрати÷ной
функöией по u с отриöатеëüныì коэффиöиентоì

при u2. Обозна÷иì K(t, x) = ψ(t)Bx(t). Новое управ-
ëение, построенное на второì øаãе аëãоритìа, бу-
äет иìетü виä:

(t, x) = 

В этоì сëу÷ае правая ÷астü систеìы (4) при

u(t) = (t, x) явëяется непрерывной и реøение за-
äа÷и Коøи не вызывает сëожностей.

Пустü β = 0. Функöия H ëинейна по u, коэф-
фиöиент при u равен K.

Исхоäя из этоãо, управëение, отве÷аþщее øаãу 2
описанноãо аëãоритìа, буäет иìетü виä:

(t, x) = 

Основная сëожностü зäесü состоит в тоì, ÷то
правая ÷астü систеìы ìожет иìетü поверхности
разрыва в фазовоì пространстве. В этоì сëу÷ае
заäа÷а (4), ãäе в ка÷естве управëения берется уп-

равëение (t, x), реøается поэтапно, кажäый этап
состоит в реøении отäеëüной заäа÷и Коøи на у÷а-
стке непрерывности правой ÷асти систеìы. В ка÷е-
стве на÷аëüных усëовий на кажäоì этапе берется
коне÷ная то÷ка поëу÷енной траектории преäыäу-
щеãо этапа.

В этоì сëу÷ае найäенное управëение буäет со-
стоятü из нескоëüких у÷астков, на кажäоì из ко-
торых оно буäет приниìатü ëибо оäно из своих
ãрани÷ных зна÷ений, ëибо такие зна÷ения, ÷тобы
обеспе÷итü проäоëжение äвижения вäоëü поверх-
ности K(t, x) = 0. Ввеäеì понятие особоãо режиìа.
Управëение называется особыì на отрезке [0, T ],
есëи на этоì отрезке K(t, x(t)) = 0 äëя всех t. Реøая
уравнение dK/dt = 0, поëу÷аеì

u(t) = u
0
(t) + .

Такиì образоì, на у÷астках особоãо режиìа
сëеäует реøатü систеìу

 = x

с на÷аëüныìи усëовияìи, поëу÷енныìи в коне÷-
ной то÷ке преäыäущеãо этапа. 

Возìожно äруãое реøение заäа÷и уëу÷øения
при β = 0, коãäа реøение не вкëþ÷ает в себя осо-
бое управëение. В этоì сëу÷ае

(t, x) = 

При реøении заäа÷и äанныì ìетоäоì найäен-
ное управëение приниìает тоëüко ãрани÷ные зна-
÷ения. У÷астки особоãо режиìа аппроксиìируþт-
ся ÷астыìи перекëþ÷енияìи управëения с –a на a
и обратно (так называеìый скоëüзящий режиì).
При этоì зна÷ение K(t, x) буäет бëизко к нуëþ.
При уìенüøении øаãа интеãрирования ÷исëо этих
перекëþ÷ений возрастает. Поëу÷енное такиì об-
разоì управëение äостато÷но сëожно испоëüзо-
ватü на практике, поэтоìу на таких отрезках боëее
öеëесообразно особое управëение, поëу÷енное при
поìощи äифференöирования равенства K(t, x) = 0.
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3. ÏÐÈÌÅÐÛ

Даëее рассìатривается конкретная заäа÷а оптиìаëü-
ноãо управëения, äëя которой реаëизуþтся описанные
итеративные ìетоäы реøения. Иссëеäовано изìене-
ние скорости схоäиìости ìетоäов при варüировании
исхоäных äанных заäа÷и: отрезка вреìени T, ÷исëа a,
заäаþщеãо ãраниöы управëения, параìетра реãуëяриза-
öии β.

Рассìотриì заäа÷у (3), (4) со сëеäуþщиìи исхоä-
ныìи äанныìи:

L = ;  A = ;

B = ; x
0
 = .

В äанной заäа÷е ìатриöа L отриöатеëüно опреäе-
ëенная, поэтоìу функöия F(x(T )) — воãнутая, и к за-
äа÷е ìожет бытü приìенен ãëобаëüный ìетоä уëу÷øе-
ния. Кроìе тоãо, ìатриöы A и B иìеþт бëо÷нуþ струк-

туру и выражение (x, x) остается постоянныì äëя раз-
ëи÷ных способов заäания управëения. Поэтоìу ìетоä
Кротова приìениì при реøении заäа÷и ìиниìизаöии
функöионаëа I(v) — α(x, Ex), α > 0.

В хоäе рас÷етов интерваë вреìени [0, T ] аппрокси-
ìироваëся равноìерной сеткой с øаãоì 0,0005, при
этоì зна÷ения управëения, траектории и сопряженной
траектории в узëах храниëисü в ìассивах. Их зна÷ения
в проìежуто÷ных то÷ках аппроксиìироваëисü ëиней-
ныìи спëайнаìи. На÷аëüное управëение быëо заäано
постоянныì u

0
 = 1 на всеì отрезке [0, T ]. При реøе-

нии заäа÷и Коøи приìеняëся ìетоä Рунãе — Кутта
÷етвертоãо поряäка. Заäа÷а реøаëасü ìетоäоì Кротова.
Варüироваëасü правая ãраниöа проìежутка вреìени T
(табë. 1), при этоì U = [–3, 3], β = 0. Зäесü и äаëее в
кëетках табëиö указаны зна÷ения функöионаëа I.

Можно виäетü, ÷то при увеëи÷ении отрезка вреìе-
ни зна÷ение öеëевоãо функöионаëа, котороãо уäается
äости÷ü, становится ìенüøе. При этоì с увеëи÷ениеì T
оптиìаëüноãо зна÷ения ìожно äости÷ü на боëее ран-
них итераöиях. При боëüøих зна÷ениях T äостиãается
абсоëþтный ìиниìуì кваäрати÷ной форìы (x, Lx) на
сфере (x, x) = (x

0
, x

0
). В äанной заäа÷е эта веëи÷ина

приниìает зна÷ение —12.
Рассìотриì изìенение проöеäуры уëу÷øения фун-

кöионаëа при варüировании параìетра реãуëяризаöии β
(табë. 2). Коне÷ный ìоìент вреìени T = 0,5, ãраниöы
управëения заäаþтся ÷исëоì a = 3. При уìенüøении β
проöесс уëу÷øения становится боëее эффективныì и
позвоëяет то÷нее прибëизитüся к оптиìаëüноìу зна÷е-
ниþ функöионаëа äëя äанной заäа÷и. Этот способ поз-
воëяет снизитü труäоеìкостü вы÷исëений, но ухуäøа-
ет эффективностü ìетоäа.

Рассìотриì как изìеняется итераöионный проöесс
при варüировании äопустиìых ãраниö управëения, при
этоì T = 0,5, β = 0. В посëеäней строке табë. 3 приве-
äено наиìенüøее зна÷ение функöионаëа, котороãо уäа-
ется äости÷ü. Отìетиì, ÷то при увеëи÷ении ãраниö уп-
равëения оптиìаëüное зна÷ение öеëевоãо функöионаëа
уìенüøается.

В табë. 4 провеäено сравнение реøений заäа÷и ìе-
тоäоì Кротова и ãраäиентныì ìетоäоì. Коне÷ный ìо-
ìент вреìени T = 0,5, ãраниöы управëения заäаþтся
÷исëоì a = 3, параìетр реãуëяризаöии β = 0. Можно

Таблица 1

Âàðüèðîâàíèå âðåìåíè T

Ноìер итераöии T = 0,5 T = 3 T = 6

0 –6,5945 –6,6382 –7,4850
1 –7,2889 –8,8029 –8,5175
2 –7,7260 –10,8684 –8,9996
3 –8,0689 –11,0557 –9,7743
4 –8,3702 –11,1628 –10,6686
5 –8,6404 –11,5634 –11,2690
6 –8,8816 –11,6864 –11,3286
7 –9,0869 –11,7846 –11,9899
8 –9,2653 –11,826 –11,9928
9 –9,4140 –11,8179 –11,9945

Таблица 2

Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà b

Ноìер 
итераöии

β = 0 β = 0,1 β = 0,5 β = 1

0 –6,5945 –6,5945 –6,5945 –6,5945
1 –7,2889 –7,2578 –7,1564 –6,9970
2 –7,7260 –7,7260 –7,5375 –7,2881
3 –8,0689 –8,0535 –7,8494 –7,5315
4 –8,3702 –8,3592 –8,1508 –7,7623
5 –8,6404 –8,6208 –8,4272 –7,9935
6 –8,8816 –8,8097 –8,6833 –8,2229
7 –9,0869 –9,0710 –8,9322 –8,4407
8 –9,2653 –9,2533 –9,1448 –8,6361
9 –9,4140 –9,4152 –9,3589 –8,8017

1– 0 0 0

0 2– 0 0

0 0 3– 0

0 0 0 1–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 0 1 2–

0 0 2– 1–

1– 2 0 0

2 1 0 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0 0 1– 1

0 0 1 2

1 1– 0 0

1– 2– 0 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1–

1

1–

1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Таблица 3

Âàðüèðîâàíèå äîïóñòèìûõ ãðàíèö óïðàâëåíèÿ

Ноìер 
итераöии

a = 2 a = 3 a = 6 a = 10

0 –6,5645 –6,5645 –6,5645 –6,5645
1 –7,2103 –7,2889 –7,3406 –8,2363
2 –7,5404 –7,7260 –7,8619 –8,9838
3 –7,7803 –8,0689 –8,3341 –9,2730
4 –7,9787 –8,3702 –8,7236 –9,5488
5 –8,1422 –8,6404 –9,0462 –9,6718
6 –8,2789 –8,8816 –9,2672 –9,8144
7 –8,3916 –9,0869 –9,4532 –9,9429
8 –8,4823 –9,2653 –9,6175 –10,0456
9 –8,5551 –9,4140 –9,9166 –10,1637
– –8,8241 –10,1606 –11,7656 –11,9317
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заìетитü, ÷то зна÷ения функöионаëа I = –8,8 ìетоäоì
Кротова уäается äости÷ü на øестой итераöии, а ãраäи-
ентный ìетоä привоäит к неìу тоëüко на оäиннаäöатой.

Увеëи÷иì äопустиìые ãраниöы управëения, пустü
a = 10, при этоì T = 0,5, β = 0 (табë. 5). При расøи-
рении отрезка äопустиìых зна÷ений управëения äо
[–10, 10] ìетоä Кротова остается также боëее эффек-
тивныì, зна÷ение функöионаëа –9,6 при еãо приìене-

нии äостиãается на пятой итераöии, ãраäиентный ìе-
тоä позвоëяет поëу÷итü такое же зна÷ение на äевятой.

Отìетиì, ÷то при реøении заäа÷и ãраäиентныì ìе-
тоäоì некоторые итераöии требуþт нескоëüких проãо-
нок, так как параìетр ε выбирается интуитивно, и вре-
ìя поëу÷ение реøения, бëизкоãо к оптиìаëüноìу, уве-
ëи÷ивается. Метоä Кротова не требует поäбиратü на-
строе÷ный параìетр, и кажäая итераöия выпоëняется
за оäну проãонку.

Рассìотриì приìенение ìетоäа Кротова к заäа÷е с
изìененныì функöионаëоì, поëу÷енныì с поìощüþ
прибавëения к ìатриöе L ìатриöы (–αE). В рассìат-
риваеìой заäа÷е ìатриöа L отриöатеëüно опреäеëен-
ная, поэтоìу при изìенении критерия оптиìаëüности
воãнутостü функöии F(x) сохраняется. Новое управëе-
ние, поëу÷енное в резуëüтате уëу÷øения, на кажäоì
øаãе не еäинственно, но при этоì оптиìаëüное зна÷е-
ние функöионаëа не äоëжно изìенитüся.

Пустü T = 4, a = 3, β = 0. В ка÷естве на÷аëüноãо уп-
равëения быëо выбрано постоянное управëение u

0
 = 0,3

на всеì отрезке [0, T ] (табë. 6). Виäно, ÷то при изìе-
нении функöионаëа путеì прибавëения к ìатриöе L
ìатриöы (–αE) проöеäура уëу÷øения остается эффек-
тивной, но при разëи÷ных α ìожет изìенятüся ско-
ростü уëу÷øения функöионаëа.

Опиøеì боëее поäробно оäну итераöиþ ìетоäа
Кротова при наëи÷ии особоãо режиìа. На÷аëüное уп-
равëение выбереì постоянныì u

0
 = 0,3 на всеì отрез-

ке [0, T ], β = 0, a = 3, T = 0,5.
На÷иная с t = 0,035, реаëизуется особый режиì, ãäе

K(t, x) приниìает зна÷ения, бëизкие к нуëþ, но с раз-
ныìи знакаìи. На рис. 1 боëее поäробно выäеëен от-
резок у÷астка особоãо режиìа. При уìенüøении øаãа

Таблица 4

Ñðàâíåíèå ìåòîäà Êðîòîâà è ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

Ноìер итераöии Метоä Кротова Граäиентный ìетоä

0 –6,5645 –6,5645
1 –7,2889 –6,8024
2 –7,7260 –7,0236
3 –8,0689 –7,2537
4 –8,3702 –7,4873
5 –8,6404 –7,7188
6 –8,8816 –7,9433
7 –9,0869 –8,1569
8 –9,2653 –8,3568
9 –9,4140 –8,5416

Таблица 5

Ñðàâíåíèå ìåòîäà Êðîòîâà è ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà 
ïðè óâåëè÷åíèè äîïóñòèìûõ ãðàíèö óïðàâëåíèÿ

Ноìер итераöии Метоä Кротова Граäиентный ìетоä

0 –6,5645 –6,5645
1 –8,2363 –7,0158
2 –8,9838 –7,4758
3 –9,2730 –7,9341
4 –9,5488 –8,3537
5 –9,6718 –8,7139
6 –9,8144 –9,0116
7 –9,9429 –9,2534
8 –10,0456 –9,4486
9 –10,1637 –9,6063

Таблица 6

Ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè F(x)

Ноìер итераöии I = (x, Lx) I = (x, (L – 2E)x)

0 –7,7601 –7,7601
1 –8,4033 –8,1487
2 –9,9071 –9,7277
3 –10,8199 –10,8279
4 –11,2210 –11,4753
5 –11,4234 –11,5165
6 –11,5449 –11,7276
7 –11,7511 –11,8034
8 –11,8267 –11,8498
9 –11,8677 –11,8422

10 –11,9100 –11,9421

Рис. 1. График K(t, x) при переходе на особый режим

Рис. 2. График управления

pb0510.fm  Page 26  Monday, September 27, 2010  9:15 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

27ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2010

интеãрирования то÷ностü ìетоäа повыøается, и ãрани-
öы äиапазона, в котороì изìеняется K(t, x) на у÷астках
особоãо режиìа, становятся бëиже к нуëþ.

График управëения, поëу÷енный с поìощüþ ãëо-
баëüноãо ìетоäа уëу÷øения, преäставëен на рис. 2.

При t < 0,035 зна÷ение K(t, x) > 0, u* = argmaxH(t, x) =
= 3, u ∈ [–3, 3]. При t > 0,035 реаëизуется особый
режиì.

Рассìотриì заäа÷у, в которой функöия F(x) невоã-
нутая. Поëожиì

L = ,

T = 0,5, a = 3, β = 0, на÷аëüное управëение u
0
 = 1 на

всеì отрезке вреìени [0, 0,5]. Реøая заäа÷у с ìоäифи-
öированной ìатриöей

L
1
 = L – 3E = ,

поëу÷иì уëу÷øение исхоäноãо функöионаëа с ìатри-
öей L (табë. 7).

В исхоäной заäа÷е с невоãнутой функöией F(x) ãëо-
баëüный ìетоä не äает уëу÷øения, но в ìоäифиöиро-
ванной заäа÷е он показывает ëу÷øий резуëüтат, ÷еì
ãраäиентный ìетоä. Оптиìаëüное зна÷ение äëя äанной
заäа÷и I = 4,03. Граäиентныì ìетоäоì оно äостиãает-
ся на 43-й итераöии, а ãëобаëüный ìетоä с ìоäифиöи-
рованной ìатриöей L

1
 позвоëяет поëу÷итü еãо на 15-й.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Экспериìентаëüно иссëеäована заäа÷а опти-
ìаëüноãо управëения äинаìи÷ескиìи систеìаìи,
которые описываþтся биëинейныìи äифферен-
öиаëüныìи уравненияìи и кваäрати÷ныì крите-
риеì оптиìаëüности. Рассìотрен приìер, коãäа

заäа÷а реøаëасü треìя итеративныìи ìетоäаìи —
ãраäиентныì, ìетоäоì Кротова и ìетоäоì Крото-
ва с реãуëяризаöией при варüировании исхоäных
äанных заäа÷и: коне÷ноãо ìоìента вреìени, ãра-
ниö управëения и параìетра реãуëяризаöии. При
увеëи÷ении коне÷ноãо ìоìента вреìени T зна÷е-
ние öеëевоãо функöионаëа, котороãо уäается äо-
сти÷ü, становится ìенüøе. При расøирении от-
резка äопустиìых зна÷ений управëения оптиìаëü-
ное зна÷ение öеëевоãо функöионаëа уìенüøается.
Вывоä иссëеäования: ìетоä Кротова оказывается
боëее эффективныì äëя реøения заäа÷ такоãо
кëасса. Испоëüзование реãуëяризуþщеãо сëаãае-
ìоãо обëеã÷ает аëãоритì уëу÷øения, но ухуäøает
скоростü схоäиìости ìетоäа. Иссëеäован способ
описания особых режиìов, возникаþщих при ре-
øении заäа÷и ìетоäоì Кротова, который позвоëя-
ет искëþ÷итü у÷астки скоëüзящеãо режиìа, ÷то су-
щественно обëеã÷ает испоëüзование поëу÷енноãо
управëения в практи÷еских öеëях.

Кроìе тоãо, описана заäа÷а управëения систе-
ìой, записанной в особоì бëо÷ноì виäе, с невоã-
нутыì критериеì оптиìаëüности. Рассìотрено
преобразование критерия ка÷ества, которое поз-
воëяет приìенятü ìетоä уëу÷øения Кротова äëя
таких систеì в сиëу наëи÷ия äëя них äинаìи÷ес-
коãо инварианта. Систеìы такоãо виäа возникаþт
в прикëаäных заäа÷ах физики, в ÷астности, в за-
äа÷ах управëения квантовыìи систеìаìи с поìо-
щüþ ëазерноãо изëу÷ения.
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Таблица 7

Ìîäèôèêàöèÿ ìàòðèöû L äëÿ íåâîãíóòîé ôóíêöèè F(x)

Ноìер 
итераöии

Граäиентный 
ìетоä 

с ìатриöей L

Метоä 
Кротова 

с ìатриöей L

Метоä 
Кротова 

с ìатриöей L
1

0 6,5945 6,5945 6,5945
1 5,7352 8,5095 5,5292
2 5,3442 9.3013 4,8725
3 5,0876 7,7084 4,4702
4 4,8675 9,1927 4,2824
5 4,6843 8,0539 4,1819
6 4,5385 9,1579 4,1319
7 4,4255 8,0816 4,1003
8 4,3392 9,1503 4,0807
9 4,2735 8,1003 4,0686
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