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Реøение ìноãих прикëаäных заäа÷ и проöессов
управëения, выбор проãраììных траекторий и уп-
равëения своäится к управëениþ составныìи сис-
теìаìи.

Сëеäуя работаì [1, 2], составной буäеì назы-
ватü äинаìи÷ескуþ систеìу, описываеìуþ на раз-
ных интерваëах вреìени разныìи äифференöи-
аëüныìи уравненияìи и некоторыìи коне÷ныìи
связяìи äëя стыковки траекторий.

Составные систеìы встре÷аþтся в разëи÷ных
прикëаäных заäа÷ах авиастроения, робототехни-
ки, эëектроэнерãетики и äр. Матеìати÷еская ìо-
äеëü составной систеìы возникает, в ÷астности,
при иссëеäовании проöессов управëения с у÷етоì
взаиìоäействия объекта управëения со среäой в
соответствии с некоторыìи физи÷ескиìи закона-
ìи, проявëяþщиìися в äискретные ìоìенты вре-
ìени.

Составная систеìа ìожет бытü поëу÷ена также
при кусо÷но-ëинейной аппроксиìаöии сëожной
систеìы неëинейных äифференöиаëüных уравне-
ний. Поэтоìу реøение разëи÷ных заäа÷ управëе-
ния неëинейной äинаìи÷еской систеìой, такиì

образоì, ìожет бытü аппроксиìировано реøени-
яìи анаëоãи÷ных заäа÷ äëя составной систеìы.

Иссëеäование и реøение разëи÷ных заäа÷ уп-
равëения составныìи систеìаìи иìеþт важное
теорети÷еское и прикëаäное зна÷ение, расøиряþт
обëастü приìенения соответствуþщей ìатеìати-
÷еской теории. В ÷астности, в äокëаäе [3] ìатеìа-
ти÷еские ìоäеëи поäобных систеì, их повеäение и
вопросы управëения. В работах [1, 2] привеäены
необхоäиìые усëовия оптиìаëüности составных
систеì. В статüе [4] иссëеäовано реøение заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения ëинейныìи ãибриäны-
ìи систеìаìи (в äискретноì вреìени) с кваäра-
ти÷ныì критериеì ка÷ества. Работа [5] посвящена
ка÷ественноìу анаëизу кусо÷но-ëинейных äина-
ìи÷еских систеì.

Настоящая статüя посвящена иссëеäованиþ
некоторых свойств äвижения составных систеì, в
÷астности, поиску явноãо анаëити÷ескоãо виäа äви-
жения, форìуëировке необхоäиìоãо и äостато÷-
ноãо усëовий впоëне управëяеìости, разработке
ìетоäа реøения заäа÷и управëения ëинейныìи
составныìи систеìаìи и способа реøения заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения, а также форìуëировке
усëовий существования проãраììноãо управëения
и äвижения.

Рассìотрена ìатеìати÷еская ìоäеëü управëения ëинейныìи составныìи систеìаìи,
описываеìыìи на разных интерваëах вреìени разныìи äифференöиаëüныìи уравнени-
яìи и некоторыìи коне÷ныìи связяìи äëя прееìственности äвижения составных сис-
теì. Построен анаëити÷еский виä äвижения составных систеì, иссëеäованы свойства
äвижения и ãеоìетри÷еская структура обëасти äостижиìости. Сфорìуëированы необхо-
äиìое и äостато÷ное усëовия впоëне управëяеìости. Преäëожен ìетоä реøения заäа÷и
управëения составныìи систеìаìи и способ реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения,
сфорìуëированы усëовия существования проãраììноãо управëения и äвижения.

Ключевые слова: составная систеìа, впоëне управëяеìостü, оптиìаëüное управëение, обëастü äо-
стижиìости, усëовия прееìственности äвижения.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ× ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Рассìотриì управëяеìуþ составнуþ äинаìи-
÷ескуþ систеìу, äвижение которой на интерваëе
вреìени t

k – 1
 m t m t

k
, k = 1, ..., m, описывается

n
k
-ìерной систеìой

 = A
k
(t)x(k) + B

k
(t)u(k). (1.1)

Зäесü x(k)(t) ∈ , x(k) — фазовый вектор сис-
теìы; A

k
(t) и B

k
(t), k = 1, ..., m, — ìатриöы пара-

ìетров систеìы (ìоäеëи объекта) разìерностяìи

(n
k
×n

k
) и (n

k
×r

k
) соответственно; u(k)(t) — (r

k
×1)-

вектор управëяþщих возäействий. В общеì сëу÷ае
буäеì преäпоëаãатü, ÷то эëеìенты ìатриö A

k
(t) и

B
k
(t) и коìпоненты вектор-стоëбöов u(k)(t) явëяþт-

ся изìериìыìи оãрани÷енныìи функöияìи.
Преäпоëаãается, ÷то заäаны проìежуто÷ные

ìоìенты вреìени 0 m t
0
 < t

1
 < ... < t

m – 1
 < t

m
 = T.

Пустü заäаны на÷аëüное

x
(1)(t

0
) = (1.2)

и коне÷ное

x
(m)(T ) = (1.3)

состояния систеìы.
Прееìственностü ìежäу составныìи систе-

ìаìи (1.1) при k = 1, ..., m (стыковки траекто-
рий) обеспе÷ивается выпоëнениеì сëеäуþщих
усëовий в проìежуто÷ные ìоìенты вреìени t

k
,

k = 1, ..., m – 1:

E
k
x

(k)(t
k
) + F

k
x

(k + 1)(t
k
) = α

k
, (1.4)

ãäе E
k
 – (n

k + 1
×n

k
)-ìерные, F

k
 – (n

k + 1
×n

k + 1
)-ìер-

ные ìатриöы, а α
k
 – (n

k + 1
×1)-ìерный вектор-

стоëбеö.
Преäпоëаãается, ÷то ìатриöы E

k
, F

k
 и вектор α

k

известны, а ìатриöы F
k
 такие, ÷то существуþт об-

ратные ìатриöы , т. е. detF
k
 ≠ 0.

Рассìотриì сëеäуþщие заäа÷и.
Задача 1. Требуется найти усëовия, при кото-

рых существуþт проãраììные управëяþщие воз-

äействия u(k)(t), k = 1, ..., m, перевоäящие äвиже-

ния составной систеìы (1.1) x(k)(t) из на÷аëüноãо
состояния (1.2), при усëовии (1.4), в коне÷ное со-
стояние (1.3) на проìежутке вреìени [t

0
, T ], а так-

же построитü их. ♦
Пустü äëя отбора оптиìаëüных реøений на

проìежутке вреìени [t
0
, T ] заäан некоторый кри-

терий ка÷ества k[u], ãäе и — набор управëяþщих

возäействий, т. е. u = {u(1)(t), ..., u(k)(t)|u(i)(t) ∈ P
i
,

i = 1, ..., k}, который ìожет иìетü сìысë норìы
некотороãо норìированноãо пространства.

Заäа÷у оптиìаëüноãо управëения äëя систеìы
(1.1) с усëовияìи (1.2)—(1.4) и критериеì ка÷ества
k[u] ìожно сфорìуëироватü сëеäуþщиì образоì.

Задача 2. Требуется найти набор оптиìаëüных

управëяþщих возäействий u0(t) = {u(1)0(t), ..., u(m)0(t)},
t ∈ [t

0
, T ], который перевоäит äвижение систеìы

(1.1) из на÷аëüноãо состояния (1.2) при усëовии
(1.4) в коне÷ное состояние (1.3) и иìеет наиìенü-

øее возìожное зна÷ение критерия ка÷ества k[u0].

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Дëя реøения поставëенных заäа÷ построиì äви-
жение составной систеìы (1.1) с усëовияìи (1.2).
Дëя этоãо напиøеì реøение систеìы (1.1) äëя
проìежутка вреìени [t

0
, t

1
] в виäе [6]

x
(1)(t) = X

1
[t

0
, t

1
]x(1)(t

0
) + H

1
[t, τ]u(1)(t)dτ, (2.1)

а äëя ìоìентов вреìени t l t
k
, k = 1, ..., m – 1,

преäставиì еãо в виäе

x
(k + 1)(t) = X

k + 1
[t, t

k
]x(k + 1)(t

k
) +

+ H
k + 1

[t, τ]u(k + 1)(t)dτ, (2.2)

ãäе H
k
[t, τ] = X

k
[t, τ]B

k
[τ], а ÷ерез X

k
[t, τ] обозна-

÷ена норìированная фунäаìентаëüная ìатриöа
реøения оäнороäной ÷асти уравнения (1.1) на
проìежутке вреìени [t

k – 1
, t

k
].

У÷итывая усëовия прееìственности составных
систеì, из уравнения (1.4) поëу÷иì

x
(k + 1)(t

k
) = (α

k
 – E

k
x

(k)(t
k
)). (2.3)

Поäставëяя выражение (2.3) в реøение (2.2),
поëу÷аеì

x
(k + 1)(t) = X

k + 1
[t, t

k
] α

k
 –

– X
k + 1

[t, t
k
] E

k
x

(k)(t
k
) +

+ H
k + 1

[t, τ]u(k + 1)(t)dτ. (2.4)

x·
k( )

R
n
k

x0
1( )

xT
m( )

Fk
1–

t
0

t

∫

t
k

t

∫

Fk
1–

Fk
1–

Fk
1–

t
k

t

∫
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В форìуëе (2.4) при k = 1 и посëе поäстановки

выражения x(1)(t
1
) из (2.1) поëу÷иì

x
(2)(t) = X

2
[t, t

1
] α

1
 –

– X
2
[t, t

1
] E

1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
) –

– X
2
[t, t

1
] E

1
H

1
[t

1
, τ]u(1)(t)dτ + H

2
[t, τ]u(2)(t)dτ.

Есëи в форìуëе (2.4) k l 2, то, записывая фор-
ìуëу (2.2) äëя преäыäущей составной систеìы
(т. е. äëя проìежутка вреìени [t

k – 1
, t

k
]), при t = t

k

буäеì иìетü

x
(k)(t

k
) = X

k
[t
k
, t

k – 1
]x(k)(t

k – 1
) +

+ H
k
[t
k
, τ]u(k)(t)dτ. (2.5)

Из усëовия (1.4) поëу÷иì

x
(k)(t

k – 1
) = (α

k – 1
 – E

k – 1
x

(k – 1)(t
k – 1

)). (2.6)

У÷итывая форìуëы (2.5) и (2.6), запиøеì вы-
ражение (2.4) в виäе

x
(k + 1)(t) = X

k + 1
[t, t

k
] α

k
 –

– X
k + 1

[t, t
k
] E

k
X
k
[t
k
, t

k – 1
] α

k – 1
 +

+ X
k + 1

[t, t
k
] E

k
X
k
[t
k
, t

k – 1
] E

k – 1
x
(k – 1)(t

k – 1
) –

– X
k + 1

[t, t
k
] E

k
H

k
[t
k
, τ]u(k)(t)dτ +

+ H
k + 1

[t, τ]u(k + 1)(τ)dτ.

Проäоëжая эту проöеäуру äëя преäыäущих про-
ìежутков вреìени, с у÷етоì усëовия прееìствен-
ности составных систеì, äо äостижения проìе-
жутка вреìени [t

0
, t

1
] и у÷итывая на÷аëüное усëо-

вие (1.2) äëя фазовоãо состояния x(k + 1)(t), поëу÷иì
сëеäуþщее выражение:

x
(k + 1)(t) = X

k + 1
[t, t

k
] (–1)k E

k + 1 – j
 Ѕ

Ѕ X
k + 1 – j

[t
k + 1 – j

, t
k – j

] E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
) +

+ (–1)k – 1
E
k + 1 – j

X
k + 1 – j

[t
k + 1 – j

, t
k – j

] α
1
 +

+ (–1)k – 2
E
k + 1 – j

X
k + 1 – j

[t
k + 1 – j

, t
k – j

] Ѕ

Ѕ α
2
 + ... + α

k
 + X

k + 1
[t, t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k E
k + 1 – j

X
k + 1 – j

[t
k + 1 – j

, t
k – j

]  Ѕ

ЅE
1

H
1
[t

1
, τ]u(1)(τ)dτ + (–1)k – 1

E
k + 1 – j

X
k + 1 – j

 Ѕ

Ѕ [t
k + 1 – j

, t
k – j

] E
2

H
2
[t

2
, τ]u(2)(τ)dτ + ... +

+ (–1)E
k

H
k
[t
k
, τ]u(k)(τ)dτ  +

+ H
k + 1

[t, τ]u(k + 1)(τ)dτ.

Ввеäя обозна÷ения

 = E
k + 1 – j

X
k + 1 – j

[t
k + 1 – j

, t
k – j

] ,

k = 2, 3, ..., m;  i = 1, 2, ..., k – 1,

поëу÷енное выражение äëя фазовоãо состояния

x
(k + 1)(t) запиøеì в виäе

x
(k + 1)(t) = X

k + 1
[t, t

k
] (–1)k – i α

i
 +

+ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  + X

k + 1
[t, t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ]u(i)(τ)dτ +

+ H
k + 1

[t, τ]u(k + 1)(τ)dτ. (2.7)

Зäесü разìерностü ìатриöы  равна

(n
k + 1

×n
k + 1

) и принято, ÷то при i = k  = E —

еäини÷ная ìатриöа разìерностüþ (n
k + 1

×n
k + 1

).

Такиì образоì, иìея на÷аëüное состояние

x
(1)(t

0
) (1.2), усëовия стыковки (прееìственности)

фазовой траектории (1.4) и заäавая управëяþщие

возäействия u(i)(t), i = 1, ..., k, с поìощüþ форìуëы
(2.7) ìожно опреäеëитü фазовое состояние систе-
ìы (1.1) äëя произвоëüноãо ìоìента вреìени t из
ëþбоãо проìежутка вреìени [t

k – 1
, t

k
], k = 1, ..., m.

F1
1–

F1
1–

F1
1–

t
0

t
1

∫
t
1

t

∫

t
k 1–

t
k

∫

Fk 1–
1–

Fk
1–

Fk
1–

Fk 1–
1–

Fk
1–

Fk
1–

Fk
1–

t
k 1–

t
k

∫

t
k

t

∫

Fk
1–

⎩
⎨
⎧

j 1=

k 1–

∏

Fk j–
1–

j 1=

k 1–

∏ Fk j–
1–

j 1=

k 2–

∏

Fk j–
1–

⎭
⎬
⎫

Fk
1–

⎩
⎨
⎧

j 1=

k 1–

∏ Fk j–
1–

t
0

t
1

∫
j 1=

k 2–

∏

Fk j–
1–

t
1

t
2

∫

t
k 1–

t
k

∫
⎭
⎬
⎫

t
k

t

∫

Wi
k( )

j 1=

k i–

∏ Fk j–
1–

Fk
1–

i 1=

k

∑ Wi
k( )

Wi
k( )

Fk
1–

i 1=

k

∑ Wi
k( )

t
i 1–

t
i

∫

t
k

t

∫

Wi
k( )

Wk
k( )
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3. Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÄÂÈÆÅÍÈß
ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Форìуëа (2.7) преäставëяет явный анаëити÷ес-
кий виä äвижения составной систеìы (1.1). В сиëу
оãрани÷енности ìножеств P

k
, k = 1, ..., m, из вы-

ражения (2.7) непосреäственно сëеäует, ÷то ре-

øение x
(k)(t) преäставëяет собой äействитеëü-

ный, абсоëþтно непрерывный n
k
-ìерный вектор

на  [7].
К ка÷ественныì аспектаì теории управëения

принаäëежит понятие обëасти (ìножества) äости-
жиìости управëяеìоãо äвижения. Эти ìножества
тесно связаны с разëи÷ныìи заäа÷аìи управëения
и ìноãие резуëüтаты теории управëения ìожно
поëу÷итü, изу÷ая ãеоìетри÷ескуþ структуру обëас-
ти äостижиìости [8, 9].

Пустü иìееì u
(k)(t) ∈ P

k
, k = 1, ..., m — набор уп-

равëений, опреäеëяеìых на проìежутках вреìени
[t
k – 1

, t
k
].

Совокупностü всех реøений систеìы (1.1), ко-
торые иìеþт явный виä (2.7), обозна÷иì ÷ерез

X(t
0
, , t, {t

i
, u(i), E

i
, F

i
, α

i
|i = 1, 2, ..., k}).

Определение. Множество

K(t
0
, , ) = {x(k + 1)( )∈ |x(k + 1)(•)∈X(t

0
, ,

t, {t
i
, u(i), E

i
, F

i
, α

i
|i = 1, 2, ..., k + 1})}

буäеì называтü обëастüþ äостижиìости составной

систеìы (1.1) в ìоìент вреìени  ∈ [t
k
, t

k + 1
], от-

ве÷аþщей на÷аëüноìу усëовиþ (1.2), набору уп-

равëений u(k)(t) ∈ P
k
 и усëовиþ стыковки траекто-

рий (1.3). ♦

Набор управëения u(k)(t) составëяþт все управ-

ëения u(i)(t) ∈ P
i
 t ∈ [t

i –1
, t

i
], i = 1, ..., k, т. е. u(k)(t) =

= {u(1)(t), ..., u(k)(t)|u(i)(t) ∈ P
i
 i = 1, ..., k}.

Основные свойства обëасти äостижиìости со-
ставной систеìы форìуëируþтся в сëеäуþщей
теореìе.

Теорема 1. Область достижимости K(t
0
, , )

составной системы (1.1) является компактной, вы-

пуклой и непрерывно зависит от  при  ∈ [t
k
, t

k + 1
],

k = 1, ..., m – 1.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Дëя краткости записи ìножес-

тва äостижиìости, в ее обозна÷ении буäеì опускатü все

веëи÷ины, кроìе коне÷ноãо ìоìента вреìени . Чтобы

äоказатü, ÷то обëастü K( )  ∈ [t
k
, t

k + 1
] явëяется коì-

пактныì ìножествоì покажеì, ÷то оно оãрани÷ено и

заìкнуто в .

В сиëу оãрани÷енности ìножеств P
k
, k = 1, ..., m, из

равенства (2.7) непосреäственно сëеäует оãрани÷ен-

ностü обëасти äостижиìости K( ).

Чтобы äоказатü заìкнутостü ìножества K( ) в ìно-

жестве , покажеì, ÷то из ëþбой посëеäоватеëüнос-

ти то÷ек ( ), ( ), ..., ( ), ... в K( )

ìожно выäеëитü поäпосëеäоватеëüностü, схоäящуþся к

некоторой преäеëüной то÷ке ( ) в K( ).

Рассìотриì соответствуþщие реøения ( ),

j = 1, 2, 3, ..., и наборы управëений ( ), ( ),

..., ( ), ... 

Из равенства (2.7) иìееì, ÷то äëя всех j = 1, 2, 3, ...
справеäëиво

( ) = X
k + 1

[ , t
k
] (–1)k – i α

i
 +

+ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  + X

k + 1
[ , t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ +

+ H
k + 1

[ , τ] (τ)dτ, (3.1)

ãäе (•) ∈ P
i
, i = 1, 2, ..., k + 1. Из сëабой коìпакт-

ности ìножества P
i
 [10] сëеäует, ÷то из посëеäоватеëü-

ности наборов функöий { (•), i = 1, ..., k + 1} ìожно

выäеëитü поäпосëеäоватеëüностü, сëабо схоäящуþся к

набору функöии (•) ∈ P
i
, i = 1, 2, ..., k + 1. Перехоäя

к преäеëу по поäхоäящей поäпосëеäоватеëüности ин-
äексов в выражении (3.1), поëу÷иì

( ) = X
k + 1

[ , t
k
] (–1)k – i α

i
 +

+ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  + X

k + 1
[ , t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ +

+ H
k + 1

[ , τ] (τ)dτ. (3.2)

Равенство (3.2) озна÷ает, ÷то ( ) ∈ K( ), т. е.

сëеäует заìкнутостü обëасти äостижиìости составной
систеìы.

Дëя äоказатеëüства выпукëости ìножества K( ) по-
кажеì, ÷то отрезок

(1 – λ) ( ) + λ ( ),  0 m λ m 1,

R
n
k

x0
1( )

x0
1( )

t t R
n
k 1+

x0
1( )

t

x0
1( )

t

t t

t

t t

R
n
k 1+

t

t

R
n
k 1+

x
1

k 1+( )
t x

2

k 1+( )
t xj

k 1+( )
t t

x t t

xj
k 1+( )

t

u
1

k 1+( )
t u

2

k 1+( )
t

uj
k 1+( )

t

xj
k 1+( )

t t Fk
1–

i 1=

k

∑ Wi
k( )

W
1

k( )
t Fk

1–

i 1=

k

∑ Wi
k( )

t
i 1–

t
i

∫ uj
i( )

t
k

t

∫ t uj
k 1+( )

uj
i( )

uj
i( )

uj
i( )

x
k 1+( )

t t Fk
1–

i 1=

k

∑ Wi
k( )

W
1

k( )
t Fk
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i 1=
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t
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i

∫ u
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t
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соеäиняþщий äве фазовые то÷ки ( ) и ,

весü ëежит в K( ). Пустü (t) и (t) — äва на-

бора управëений, соответствуþщих реøенияì ( )

и . Опреäеëиì набор управëения (t) ⊂ P
i
,

t
0
m t m , такиì образоì, ÷тобы äëя кажäоãо проìежутка

вреìени [t
i – 1

, t
i
] иìеëо ìесто соотноøение

(t) = (1 – λ) (t) + λ (t),  i = 1, ..., k + 1. 

Движение , соответствуþщее набору управëе-

ний { (t), i = 1, ..., k + 1}, иìеет виä

(t) = X
k + 1

[t, t
k
] (–1)k – i α

i
 +

+ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  + X

k + 1
[t, t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ +

+ H
k + 1

[t, τ] (τ)dτ.

Сëеäоватеëüно,

(t) = (1 – λ) X
k + 1

[t, t
k
] (–1)k – i α

i
 +

+ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  + X

k + 1
[t, t

k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ +

+ H
k + 1

[t, τ] (τ)dτ  + λ X
k + 1

[t, t
k
]  Ѕ

Ѕ (–1)k – i α
i
 + (–1)k E

1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
)  +

+ X
k + 1

[t, t
k
] (–1)k+1– i

E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ +

+ H
k + 1

[t, τ] (τ)dτ ,

и поэтоìу

(t) = (1 – λ) ( ) + λ ( ),

т. е. K( ) — выпукëое ìножество.

Теперü изу÷иì зависиìостü ìножеств K( ) от  при

 ∈ [t
k
, t

k + 1
], k = 1, ..., m – 1. Покажеì, ÷то äëя ëþбоãо

ε > 0 найäется δ > 0 такое, ÷то расстояние ìежäу ìно-

жестваìи K( ) и K( ) становится ìенüøе ε, как тоëüко

|  – | < δ. Зäесü расстояние ìежäу ìножестваìи K( )

и K( ) пониìается по ìетрике Хаусäорфа [10].

Пустü (t) = {  ∈ P
i
, i = 1, ..., k + 1} — набор уп-

равëений, котороìу соответствует äвижение (t)

составной систеìы (1.1).

Тоãäа äëя ìоìентов вреìени  и  из проìежутка
[t
k
, t

k + 1
], вы÷исëяя разностü фазовых состояний

( ) – ( ) соãëасно форìуëе (2.7), поëу÷иì

( ) – ( ) = {X
k + 1

[ , t
k
] – X

k + 1
[ , t

k
]} Ѕ

Ѕ (–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
) +

+ (–1)k – i α
k
 + (–1)k + 1 – i

E
i
 Ѕ

Ѕ H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ  + H

k + 1
[ , τ] (τ)dτ –

– H
k + 1

[ , τ] (τ)dτ.

Поскоëüку ìатриöы X
i
[t, τ] и H

i
[t, τ], i = 1, ..., k + 1,

оãрани÷ены по норìе, а интеãраë естü непрерывная
функöия преäеëов интеãрирования, то поëу÷иì сëеäуþ-
щие оöенки:

(–1)k E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
) + (–1)k – i α

k
 +

+ (–1)k + 1 – i
E
i

H
i
[t
i
, τ] (τ)dτ  < ,

||X
k + 1

[ , t
k
] – X

k + 1
[ , t

k
]|| < C,

H
k + 1

[ , τ] (τ)dτ  < ,

H
k + 1

[ , τ] (τ)dτ  < 

äëя заäанноãо ε > 0 и |  – | < δ, есëи δ выбратü äоста-
то÷но ìаëыì, ãäе C — некоторая постоянная.

Такиì образоì, äëя |  – | < δ иìееì

|| ( ) – ( )|| < C +  +  = ε. (3.3)

Пустü то÷ка ( ) ∈ K( ) соответствует набору

управëений (t) на интерваëе t
0
 m t m . Опреäеëиì

набор управëений (t) на интерваëе t
0
 m t m  и

x
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t x
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пустü (t) буäет соответствуþщиì еìу реøениеì,

тоãäа ( ) ∈ K( ) и иìеет ìесто неравенство (3.3).

С äруãой стороны, есëи ( ) ∈ K( ), соответствуþ-

щее набору управëений (t) на интерваëе t
0
 m t m ,

то, опреäеëяя набор управëений на интерваëе t
0
 m t m ,

поëу÷иì выражение (3.3).
Привеäенные рассужäения показываþт, ÷то рассто-

яние ìежäу ìножестваìи K( ) и K( ) ìенüøе ε, как

тоëüко |  – | < δ, ãäе δ зависит от ε. Такиì образоì, об-

ëастü äостижиìости K( ) непрерывно зависит от ìоìен-

та вреìени . Теореìа 1 äоказана.

4. ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

Из форìуëы (2.7) при k = m – 1 и t = t
m
 = T по-

ëу÷иì

X
m
[T, t

m – 1
] (–1)m + 1 – i

W
i
E
i
 Ѕ

Ѕ H
i
[t
i
, τ]u(i)(τ)dτ +

+ H
m
[T, τ]u(m)(τ)dτ = η, (4.1)

ãäе

η = x(m)(T ) – X
m
[T, t

m – 1
] Ѕ

Ѕ (–1)m – i α
i
 – (–1)mX

m
[T, t

m – 1
] Ѕ

Ѕ E
1
X

1
[t

1
, t

0
]x(1)(t

0
). (4.2)

Отìетиì, ÷то зäесü ÷исëо соотноøений равно
n
m
, а η — известный вектор.

Теперü в выражение (4.1) вìесто функöий

H
i
[t
i
, τ], i = 2, ..., m, ввеäеì функöии [t

i
, τ] сëе-

äуþщиì образоì:

[t
1
, τ] = 

[t
i
, τ] = 

[t
m
, τ] = (4.3)

Соотноøение (4.1) при поìощи ввеäенных
функöий (4.3) запиøется сëеäуþщиì образоì:

(–1)m + 1 – i
X
m
[T, t

m – 1
] W

i
 Ѕ

Ѕ [t
i
, τ]u(i)(τ)dτ + [T, τ]u(m)(τ)dτ = η

иëи

(–1)m + 1 – i
X
m
[T, t

m – 1
] W

i
 Ѕ

Ѕ [t
i
, τ]u(i)(τ) dτ + [T, τ]u(m)(τ)dτ = η. (4.4)

Ввеäеì обозна÷ения:

H[τ] = (H
1
[τ], ..., H

m – 1
[τ], H

m
[τ]),

u(τ) = (u(1)(τ), ..., u(m – 1)(τ), u(m)(τ))T, (4.5)
ãäе

H
i
[τ] = (–1)m + 1 – i

X
m
[T, t

m – 1
] W

i
[t
i
, τ],

i = 1, ..., m – 1;  H
m
[τ] = [T, τ].

У÷итывая обозна÷ения (4.5), соотноøение (4.4)
запиøеì в виäе

H [τ]u(τ)dτ = η. (4.6)

Дëя ëþбой заäа÷и управëения принöипиаëен
вопрос о ее разреøиìости, который своäится к
анаëизу управëяеìости систеìы. Из форìуëы
(4.6) сëеäует, ÷то составная систеìа (1.1) впоëне
управëяеìа тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа äëя ëþбо-

ãо вектора η (4.2) из  ìожно найти управëение

u(τ, η) = (u(1)(τ, η), ..., u(m)(τ, η))T, уäовëетворяþщее
усëовиþ (4.6).

Такиì образоì, усëовие впоëне управëяеìости
составной систеìы (1.1) ìожно сфорìуëироватü в
виäе сëеäуþщей теореìы.

Теорема 2. Для того чтобы составная система
(1.1) была вполне управляемой на отрезке [t

0
, T ],

необходимо и достаточно, чтобы вектор-столбцы
матрицы

H[τ] = ((–1)mX
m
[T, t

m – 1
] W

1
[t

1
, τ], ...,

X
m
[T, t

m–1
] W

m–1
[t
m–1

, τ], [T, τ])

были линейно независимыми на этом отрезке. ♦
Теперü, на основе изëоженноãо, функöиþ u(t),

уäовëетворяþщуþ интеãраëüноìу соотноøениþ
(4.6), ищеì в виäе [11]

u(t) = HT[t]C + V(t), (4.7)
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ãäе C — постоянный вектор, поäëежащий опреäе-
ëениþ, V(t) — некоторая вектор-функöия (ìожет
бытü, изìериìая оãрани÷енная функöия на про-
ìежутке вреìени [t

0
, T]) такая, ÷то

H[t]V(t)dt = 0. (4.8)

Равенство (4.8) выражает усëовие ортоãонаëü-
ности вектор-функöий V(t) ко всеì строкаì (бëо-
каì) ìатриöы H[t].

Поäставëяя выражение (4.7) в усëовие (4.6) и
у÷итывая усëовия (4.8), поëу÷иì

Q(t
0
, ..., T )C = η(t

0
, ..., T ), (4.9)

ãäе

Q(t
0
, ..., T ) = H[t]HT[t]dt. (4.10)

Уравнение (4.9) явëяется систеìой i
k
 аëãеб-

раи÷еских уравнений относитеëüно неизвестных

C
j
, j = 1, ..., i

k
.

Уравнение (4.9) иìеет реøение, есëи detQ ≠ 0
ëибо ранã ìатриöы Q совпаäает с ранãоì расøи-
ренной ìатриöы {Q, η}.

Реøение уравнения (4.9)

C = Q–1η, (4.11)

сëеäоватеëüно, из выражений (4.7) и (4.11) иìееì

u(t) = HT[t]Q–1η + V(t). (4.12)

Такиì образоì, реøение заäа÷и 1 ìожно сфор-
ìуëироватü в виäе сëеäуþщей теореìы, анаëоãи÷-
ной теореìе, äоказанной в работе [11].

Теорема 3. Для того чтобы существовало про-
граммное управление (4.7) (или (4.12)) и соответс-
твующее ему решение системы (1.1), удовлетворяю-
щее условиям (1.2)—(1.4), необходимо и достаточно,
чтобы матрица (4.10) была неособой или чтобы ран-
ги матриц Q и {Q, η} были одинаковы. ♦

Дëя реøения заäа÷и 2 заìетиì сëеäуþщее. При
заäанноì критерии ка÷ества k[u] заäа÷у опти-
ìаëüноãо управëения с интеãраëüныìи усëовияìи
(4.6) ìожно рассìатриватü как заäа÷у усëовноãо
экстреìуìа из вариаöионноãо ис÷исëения, ãäе
наäëежит опреäеëитü ìиниìуì функöионаëа k[u]
при усëовиях (4.6). Оäнако, как виäно из форìуë
(4.3) и (4.5), поäынтеãраëüные функöии в усëовии
(4.6) явëяþтся разрывныìи, поэтоìу кëасси÷еские
теореìы вариаöионноãо ис÷исëения не приìени-
ìы äëя иссëеäования этой заäа÷и.

Левая ÷астü усëовия (4.6) явëяется ëинейной
операöией, порожäенной функöией u(t) на проìе-
жутке вреìени [t

0
, T ] [6].

Сëеäоватеëüно, есëи функöионаë k[u] явëяет-
ся норìой некотороãо ëинейноãо норìированно-
ãо пространства, то реøение заäа÷и 2 сëеäует ис-
катü путеì реøения пробëеìы ìоìентов, тоãäа на-

бор оптиìаëüных управëяþщих возäействий u0(t),
t ∈ [t

0
, T ], ìиниìизируþщий функöионаë k[u] и

уäовëетворяþщий усëовиþ (4.6), буäет реøениеì
заäа÷и 2. Такиì образоì, заäа÷а 2 привоäится к
пробëеìе ìоìентов, реøение которой известно из
работы [6].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен конструктивный поäхоä к иссëеäо-
ваниþ заäа÷ управëения ëинейныìи составныìи
систеìаìи. У÷итывая ëинейностü усëовия прееìс-
твенности ìежäу составныìи систеìаìи, ввеäена
форìуëа опреäеëения фазовоãо состояния со-
ставной систеìы (1.1) äëя произвоëüноãо ìоìента
вреìени t из ëþбоãо проìежутка вреìени [t

k – 1
, t

k
],

k = 1, ..., m, при заäанноì на÷аëüноì состоянии.
Испоëüзуя явный виä управëяеìоãо äвижения со-
ставной систеìы, иссëеäованы некоторые характер-
ные свойства äвижения. Построено реøение заäа÷и
управëения ëинейныìи составныìи систеìаìи и
преäëожен способ реøения заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения, сфорìуëированы усëовия существова-
ния проãраììноãо управëения и äвижения.
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