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Аннотация. Процесс развития любого предприятия предполагает совершенствование ме-

ханизмов управления фирмой, позволяющих руководителю принимать управленческие 

решения, основываясь на достижениях науки, а не следуя интуитивным представлениям, 

базирующимся на его личном опыте. А это, в свою очередь, предполагает совершенствова-

ние процесса модельного обеспечения, исключающего совпадение пиков потребления ре-

сурсов при работе над несколькими проектами. Для этой цели может применяться концеп-

ция поколения развития новой техники, формируемого из отдельных прототипов, являю-

щихся действующими образцами, на которых можно определить некоторые особенности 

функционирования разрабатываемого проекта. Естественно, что не весь модельный ряд 

целесообразно включать в поколение развития новой техники. Именно поэтому возникает 

задача отбора минимально необходимого числа изделий для этих целей. Такая задача отно-

сится к классу задач о покрытии множества, полном – в том случае, когда отобранные про-

тотипы должны обладать всем набором свойств, которыми обладает разрабатываемый мо-

дельный ряд, или частичном – в том случае, если требуется, чтобы отобранные образцы 

обладали только некоторым количеством свойств. Для решения обеих задач представлены 

точные алгоритмы и приближенные эвристические алгоритмы. 
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ВВЕДЕНИЕ  

Процесс создания и совершенствования новой 

техники является одним из приоритетных направ-

лений развития Российской Федерации. Именно 

поэтому создание поколений новой техники пред-

определяет достижение определенного прогресса в 

области конструктивных и технологических реше-

ний, на базе которых и осуществляется их разра-

ботка [1, 2]. Применение новых решений в кон-

структивной и технологической сфере предполага-

ет получение образцов новой техники, обладаю-

щих новыми функциональными свойствами. Та-

ким образом, создание новых функциональных 

свойств у разрабатываемого объекта предполагает 

применение новых конструктивно-технологи-

ческих решений [3, 4]. 

Но создание образцов новой техники – очень 

трудоемкий процесс, связанный со значительными 

затратами материальных, кадровых и финансовых 

ресурсов. Любая продуктивная идея, положенная в 

основу такой разработки, будет находить свое 

применение в новых поколениях техники, образу-

ющих модельный ряд. Именно поэтому в технике 

широко используется понятие прототипа, т. е. ра-

ботающего изделия, позволяющего осуществить 

моделирование процессов, возникающих в созда-

ваемом новом изделии.  

Но в ходе реализации любого проекта возника-

ет проблема ресурсного обеспечения, потенциаль-

ная возможность решения которой основывается 

на том, что требуемые ресурсы могут быть распре-

делены по времени в течение всего срока реализа-

ции проекта, т. е. они не требуются «все и сразу». 

А так как предприятие, как правило, занимается 

реализацией сразу нескольких проектов, то именно 

поэтому необходимо организовать процесс выпол-

нения проекта таким образом, чтобы пики потреб-

ления ресурсов не совпадали с аналогичными пе-

риодами в других выполняемых проектах [5–7]. 

Это требует осуществлять отбор прототипов для 

формирования поколения новой техники, ограни-

чиваясь неким минимально необходимым их коли-

http://doi.org/10.25728/pu.2023.6.2


 

 
 

 

 
 

УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

23 ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ   № 6 ● 2023  

чеством, что в какой-то мере позволяет сократить 

объем необходимых ресурсов.  

В этом случае возникает идея решать задачу 

формирования поколения новой техники при по-

мощи методов оптимизации и ставится вопрос о 

том, какие критерии принять в качестве оптимиза-

ционных [7, 8]. Другими словами, что же именно 

необходимо оптимизировать? 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Так как любая продуктивная идея, как правило, 

имеет продолжение, выражающееся в создании 

целой последовательности новых изделий, обла-

дающих новыми функциональными свойствами, 

возникает вопрос о том, что можно использовать в 

качестве прототипа с целью разработки последу-

ющего поколения инновации. Естественно, что в 

основу отбора положен принцип идентичности 

сферы применения: трактор применяется для вы-

полнения одного множества работ, а танк для – 

другого.  

Наиболее ярко это может быть видно на при-

мере развития авиационной техники. Например, 

советский пассажирский самолет на реактивной 

тяге ТУ-104, являющийся третьим в мире. В пер-

вые два года своей эксплуатации, с 1956 по 1958 г., 

Ту-104 являлся единственным эксплуатировав-

шимся реактивным пассажирским самолетом в 

мире из-за прекращения полетов британского De 

Havilland Comet летом 1956 г. и до введения в 

коммерческую эксплуатацию американского 

Boeing 707 в октябре 1958 г. Официально суще-

ствовали следующие модификации самолета: Ту-

104, Ту-104А и Ту-104Б. Он выпускался до 1960 г.,  

эксплуатировался до 1981 г. В дополнение к ТУ-

104 был разработан самолет ТУ-124, имевший мо-

дификации ТУ-124А, ТУ-124Б, ТУ-124В. Наиболее 

удачная модификация ТУ-124А была вскоре пре-

образована в новый тип самолета ТУ-134, который 

также имел 19 модификаций. Самолет ТУ-134 

производился до 1989 г. и находится в эксплуата-

ции до сих пор.  

Аналогичная картина и с западными образцами 

техники. Например, достаточно вспомнить бри-

танский De Havilland Comet – первый в мире реак-

тивный пассажирский авиалайнер. Существовали 

следующие его модификации: Comet 1, Comet 1А, 

Comet 1XB, Comet 2X и еще 12 других. Самолет 

выпускался до 1964 г. и находился в эксплуатации 

до 1997 г.  

Пассажирский авиалайнер должен сочетать в 

себе скорость и пассажировместимость, т. е. необ-

ходимо как можно быстрее доставить максимально 

возможное количество пассажиров в нужную точ-

ку. Именно по этому ключевому фактору и идет 

отбор при формировании множества поколений 

новой техники данного вида. 

Самым простым решением по формированию 

модельного ряда было бы включение в качестве 

прототипа всего множества уже созданных изде-

лий. Но это несколько избыточное решение. Как 

правило, отдельные изделия по своим свойствам 

могут быть достаточно близки и, соответственно, 

выбирать их все в качестве прототипа нецелесооб-

разно. Рациональнее было бы выбрать некое их 

число N. Таким образом, возникает первый крите-

рий оптимизации: минимальное количество прото-

типов, отобранных для развития инновационного 

продукта. 

Допустим, имеется N изделий, обладающих M 

свойствами. Для того чтобы описать, какими свой-

ствами обладает каждое из изделий, введем матри-

цу свойств A, произвольный элемент которой 

aij = 1 в том случае, если i-е изделие обладает j-м 

свойством, и aij = 0 в противном случае.  

Таким образом, матрица свойств A будет состо-

ять из нулей и единиц. Если при формировании 

матрицы свойств использовать упорядоченное по 

времени создания множество изделий N (а свой-

ства привязаны к изделию), то изделия, разрабо-

танные в более позднем периоде, как правило, об-

ладают новыми свойствами, но теряют некоторые 

старые. В качестве примера можно привести клас-

сическую ситуацию, особенно ярко проявившуюся 

в период ликвидации чернобыльской катастрофы: 

применение полупроводниковой элементной базы 

привело к возникновению совершенно новых 

свойств, но противорадиационная устойчивость 

аппаратуры была потеряна. Именно поэтому мат-

рица A будет иметь лентообразную структуру: 

элементы aij = 1 будут группироваться преимуще-

ственно около главной диагонали, образуя своеоб-

разную «ленту». 

Следовательно, из экономических соображений 

[9] возникает задача отбора минимального количе-

ства прототипов, которые могут быть использова-

ны для последующей разработки изделия с задан-

ным набором свойств. 

Представим эту задачу как задачу целочислен-

ного линейного программирования с целевой 

функцией 

1
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где xi – двоичная переменная, равная единице в 

том случае, если i-е изделие отобрано в качестве 

прототипа, и нулю в противном случае; m – коли-

чество свойств, которым должны удовлетворять 

все отобранные прототипы; yi – двоичная перемен-

ная, равная единице в том случае, если i-е изделие 

должно обладать этим свойством, и нулю в про-

тивном случае. 

Задача (1), (2) предполагает определение ми-

нимального количества прототипов, которые будут 

обладать заданным количеством свойств, что как 

раз может послужить основой для дальнейшего 

развития данной инновации.  

По своему характеру рассматриваемая задача 

очень близка к задаче о размещении объектов ин-

фраструктуры в некоторой области, где в качестве 

объектов инфраструктуры выступают уже суще-

ствующие изделия, а в качестве областей – свой-

ства, которыми должны обладать отобранные про-

тотипы [9].  

При этом возможны две постановки задачи: 

1. Число свойств, которым должно удовлетво-

рять отобранное множество прототипов, должно 

быть равно общему числу свойств, характерному 

для всей совокупности изделий, т. е. должно вы-

полняться соотношение вида 

m = M. 

2. Число свойств, которыми обладают отобран-

ные прототипы, меньше или равно их общему чис-

лу, т. е. выполняется неравенство вида  

m ≤ M. 

Задачи первого типа относятся к классу задач 

теории графов о полном покрытии множества, 

возможные алгоритмы решения которой представ-

лены в работе [10]; задачи второго типа – к классу 

задач о частичном покрытии. Обе задачи являются 

NP-трудными. 

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ПОЛНОМ 

ПОКРЫТИИ МНОЖЕСТВА 

Задача полного покрытия множества формаль-
но описывается целевой функцией (1) и ограниче-

ниями (2), из которых исключается второе ограни-

чение, т. е. задача приобретает следующий вид. 
Целевая функция (1) остается без изменения, а си-

стема ограничений будет записана так: 
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                    (3) 

Задача (1), (3) относится к классу задач цело-

численного линейного программирования и ре-
шаться симплекс-методом уже не может.  

Если проанализировать систему ограничений 
(3), то становится ясно, что система неравенств, 

приведенная в ней, представляет собой требование 
о том, что каждое из свойств должно соответство-

вать хотя бы одному из изделий.   
Если некоторому свойству соответствует толь-

ко одно изделие, то такое изделие будем называть 

уникальным. 
Утверждение 1. Уникальные изделия должны 

включаться в множество отобранных прототи-
пов в обязательном порядке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Только уникальное изделие 

обладает конкретным свойством, никакое другое изде-

лие этого свойства не имеет. Именно поэтому для того, 

чтобы обеспечить «покрытие» всех свойств формируе-

мой выборкой, необходимо в эту выборку включить и 

данное изделие. ♦ 

Определить наличие уникальных изделий до-
статочно просто: для этого необходимо найти 

сумму по всем столбцам матрицы свойств. В том 
случае, если сумма по столбцу равна единице, то 

изделие, отвечающее этому свойству, является 
уникальным и его необходимо обязательно вклю-

чить в решение. 
Если же рассмотреть произведение всех нера-

венств, включенных в ограничения, т. е. 

1 1

1,
M N

ij i

j i

a x
 

                            (4) 

и раскрыть все скобки, то получится булевый мно-

гочлен степени M. В этом случае можно сформу-
лировать следующее  

Утверждение 2. Каждое слагаемое булевого 
многочлена M-й степени раскрытого выражения 

(4) представляет собой вариант решения постав-
ленной задачи, удовлетворяющий ограничениям 

(3), но не являющийся в общем случае оптималь-
ным решением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение, которое необхо-

димо получить, должно удовлетворять системе нестро-

гих неравенств (3), означающих, что каждому свойству 

должно соответствовать хотя бы одно изделие. Если 

изделие, имеющее это свойство, единственно, то огра-

ничение будет выполняться в форме равенства и такое 

изделие будет уникальным. В итоге всю систему огра-

ничений в виде нестрогих неравенств (3) можно заме-
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нить одним ограничением, представляющим произве-

дение сомножителей, описывающих набор изделий, 

которые будут обладать рассматриваемым свойством. 

Таких изделий может быть несколько. В том случае, 

когда ни одно из изделий не будет обладать каким-то 

свойством, сомножитель, соответствующий такому 

свойству, будет содержать одни нули, и сам будет равен 

нулю, а поэтому все выражение будет равно нулю, что 

приводит к нарушению ограничений. Действительно, 

выражение (4) представляет собой произведение, в ко-

тором число сомножителей равно числу свойств, кото-

рыми обладают все изделия, т. е. M. В свою очередь, 

каждый сомножитель представляет собой своеобразный 

перечень изделий, которые обладают данным свой-

ством. Если раскрыть многочлен (4), то каждое слагае-

мое будет иметь степень M и описывать один из вари-

антов отбора.  ♦ 
Тривиальным решением будет выбрать в каче-

стве прототипов весь набор изделий, т. е. все N, но 
можно и сократить возможное число претендентов 

на формирование нового поколения инноваций. 
Это возможно в случае, если какое-то изделие бу-

дет частично удовлетворять свойствам, которые 
присущи и некоторым другим изделиям, которые в 

этом случае отбирать не нужно. Это сократит чис-
ло отбираемых образцов для включения в поколе-

ние новой техники. При этом размерность решае-
мой задачи можно сократить на стадии подготовки 

данных, используя понятие уникального изделия, 
которому присущи свойства, отсутствующие у 

других изделий. Как правило, к таким изделиям 

относятся изделия последней разработки. Есте-
ственно, такие изделия должны включаться в ре-

шение.  
Таким образом, задача заключается в отборе 

минимально необходимого количества прототи-
пов, которые бы обладали всеми свойствами, соот-

ветствующими данному модельному ряду изделий. 
Причем таких множеств может оказаться несколь-

ко. Все они выбираются и предъявляются лицу, 
принимающему решение, которое определяет при-

емлемый вариант. 
Минимальное значение целевой функции будет 

обеспечено в том случае, когда все ограничения в 
форме нестрогих неравенств будут выполняться 

только в виде равенств. Это будет означать, что 
каждое свойство реализовано только для одного 

изделия. Но такое на практике, как правило, не 

встречается, так как обычно каждое свойство ха-
рактерно для нескольких изделий. Это приводит к 

тому, что ограничения (3) будут выполняться уже 
в форме строгих неравенств [10–12]. Но используя 

двоичный характер переменных задачи xi, можно 
заменить систему неравенств на рекуррентную 

систему булевых уравнений, что позволяет сфор-
мулировать следующее  

Утверждение 3. Решение задачи (1), (3) экви-

валентно решению последовательности следую-
щих булевых уравнений: 

1 1

,   1, 2, ,  
M N

ij i

j i

a x k k l
 

   ,                (5) 

Здесь теоретически верхней границей для l будет 

являться значение 
Ml N , т. е. вариант, соответ-

ствующий случаю, когда все N изделий обладают 

всеми M свойствами. Но данный случай соответ-
ствует тривиальному решению.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Знак неравенства в ограни-

чении (3) применен потому, что в принципе возможен 

вариант, когда одним и тем же свойством обладает не-

сколько изделий, и тогда выражение (3) будет выпол-

няться как строгое неравенство. Учитывая целочислен-

ный характер задачи можно заменить неравенство (4) на 

последовательность равенств (5). Раскрывая выражение 

(5), приходим к булеву полиному степени M. Учитывая, 

что каждое такое слагаемое будет описывать один из 

вариантов решения, с целью минимизации количества 

отбираемых изделий необходимо выбрать тот член по-

линома, который имеет наименьшее число сомножите-

лей, но они стоят в максимальной степени. ♦ 

Последовательно решая уравнение (5) при раз-

личных значениях k, за конечное число итераций 
приходим к искомому решению. 

Для решения поставленной задачи необходимо 
записать выражение (5) в виде полинома M-й сте-

пени. Для этой цели в выражении (4) выбирают 
переменную, которая чаще всего встречается и, 

следовательно, при раскрытии скобок в булевом 
полиноме будет находиться в максимально воз-

можной степени [10, 13, 14]. В этом случае спра-
ведливо следующее  

Утверждение 4. Слагаемые булева полинома 
(5), имеющие минимальное число сомножителей, 

соответствуют оптимальному решению задачи 
(1), (3). В этом случае в таком слагаемом содер-

жится наименьшее число переменных xi, но каж-
дая из них имеет максимально возможную сте-

пень. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждое изделие может об-

ладать несколькими свойствами, поэтому, отбирая из-

делия, которые обладают максимальным числом 

свойств, тем самым уменьшаем количество отбираемых 

изделий. ♦ 

На основе свойств булевых многочленов, за-
фиксированных в утверждениях 1–4, можно по-

строить точный алгоритм решения задачи. Для 
этой цели необходимо получить развернутое вы-

ражение для полинома (4). Причем не обязательно 
требуется получить все множество слагаемых вы-

ражения (4) в явном виде, а необходимо получить 
только несколько первых слагаемых, имеющих 
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минимальное число сомножителей в максималь-
ной степени. Степень каждого из сомножителей 

булева многочлена (4) должна быть равна числу 
свойств, которым должны удовлетворять отобран-

ные образцы изделий. Каждое такое слагаемое, 
согласно утверждению 4, и будет являться реше-

нием рассматриваемой задачи.   
При этом следует отметить, что выделение из 

булева многочлена первых членов, содержащих 
минимальное число сомножителей в максималь-

ной степени, для задачи большой размерности до-
статочно трудоемкая и весьма затруднительная 

операция, которая до настоящего времени еще не 
компьютеризирована. В связи с этим предлагается 

эвристический алгоритм решения задачи (1), (3), 
который будет удобен для компьютерной реализа-

ции. Алгоритм основан на использовании утвер-

ждений 1–4 и сводится к работе с матрицей 
свойств. 

Предварительный шаг. Создать матрицу 
свойств размерностью N × M и заполнить ее нуля-

ми и единицами по следующему правилу: если i-е 
изделие обладает j-м свойством, то aij = 1, если нет 

– то aij = 0. При этом число строк в данной матрице 
будет равно числу изделий, а число столбцов – 

числу свойств, которыми обладают эти изделия, 
т. е. N'= N и M' = M, где N' и M' – вспомогательные 

переменные  
Шаг k. Проверить, имеются ли в матрице 

свойств еще не вычеркнутые строки. Если нет, т. е. 
N'= 0, то решение найдено и процесс вычислений 

заканчивается. Если N'≠ 0, то проверяется, суще-

ствует ли 1 i N   такое, что выполняется соот-

ношение вида 

1

1,        1,  .
M

ij

j

a i N


   

Такие изделия будут уникальными и подлежат 
обязательному включению в отбираемое множе-

ство. Вычеркиваем i-ю строку матрицы и прини-
маем N' = N' – 1, а также соответствующие ей 

столбцы, для которых выполняется соотношение 

вида aij = 1    1, '.j M     

В случае, если уникальных изделий нет, исход-

ная матрица остается неизменной. По матрице 
(или измененной, или исходной) производится вы-

числение сумм по строкам и столбцам. 
Находим строку с наибольшей суммой. Если 

таких строк несколько, то берем строку с 
наименьшим номером. Изделие с этим номером 

необходимо включить в выборку, а строки и 
столбцы, с ним связанные, вычеркнуть. Повторяем 

шаг k.  
Таким образом, за конечное число итераций 

получаем решение поставленной задачи. 
Число возможных итераций будет явно меньше 

числа изделий, т. е. будет выполняться соотноше-

ние kmax < N. Объясняется этот факт тем, что каж-
дое из изделий обладает несколькими свойствами, 

и операция вычеркивания столбцов, соответству-
ющих этим свойствам, приводит к неявному 

уменьшению числа объектов. Связано это с тем, 
что на следующем шаге некоторое изделие, име-

ющее некоторое количество свойств, совпадающих 
со свойствами уже отобранного, не сможет по-

пасть в выборку, так как сумма по строке, соответ-
ствующей этому изделию, либо не будет макси-

мальной, либо вообще может быть равной нулю.   
Пример 1. Рассмотрим применение алгоритма на 

конкретном примере. Пусть имеется 7 изделий, в сово-

купности, обладающих 20-ю свойствами, т. е. N = 7, 

M = 20. Матрица свойств А приведена в табл. 1.  

Необходимо отобрать некоторое количество изде-

лий, которое бы обладало всеми 20-ю свойствами. 

Таблица 1 

Матрица свойств А после выделения уникального изделия 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ∑ 

I 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 

II 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 

III 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 

IV 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 

V 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 6 

VI 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 6 

VII 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 7 

∑ 2 2 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1  
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Вначале продемонстрируем возможности точного 

алгоритма, основанного на свойствах булевых много-

членов [9, 10]. 

С учетом сокращения размерности задачи целевая 

функция (1) и ее система ограничений (3) в развернутом 

виде могут быть записаны в следующем виде 

1 2 3 4 5 6 7 min,x x x x x x x        

1 2 1 21,  1, x x x x     

1 2 3 1 2 31,  1,x x x x x x       

2 3 4 2 3 41,  1, x x x x x x       

3 4 4 5  1, 1,x x x x     

4 5 4 5  1,   1,x x x x     

5 6 5 6 5 6  1,   1,    1,   x x x x x x       

6 7 6 7 6 71,   1,    1, x x x x x x       

7 7 7 71, 1, 1, 1. x x x x     

В этом случае выражение (4) может быть записано в 

виде  

     
2 22

1 2 1 2 3 2 3 4x x x x x x x x       

       
3 3 3 4

3 4 4 5 5 6 6 7 7  1.x x x x x x x x x           

Степень многочлена равна 20, что совпадает с ис-

ходными данными. Для дальнейшего решения выбира-

ем члены булева многочлена в максимально возможной 

степени. При этом следует учесть, что от каждого 

сомножителя булева многочлена необходимо взять 

только один член, который будет в максимальной сте-

пени. В данном случае это будут 
7 6 6
7 2 5 3,  , ;,x x x x  имеется 

и другой вариант выбора изделий: 
7 6 6
7 2 5 4,  , ,x x x x , т. е.: 

 первый вариант: необходимо отобрать в качестве 

прототипов II, III, V и VII изделия; 

 второй вариант: в качестве прототипов можно ис-

пользовать II, IV, V и VII изделия.  

Уже из этого примера становятся понятными слож-

ности с получением решения из булевого многочлена, 

так как процедура выделения членов в максимальной 

степени будет являться трудноформализованной и до-

статочно сложной для программирования. В связи с 

этим рассмотрим применение эвристического алгорит-

ма, изложенного выше. 

Предварительный шаг. Построим матрицу свойств 

A, приведенную в табл.1. 

Шаг 1. Проверяем, имеются ли незачеркнутые стро-

ки в матрице свойств. Такие строки имеются. Поэтому 

выделяем уникальные изделия. Это изделие под номе-

ром VII, обладающее свойствами 17, 18, 19, 20, закры-

вает и свойства 14, 15, 16. Соответствующие столбцы и 

строки в табл. 1 были вычеркнуты в целях уменьшения 

размерности решаемой задачи. Находим суммы по 

строкам и столбцам. Результаты представлены в табл. 2 

Находим строку с наибольшей суммой. В данном 

случае таких строк несколько: 2, 4, 5 и 6. Выбираем 

вторую строку и вычеркиваем из матрицы свойств эту 

строку и столбцы. Результат представлен в табл. 2.  

Шаг 2. Проверяем, имеются ли незачеркнутые стро-

ки в матрице свойств. Такие строки имеются. Поэтому 

пытаемся выделить уникальные изделия. Таких изделий 

нет, так как отсутствуют суммы по столбцам, равные 1. 

Поэтому находим строки с наибольшей суммой. Это 

строка 5 с суммой, равной 6. Соответствующие столбцы 

и строки в табл. 3 были вычеркнуты в целях уменьше-

ния размерности решаемой задачи. Находим суммы по 

строкам и столбцам. Результаты представлены в табл. 3. 

Шаг 3. Проверяем, имеются ли незачеркнутые стро-

ки в матрице свойств. Такие строки имеются. Поэтому 

пытаемся выделить уникальные изделия. Таких изделий 

нет, так как отсутствуют суммы по столбцам, равные 1. 

Поэтому находим строки с наибольшей суммой. Таких 

строк две: третья и четвертая с суммой, равной 1. 

Включаем в выборку третье изделие. Результаты пред-

ставлены в табл. 4. 

 
Таблица 2 

Матрица свойств А после первого шага 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ∑ 

I 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

II 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 – 

III 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 

IV 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 4 

V 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 6 

VI 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 3 

∑ – – – – – – 2 2 2 2 2 2 2  
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Таблица 3 

Матрица свойств A после второго шага 

 7 8 9 10 11 12 13 ∑ 

I 0 0 0 0 0 0 0 0 

III 1 0 0 0 0 0 0 1 

IV 1 1 1 1 0 0 0 1 

V 0 1 1 1 1 1 1 0 

VI 0 0 0 0 1 1 1 0 

∑ 2 – – – – – –  

 

Таблица 4 

Матрица свойств A после третьего шага 

 7 ∑ 

I 0 0 

III 1 1 

IV 1 1 

VI 0 0 

∑ 2  

 

Шаг 4. Проверяем, имеются ли незачеркнутые стро-

ки в матрице свойств. Таких строк уже нет, т. е. реше-

ние получено. В состав представителей нового поколе-

ния техники необходимо ввести изделия II, III, V и VII. 

Но, как следует из предыдущего шага, другим вариан-

том решения будет включение в набор представителей 

IV изделия, т. е. еще одно множество изделий должно 

включать II, IV, V и VII.  

Видно, что решения полностью совпали. Оба реше-

ния вполне обеспечивают представление в модельном 

ряде всех 20-ти свойств, которыми обладало исходное 

множество изделий. ♦ 

Но это – решение задачи о полном покрытии 

множества. Решение же задачи о неполном покры-

тии множества представляет определенные труд-

ности, которые связаны с тем, что совершенно не-

ясно, какие свойства в итоге будут отобраны, так 

как в исходной постановке это не указано. То есть 

отобранные прототипы должны обладать не всей 

совокупностью свойств, которыми обладает весь 

ряд изделий, а только частью из них, причем эту 

часть еще предстоит определить в ходе решения. 

Это обстоятельство препятствует применению ме-

тода последовательного приближения: вначале 

рассматривается задача полного покрытия множе-

ства, затем мощность множества уменьшается на 

единицу и решается задача о покрытии множества 

при данной мощности и т. д., пока не будет до-

стигнут требуемый размер покрытия. В данном 

случае возникает вопрос о том, какие свойства от-

брасывать. Можно, конечно же, ввести предполо-

жение о том, что должны быть отброшены свой-

ства, присущие самым ранним образцам изделий, 

предполагая, что в более современных образцах 

они в том или ином виде также реализованы или 

же замещаются новыми, более современными, но 

со схожими функциями. Но данная проблема упи-

рается в оценку свойств изделия, ранжирования 

этих свойств по важности. 

3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЧАСТИЧНОГО 

ПОКРЫТИЯ 

Рассмотрим задачу частичного покрытия дву-

дольного графа. Для этого определим двудольный 

граф G(X, Y, W), где Х – множество вершин перво-

го слоя (изделия), Y – множество вершин второго 

слоя (свойства), W – множество дуг. Дуга (i, j) ∈ W 

в том случае, если изделие i обладает свойством j. 

Обозначим A   X подмножество Х, B(A)   Y под-

множество Y, содержащее все вершины, смежные с 

А. Можно сказать, что А покрывает В(А), или мно-

жество изделий А обладает в совокупности свой-

ствами В(А). 

Задачу о частичном покрытии сформулируем 

так: определить множество А минимальной мощ-

ности такое, что │B(A)│ ≥ m. 

Заметим, что если m = M, то получаем извест-

ную задачу о покрытии двудольного графа. 

Эвристический (жадный) алгоритм (оценка 

сверху) будет таким. 

Шаг 1. Определяем i1 ∈ X максимальной степе-

ни. Удаляем ее и множество Y1 ∈ Y всех вершин, 

смежных с i1. Если │Y1│≥m, задача решена. Если 

нет, переходим к следующему шагу. 

Шаг k. Определяем ik максимальной степени. 

Удаляем ее и множество Yk ∈ Y всех вершин, 

смежных с ik. Если 
1

,
k

s

S

Y m


  задача решена. Ес-

ли нет, переходим к следующему шагу. 

Очевидно, что за конечное число шагов (не бо-

лее m) задача будет решена. Полученное решение 

дает верхнюю оценку HВ. 
Пример 2. Рассмотрим граф (рис. 1). Примем m = 8, 

т. е. речь идет о полном покрытии. 

Шаг 1. Вершина 3 ∈ X имеет максимальную сте-

пень. Удаляем ее и вершины 3, 4, 5, 6, смежные с ней.  

Шаг 2. Оставшийся граф приведен на рис. 2. Здесь 

решение очевидно. Берем все вершины 1, 2, 3, 4, 5. 

Имеем A = (1, 2, 3, 4, 5), ║A║ = 5. ♦ 
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Рис. 1. Граф, рассматриваемый в примере 2 

 

 

 
Рис. 2. Граф на втором шаге жадного алгоритма 

 

 

4. МЕТОД СЕТЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ     

(ОЦЕНКА СНИЗУ) 

Для получения нижней оценки применим метод 

сетевого программирования [15].  

Сформулируем обобщенную двойственную за-

дачу. На рис. 3 приведено сетевое представление 

первой задачи. 
 

 

 

 
Рис. 3. Сетевое представление задачи 

 

Согласно методу сетевого программирования 

полагаем вес каждой дуги (i, j), i ∈ X, j ∈ Y, равным 

lij, где lij – произвольные неотрицательные числа 

такие, что 

.1,    1,

i

ij

j P

l i N


   

Здесь Pi – множество дуг, исходящих из вер-

шины i ∈ X.  

Получаем M оценочных задач 

( ) min  

i

i i ij

i Q

L x x l


   

при ограничениях xi = (0, 1) 

1,

j

i

i Q

x


  

где Qj – множество дуг, заходящих из вершины 

j ∈ Y. 

Решения этих задач имеют вид 

 min ,    1,  
j

j ij
i Q

y l j M


  . 

Упорядочим yj по возрастанию, т. е.  

yj1 ≤  yj2 ≤ … yjm. 

Теорема 1. Величина  

1

( )
m

jk

k

H y y


                             (6) 

дает нижнюю оценку для исходной задачи.  

Данная теорема является частным случаем об-

щей теоремы теории сетевого программирования 

[15].   

Сформулируем обобщенную двойственную за-

дачу (ОДЗ): определить (lij), максимизирующие 

оценку (6).  
Пример 3. Рассмотрим граф, изображенный на 

рис. 1. Значения lij приведены в табл. 5.  
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Таблица 5 

Исходные данные для обобщенной двойственной задачи 

i 1  2 3 4 5 

(i, j) (1, 1) (1, 3) (2, 2) (2, 4) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6) (4, 5) (4, 7) (5, 6) (5, 8) 

lij 

        
    

Имеем 

, , , , , 

, , ,  Н 4H  . 

Заметим, что если взять m = 7, то получим 

1
( ) 3 ,

4
H y   но с учетом целочисленности F1(x) оценка 

будет также 4. 

Полученную оценку можно использовать в методе 

ветвей и границ. ♦ 

Рассмотрим алгоритм решения задачи, осно-

ванный на методе перебора, который можно при-

менить при небольших значениях N для решения 

поставленной задачи. Для этого определяем отре-

зок [HH; HB – 1] длины q = HВ – HН – 1. Делим этот 

отрезок на две части 
1

2
r q  (если q четное) или 

1 1
   и 1

2 2
r q r q    (если q нечетное). Проверяем 

все сочетания из N по r. Возможны два варианта. 

 Найдется сочетание А такое, что B(A) ≥ m. В 

этом случае делим отрезок [r – 1; HH] на две части 

и повторяем процедуру. 

 Не найдется такого сочетания, что B(A) ≥ m. В 

этом случае делим на две части отрезок [r; HH – 1] 

и повторяем процедуру. За конечное число шагов 

будет получено оптимальное решение. Для графа 

из примера 1 это будут HB = 5, HH = 4. Поэтому до-

статочно проверить сочетания из 5 и 4, число ко-

торых равно 5. Находим оптимальное решение 

A = (1, 2, 7, 8). 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе были рассмотрены возможные спосо-

бы решения задачи об отборе образцов для форми-

рования поколения новой техники. В основу при-

веденных алгоритмов положена задача о покрытии 

множества. Приведены алгоритмы решения задач 

о полном и частичном покрытии множества. 

Недостатком данной постановки является тот 

факт, что все свойства, которыми обладают изде-

лия, являются равнозначными, что, естественно, на 

практике не соответствует действительности. Было 

бы правильным учесть важность каждого из 

свойств, но здесь приходится сталкиваться тем, 

что важность свойств будет сильно зависеть от 

целевой аудитории, на которую ориентировано 

исследование: для разработчиков инновации важен 

один набор свойств, а для потребителя – другой. 
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Abstract. The development of any enterprise implies improving its control mechanisms for the 

manager to make decisions based on the achievements of science rather than intuitive ideas of his 

(or her) personal experience. It is necessary to improve the model-building process in order to 

eliminate the coinciding peaks of resource consumption when working on multiple projects. For 

this purpose, the concept of a generation of new technological products can be adopted: a new 

product is formed from separate prototypes (operating models), which can serve to determine 

some features of the project under development. Naturally, it is unreasonable to include the entire 

model range in the generation of new technological products: one should select the minimum 

number of prototypes required. This problem belongs to the class of set covering problems: com-

plete covering (when the selected prototypes must possess the entire set of properties possessed 

by the model series under development) or partial covering (when the selected prototypes must 

possess only some of these properties). Exact algorithms and approximate heuristic algorithms are 

presented to solve both problems. 
 

Keywords: placement problem, complete set covering problem, partial set covering problem, innovation 

lifecycle, generation of new technological products, prototype, properties matrix. 
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