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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

«Network calculus» [1] — это относитеëüно но-
вый, активно развиваþщийся разäеë прикëаäной
ìатеìатики, возникøий в конöе проøëоãо века
[2, 3] на основе ìини-пëþс аëãебры [4]. Обëастü
приìенения «Network calculus» — иссëеäование
систеì с о÷ереäüþ. В основноì «Network calculus»
приìеняется äëя рас÷ета характеристик боëüøих
[1] и ìаëых [5] вы÷исëитеëüных сетей, базируþ-
щихся на протокоëе TCP/IP. В посëеäнее вреìя
быëи также сäеëаны попытки приìенитü еãо и äëя
äруãих, не связанных, с сетяìи заäа÷, таких как,
наприìер, рас÷ет ãарантированноãо вреìени ìо-
äификаöии проãраììноãо обеспе÷ения [6].
Оäна из интересных особенностей аппарата

«Network calculus», выäеëяþщая еãо среäи кëас-
си÷еских теорий рас÷ета систеì с о÷ереäüþ (на-
приìер, приëожений теории ìассовоãо обсëужи-
вания), — это преäставëение вхоäящеãо потока
(потока заявок на обсëуживание) в виäе куìуëя-
тивной (с нарастаþщей суììой) функöии. Отсþäа
сëеäует важное отëи÷ие «Network calculus» от ìе-
тоäик рас÷ета сетей [7] — испоëüзование äетерìи-
нированных (реãуëярных), оãрани÷ений на поток
в виäе оãибаþщих потоков, а не их стохасти÷еских
ìоäеëей. Это позвоëяет работатü с боëее øирокиì
кëассоì вхоäящих потоков, äеëает теориþ интуи-
тивно боëее понятной и äоступной в инженерноì
пëане [8].
Как правиëо, в прикëаäных заäа÷ах «Network

calculus» при иссëеäовании сëожных систеì обсëу-
живания äëя простоты рас÷етов испоëüзуþтся ìо-
äеëи оäно- [9] иëи äвухкоìпонентных [1] ëиней-

ных оãибаþщих. Это äает возìожностü поëу÷итü
анаëити÷еские выражения äëя вреìен обсëужи-
вания (заäержек) и о÷ереäей (буферов). Обы÷но
кажäый из иссëеäоватеëей «провоäит» такие оãи-
баþщие, основываясü на своей интуиöии [10]. Оä-
нако интуитивный поäхоä ухуäøает то÷ностü и
снижает öенностü поëу÷аеìых резуëüтатов. Ма-
теìати÷ески обоснованная ìетоäика рас÷ета ëи-
нейных оãибаþщих не встре÷ается в совреìенных
пубëикаöиях. В настоящей работе рассìатрива-
ется оптиìизаöионная заäа÷а рас÷ета ëинейной
оãибаþщей. Привоäятся резуëüтаты реøения äëя
оäно- и äвухкоìпонентной ìоäеëей ëинейной
оãибаþщей вхоäящеãо потока. Привеäен приìер
рас÷ета систеìы обсëуживания (ìоäификаöии)
проãраììноãо обеспе÷ения АСУ разработки Ин-
ститута пробëеì управëения иì. В.А. Трапезни-
кова РАН.

1. ÐÎËÜ ÎÃÈÁÀÞÙÅÉ Â «NETWORK CALCULUS»

Рассìотриì некоторуþ систеìу обсëуживания,
наприìер, вы÷исëитеëüнуþ сетü. Пустü A(t) — ку-
ìуëятивная функöия (cumulative function [1]) вхо-
äящеãо потока äëя этой систеìы, т. е. суììарное
коëи÷ество äанных на вхоäе (наприìер, бит), на-
бëþäаеìых на интерваëе [0, t]. A(t) буäет неотри-
öатеëüной, неубываþщей функöией вреìени. Тоã-
äа огибающая вхоäящеãо потока (arrival curve, enve-
lope [1]) E(t) опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

A(t) – A(s) ≤ E(t – s),  ∀s ≤ t,  t ≥ 0.

О÷евиäно, такиì образоì заäается öеëое ìно-
жество оãибаþщих. Заìетиì, ÷то понятие оãибаþ-

Рассìотрены основные поëожения теории «Network calculus», относящиеся к рас÷ету па-
раìетров систеì обсëуживания. Пояснена роëü оãибаþщей вхоäящеãо потока. Преäëо-
жен способ рас÷ета ëинейной оãибаþщей, поставëена и реøена соответствуþщая опти-
ìизаöионная заäа÷а. Привеäены приìеры рас÷ета оäно- и äвухкоìпонентной ëинейных
оãибаþщих вхоäящеãо потока, а также соответствуþщих вреìен обсëуживания (заäер-
жек) и о÷ереäей äëя систеìы обсëуживания проãраììноãо обеспе÷ения АСУ.
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щей в «Network calculus» нескоëüко отëи÷ается от
кëасси÷ескоãо [11].
Особое зна÷ение иìеет минимальная оãибаþ-

щая вхоäящеãо потока (minimum arrival curve [1]):

E(t) = {A(t + s) – A(s)}. (1)

Записü (1) озна÷ает, ÷то оãибаþщая E(t) опре-
äеëяет верхнþþ ãраниöу потока äанных на ëþбоì
интерваëе t, на÷инаþщеìся в произвоëüный ìо-
ìент вреìени s. Буäеì äаëее называтü оãибаþщуþ,
вы÷исëеннуþ по форìуëе (1), эмпирической.
Рассìотриì приìеры испоëüзования оãибаþ-

щей äëя рас÷ета характеристик сетей. Обозна÷иì
D(t) куìуëятивнуþ функöиþ выхоäящеãо потока,
которая опреäеëяется как суììарное коëи÷ество
äанных на выхоäе. Тоãäа äëя систеì без потерü
время обслуживания иëи задержка (delay [1]) dl(t)
и длина очереди иëи разìер необхоäиìоãо буфера
(backlog [1]) bl(t) опреäеëяþтся как

dl(t) = inf{τ ≥ 0: A(t) ≤ D(t + τ)}, (2)

bl(t) = A(t) – D(t). (3)

Оäин из основных теорети÷еских резуëüтатов
«Network calculus» закëþ÷ается в утвержäении, ÷то
ìаксиìаëüные зна÷ения вреìени обсëуживания
(заäержки) и äëины о÷ереäи ìожно вы÷исëятü с
поìощüþ оãибаþщих, а не реаëüных куìуëятив-
ных функöий. В форìуëах äëя вы÷исëения вреìен
обсëуживания (заäержек) и о÷ереäей (2) и (3) ìож-
но заìенитü куìуëятивнуþ функöиþ вхоäящеãо
потока ее оãибаþщей, а куìуëятивнуþ функöиþ
выхоäящеãо потока — функцией обслуживания (ser-
vice curve [1]), которая опреäеëяет ìиниìаëüное
ãарантированное обсëуживание систеìы. В этоì
сëу÷ае равенства заìеняþтся на неравенства, но
оãрани÷ения поëу÷аþтся äостато÷но жесткиìи [1].
Обозна÷ив S(t) функöиþ обсëуживания систеìы,
форìуëы (2), (3) ìожно переписатü в виäе:

dl(t) ≤ {inf{τ ≥ 0: E(s) ≤ S(s + τ)}}, ∀t, (4)

bl(t) ≤ {E(s) – S(s)}, ∀t. (5)

Оäнако испоëüзование эìпири÷еской оãибаþ-
щей (1) в форìуëах (4) и (5) äовоëüно затруäни-
теëüно. Наибоëее простыìи и уäобныìи в приìе-
нении форìуëы (4) и (5) становятся в сëу÷ае ëи-
нейных оãибаþщих вхоäящих потоков и ëинейных
функöий обсëуживания.
Функöии обсëуживания реаëüных устройств

коìпüþтерных сетей (серверов, коììутаторов,

øëþзов, и äр.) в боëüøинстве сëу÷аев, äействи-
теëüно, явëяþтся ëинейныìи и иìеþт виä [1]:

S(t) = (6)

ãäе R — скоростü обсëуживания, T — заäержка об-
сëуживания. Они ìоãут бытü взяты из паспортных
äанных ëибо поëу÷ены экспериìентаëüно.
Оãибаþщие вхоäящих потоков ìоãут бытü ап-

проксиìированы ëинейныìи функöияìи из физи-
÷еских соображений. Дëя вы÷исëения ìаксиìаëü-
ных зна÷ений вреìени обсëуживания (заäержки) и
äëины о÷ереäи в соответствии с форìуëаìи (4) и
(5) необхоäиìо найти пряìуþ (касатеëüнуþ), оãра-
ни÷иваþщуþ эìпири÷ескуþ оãибаþщуþ (1) свер-
ху. Линейные оãибаþщие вхоäящих потоков иìе-
þт виä [1]:

E(t) = rt + b, (7)

ãäе r — скоростü потока, b — «вспëеск». Назовеì
пряìуþ (7) оäнокоìпонентной оãибаþщей.
Такиì образоì, в сëу÷ае функöий обсëужива-

ния виäа (6) и оãибаþщих виäа (7) форìуëы (4) и
(5) ìожно преобразоватü к виäу [1]:

dl = b/R + T, (8)

bl = rT + b. (9)

Из форìуëы (8) сëеäует, ÷то при поиске оäно-
коìпонентной ëинейной оãибаþщей (7) äëя рас-
÷ета ìаксиìаëüноãо вреìени обсëуживания необ-
хоäиìо искатü пряìуþ с ìаксиìаëüныì «вспëес-
коì» b.
В некоторых сëу÷аях оãрани÷итü эìпири÷ескуþ

оãибаþщуþ (1) преäпо÷титеëüнее не оäной пря-
ìой (7), а äвуìя:

E(t) = min{r1t + b1, r2t + b2}, (10)

ãäе r1 — пиковая скоростü, b1 — ìаксиìаëüный
разìер пакета, r2 — устой÷ивая скоростü, b2 —
«вспëеск». Назовеì кривуþ (10) äвухкоìпонент-
ной оãибаþщей. Такая оãибаþщая испоëüзуется,
наприìер, в ìоäеëи «IntServ» [12] ка÷ества обсëу-
живания в сетях на основе протокоëа TCP/IP.
Дëя äвухкоìпонентной оãибаþщей форìуëы

äëя вреìени обсëуживания (заäержки) и äëины
о÷ереäи, анаëоãи÷ные форìуëаì (8) и (9), иìеþт
боëее сëожный виä [1]:

dl =  + T, (11)

bl = r2T + b2 +

+ ((r1 – R)+ – r1 + r2), (12)

ãäе (•)+ = 0, есëи (•) < 0.

sup
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s 0≥
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2. ÇÀÄÀ×À ÐÀÑ×ÅÒÀ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÎÃÈÁÀÞÙÅÉ

2.1. Ðàñ÷åò îäíîêîìïîíåíòíîé îãèáàþùåé

Реøиì заäа÷у рас÷ета оäнокоìпонентной ëи-
нейной оãибаþщей. Уто÷ниì, ÷то заäа÷а состоит в
аппроксиìаöии эìпири÷еской оãибаþщей (1) ëи-
нейной оãибаþщей (7), которая äоëжна оãрани-
÷иватü эìпири÷ескуþ оãибаþщуþ сверху и иìетü
ìаксиìаëüно возìожное зна÷ение «вспëеска» b.
Дëя уäобства реøения оптиìизаöионной заäа÷и
заìениì усëовие ìаксиìуìа «вспëеска» на усëо-
вие ìиниìуìа скорости потока r (ìиниìуìа уãëо-
воãо коэффиöиента пряìой). Такая заìена äопус-
тиìа при поиске ëинейной оãибаþщей äëя рас÷ета
ìаксиìаëüноãо вреìени обсëуживания (8). Дëя
рас÷ета ìаксиìаëüной äëины о÷ереäи (9) необхо-
äиìо ìаксиìизироватü оба параìетра: «вспëеск» и
скоростü.
Отìетиì, ÷то иäея реøения äанной заäа÷и ос-

нована на известноì ìетоäе опорных векторов [13].
В ÷астности, поäобная заäа÷а реãрессии по опор-
ныì вектораì уже встре÷аëасü в пубëикаöиях [14].
Перейäеì к переìенныì x и y и поставиì заäа÷у

сëеäуþщиì образоì. Дана эìпири÷еская оãибаþ-
щая — неубываþщая посëеäоватеëüностü то÷ек:

(xi, yi),  xi ≥ 0,  yi ≥ 0,  xi + 1 ≥ xi,  yi + 1 ≥ yi,

i = 1, ..., N.

Необхоäиìо найти оптиìаëüнуþ ëинейнуþ
оãибаþщуþ (касатеëüнуþ к эìпири÷еской и оãра-
ни÷иваþщуþ ее сверху), заäаннуþ уравнениеì:

y = kx + b, (13)

с наиìенüøиì уãëоì накëона (k), наибоëее бëиз-
куþ к то÷каì эìпири÷еской оãибаþщей (рис. 1).
За ìеру бëизости пряìой (13) к то÷ке (xi, yi)

приìеì веëи÷ину – yi = kxi + b – yi.

Обозна÷иì ξi øирину поëосы, в которуþ äоëж-
на вписатüся эта веëи÷ина. Тоãäа

Зäесü ε — параìетр, характеризуþщий разìер
оøибки, с которой заäаны зна÷ения эìпири÷ес-
кой оãибаþщей. Первое неравенство описывает
то÷ки, ëежащие ниже пряìой, второе неравенст-
во — то÷ки, ëежащие выøе пряìой. Возìожностü
существования то÷ек выøе пряìой объясняется
наëи÷иеì оøибки ε. Отìетиì, ÷то поëоса буäет пе-
реìенной øирины, поскоëüку кажäой то÷ке (xi, yi)
соответствует свое зна÷ение ξi.

Тоãäа оптиìизаöионная заäа÷а состоит в ìини-
ìизаöии кваäрати÷ноãо функöионаëа:

k2 + C ξi → (14)

при выпоëнении усëовий:

(15)

В функöионаëе (14) ìножитеëü 1/2 при k и
кваäрати÷ная степенü взяты äëя уäобства, C — уп-
равëяþщий параìетр, позвоëяþщий реãуëироватü
соотноøения ìежäу äвуìя оптиìизируеìыìи ве-
ëи÷инаìи (k и ξ).
Реøение заäа÷и (14), (15) привеäено в Приëо-

жении.

2.2. Ðàñ÷åò äâóõêîìïîíåíòíîé îãèáàþùåé

Реøиì заäа÷у äëя äвухкоìпонентной ëинейной
оãибаþщей. Пустü заäана та же эìпири÷еская оãи-
баþщая:

(xi, yi),  xi ≥ 0, yi ≥ 0,  xi + 1 ≥ xi,  yi + 1 ≥ yi,

i = 1, ..., N.

В этоì сëу÷ае необхоäиìо найти не оäну пря-
ìуþ (13), а äве, такие ÷то оãибаþщая

y(x) = min{k1x + b1, k2x + b2}.

yi'

kxi b yi–+ ξi ε,+≤

yi kxi– b– ε.≤⎩
⎨
⎧

1
2
---

i 1=

N

∑ min
k ξ,

kxi b yi–+ ξi ε+≤ i, 1 ... N;, ,=

yi kxi– b– ε≤ i, 1 ... N;, ,=

k 0;≥
b 0;≥
ξi 0≥ i, 1 ... N., ,=⎩

⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

Рис. 1. Расчет однокомпонентной линейной огибающей входя-
щего потока
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В соответствии с ìоäеëüþ «IntServ» на параìет-
ры пряìых необхоäиìо наëожитü оãрани÷ения:
k1 > k2, b1 < b2, которые заäаþт усëовия оптиìи-
заöии: ìиниìизироватü k2 и ìаксиìизироватü k1.
Буäеì с÷итатü, ÷то сìена коìпоненты (пряìой)
происхоäит в то÷ке (xn, yn).

В этоì сëу÷ае оптиìизаöионная заäа÷а, анаëо-
ãи÷ная заäа÷е (14), (15), иìеет виä:

B  +  → (16)

при выпоëнении усëовий:

(17)

В выражении (16) ξ1i и ξ2i — øирина поëосы äëя
первой и второй коìпоненты соответственно; ε —
разìер оøибки; параìетр C опреäеëен, как в фор-
ìуëе (14); параìетр B позвоëяет реãуëироватü со-
отноøения ìежäу äвуìя коìпонентаìи оãибаþ-
щей (выбирается в соответствии с преäпоëаãаеìой
то÷кой сìены коìпоненты). Анаëити÷еское реøе-
ние заäа÷и (16), (17) äовоëüно труäоеìко. Данная
заäа÷а реøена ÷исëенно.

3. ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÀÑ×ÅÒÀ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÎÃÈÁÀÞÙÅÉ

На основе изëоженных в § 2 аëãоритìов рас÷ета
ëинейной оãибаþщей и ÷исëенных ìетоäов разра-
ботана проãраììа äëя ЭВМ, которая проверена на
тестовых äанных с известныìи параìетраìи k и b.
Резуëüтаты ÷исëенных рас÷етов параìетров k и b
показаëи хороøее соответствие с заäанныìи зна-
÷енияìи.
Изëоженные аëãоритìы и их ÷исëенная реаëи-

заöия приìеняëисü также äëя оöенки реаëüноãо
вхоäящеãо потока. Быë провеäен рас÷ет ëинейной
оãибаþщей äëя систеìы обсëуживания проãраì-
ìноãо обеспе÷ения АСУ [6]. Поä обсëуживаниеì в
этоì сëу÷ае пониìаëасü ìоäификаöия проãраì-
ìноãо обеспе÷ения, вхоäящий поток — это поток
заäаний на ìоäификаöиþ (поток эëеìентов ин-
форìаöионной базы).

Заäа÷а быëа реøена äëя оäно- и äвухкоìпо-
нентной ìоäеëей. Параìетры заäа÷и оптиìизаöии
быëи заäаны сëеäуþщиì образоì: ε = 2 % от среä-
неãо зна÷ения yi, i = 1, ..., N, äëя обеих ìоäеëей;
C = 2 — äëя оäнокоìпонентной ìоäеëи, C = 5 —
äëя äвухкоìпонентной ìоäеëи; B = 1.
Чисëенное реøение заäа÷и äаëо сëеäуþщие

зна÷ения параìетров ëинейных оãибаþщих:
оäнокоìпонентной: k = 0,58, b = 97,2; äвухкоì-

понентной: k1 = 2,5, b1 = 39,9, k2 = 0,4, b2 = 128,9.
На рис. 2 ãрафи÷ески преäставëены резуëüтаты

÷исëенных рас÷етов оäнокоìпонентной и äвух-
коìпонентной оãибаþщих: куìуëятивная функ-
öия вхоäящеãо потока, эìпири÷еская и ëинейные
оãибаþщие. По оси 0X отëожено вреìя в рабо÷их
äнях, по оси 0Y — ÷исëо эëеìентов инфорìаöион-
ной базы.
На основе поëу÷енных оãибаþщих провеäен

рас÷ет вреìени обсëуживания и о÷ереäи. В ка÷ес-
тве функöии обсëуживания испоëüзоваëасü функ-
öия y = 52,31(x – 0,12) (поëу÷ена в работе [6]).
Рас÷еты провеäены по форìуëаì (8), (9) äëя

оäнокоìпонентной оãибаþщей и (11), (12) — äëя
äвухкоìпонентной. Поëу÷ены сëеäуþщие резуëü-
таты:

— при испоëüзовании оäнокоìпонентной оãи-
баþщей: вреìя обсëуживания dl = 1,98 раб. äн.;
äëина о÷ереäи bl = 97,3 эëеìентов;

— при испоëüзовании äвухкоìпонентной оãи-
баþщей: вреìя обсëуживания dl = 0,88 раб. äн.;
äëина о÷ереäи bl = 40,2 эëеìентов.
Есëи рассìатриватü поëу÷енные резуëüтаты как

оöенку ìаксиìаëüных зна÷ений о÷ереäей и вре-
ìен обсëуживания, то обе ìоäеëи оãибаþщей ока-
заëисü правиëüныìи. Факти÷еские о÷ереäи и вре-
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Рис. 2. Одно- и двухкомпонентная огибающие:
cumulative — куìуëятивная функöия вхоäящеãо потока;
empirical — эìпири÷еская оãибаþщая; 1-linear — оäнокоìпо-
нентная ëинейная оãибаþщая, 2-linear — äвухкоìпонентная
ëинейная оãибаþщая
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ìена обсëуживания никоãäа не превосхоäиëи вы-
÷исëенных зна÷ений. Оäнако оäнокоìпонентная
оãибаþщая äаëа сиëüно завыøенный резуëüтат.
По наøеìу практи÷ескоìу опыту резуëüтат äвух-
коìпонентной оãибаþщей оказаëся боëее бëиз-
киì к реаëüныì зна÷енияì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Матеìати÷ески обоснованный рас÷ет ëиней-
ной оãибаþщей вхоäящеãо потока в приëожениях
«Network calculus» иìеет важное зна÷ение: он уст-
раняет произвоë в выборе оãибаþщей и теì саìыì
повыøает то÷ностü вы÷исëений и öенностü поëу-
÷аеìых резуëüтатов.
Такой рас÷ет ìожет бытü провеäен на основе

реøения заäа÷и оптиìизаöии. В ка÷естве опти-
ìизируеìых параìетров преäëожено испоëüзоватü
уãëовой коэффиöиент искоìой пряìой и øирину
поëосы, в которуþ äоëжна вписатüся пряìая. Уã-
ëовой коэффиöиент ëинейной оãибаþщей вхоäя-
щеãо потока наибоëее важен, поскоëüку иìенно
он опреäеëяет ìаксиìаëüное вреìя обсëуживания
и äëину о÷ереäи систеìы обсëуживания. Дëя оä-
нокоìпонентной ìоäеëи ëинейной оãибаþщей
(аппроксиìаöия оäной пряìой) заäа÷а свеäена к
заäа÷е кваäрати÷ноãо проãраììирования относи-
теëüно äвойственных переìенных; äëя äвухкоìпо-
нентной ìоäеëи (аппроксиìаöия äвуìя пряìыìи)
анаëити÷еское реøение боëее труäоеìко. Чисëен-
ное реøение заäа÷и поëу÷ено äëя обеих ìоäеëей.
Чисëенный рас÷ет оäно- и äвухкоìпонентной

ëинейных оãибаþщих äëя систеìы обсëуживания
(ìоäификаöии) проãраììноãо обеспе÷ения АСУ
[6] позвоëиë вы÷исëитü ìаксиìаëüные вреìена
обсëуживания и о÷ереäи при ìоäификаöии про-
ãраììноãо обеспе÷ения, которые хороøо соãëасу-
þтся с экспериìентаëüныìи зна÷енияìи.
В закëþ÷ение отìетиì, ÷то похожая заäа÷а воз-

никает и при преäставëении функöии обсëужива-
ния в ëинейноì виäе по известныì эìпири÷ескиì
äанныì. Такая заäа÷а засëуживает отäеëüноãо ис-
сëеäования.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Решение задачи квадратичного программирования для
однокомпонентной огибающей. Реøиì заäа÷у (14), (15).
Лаãранжиан иìеет виä:

L(k, b, ξ, α, α*, β, γ, η) =

= k2 + C ξi + αi(kxi + b – yi – ξi – ε) +

+ (yi – kxi – b – ε) – βiξi – γk – ηb. (18)

По теореìе Куна — Таккера [15] заäа÷а (14), (15) эк-
виваëентна äвойственной заäа÷е поиска сеäëовой то÷ки
функöии Лаãранжа:

(19)

В посëеäних пяти строках выражения (19) записаны
усëовия äопоëняþщей нежесткости. Необхоäиìыì ус-
ëовиеì сеäëовой то÷ки явëяется равенство нуëþ произ-
воäных ëаãранжиана, откуäа сëеäуþт соотноøения:

 = k + (αi – )xi – γ = 0 ⇒

⇒ k = γ – (αi – )xi; (20)

 = (αi – ) – η = 0 ⇒

⇒ (αi – ) – η = 0; (21)

 = C – αi – βi = 0 ⇒ αi + βi = C. (22)

Реøиì заäа÷у (19) äëя то÷ек (xi, yi), ëежащих на пря-

ìой (13), т. е. äëя которых:

ξi = 0. (23)

Буäеì искатü пряìуþ (13), не параëëеëüнуþ оси 0Y
и не прохоäящуþ ÷ерез на÷аëо коорäинат, т. е. äëя ко-
торой k ≠ 0, b ≠ 0. Тоãäа из посëеäних äвух усëовий äо-
поëняþщей нежесткости (19) сëеäует, ÷то γ = 0, η = 0.
Поэтоìу из соотноøения (20) сëеäует:

k = (  – αi)xi, (24)

а из соотноøения (21):

(αi – ) = 0. (25)

Кроìе тоãо, у÷итывая, ÷то βi ≥ 0, из соотноøения (22)

ìожно закëþ÷итü, ÷то

0 ≤ αi ≤ C. (26)

Такиì образоì, поäставëяя форìуëы (23) и (24) в
выражение (18) и у÷итывая оãрани÷ения (25) и (26), за-
äа÷у (19) ìожно свести к заäа÷е кваäрати÷ноãо про-
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ãраììирования относитеëüно äвойственных переìен-
ных αi и :

(27)

Реøив заäа÷у (27), ìожно найти k по форìуëе (24).
Дëя нахожäения параìетра b воспоëüзуеìся первыì

усëовиеì äопоëняþщей нежесткости (19) (αi ≠ 0), а так-

же соотноøенияìи (22) и (23):

(28)

Реøив систеìу (28) и найäя нескоëüко зна÷ений па-
раìетра b äëя разëи÷ных то÷ек (xi, yi), резуëüтируþщее

зна÷ение b выбереì как среäнее арифìети÷еское [16].
Такиì образоì, уравнение пряìой (13) найäено, и

поставëенная заäа÷а реøена.
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