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Аннотация. В качестве объекта управления выступает однозвенный манипулятор, эла-

стично сочлененный с двигателем постоянного тока и функционирующий в условиях 

неопределенности и неполных измерений переменных состояния. Поставлена задача син-

теза разрывного закона управления в форме обратной связи, обеспечивающего отслежи-

вание заданного сигнала угловым положением манипулятора. Особенности объекта тако-

вы: угловое положение и скорость манипулятора недоступны для измерений, датчики 

расположены только на приводе; параметрические и внешние возмущения, воздейству-

ющие на манипулятор, являются негладкими и не могут быть непосредственно подавле-

ны с помощью управления, воздействующего на исполнительное устройство. Для реше-

ния поставленной задачи применяется блочный подход, в рамках которого разработана 

декомпозиционная процедура синтеза нелинейных локальных связей, обеспечивающих 

инвариантность регулируемой переменной по отношению к неопределенностям, не со-

гласованным с управляющим воздействием. Для оценивания углового положения и ско-

рости манипулятора, необходимых для синтеза обратной связи, разработан редуцирован-

ный наблюдатель состояния. Для оценивания значений переменных состояния в этом 

наблюдателе реализован принцип восстановления внешних возмущений по их воздей-

ствию на объект управления, не требующий построения динамической модели внешних 

воздействий. И в задаче управления, и в задаче наблюдения были использованы S-

образные ограниченные непрерывные локальные связи – гладкие (сигмоидальные) и не-

гладкие (кусочно-линейные) соответственно, которые подавляли ограниченные возму-

щения, действующие с ними по одному каналу. Разработанные алгоритмы не требуют 

идентификации в реальном времени параметрических и внешних возмущений, но обес-

печивают стабилизацию ошибок наблюдения и слежения с некоторой точностью. Эффек-

тивность разработанной динамической обратной связи подтверждена результатами чис-

ленного моделирования. 
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Рассматривается простейшая электромеханиче-

ская система – однозвенный бездатчиковый мани-

пулятор, эластично сочлененный с двигателем по-

стоянного тока (ДПТ) и функционирующий в 

условиях параметрических и внешних возмуще-

ний. Базовая задача состоит в управлении угловым 

положением манипулятора – стабилизации его на 

заданном уровне или отслеживании допустимого 

задающего  воздействия.  Несмотря  на кажущуюся  
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простоту, рассматриваемый объект имеет все при-

знаки сложной системы автоматического управле-

ния. А именно: описывается динамической моде-

лью пятого порядка с нелинейностью и неопреде-

ленными параметрами, имеет неполный комплект 

датчиков, находится под воздействием внешних 

возмущений. В настоящее время в рамках различ-

ных подходов разработано множество эффектив-

ных алгоритмов управления механическими и 

электромеханическими системами [см., например, 

работы 1–5]. Однако, как правило, при решении 

таких задач учитывается конкретный тип неопре-

деленностей (либо параметрические неопределен-

ности, либо внешние возмущения определенного 

класса, либо неполные измерения), а не их ком-
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плекс. Во многих исследованиях математическая 

модель состоит только из механической системы 

(динамика исполнительных устройств не учитыва-

ется), при этом проблема подавления несогласо-

ванных возмущений, действующих по разным ка-

налам с управлением, остается открытой [6].  

В предыдущей работе авторов [7] однозвенный 

бездатчиковый манипулятор, эластично сочленен-

ный с ДПТ, рассматривался с учетом указанного 

комплекса неопределенностей в предположении, 

что задающее воздействие, параметрические и 

внешние возмущения являются гладкими функци-

ями времени. Это позволило представить модель 

объекта управления в каноническом виде «вход – 

выход» относительно смешанных переменных 

(линейных комбинаций от переменных состояния, 

внешних воздействий и их производных) и решить 

на ее основе и задачу наблюдения, и задачу слеже-

ния. Проблема оценивания значения неизмеряемой 

регулируемой переменной, необходимого для син-

теза обратной связи в наблюдателе смешанных 

переменных, решалась путем использования до-

полнительного контура подсистемы наблюдения. 

Однако в процессе эксплуатации на механический 

объект часто воздействуют негладкие возмущения 

– ударные нагрузки, силы сухого трения [8]. Эти 

возмущения нельзя дифференцировать и они не 

могут быть непосредственно подавлены или ском-

пенсированы посредством управления, действую-

щего на электропривод. В данной работе рассмат-

ривается именно этот случай негладких и несогла-

сованных внешних и параметрических возмуще-

ний, а также случай кусочно-непрерывных задаю-

щих воздействий, что является препятствием для 

применения типовых методов управления, в част-

ности метода линеаризации обратной связью [9, 

10]. Описание модели объекта управления и по-

становка задачи приведены в § 1. 

Для синтеза системы слежения в указанных 

условиях представляется целесообразным приме-

нение блочного подхода, в рамках которого пере-

менные состояния используются как фиктивные 

управления в виде функций определенного класса, 

к которым предъявляется требование гладкости 

[11, 12]. При этом возмущения будут согласованы 

с фиктивными управлениями и могут быть подав-

лены с заданной точностью. Исходная система 

преобразуется к системе, записанной относительно 

ошибки слежения и невязок между реальными и 

сформированными фиктивными управлениями 

(инвариантными локальными связями), дифферен-

цирование внешних сигналов не выполняется. Ис-

тинное разрывное управление, действующее на 

исполнительное устройство, обеспечивает после-

довательную сходимость невязок в заданные 

окрестности нуля и, как следствие, выполнение 

цели управления – стабилизации ошибки слеже-

ния. Стабилизирующие фиктивные управления 

предлагается сформировать в виде гладких и огра-

ниченных сигма-функций, чтобы избежать в нача-

ле переходных процессов всплесков, характерных 

для систем с линейными обратными связями с 

большими коэффициентами [11, 13], которые тра-

диционно используются для подавления внешних 

возмущений. В статье [12] была разработана про-

цедура синтеза сигмоидальных локальных связей 

для нелинейного одноканального объекта в пред-

положении, что функции от переменных состояния 

в правых частях дифференциальных уравнений, 

описывающих динамику системы, всюду ограни-

чены. Научная новизна данного исследования со-

стоит в разработке процедуры блочного синтеза и 

выбора параметров сигмоидальных фиктивных 

управлений для почти линейной системы пятого 

порядка в условиях действия негладких внешних 

возмущений (с производными, терпящими раз-

рыв). Особенность объекта состоит в том, что с 

теоретической точки зрения в уравнениях системы 

линейные комбинации переменных состояния не 

являются ограниченными. Для достижения цели 

управления требуется обеспечить, чтобы значения 

внутренних переменных в процессе регулирования 

принадлежали конкретным диапазонам. Процедура 

синтеза базового закона управления с учетом ука-

занных особенностей объекта управления приве-

дена в § 2.  

В § 3 представлено решение задачи наблюде-

ния для случая, когда угловое положение и ско-

рость манипулятора, требуемые для синтеза об-

ратной связи, не могут быть измерены (например, 

из-за агрессивной среды, вибрации и т. п. [14]), и 

датчики установлены только на приводе. Построен 

редуцированный наблюдатель состояния, в кото-

ром для оценивания переменных состояния реали-

зован принцип восстановления внешних возмуще-

ний по их воздействию на объект управления, не 

требующий использования динамической модели 

восстанавливаемых сигналов [15, 16]. Согласно 

этому принципу оцениваемая переменная тракту-

ется как внешнее возмущение. При этом получе-

ние ее оценки осуществляется с помощью обрат-

ной связи в наблюдателе (корректирующего воз-

действия). Данный подход позволил построить 

робастный наблюдатель состояния без использо-

вания уравнений системы с неопределенными па-

раметрами. Разработана декомпозиционная проце-

дура синтеза кусочно-линейных обратных связей, 

обеспечивающих решение задачи наблюдения с 



 

 
 

 

 
 

   ●

заданной точностью в условиях действия на меха-

ническую подсистему параметрических и внешних 

возмущений. Благодаря использованию S-

образных инвариантных обратных связей (гладких 

– в задаче слежения, кусочно-гладких – в задаче 

наблюдения) в процессах наблюдения и управле-

ния не требуется дополнительно идентифициро-

вать неопределенные параметры и внешние воз-

мущения, достаточно знать диапазоны их измене-

ния. Параметры регулятора не требуют перена-

стройки при произвольном изменении неопреде-

ленностей в допустимых интервалах. Этот вывод 

проиллюстрирован результатами численного мо-

делирования, приведенными в § 4. 

 

Математическая модель однозвенного жесткого 

манипулятора с поворотным шарниром, упруго 

соединенного с валом ДПТ, описывается диффе-

ренциальными уравнениями [7, 17] 

1 2 2 21 1 2 1 2 3, sin( ) ( ),x x x a x a x b x f t          (1) 

3 4 4 41 1 43 3 44 4 4 5

5 54 4 55 5 5

, ,

.

x x x a x a x a x b x

x a x a x b u

     

   
      (2) 

Уравнениями (1) описывается динамика мани-

пулятора, уравнениями (2) – динамика ДПТ с по-

стоянными магнитами [6], a41 =  a43< 0, значения 

остальных конструктивных коэффициентов поло-

жительные: 

2 21 /l lb a k J  , 
2 / la mgh J , 

43 /l ma k J , 

44 / ma d J , 
4 /m mb k J , 

54 /a с L , 
55 /a R L , 

5 1/b L . 

Описание переменных 
T

1 5( , ..., )x x x  и пара-

метров системы (1), (2) приведено в табл. 1.  

В системе (1), (2) выходной регулируемой пе-

ременной является угловое положение звена ма-

нипулятора x1(t), напряжение питания якорной це-

пи ДПТ u рассматривается как разрывное управле-

ние. Ставится задача синтеза динамической обрат-

ной связи, обеспечивающей отслеживание выход-

ной переменной x1(t) заданного сигнала g(t) в сле-

дующих предположениях: 

 за точку отсчета x1(t) = 0 принято нижнее 

вертикальное положение звена манипулятора, ко-

торое является устойчивым, максимальная угловая 

скорость звена манипулятора ограничена: 

1 2 2 2| ( ) | π,  | ( ) | ,  0,  const 0;x t x t X t X        (3) 

 начальные значения переменных состояния 

находятся в известных диапазонах: 

,0(0) const 0, 1,5;i ix X i                 (4) 

 датчики расположены только на исполни-

тельном устройстве, значения переменных x1(t), 

x2(t) не измеряются, значения переменных x3(t), 

x4(t) x5(t) измеряются, шумы в измерениях отсут-

ствуют;  

 текущие значения задающего воздействия 

g(t) известны, его производная ( )g t  полагается 

негладкой неизвестной функцией времени, огра-

ниченной известной константой: 

0 1

0 1

| ( ) | π; | ( ) | ,  

, const 0;

0; g t G g t G

G G

t  

 


           (5) 

 значения параметров kl, Jm, d, km и, следова-

тельно, a43, a44, b4 известны, параметры m , h, Jl, c, 

R, L и, следовательно, b2 = a21, a2, a54, a55, b5 точно 

не определены и могут изменяться в процессе экс-

плуатации в известных диапазонах: 

21,min 21 21,max 2,min 2 2,max( ) , ( ) ;a a t a a a t a     

5 ,min 5 5 ,max( ) , 4,5;j j ja a t a j    

5,min 5 5,max( ) , 0;b b t b t                      (6) 

 
Таблица 1 

Описание переменных и параметров объекта управления 

Обозначение Описание, единица измерения Обозначение Описание, единица измерения 

x1  угловое положение манипулятора, рад g  ускорение свободного падения, 9,8 м/c
2
 

x2  угловая скорость манипулятора, рад/с  kl  жесткость передаточного механизма, 

Н·м/рад  

x3 угловое положение вала ДПТ, рад  Jl  момент инерции манипулятора, кг·м
2
  

x4  угловая скорость вала ДПТ, рад/с  km коэффициент передачи, Н·м/А 

x5  ток якоря ДПТ, А Jm  момент инерции ДПТ, кг·м
2
   

f (t) неконтролируемое возмущение,  

Н/(кг·м) 

d коэффициент демпфирования, 

 кг·м
2
/с 

u  напряжение питания якорной цепи ДПТ, B c  коэффициент противо-ЭДС ДПТ, В·с/рад  

h длина манипулятора, м L индуктивность якоря ДПТ, Гн 

m   масса манипулятора, кг R  сопротивление якоря ДПТ, Ом 
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 f (t) – неизвестная негладкая функция вре-

мени, ограниченная по модулю известной констан-

той: 

( ) const 0, 0.f t F t                    (7) 

В контуре обратной связи предполагается ис-

пользование только наблюдателя неизмеряемых 

переменных состояния, идентификаторы неизвест-

ных параметров и генераторы внешних воздей-

ствий в построения не вводятся. В этих условиях 

стабилизация ошибки слежения e1(t) = x1(t) –

 g(t)  R возможна лишь с некоторой точностью. 

Цель управления – обеспечить в замкнутой систе-

ме выполнение условия 

1 1 1( ) , ,e t t t                           (8) 

где 1 > 0, t1 > 0 – заданные точность стабилизации 

и время ее достижения соответственно. 

 

Вначале сформируем в системе (1), (2) закон 

управления, используя заданный сигнал g(t) и все 

переменные состояния, а потом спроектируем 

наблюдатель для оценивания неизмеряемых пере-

менных состояния. Для синтеза обратной связи 

применим блочный принцип управления [11, 12].  

Система (1), (2) представляет собой блочную 

форму управляемости [11]. Это означает, что ис-

тинное управление входит аддитивно с ненулевым 

множителем только в последнее уравнение; в пра-

вой части каждого i-го уравнения (блока), 1 4i , , 

могут присутствовать функции только от перемен-

ных состояния x1,…,xi, а переменная следующего 

i+1-го уравнения входит аддитивно с ненулевым 

множителем. Такой вид позволяет в каждом i-м 

уравнении рассматривать переменную xi+1 как 

фиктивное управление и последовательно (сверху 

вниз) формировать локальные связи в каждом 

уравнении, которые в последнем блоке будут 

обеспечены с помощью истинного управления. Тот 

факт, что первое уравнение записано относительно 

именно регулируемой переменной, позволяет рас-

сматривать систему (1), (2) как треугольную (по 

составу аргументов функций в каждом уравнении 

за исключением фиктивных управлений) форму 

«вход – выход» и решать на ее основе задачу сле-

жения. 

Для того чтобы подавить параметрические и 

внешние возмущения, действующие по одним и 

тем же каналам с фиктивными управлениями, 

сформируем локальные связи в виде ограниченных 

S-образных сигма-функций с двумя настраивае-

мыми параметрами [12]: 
*

1 1 1 1 1σ( ),  , const 0,  2,5,i i i i i ix m k e k m i          (9) 

где 
1 1 1 1σ( ) 2 / (1 exp( )) 1i i i ik e k e        – нечетная 

и ограниченная сигма–функция; 1 1σ( ) 1,i ik e    

ie   R ( 2,5i  ) – невязки между переменными 
ix  

и желаемыми фиктивными управлениями ix  (9): 

*

1 1 1σ( ),  2,5.i i i i i i ie x x x m k e i            (10) 

Истинное управление (напряжение питания ДПТ) 

естественно принять в виде разрывной функции [6] 

5 5 5sign( ),  const 0,u m e m     

5

5

5

1, 0,
sign( )

1,  0,

e
e

e

 
 

 
                    (11) 

при e5 = 0 значение функции знака не определено, 

но ограничено отрезком [ 1;1] . Замкнутая система 

(1), (2), (11), записанная относительно ошибки 

слежения и невязок (10), имеет вид: 

1 2 1 1 1

1

1

1

5 54 4 55 5 5 4 5 5 5

σ( ) ,

( σ( ))

, 2,3,4,

sign( ),

i i i i i i

i

ij j i i

j

e e m k e g

e b e m k e

a e f i

e a e a e f b m e







  

  

    

      


   (12) 

где b3 = 1, элементы aij, указанные в формуле (12), 

но отсутствующие в системе (1), (2), равны нулю, 

1i  – полные производные фиктивных управле-

ний (9) 

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

σ( )

0,5 (1 σ ( )) , 2, 5;

d
i i i idt

i i i i i

m k e

m k k e e i

   

    

  

   
   (13) 

2 21 2 1 3

4 43 2 2 2 44 3 3 3

5 54 3 3 3 55 4 4 4

sin( ) ( ),  0,

( σ( ) ) σ( ),  

σ( ) σ( ).

f a g a e g f t f

f a m k e g a m k e

f a m k e a m k e

     

  

 

 

В силу формул (5)–(7) значения 
if  ограничены, их 

оценки зависят от амплитуд фиктивных управле-

ний: 

2 21,max 0 2,max 2

4 43 2 0 44 3 4

5 54,max 3 55,max 4 5

( ) ,

( ) ( ) ,

( ) .

f t a G a F F

f t a m G a m F

f t a m a m F

   

   

  

       (14) 

Поставленная задача (8) сводится к задаче ста-

билизации системы (12). При этом задача синтеза 

управления одноканальной системой пятого по-

рядка декомпозируется на пять последовательно 

решаемых элементарных подзадач синтеза – выбо-

ра параметров истинного и фиктивных управле-

ний, обеспечивающих инвариантность с заданной 

точностью по отношению к имеющимся неопреде-
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ленностям. Амплитуду разрывного управления 

(11) нужно выбрать так, чтобы обеспечить в си-

стеме (12) возникновение за конечное время 

0 < t5 < t1 скользящего режима на поверхности 

e5 = 0. Согласно блочному принципу управления 

параметры фиктивных управлений (9) следует вы-

брать так, чтобы организовать последовательную 

сходимость невязок в некоторые окрестности нуля: 

5 5 5 4 4

4 5 1 1 1 2

( ) , 0 ( ) ,

... ( ) , ,

e t t t e t

t t t e t t t t

      

      
       (15) 

где 1 и t1 заданы выражением (8) а i = const > 0, 

2,5i  , назначаются произвольно. В первом нера-

венстве (15) отражен тот факт, что в реальных си-

стемах из-за различного рода неидеальностей 

скользящий режим возникает в некотором погра-

ничном слое поверхности переключения [6]. 

Сигма-функцию можно оценить снизу кусочно-

линейной функцией 

0,8 sat( ) σ( ) 1,  

sign( ), 2,2 / ,
sat( )

/ 2,2, 2,2 / , 1, 4,

i i i i

i i i

i i

i i i i

k e k e

e e k
k e

k e e k i

 

 
 

 

   (16) 

где σ( 2,2) 0,8  , 2,2 /i ie k   – точки разделе-

ния σ( )i ik e  на почти линейную и почти постоян-

ную функции [12]. От выбора значения 
ik  – коэф-

фициента усиления в аргументе сигма-функции – 

зависит точность стабилизации соответствующей 

невязки. Зафиксируем обратно пропорциональную 

зависимость между коэффициентами усиления и 

точностью стабилизации невязок: 

2,2 / , 1,4.i i ie k i     Тогда при выбранных зна-

чениях коэффициентов усиления  

2,2 / , 1,4,i ik i                        (17) 

обеспечивающих желаемую точность стабилиза-

ции, задача синтеза сводится к выбору амплитуд 

mi, 1, 5i  , посредством которого достигается по-

следовательная сходимость невязок в соответ-

ствующие окрестности нуля (15). Достаточные 

условия, гарантирующие ,i ie    имеют вид: 

0i ie e   при , 1,5i ie i    [6, 12]. Отсюда получим 

нижнюю оценку для выбора амплитуды в i-м 

( 1,4i  ) блоке при условии, что во всех следую-

щих блоках j = i + 1, i + 2, …, 5, невязки уже со-

шлись в заданные окрестности нуля j je    (15). 

С учетом формул (5), (14)–(17) имеем:  

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1

1

,min ,min 1 ,max

1

1 1

1

1

,min 1 ,min

,max

1

0,8 ( σ( ) )

( 0,8 ) 0,

0,8

( ( σ( ))

)

( ( 0,8 )

i

i i i i ij j

j

i i i i i i i i i i

i

ij j i i

j

i i i i ij i

ij j

j

m G e e e e m k e g

e G m

b m b a e

F e e e b e m k e

a e f

e b m a e

a e







 









       

    

   

      

    

    





1

1

5,min 5 54,max 4 5 4 5 5

5 54 4 55 5 5 4 5 5 5

5 54,max 4 55,min 5

5 4 5,min 5

) 0, 2, 3, 4;

( sign( ))

(

) 0.

i

i iF i

b m a e F e e

e a e a e f b m e

e a e a e

F b m



    

     

       

  

    



 (18) 

Для реализации достаточных условий (18) тре-

буется оценить диапазоны изменения значений 

переменных системы (12) и их производных в 

процессе регулирования с учетом заданного вре-

мени стабилизации ошибки слежения (8). Соответ-

ствующая процедура и итоговые неравенства для 

выбора амплитуд mi ( 1,5i  ) представлены в При-

ложении. Процедура опирается на консервативные 

оценки и доказывает существование решений не-

равенств (18). Принимаемые значения коэффици-

ентов усиления (17) и амплитуд можно скорректи-

ровать в меньшую сторону по результатам имита-

ционного моделирования. 

В системе с неполным комплектом датчиков в 

законе управления (11) вместе с измеряемыми пе-

ременными g(t), x3(t), x4(t) x5(t) будут использованы 

оценки 
1̂x ( )t , 

2x̂ ( )t  неизмеряемых переменных 

состояния x1(t), x2(t). В § 3 рассматривается задача 

синтеза наблюдателя состояния, который в усло-

виях параметрической неопределенности объекта 

управления обеспечивает заданные точность и 

время оценивания: 

ˆ| ( ) ( ) | δ ,  1,2,  ,i i ix t x t i t T     
50 .T t     (19) 

В системе с динамической обратной связью за-

кон управления (11) будет реализован в виде 

5 5̂sign( ),u m e                         (20) 

где ошибка слежения и невязки (10) формируются 

по измеряемым и оценочным сигналам: 

1 1 2 2 1 1 1 3 3 2 2 2

4 4 3 3 3 5 5 4 4 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  σ( ),  σ( ),

ˆ ˆ ˆ ˆσ( ),  σ( ).

e x g e x m k e e x m k e

e x m k e e x m k e

     

   
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В замкнутой системе (1), (2) с динамической 

обратной связью (20) в качестве неидеальностей 

выступают ошибки оценивания (19), что приводит 

к появлению в скользящем режиме пограничного 

слоя 

5 5 4 4 4 4 4 5
ˆ ˆσ( ) σ( ) .e e m k e k e            (21) 

Из (21) и S-образной формы сигма-функции следу-

ет, что наибольшее отклонение достигается в 

окрестности нуля, а на бесконечности влияние 

ошибок оценивания будет практически незаметно. 

С учетом первого приближения 
0

σ( ) ~ 0,5
x

kx kx


 

можно дать следующую оценку отклонению (21): 

4 4 4 4 4 4 4

2

4 3 3 3 3 3 4 3 3 3 3

2

4 3 3 2 2 2 2 2

3

4 3 3 2 2 2 2

3

4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1

3

4 3 3 2 2 2 1 1 1

ˆ ˆσ( ) σ( ) 0,5

ˆ ˆ0,5 σ( ) σ( ) 0,5

ˆ0,5 σ( ) σ( )

ˆ0,5

ˆ0,5 δ | σ( ) σ( ) |

0,5 (δ 0,5 δ ).

k e k e k e e

k m k e k e k m k e e

k m k m k e k e

k m k m k e e

k m k m k m k e k e

k m k m k m k

   

    

  

  

   

 

 

Из данного выражения с учетом принятых значе-

ний параметров регулятора и величины погранич-

ного слоя 5, учитываемой при его настройке, сле-

дуют ограничения на ошибки оценивания, которые 

нужно обеспечить при решении задачи наблюде-

ния: 

5
2 1 1 1

4 4 3 3 2 2

8
δ 0,5 δ .m k

m k m k m k


               (22) 

 

Система (1), (2) является наблюдаемой относи-

тельно измерений x3(t), x4(t) x5(t), однако наблюда-

тель состояния полного порядка невозможно син-

тезировать из-за наличия параметрических не-

определенностей в модели и действия на объект 

неконтролируемых внешних возмущений. Для 

восстановления значений неизмеряемых перемен-

ных x1(t), x2(t) воспользуемся процедурой оценива-

ния внешних возмущений без построения динами-

ческого генератора возмущений [7, 15, 16] и будем 

строить наблюдатель пониженного порядка (реду-

цированный наблюдатель). В этом случае искомые 

оценки 
1̂x , 

2x̂  могут быть получены только с за-

данной точностью (19), (22).  

Согласно данной процедуре оценивания для 

построения редуцированного наблюдателя примем 

за основу четвертое и первое уравнения исходной 

системы (1), (2), которые не зависят от значений 

неопределенных параметров и включают в себя 

неизмеряемые переменные с ненулевыми множи-

телями: 

4 43 3 1 44 4 45 5 1 2( ) ,  .x a x x a x a x х х           (23) 

Редуцированный наблюдатель строится на ос-

нове системы (23) с учетом измеряемых сигналов: 

1 43 3 2 44 4 45 5 1 2 2( ) ,  ,z a x z a x a x v z v         (24) 

где z1, z2 – переменные состояния наблюдателя, ν1, 

v2 – его корректирующие воздействия.  

Введем ошибки наблюдения 
1 4 1ε ,  x z   

2 1 2ε ,x z   относительно которых с учетом фор-

мул (23), (24) получим систему 

1 43 2 1 2 2 2ε ε ,  ε .a v x v                  (25) 

В силу имеющихся измерений значений пара-

метра x4 текущие значения ошибки 
1ε ( )t  известны, 

ошибки 
2ε ( )t  – неизвестны. Примем следующие 

начальные значения в наблюдателе (24) и, соответ-

ственно, в виртуальной системе (25): 

1 4 1

2 2 1 2

(0) (0) ε (0) 0;

(0) 0 ε (0) (0),  | ε (0) | π.

z x

z x

  

   
      (26) 

Цель – сформировать корректирующие воздей-

ствия ν1, v2 так, чтобы обеспечить стабилизацию 

ошибок наблюдения и их производных с заданной 

точностью и за заданное время (19), (22). Для этого 

используем кусочно-линейные корректирующие 

воздействия [7, 15, 16]: 

1 1 1 1 2 2 2 1

1 1 1

1 1

1 1 1 1

sat( ε ),  sat( ),  , const 0,  

sign(ε ),  ε 1/ ,
sat( ε )

ε , ε 1/ .

i iv p l v p l l p

l
l

l l

   

 
 





(27) 

Функции (27) так же, как и сигма-функции, 

имеют S-образную форму и по два настраиваемых 

параметра. Они более просты в реализации, но не 

являются гладкими. Однако последний факт не 

является критичным, так как в задаче наблюдения 

корректирующие воздействия не несут физическо-

го смысла и могут быть негладкими – в отличие от 

фиктивных управлений, в качестве которых при-

нимаются переменные состояния (10) (а к ним, в 

свою очередь, предъявляется требование гладко-

сти).  

Лемма. Если в системе (25)–(27) внешний сиг-

нал x2(t) ограничен условием (3), то для любых 

1δ 0 , 
2δ 0 , 0T   найдутся положительные 
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действительные числа 
ip , il  такие, что при лю-

бых 
i ip p , i il l , 1,2i  , будет обеспечено вы-

полнение неравенств 

2 1 2 1

2 2 2

ε ( ) ( ) ( ) δ ,  

( ) ( ) δ ,  .

t x t z t

x t v t t T

  

  
               (28) 

Доказательство леммы приведено в Приложе-

нии. Из выражений (19), (28) следует, что в каче-

стве искомых оценок неизмеряемых переменных 

принимаются переменная состояния и корректи-

рующее воздействие второго уравнения редуциро-

ванного наблюдателя (24): 
1 2
ˆ ( ) ( ),x t z t

2 2
ˆ ( ) ( ).x t v t  

 

Для проверки работоспособности разработан-

ного метода синтеза динамической обратной связи 

было проведено численное моделирование в среде 

MATLAB-Simulink замкнутой системы (1), (2), 

(20), (24) при начальных значениях (0) 0,ix   

1, 5.i   Ставилась задача обеспечения достижения 

следующих значений целевых показателей (8): 

1 0,04   рад, 1 2t  c.                  (29) 

С учетом значений (29), а также значений и 

диапазонов изменения параметров и внешних воз-

действий 

   

 

   
( )

0,01,  0,045,  0,3;

0,18;  0,25 ,  0,2;  0,3 ,  

0

1

,0072;  0,0225 ,  0,25;  0,33

3,8;  4 ;

0,2, 

[ ] ,

( ) 0,2, 0,1; ( ) 0

,2 ,  0,006;  0,013

,

l m m

l

i

k J k

m h

J с

R L

g i

d

t f t

  

 







 

  

     (30) 

на основе неравенств (17), (П.9)–(П.13) (см. При-

ложение) были приняты следующие значения ко-

эффициентов обратной связи: 

1 2 3 4

1 2 3 4 5

80,  25,  5,  8;  

0,3,  0,7,  10,  40,  90.

k k k k

m m m m m

   

    
  (31) 

В силу выражений (19), (22) были определены 

значения целевых показателей для решения задачи 

наблюдения: 
1δ 0,0008  рад, 

2δ 0,002  рад/с, 

0,1T   с. В наблюдателе (24) с учетом ограниче-

ния 2 2( ) 5x t X   рад/с (3) на основе неравенств 

(П.22), (П.26) (см. Приложение) приняты следую-

щие значения коэффициентов коррекции (27): 

1 2 1 2155,  150;  60,  40.l l p p             (32) 

Проведено два численных эксперимента с оди-

наковыми коэффициентами регулятора (31) и 

наблюдателя (32), но с разными параметрами объ-

екта и внешними воздействиями из диапазонов 

(30). В первом эксперименте в качестве значений 

неопределенных параметров объекта принимались 

левые границы отрезков (30) и внешние воздей-

ствия ( ) 0,05| sin | 0,15cos(0,5 )g t t t  , 0,05f  . Во 

втором эксперименте в качестве значений пара-

метров объекта принимались правые границы от-

резков (30) и внешние воздействия 

( ) 0,18| cos( ) |g t t , ( ) 0,05 , [0;2)f t t t   – пилооб-

разная функция с главным периодом 2 с. Обратим 

внимание на то, что в обоих экспериментах зада-

ющие воздействия – кусочно-гладкие функции, 

производные которых имеют разрывы первого ро-

да. В целях сравнения моделирование выполня-

лось и для системы со статической обратной свя-

зью (11) в предположении, что все переменные 

состояния измеряются, и для системы с динамиче-

ской обратной связью (20), в которой оценки не-

измеряемых переменных 
1̂( )x t , 

2
ˆ ( )x t  были полу-

чены с помощью  наблюдателя (24), (27). При ин-

тегрировании использовался метод Эйлера с по-

стоянным шагом 10
–5

. 

На рис. 1–4 представлены результаты модели-

рования первого эксперимента. Для системы (1), 

(2) с динамической обратной связью (20), (24), (27) 

представлены: на рис. 1 – графики заданного сиг-

нала g(t) и углового положения манипулятора x1(t); 

на рис. 2 – график ошибки слежения e1д(t)= x1(t) –  

– g(t); на рис. 3 – графики 
1 1 1̂α ( ) ( ) ( )t x t x t  , 

2 2 2
ˆα ( ) ( ) ( )t x t x t   – отклонений оценок 

1 2
ˆ ( ) ( ),x t z t  

2 2
ˆ ( ) ( )x t v t , полученных с помощью наблюдателя 

(24), (27), от значений переменных x1(t), x2(t). На 

рис. 4 показан график e1д(t)  e1с(t) – отклонения 

e1д(t) от ошибки слежения e1с(t) в системе со стати-

ческой обратной связью (11). На рис. 5–8 показаны 

аналогичные графики для эксперимента 2. 

В табл. 2 для обоих экспериментов и законов 

управления приведены показатели качества: время 

регулирования t : 1( ) 0,04e t  , t t ; перерегули-

рование 1max 1( )e e t , 0t  ; достигаемая точность 

слежения 1 1( ) ( )x t g t    в установившемся ре-

жиме при 10t  с.  
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Рис. 1. Графики изменения значений переменных g(t), x1(t) для 

эксперимента 1 

 

  
Рис. 2. График изменения ошибки слежения e1д(t) для 

эксперимента 1 

 
 

 

 

  

 

 
 

Рис. 3. Графики изменения отклонений 1 1 1
  ˆα ( ) ( ) ( )t x t x t , 

2 2 2
  ˆα ( ) ( ) ( )t x t x t  для эксперимента 1 

 

  
 

Рис. 4. График изменения отклонения e1д(t)–e1с(t) для 

эксперимента 1 
 

 

 

 
 

Рис. 5. Графики изменения значений переменных g(t), x1(t) для 

эксперимента 2 

  
 

Рис. 6. График изменения ошибки е1д(t) для эксперимента 2 
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Рис. 7. Графики изменения отклонений 1 1 1
  ˆα ( ) ( ) ( )t x t x t , 

2 2 2
  ˆα ( ) ( ) ( )t x t x t  для  эксперимента 2 

  

 
Рис. 8. График изменения ошибки e1д(t)–e1с(t) для эксперимента 2 

 

Таблица 2 

Значения показателей качества регулирования 

Наименование 

показателя, 

единица изме-

рения 

Статическая об-

ратная связь (11) 

Динамическая 

обратная связь 

(20), (24), (27) 

Эксперимент 1 

t*, c 0,5380 0,5408 

e1max, рад 0,1510 0,1510 

1 , рад 0,0119 0,0119 

Эксперимент 2 

t*, c 0,5146 0,5147 

e1max, рад 0,18 0,18 

1 , рад 0,0299 0,0299 

 

Из рис. 1–8 и табл. 2 следует, что целевые зна-

чения показателей (29) достигаются во всех экспе-

риментах. Ввод редуцированного наблюдателя 

(24), (27) в контур обратной связи не привел к су-

щественному ухудшению качества регулирования. 

Цель настоящей работы заключалась в обеспе-

чении отслеживания угловым положением одно-

звенного манипулятора заданного сигнала в усло-

виях действия негладких внешних воздействий в 

случае, когда датчики установлены только на при-

воде. Эта цель была достигнута путем применения 

блочной процедуры синтеза обратной связи с сиг-

моидальными фиктивными управлениями, кото-

рые настраивались для «худших» допустимых зна-

чений неопределенных параметров и внешних 

возмущений. Для оценки углового положения и 

скорости манипулятора спроектирован редуциро-

ванный наблюдатель состояния, построение кото-

рого не требует точного знания параметров меха-

нической подсистемы. Результаты численного мо-

делирования подтвердили работоспособность раз-

работанных систем слежения и наблюдения. Пока-

зано, что при использовании динамической обрат-

ной связи с редуцированным наблюдателем значе-

ния показателей качества замкнутой системы со-

поставимы со значениями показателей системы с 

полными измерениями. 

В дальнейшем планируется распространить 

процедуру блочного синтеза сигмоидальных фик-

тивных управлений на линейные объекты со мно-

гими входами и выходами, а также исследовать 

работоспособность редуцированного наблюдателя 

при наличии шумов в измерениях. 

П р о ц е д у р а  (выбора амплитуд истинного (11) и 

фиктивных (9) управлений). Вначале оценим значения 

переменных состояния системы (12). В силу формул 

(3)–(5) и (10) для области их начальных значений имеем 

оценки 

1 1,0 0 ,0 1(0) , (0) , 2,5.i i ie X G e X m i          (П.1) 

В общем случае (0) , 1,5,i ie i    в системе (12) 

монотонный переходный процесс гарантирован только 

для переменной последнего блока e5(t). В худшем рас-

четном случае значения переменных ei(t), 1,4i   растут 

по модулю до тех пор, пока все переменные ej(t), j = 

= 5,4,…,i+1 не достигнут заданных окрестностей (15), 

т. е. 

5 5 5,max 1 ,max( ) (0) , ( ) ( ) , 4,1.i i i ie t e e e t e t e i      (П.2) 



 

 
 

 

 
 

 ●

С учетом того, что в системе (1), (2) и, следователь-

но, в системе (12) aii = 0, 1,3i  , a44 > 0, в силу выраже-

ний (18) и (П.1), (П.2) можно дать следующие оценки 

переменных состояния и их производных:  

1,max 1,0 0 2,max 2 2

,max ,0 1 ,max 1,max 1 1

4,max 4,0 3 4 5,max 5 44 5 44

5,max 5,0 4

( ) ,

( ) , 2,3,

( )(1 exp( )) / ,

;

i i i i i i i

e X G e t

e X m b e t i

e X m b e a t a

e X m

   

   

    

     

 

(П.3) 

,max 1, max 1 1

,max 1 1, max 3, max

4 4 4 5, max 5 44 4, max 5

4 4 4 44 4, max 5 4

4 4 4 44 4 4

( ) (2 ), [0; ),

( ) 2 , , 1, 3, 1;

( ) (2 ) , [0; ),

( ) 2 , [ ; ),

( ) 2 , .

i i i i i i

i i i i

e t b m e t t

e t b m t t i b b

e t b m e a e t t

e t b m a e t t t

e t b m a t t

  



   

    

    

  

   

  (П.4) 

С учетом введенного разделения сигма-функции (16) 

для ее производной 2σ ( ) 0,5 (1 σ ( ))i i i i ik e k k e    имеем: 

0 σ ( ) 0,18 , [0; ), ( ) 2,2 / ,

0,18 σ ( ) 0,5 , , ( ) 2,2 / ,

1,4.

i i i i i i

i i i i i i i

k e k t t e t k

k k e k t t e t k

i

   

   



    (П.5) 

На максимальные по модулю значения невязок, за-

висящих от времени (П.3), введем ограничения 

1,max 1,max 12π, 3 , 1,3,i i ie e m i             (П.6) 

тогда выражения (П.3) примут вид 

1,max 1,0 0 1 2

,max ,0 1 ,max 1 1

4,max 4,0 3 4 5,0 4 5

44 5 44 3 4

3 2π,

3 3 , 2, 3,

( )

(1 exp( )) / 3 .

i i i i i i i i

e X G m t

e X m b m t m i

e X m b X m

a t a m

  

   

      

     

     

 (П.7) 

В силу формул (П.4)–(П.7) для производных фик-

тивных управлений (13) получим следующие оценки: 

2

2

,max

2

4 4 4 4 4 4 44 4, max

(1 σ ( ))
( ) , 1,3;

2

( ) 0,5 , 0.

i i i

i i i i i i

k k e
t m e k m b i

t k m b k m a e t


   

   
 

  (П.8) 

Для того чтобы обеспечить выполнение неравенств 

(П.6), амплитуды mi, 1,4i  , должны быть ограничены 

сверху. Примем для удобства 0 < i = Xi,0, 2,5,i   тогда 

из правых неравенств (П.7) получим  

1,0 0 1

1 1,max ,max

2 ,max 1

3 44

4 4,max

4 44 5

2π 2
, ,

3 3

2
2, 3, .

(1 exp( ))

i

i i

i i

X G m
m m m m

t b t

m a
i m m

b a t





 
   

  
 

(П.9) 

Очевидно, что верхние границы для выбора амплитуд 

(П.9) можно сделать сколь угодно большими путем 

уменьшения значений ti, 2,5i  , с соблюдением иерар-

хии 0 < t5 < t4 < … < t2 < t1. 

Формализуем процедуру последовательного выбора 

амплитуд mi, 1,5i  , которые обеспечат в замкнутой 

системе (12) выполнение условий (15) и, следовательно, 

цели управления (8) при заданных значениях 1, t1, при-

нятых значениях i = Xi,0, 2,5i  , и выбранных на их 

основе значениях коэффициентов усиления (17). Ам-

плитуды нужно выбрать так, чтобы обеспечить сходи-

мость невязок ei(t), 5,1i  , на интервалах [ti+1; ti], t6 = 0, 

в заданные окрестности нуля с учетом выражений (18) и 

(П.7)–(П.9). Варьируемыми параметрами являются мо-

менты времени ti, 2,5i  . 

Шаг 1. С учетом выражения (П.7) и интервала схо-

димости [t2; t1] первое неравенство (18) можно предста-

вить в виде 

1,0 0 1 2 1

1 1 2,0

1 2

1,0 0 1 1 2,0 1 2

1 1,min

1 2

3
0,8

( )( )
.

0,8 3,8

X G m t
m G Х

t t

X G G Х t t
m m

t t

  
   



    
  



(П.10) 

Из неравенства (П.10) следует ограничение на выбор 

0 < t2 < t1: 1 2 2 10,8 3,8 0 0,2t t t t    . Фиксируем зна-

чения *

2t , 
1m : 

*

2 1 1,min 2 1,max 2

1 1,min 2 1,max 2

0 0,2 : ( ) ( );

[ ( ); ( )]

t t m t m t

m m t m t

 

  

  


 

и переходим на следующий шаг процедуры. 

Шаг i (i = 2,3). С учетом выражений (П.7), (П.8) и 

интервала сходимости 
1[ ; ]i it t

 i-е неравенство (18) 

примет вид 

1 ,max 1

,min ,min 1,0

1

1
2

,max ,max 1 1 1,max

1

1

1 ,min 1,0 ,max ,max

1

,min

,min ,min ,max 1

3
0,8

( ) ( )

( ( )

0,8 (0,8 3 )

i i i i

i i i i

i i

i

ij j j i i i i

j

i

i i i ij j j

j

i i

i i i i i

i

m b m t
b m b X

t t

a e m F k m b

m b X a e m

m m
b t b b t

F



 






 

  




 

 








  



   

 

   
 







2

1 1 1,max 1

,min ,min ,max 1

( ) )( )
,  2, 3.

0,8 (0,8 3 )

i i i i i

i i i i i

k m b t t
i

b t b b t

 

   





 


 

(П.11) 

Из неравенства (П.11) следует ограничение на выбор 

значения ti + 1: ,min ,min ,max 10,8 (0,8 3 ) 0i i i i ib t b b t

     

1 ,min ,max0,2 / , 2, 3,i i i it b t b i

    b3,min  = b3,max = 1. Фик-

сируем значения *

1it 
, 

im : 

*

1 ,min ,max ,min 1 ,max 1

,min 1 ,max 1

0,2 / : ( ) ( );

[ ( ); ( )]

i i i i i i i i

i i i i i

t b t b m t m t

m m t m t

  

  

  

 

 


 

и переходим на следующий шаг процедуры. 
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Шаг 4. С учетом выражений (П.7), (П.8) и интервала 

сходимости 
5 4[ ; ]t t  четвертое неравенство (18) примет 

вид 

3 4 4 44 5 44

4 4

4 5

2

4 5,0 41 1,max 43 3,max 4 3 3

*

3 4 5,0 41 1,0 0 1 2

4 4,min

4 4 5 44 5 44

* 2

43 3,0 2 3 4 4 3 3 4

(1 exp( )) /
0,8

( )

[ ( 3 )

(0,8( ) (1 exp( )) / )

( 3 ) ( ) ](

m b m a t a
b m

t t

b X a e a e F k m

m b X a X G m t
m m

b t t a t a

a X m m t F k m t







 



  

  
 



     

   
   

   

    


5

4 4 5 44 5 44

)
.

(0,8( ) (1 exp( )) / )

t

b t t a t a    

 (П.12) 

Из неравенства (П.12) следует ограничение на выбор 

значения  t5: 5 44 5 44 40,8 (1 exp( )) / 0,8t a t a t    . Фикси-

руем значения 
5t
 , 

4m : 

5 44 5 44 4 4,min 5 4,max 5

4 4,min 5 4,max 5

1,25(1 exp( )) / : ( ) ( );

[ ( ); ( )]

t a t a t m t m t

m m t m t

    

  

    


 

и переходим на последний шаг процедуры. 

Шаг 5. С учетом выражений (14), (П.7), (П.8) и ин-

тервала сходимости 
5[0; ]t  последнее неравенство (18) 

примет вид 
*

5,0 4 * *

5,min 5 54,max 3 55,max 4

5

* 2 *

4 4 4 54,max 4 4 44

* *

4,0 3 4 4 44 5 44

( ) ( 0,5 )

( )(1 exp( )) / ).

X m
b m a m a m

t

k m b a k m a

X m b m a t a






   

   

    

    (П.13) 

Процедура выбора амплитуд завершена. ♦  

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. При решении зада-

чи управления переменные замкнутой системы (12) 

сходились в некоторую окрестность нуля последова-

тельно «снизу вверх» (15), т. е. сначала обеспечивалась 

сходимость 
5e , затем 

4e  и так, пока не была достигнута 

цель управления – сходимость 
1e . При решении задачи 

наблюдения в системе (25), напротив, устанавливается 

порядок сходимости ошибок наблюдения и их произ-

водных в окрестности нуля «сверху вниз», а именно 

1 1ε ( ) 1/ , 0;t l t                           (П.14) 

43 2 1 1 43 2 01ε ( ) ( ) γ ( ) β , ;   a t v t t a t t           (П.15) 

2 2 43 2 02ε ( ) β 1/ ( ), ,  t a l t t  
01 02 50 t t T t    ,  (П.16) 

где 
2β const 0  . 

Неравенства (П.14), (П.16) и время попадания аргу-

ментов корректирующих воздействий (27) в окрестно-

сти нуля, где корректирующие воздействия описывают-

ся линейными функциями без насыщения (далее – ли-

нейные зоны), обеспечиваются выбором соответствую-

щих значений амплитуд p1, p2. Неравенство (П.15), вто-

рое неравенство (28), а также заданная точность оцени-

вания (19) достигаются путем выбора значений коэф-

фициентов усиления l1, l2. Формализуем достаточные 

условия для выбора значений параметров корректиру-

ющих воздействий (27), обеспечивающих указанные 

требования.  

Сначала рассмотрим настройку амплитуд. В силу 

выражения (26) 
1 1ε (0) 0 1/ l  , т. е. переменная 

1ε ( )t  

изначально находится в линейной зоне. В ней первое 

уравнение системы (25), (27) имеет вид 

1 43 2 1 1 1ε ε ε .a p l   На основе того вида, который оно 

принимает вне линейной зоны, 
1 43 2 1 1ε ε sign(ε )a p  , 

получим достаточные условия для выбора значения p1, 

обеспечивающие выполнение неравенства (П.14): 

1 43 2 1 1 1 43 2 1 1

1 43 2 1

ε ε ε ε ( ε sign(ε ))

ε ( ε ) 0.

p a a p

a p

    

  
    (П.17) 

Во втором уравнении системы (25), (27) равенство 

2 2sign( ( )) sign(ε ( ))v t t  гарантировано вне области 

2 2ε ( ) βt  при 
01t t  после выполнения условия (П.15). 

Для худшего расчетного случая согласно выражениям 

(П.15), (П.16) имеем: 

2 2 2 01

2 2 2 2 01 02

2 2 2 43 2 1 02

sign(ε ),  [0; ),

ε sign(ε ),  [ ; ),

( ε ( ) γ ),  .

x p t t

x p t t t

x p l a t t t

 


  


  

           (П.18) 

С учетом выражения (3) максимальное по модулю 

значение переменной 
2ε ( )t  достигается при t = t01, а 

именно: 

2 2 1 2 2 01 2ε ( ) ε ( ) π ( ) , 0.t t X p t Е t         (П.19) 

Достаточные условия выбора значения p2 аналогич-

ны (П.17). В силу (П.19) получим неравенство для вы-

бора значения p2, обеспечивающего сходимость в ли-

нейную зону (П.16) на интервале [t01; t02): 

2 2 01 1

2 2

02 01

2 02 1

2

02 01

π ( ) δ

π δ
.

2

X p t
p Х

t t

X t
p

t t

  
  



 
 



           (П.20) 

Из выражения (П.20) следует ограничение t02 > 2t01, 

которое нужно учитывать при назначении интервалов 

времени. Примем, например,  

02 01 02 01 012 / 4.t t T t t t T               (П.21) 

Объединяя выражения (П.17), (П.19)–(П.21), полу-

чим итоговые неравенства для последовательного вы-

бора амплитуд корректирующих воздействий (27), 

обеспечивающих выполнение условий (П.14), (П.16) за 

заданное время: 

1
2 2 2

1 1 43 2 2

4(π δ )
3 ,

(π ( ) / 4).

p p X
T

p p a X p T


  

   

          (П.22) 

Далее рассмотрим настройку коэффициентов усиле-

ния корректирующих воздействий (27), гарантирующих 

выполнение условий (П.15), (28). Для этого составим и 

проанализируем оценки решений системы (25), (27) в 

линейных зонах (первого уравнения – на интервале 



 

 
 

 

 
 

 ●

[0; t01]; второго уравнения – на интервале [t02; 

t02 + t01 = T]). На основе третьего уравнения (П.18), а 

также выражений (П.19), (П.21) имеем:  

1 1 01

1 1 01

1 1

43 2 1 43 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 43 2 1 43 2

43 2 1 43 2 01

/4

1 43 2 43 2

ε ( )

ε ( ) ( ) ,

ε ( ) ( ) β ,

( ) β ;

p l t

p l t

p l T

a E p a E
t e

p l p l

p l t a E p a E e

a t v t a t t

p a E e a








  

   

   

  

      (П.23) 

2 2 43 01

2 2 43 01

2 2 43

2 2 2

2 2 1

2 2 43 2 2 43

2 2 43 2 2 2 2 2

/4

2 2 2 2 2 2

ε ( ) β δ ,

( ε ( ) β ) ( ) ,

( ) ( ) δ , ( ) δ .

p l a t

p l a t

p l a T

X p X
T e

p l a p l a

p l a T X p X e

x t v t t T p X e








   

   

     

(П.24) 

Из выражений (П.23), (П.24) следует, что ошибки 

наблюдения при t T  сходятся в следующие окрестно-

сти нуля: 

43 2 2 2 2
1 2 2 1

1 1 2 2 43

( β ) δ
ε ( ) ;  ε ( ) β δ .

a E X
t t

p l p l a

 
     (П.25) 

Примем, например, 
2 1β δ / 2.  Из (П.23)–(П.25) заклю-

чаем, что заданная точность (19) обеспечивается, если 

при зафиксированных амплитудах (П.22) коэффициен-

ты усиления удовлетворяют условиям 

1 43 2

1 1

1 43 1

2 2 2 2

2 2

2 43 1 2

2( )4
ln ;

δ

2( δ )1 4
max ; ln .

δ δ

p a E
l l

p T a

X p X
l l

p a T


 

  
   

 

(П.26) 

Таким образом, существуют такие 0ip   (П.22), 

0il   (П.26), что при любых ,i ip p  
i il l , 1, 2i  , 

условия леммы (28) выполняются. ♦ 
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Abstract. The controlled plant is a single-link manipulator having an elastic connection to a DC 

motor and operating under uncertainty and incomplete measurements. The problem is to design 

a discontinuous feedback control for tracking a given reference signal of the plant’s angular 

position. The angular position and velocity of the manipulator are not available for measure-

ments; the sensors are located only on the drive; parametric and exogenous disturbances affect-

ing the manipulator are nonsmooth and cannot be directly suppressed by control applied to the 

actuator. Within the block approach, a decomposition procedure is developed to design a non-

linear local feedback control. This control ensures the controlled variable’s invariance with re-

spect to uncertainties unmatched with the control action. A state observer of reduced order is 

constructed to estimate the angular position and velocity of the manipulator required for feed-

back design. The state variables in this observer are estimated using the principle of restoring 

exogenous disturbances by their action on the controlled plant. With this principle, a dynamic 

model of exogenous disturbances is not needed. In both problems (control and observation), S-

shaped bounded continuous local feedbacks are used (smooth (sigmoidal) and nonsmooth 

(piecewise linear) local feedbacks, respectively). These local feedbacks suppress bounded dis-

turbances acting with them through the same channel. The algorithms developed below do not 

require real-time identification of parametric and exogenous disturbances. However, they stabi-

lize the observation and tracking errors with some accuracy. The effectiveness of the dynamic 

feedback is validated by the results of numerical simulation. 

 
Keywords: electromechanical system, tracking, invariance, block approach, state observer of reduced 

order, S-shaped functions. 
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