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Постановка заäа÷и опреäеëения эëеìентов äви-
жения öеëи (ЭДЦ) по уãëоìерной инфорìаöии
известна с 1947 ãоäа [1]. С ее реøениеì связаны
äве основные труäности: резуëüтаты изìерений
неëинейно зависят от коорäинат öеëи [2] и при
сëежении за поäвижной öеëüþ возникает пробëе-
ìа ее набëþäаеìости [3], ÷то требует от БПЛА вы-
поëнения ìаневров. Заäа÷а пëанирования траек-
тории БПЛА при опреäеëении ЭДЦ по уãëоìер-
ныì äанныì äостато÷но поäробно иссëеäована в
работах [4—6]. Оäнако, как буäет показано äаëее,
у÷ет оãрани÷ений на то÷ностü набëþäений, обус-
ëовëенных физи÷еской структурой äетектора сиã-
наëа, установëенноãо на борту БПЛА [7], ìожет
существенно вëиятü как на виä проãраììных тра-
екторий поëета, так и на то÷ностü оöенки ЭДЦ.

В настоящей работе рассìотрен сëу÷ай сëеже-
ния за öеëüþ в раäиоäиапазоне с поìощüþ ëиней-
ной антенной реøетки (антенные эëеìенты разìе-
щены вäоëü пряìой ëинии на равноì расстоянии
äруã от äруãа), распоëоженной вäоëü фþзеëяжа

БПЛА. Антенные реøетки (иëи «уìные антенны» —
smart antennas) и аëãоритìы опреäеëения уãëа при-
хоäа сиãнаëа (AoA — Angle of Arrival) поëу÷иëи
øирокое распространение, в ÷астности, и в теëе-
коììуникаöиях [8, 9]. Некоторые аëãоритìы оп-
реäеëения AoA опираþтся на законы Фурüе-опти-
ки [10] и основаны на построении псевäоспект-
раëüной пëотности, наприìер, аëãоритì Бартëетта
[11], Capon [12] и MUSIC [13], которые описаны
в работе [8]. Поскоëüку эти аëãоритìы базируþтся
на построении спектраëüной пëотности, они требу-
þт существенных вы÷исëитеëüных затрат, связан-
ных со сканированиеì возìожных зна÷ений AoA,
и построениеì спектраëüной пëотности äëя каж-
äоãо возìожноãо зна÷ения. Аëüтернативный поä-
хоä связан с приìенениеì аëãоритìа ESPRIT —
Estimation of Signal Parameters via Rotational
Invariants [14], не требуþщеãо сканирования всех
возìожных зна÷ений AoA, оöенки котороãо выво-
äятся непосреäственно из корреëяöионной ìатри-
öы сиãнаëа [8]. Аëãоритì основан на тоì, ÷то ис-
хоäная ëинейная антенная реøетка ìожет бытü раз-
äеëена на äве иäенти÷ных антенных реøетки,
при÷еì оäна из äруãой поëу÷ается параëëеëüныì
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переносоì. В ка÷естве приìера ìожно привести
антеннуþ реøетку с ÷етныì ÷исëоì эëеìентов и
разбиениеì на ìассивы ÷етных и не÷етных эëеìен-
тов. Аëãоритì ESPRIT работает в преäпоëожениях:

— приниìаеìый сиãнаë узкопоëосный;
— поìеха преäставëяет собой аääитивный бе-

ëый øуì, ÷то выпоëняется тоëüко при отсутствии
ìноãоëу÷евоãо распространения сиãнаëа иëи при
äостато÷но боëüøой высоте поëета БПЛА [15] по
сравнениþ с эëеìентаìи ëанäøафта.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÑÏÎÑÎÁ ÐÅØÅÍÈß

Рассìотриì БПЛА, выпоëняþщий поëет на
фиксированной высоте с постоянной по ìоäуëþ
скоростüþ V. С борта БПЛА осуществëяется на-
бëþäение за öеëüþ, äвижущейся равноìерно и
пряìоëинейно со скоростüþ v вäоëü пëоской по-
верхности Зеìëи. Управëение БПЛА заäается уã-
ëоì рысканüя γ = γ(t) — ãëаäкой функöией вреìе-
ни. Ввеäеì пряìоуãоëüнуþ систеìу коорäинат с
на÷аëоì отс÷ета в öентре ìасс БПЛА и выбереì
коорäинатные оси так, ÷тобы относитеëüные ко-
орäинаты öеëи (x, y) = (x(t), y(t)) заäаваëисü сис-
теìой äифференöиаëüных уравнений

(1)

с некоторыìи на÷аëüныìи усëовияìи (x0, y0).

Зäесü v
x
 и v

y
 — неизвестные, но постоянные зна-

÷ения коìпонент вектора скорости öеëи. Преäпо-
ëаãается, ÷то вреìя T выпоëнения ìиссии БПЛА
фиксировано. Есëи относитеëüные коорäинаты
öеëи то÷но известны, то известно и то÷ное азиìу-
таëüное направëение на öеëü

θ(t) = arctn . (2)

Реаëüные набëþäения φ(t) = θ(t) + n(t) соäержат
аääитивнуþ оøибку n = n(t), иìеþщуþ норìаëü-
ное распреäеëение с нуëевыì среäниì. Диспер-
сия распреäеëения оøибок явëяется функöией
направëения (2) на öеëü и ориентаöии антенной
реøетки, опреäеëяеìой направëениеì äвижения
БПЛА иëи уãëоì рысканüя.

Фиëüтр Каëìана [16] — на сеãоäня, пожаëуй,
оäин из наибоëее распространенных способов по-
ëу÷ения оöенок ЭДЦ по серияì заøуìëенных на-
бëþäений. Есëи функöия набëþäений неëинейная
(как, наприìер, функöия (2)), то приìеняется рас-
øиренный фиëüтр Каëìана, в уравнения котороãо
поäставëяется ëинеаризованная (в окрестности те-
кущей оöенки) функöия набëþäений [2]. Пустü
ЭДЦ заäаþтся фазовыì вектороì ρ = ρ(t):

ρ = (x, y, v
x
, v

y
)'. (3)

Зäесü и äаëее сиìвоë «øтрих» озна÷ает транс-
понирование.

В соответствии с уравненияìи фиëüтра Каëìа-

на [17] эвоëþöия оöенки  = (t) вектора (3) ЭДЦ
описывается стохасти÷ескиì äифференöиаëüныì
уравнениеì

 = F  + PH'R
–1(φ – H ), (4)

на÷аëüное усëовие котороãо преäставëяет собой ãа-
уссовский вектор с заäанныìи среäниì ρ

0
 = (x

0
, y

0
,

, )' и ìатриöей ковариаöии P
0
. Динаìика

систеìы описывается уравнениеì  = Fρ, ãäе

F = ,

P = P(t) — ìатриöа ковариаöии текущей оöенки
ЭДЦ, R = R(t) — скаëярная функöия, характери-
зуþщая äисперсиþ øуìа в набëþäениях (опреäе-
ëена ниже), а H = H(t) — ëинеаризованная вектор-
функöия набëþäений

H =  ⇒ H = ,

ãäе r = .

В сëу÷ае, коãäа öеëü не соверøает ìаневров,
эëеìенты ìатриöы ковариаöии поä÷иняþтся ìат-
ри÷ноìу уравнениþ Риккати [17]

 = FP + PF' – PH'R
–1
HP'. (5)

Критериеì ка÷ества поëу÷аеìой оöенки ЭДЦ
ìожет сëужитü сëеä ìатриöы ковариаöии в коне÷-
ный ìоìент вреìени T :

G = trP |
t = T = p

xx
 + p

yy
 +  + , (6)

ãäе tr — оператор сëеäа ìатриöы, p с инäексаìи
обозна÷ает соответствуþщие äиаãонаëüные эëе-
ìенты ìатриöы ковариаöии (сì. Приëожение).

При пëанировании ìиссии БПЛА буäущие на-
бëþäения не ìоãут бытü испоëüзованы äëя уто÷не-
ния ЭДЦ. По этой при÷ине заäа÷а оптиìаëüноãо
пëанирования траектории реøается при экстрапо-
ëяöии на÷аëüной оöенки ЭДЦ. Иныìи сëоваìи,
уравнение (4) ìеняется боëее простыì уравнениеì

d /dt = F , ÷то эквиваëентно заìене v
x
 и v

y
 на 

и  в уравнении (1). Заäа÷а оптиìаëüноãо управ-

ëения состоит в тоì, ÷тобы найти такуþ функöиþ
вреìени γ = γ(t), äëя которой систеìа (1), (5) с на-

x· V γcos vx,+–=

y· V γsin vy+–= t 0 T,[ ],∈,⎩
⎨
⎧

x t( )
y t( )
---------
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dt
------- ρ̂ ρ̂
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÷аëüныìи усëовияìи ρ0, P0 реаëизовываëа бы ìи-

ниìаëüно возìожное зна÷ение функöионаëа (6).

При реøении заäа÷и необхоäиìо сна÷аëа опре-
äеëитü зависиìостü среäнекваäрати÷еской оøиб-
ки σ(α) опреäеëения AoA от взаиìноãо распоëо-
жения антенной реøетки и öеëи, посëе ÷еãо по-
явëяется возìожностü вкëþ÷итü эту зависиìостü в
явноì виäе в уравнение (5). Даëее заäа÷а опти-
ìаëüноãо управëения ìожет бытü свеäена к äвух-
то÷е÷ной заäа÷е с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л.С. Понтряãина и реøена ÷исëенно.

Рассìотриì уãоë α (рис. 1) ìежäу то÷ныì на-
правëениеì на öеëü и норìаëüþ к ëинии фþзеëя-
жа, вäоëü которой установëены антенные эëеìен-
ты. Линия фþзеëяжа заäается еäини÷ныì векто-
роì (cosγ, sinγ). Норìаëü к ней преäставëяет собой
еäини÷ный вектор (sinγ, –cosγ), ãäе γ — уãоë рыс-
канüя БПЛА. То÷ностü опреäеëения AoA оöениì с
поìощüþ вы÷исëитеëüноãо экспериìента в преä-
поëожении, ÷то ìноãоëу÷евое распространение
сиãнаëа отсутствует, а ìоäеëü øуìа в канаëе преä-
ставëяет собой аääитивный ãауссовый øуì. В ре-
зуëüтате поëу÷ена зависиìостü среäнекваäрати-
÷еской оøибки опреäеëения AoA от зна÷ения α,
изображенная на рис. 2.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà 
ïðè îïðåäåëåíèè s(a)

Из резуëüтатов вы÷исëитеëüноãо экспериìента
виäно, ÷то σ(α) äостато÷но хороøо аппроксиìи-
руется зависиìостüþ

σ(α) ≈ , (7)

ãäе σ
0
 = σ(0).

Поскоëüку äëя кажäоãо зна÷ения α быëо вы-

поëнено 104 независиìых испытаний, то ìожно с
высокой степенüþ äостоверности утвержäатü, ÷то
распреäеëение оøибки опреäеëения AoA норìаëü-
ное с нуëевыì среäниì äëя зна÷ений α впëотü
äо 60°. Боëüøие зна÷ения α ìоãут бытü охаракте-
ризованы как «сëепые» зоны, поскоëüку то÷ностü
опреäеëения уãëа прихоäа сиãнаëа становится
сëиøкоì низкой.

Запиøеì теперü зависиìостü (7) как функöиþ
x, y, γ. Дëя этоãо найäеì cosα с поìощüþ скаëяр-
ноãо произвеäения вектора относитеëüных коор-
äинат öеëи и еäини÷ноãо вектора норìаëи к ëинии
антенной реøетки:

cosα = (x, y)  = .

Перепиøеì уравнение (7) в виäе

 =  = .

Коэффиöиент η(x, y, γ) возрастания оøибки
опреäеëения AoA поëностüþ заäает äисперсиþ R в
уравнении (5).

Матри÷ный ìножитеëü H'R
–1
H в уравнении (5)

ìожет бытü записан как

H'R
–1
H = ,  H

xx
 = ,

ãäе H
xx
 — (2Ѕ2) сиììетри÷ная ìатриöа с эëеìен-

таìи

h
1
 = η(x, y, γ),  h

2
 = – η(x, y, γ),

h3 = η(x, y, γ).

Рис. 1. Линейная антенная решетка, нормаль к ней и направление
на цель

Рис. 2. Зависимость ошибки определения AoA от азимутального
направления на цель

Чисëо отс÷етов при оöенке ìатриöы ковариаöии 
сиãнаëа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 500

Чисëо эëеìентов антенной реøетки . . . . . . . . . 40

Расстояние ìежäу эëеìентаìи антенной реøет-
ки, äëин воëн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,25

Отноøение «сиãнаë/øуì» на приеìнике, äБ  . . 0

Чисëо независиìых экспериìентов äëя оöенки σ 
äëя кажäоãо зна÷ения α  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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В резуëüтате уравнение (5) фиëüтра Каëìана
приниìает виä

 = FP + PF' – P P'. (8)

Уравнение (8) описывает эвоëþöиþ всех äесяти
эëеìентов сиììетри÷ной ìатриöы P = P(t) разìе-
роì 4Ѕ4.

2. ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÀß ÇÀÄÀ×À È ÑÏÎÑÎÁ ÅÅ ÐÅØÅÍÈß

Сфорìуëированная заäа÷а оптиìаëüноãо уп-
равëения преäставëяет собой заäа÷у Майера. В со-
ответствии с принöипоì ìаксиìуìа Л.С. Пон-
тряãина, эта заäа÷а ìожет бытü свеäена к äвухто-
÷е÷ной заäа÷е [18]. Из усëовий трансверсаëüности
÷астü ãрани÷ных усëовий буäет опреäеëена на ëе-
воì конöе траектории (при t = 0), а ÷астü — на пра-
воì (при t = T ). Запиøеì усëовия трансверсаëü-
ности в виäе, преäëоженноì в работе [19]:

[∂G – Hδt + ψ•δξ]  = 0,

ãäе H — ãаìиëüтониан заäа÷и, сиìвоë δ обозна-
÷ает вариаöиþ, то÷кой обозна÷ено скаëярное про-
извеäение, инäекс i сиìвоëизирует набор ãрани÷-
ных усëовий в на÷аëüной то÷ке траектории БПЛА,
а инäекс f — в коне÷ной, G — оптиìизируеìый
функöионаë (6). Вектор фазовых переìенных ξ со-
стоит из эëеìентов ìатриöы ковариаöии P = P(t)
(вы÷исëяþтся в Приëожении) и относитеëüных
коорäинат x, y öеëи:

ξ = (ξ
1
, ξ

2
, ξ

3
, ξ

4
, ξ

5
, ξ

6
, ξ

7
, ξ

8
, ξ

9
, ξ

10
, ξ

11
, ξ

12
) =

= (p
xx
, p

xy
, p

yy
, , , ,

, , , , x, y),

а вектор сопряженных переìенных ψ опреäеëен
как

ψ = (ψ
1
, ψ

2
, ψ

3
, ψ

4
, ψ

5
, ψ

6
, ψ

7
, ψ

8
, ψ

9
, ψ

10
, ψ

11
, ψ

12
),

ψ = – , 

ãäе ãаìиëüтониан H = •ψ.

На÷аëüные усëовия (i) поëностüþ заäаны ап-
риорныì зна÷ениеì ìатриöы ковариаöии и на-
÷аëüной оöенкой ЭДЦ. Поскоëüку вреìя выпоë-
нения ìиссии фиксировано (т. е. δT = 0), усëовия
трансверсаëüности ìожно переписатü в виäе

[δG + ψ•δξ]
f
 = 0,

÷то опреäеëяет зна÷ения сопряженных переìен-
ных в коне÷ной то÷ке ( f ) выпоëнения ìиссии, т. е.

при t = T:  = –1,  = 0. Соãëас-

но принöипу ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина, необ-
хоäиìыì усëовиеì оптиìаëüности выбранноãо уп-

равëения γ явëяется ìаксиìуì ãаìиëüтониана H
по этоìу управëениþ в кажäой то÷ке траектории.
Гаìиëüтониан заäа÷и иìеет виä:

H = H
0
(xsinγ – ycosγ)4 + D – ψ

11
(Vcosγ – v

x
) –

– ψ12(Vsinγ – v
y
), (9)

ãäе

H
0
 = ,

а выражения äëя А, В, С и D опреäеëены в При-
ëожении.

Опиøеì äаëее проöеäуру ÷исëенноãо реøения
заäа÷и поиска ìаксиìуìа ãаìиëüтониана, заìе-
тив, ÷то ãаìиëüтониан преäставëяет собой поëи-
ноì ÷етвертой степени от триãоноìетри÷еских
функöий управëения, поэтоìу при γ ∈ [0, 2π) он
ìожет иìетü нескоëüко ëокаëüных ìаксиìуìов.

В хоäе ÷исëенноãо реøения управëение хранит-
ся в виäе посëеäоватеëüности зна÷ений в разëи÷-
ные ìоìенты вреìени с интерваëоì Δt n T. Пос-
коëüку приìеняëся ìетоä реøения äифференöи-
аëüных уравнений с переìенныì øаãоì, то äëя
поëу÷ения управëения в произвоëüный ìоìент
вреìени приìеняëасü интерпоëяöия.

Дëя поëу÷ения оптиìаëüной траектории при-
ìеняëся итеративный аëãоритì, на кажäоì øаãе
котороãо зна÷ение функöионаëа G строãо убыва-
ет. Кажäая итераöия состоит из нескоëüких øаãов.
Сна÷аëа реøается систеìа äифференöиаëüных
уравнений äëя фазовых переìенных с известныìи
на÷аëüныìи усëовияìи äëя пряìоãо вреìени
«сëева направо», затеì по известныì зна÷енияì
фазовых переìенных строится реøение систеìы
сопряженных уравнений «справа наëево» с ãрани÷-
ныìи усëовияìи в ìоìент t = T [20]. Дëя перехоäа
к сëеäуþщей итераöии необхоäиìо обновитü оп-
тиìаëüное управëение. Дëя этоãо быë выбран та-
кой способ (уравнение записано äëя кажäой то÷ки
траектории, в которой хранится управëение):

γ
k + 1

 = aγ
k
 + (1 – a) ,

ãäе γ
k + 1 — новое управëение на текущей итераöии

k + 1 с ноìероì в кажäой то÷ке траектории, а

 — оптиìаëüное управëение, поëу÷енное из

усëовия ãëобаëüноãо ìаксиìуìа ãаìиëüтониана по
управëениþ при известных фазовых и сопряжен-
ных переìенных в кажäой то÷ке траектории. Па-
раìетр a ∈ (0, 1) выбран äëя сãëаживания [20].

Аëüтернативой поиску ãëобаëüноãо ìаксиìуìа
ãаìиëüтониана сëужит изìенение управëения про-
порöионаëüно ãраäиенту ãаìиëüтониана по управ-
ëениþ:

H
γ
 = 4H0(xsinγ – ycosγ)3(xcosγ + ysinγ) +

+ ψ
11

Vsinγ – ψ
12

Vcosγ. (10)
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Оäнако такой ìетоä ìожет привести к схо-
äиìости к ëокаëüноìу ìаксиìуìу ãаìиëüтониа-
на. Оптиìаëüное управëение ищется в äиапазоне
γ ∈ θ ± π, поскоëüку H(γ) явëяется периоäи÷еской
функöией арãуìента γ, а θ — азиìутаëüное направ-
ëение на öеëü. Как буäет показано äаëее, в äейс-
твитеëüности оптиìаëüное управëение нахоäится
в äиапазоне γ ∈ θ ± π/2.

3. ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÏÎËÅÒÀ ÁÏËÀ

Оптиìаëüные траектории поëета поëу÷ены с
поìощüþ описанной выøе ÷исëенной проöеäуры
в преäпоëожении äискретноãо вреìени. В сëу÷ае
непрерывноãо вреìени äëя поëу÷ения R в уравне-
нии (5) необхоäиìо уìножитü среäнекваäрати-
÷ескуþ оøибку опреäеëения AoA на кваäратный
коренü из периоäа ìежäу посëеäоватеëüныìи на-
бëþäенияìи. Преäпоëожиì, ÷то то÷ностü опре-
äеëения эëеìентов скорости äвижения öеëи важ-
нее то÷ности опреäеëения коорäинат. В ка÷естве
еäиниöы äëины в выражении (6) уäобно выбратü
киëоìетр, а в ка÷естве еäиниöы скорости — ìетр
в секунäу. На÷аëüная ìатриöа ковариаöии берет-
ся äиаãонаëüноãо виäа с заäанныìи эëеìентаìи

{ , , , }.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà 
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ïîëåòà ÁÏËÀ

Дëя реøения заäа÷и рассìотриì сна÷аëа сëу-
÷ай η(x, y, γ) ≡ 1 и сфорìуëируеì возìожные труä-

ности, связанные с поëу÷ениеì искоìоãо ре-
øения.

На рис. 3 преäставëена траектория поëета
БПЛА äëя сëу÷ая, коãäа то÷ностü опреäеëения
азиìутаëüноãо направëения на öеëü не зависит от
взаиìноãо распоëожения БПЛА и öеëи, т. е. при
η(x, y, γ) ≡ 1, иëи при «изотропноì» сенсоре. В этоì
сëу÷ае ãаìиëüтониан иìеет еäинственный ìакси-
ìуì в кажäой то÷ке траектории при γ ∈ θ ± π, а по-
ëу÷енная функöия управëения и соответствуþщая
ей траектория ãëаäкие. При этоì ìаксиìаëüное
уãëовое ускорение БПЛА вäоëü проãраììной тра-
ектории уäовëетворит ëþбыì конструкöионныì
оãрани÷енияì. Дëя реаëüной антенной реøетки
ãаìиëüтониан состоит из äвух сëаãаеìых, в кото-
рые вхоäит управëение. Первое сëаãаеìое

H1(γ) = ... – ψ11Vcosγ – ψ12Vsinγ (11)

заäает оптиìаëüное управëение БПЛА в сëу÷ае
η(x, y, γ) ≡ 1 и опреäеëяет ìаневры, необхоäиìые
äëя набëþäаеìости öеëи (сì. рис. 3 и 4), оно иìеет
еäинственный ìаксиìуì при γ ∈ θ ± π. Максиìуì
второãо сëаãаеìоãо

H2(γ) = H0(xsinγ – ycosγ)4 — ... (12)

äостиãается в тоì сëу÷ае, коãäа БПЛА äвижется в
направëении, перпенäикуëярноì направëениþ на
öеëü (γ = θ ± π/2). При такоì управëении äостиãа-
ется ìаксиìаëüная то÷ностü собираеìых уãëовых
набëþäений.

На рис. 4 преäставëена зависиìостü функöии
управëения от вреìени äëя сëу÷ая η(x, y, γ) ≡ 1.
Боëее тонкиìи ëинияìи показаны веëи÷ины
γ = θ ± π/2, обозна÷енные как «направëение на-
иëу÷øей то÷ности». В ìоìенты вреìени 160 и
180 с оптиìаëüное управëение пересекает ãраниöу

Скоростü поëета БПЛА, ì/с  . . . . . . . . . . . . . . . 100

Среäнекваäрати÷еская оøибки опреäеëения 
азиìута σ

0
 (7), ìраä  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Частота прихоäа набëþäений, Гö . . . . . . . . . . . 10

Вреìя выпоëнения ìиссии, с . . . . . . . . . . . . . . 210

Скоростü äвижения öеëи, ì/с . . . . . . . . . . . . . . 15

На÷аëüное расстояние ìежäу БПЛА и öеëüþ, кì 20

На÷аëüная априорная оøибка опреäеëения 
коорäинат öеëи σ

x
, кì  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

На÷аëüная априорная оøибка опреäеëения 
скорости öеëи σ

v
, ì/с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

σx
2 σx

2 σv
2 σv

2

Рис. 3. Оптимальная траектория БПЛА при слежении за под-
вижной целью для случая h(x, y, g) º 1

Рис. 4. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной
целью для случая h(x, y, g) º 1:  — направëение наиëу÷øей
то÷ности; ----- — уãоë в направëении öеëи;  — опти-
ìаëüное управëение
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секторов обзора — уãоë в направëении öеëи. Так
как ìаксиìуì ãаìиëüтониана (9) äостиãается на
интерваëе ìежäу ìаксиìуìаìи сëаãаеìых (11) и
(12), итоãовое оптиìаëüное управëение ìожет ока-
затüся разрывныì в те ìоìенты вреìени, коãäа
ìаксиìуì сëаãаеìоãо (11) при äвижении вäоëü
траектории пересе÷ет ãраниöу секторов обзора.

Иìенно такой сëу÷ай проäеìонстрирован на
рис. 5. Соответствуþщая этоìу управëениþ траек-
тория не явëяется ãëаäкой (рис. 6, тонкая ëиния),
т. е. äëя поëу÷ения физи÷ески реаëизуеìоãо уп-
равëения необхоäиìы äопоëнитеëüные оãрани÷е-
ния на интенсивностü ìаневрирования БПЛА.

Ввеäеì новуþ фазовуþ переìеннуþ γ, которая
в преäыäущеì варианте постановки заäа÷и иãраëа
роëü управëения. Дëя у÷ета оãрани÷ений на интен-
сивностü ìаневрирования заäаäиì äинаìику уãëа
рысканüя в виäе äифференöиаëüноãо уравнения

 = sinu,

ãäе u = u(t) — новое управëение. Такой способ за-
äания управëения позвоëяет естественныì обра-
зоì оãрани÷итü ìоäуëü ìаксиìаëüноãо боковоãо
ускорения БПЛА веëи÷иной gmax. Ввеäение новой

фазовой переìенной вëе÷ет за собой новуþ сопря-
женнуþ переìеннуþ ψ13, äинаìика которой опи-

сывается в то÷ности уравнениеì (10). Новый ãа-
ìиëüтониан иìеет виä:

H
new

 = H
old

 + ψ13 sinu,

ãäе H
old

 заäается уравнениеì (9), в котороì γ те-
перü явëяется фазовой переìенной.

Оптиìаëüное управëение u опреäеëяется ìакси-
ìизаöией ãаìиëüтониана H

new
 и зависит от знака

переìенной ψ13. В сëу÷ае ψ13 > 0 БПЛА выпоëняет

ìаневр с ìаксиìаëüной интенсивностüþ в оäну
сторону, в сëу÷ае ψ13 < 0 — в äруãуþ. Дëя ψ13 ≡ 0 на

какоì-ëибо у÷астке траектории необхоäиìо найти
особое управëение. Леãко убеäитüся в тоì, ÷то H

old

явëяется первыì интеãраëоì при ψ
13

 ≡ 0.

Чисëенный ìетоä поиска оптиìаëüной траек-
тории с у÷етоì оãрани÷ений на интенсивностü ìа-
неврирования БПЛА состоит в сëеäуþщеì. С по-
ìощüþ ìетоäа ãраäиентноãо спуска, испоëüзуя
уравнение (10) при ψ13 ≡ 0, сëеäует найти такое уп-

равëение, при котороì H
old

 = const. В противноì

сëу÷ае, в зависиìости от знака переìенной ψ13,

необхоäиìо äвиãатüся с ìаксиìаëüно äопустиìыì
боковыì ускорениеì gmax. Анаëоãи÷ный поäхоä,

позвоëяþщий у÷естü оãрани÷ения на фазовые пе-

Рис. 5. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной це-
лью при использовании антенной решетки в случае h(x, y, g) º 1:

 — зна÷ение γ, äоставëяþщее ìаксиìуì (11), ----- —
ãраниöы секторов обзора γ = θ + π/2;  — оптиìаëüное уп-
равëение

Рис. 6. Траектории полета БПЛА при слежении за подвижной це-
лью при наличии (жирная линия) и отсутствии (тонкая линия) ог-
раничений на интенсивность маневрирования БПЛА

γ· V

gmax

----------

V

gmax

----------

Рис. 7. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной
целью при наличии ограничений на интенсивность маневрирова-

ния БПЛА: ----- — •100; ••••• — ãраниöы секторов об-

зора;  — оптиìаëüное управëение

old∂

γ∂
---------------

H
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реìенные, описан в работе [19]. Кроìе тоãо, яв-
ное вкëþ÷ение новых переìенных γ и ψ

13
 в сис-

теìы äифференöиаëüных уравнений äëя фазовых
и сопряженных переìенных не требуется. Новая
(сì. рис. 6) траектория поëета БПЛА ãëаäкая. На
рис. 7 преäставëено соответствуþщее такой траек-
тории непрерывное управëение. Дëя поëу÷енной
траектории ëокаëüный ìаксиìуì ãаìиëüтониана в
кажäой то÷ке траектории, ãäе ψ13 ≠ 0, явëяется ãëо-

баëüныì. На этоì же рисунке äëя наãëяäности
преäставëена зависиìостü H

γ
 (сì. уравнение (10))

от вреìени. Это зна÷ение оказывается бëизкиì к
нуëþ в те ìоìенты вреìени, ãäе усëовие на ìакси-
ìаëüнуþ переãрузку строãо выпоëнено. Коëи÷ест-
венные оöенки поëу÷аеìых то÷ностей опреäеëения
коорäинат преäставëены в табëиöе. Обозна÷иì ÷е-
рез Δx арифìети÷еский коренü сëеäа ìатриöы P

x
 —

коорäинатной ÷асти ìатриöы ковариаöии оöенки
ЭДЦ, а ÷ерез Δv — арифìети÷еский коренü сëеäа
ìатриöы P

v
 (сì. Приëожение). Данные веëи÷ины

ìоãут рассìатриватüся как 1σ äоверитеëüные об-
ëасти (иëи разìер 50 % äоверитеëüной обëасти [2])
äëя коорäинат и коìпонент скоростей öеëи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен ìетоä поëу÷ения проãраììных оп-
тиìаëüных траекторий БПЛА, сëеäящеãо за поä-
вижной öеëüþ с поìощüþ азиìутаëüных набëþäе-
ний, приниìаеìых ëинейной антенной реøеткой.
У÷ет физи÷еской структуры сенсора изìеняет виä
оптиìаëüных траекторий БПЛА, а также привоäит
к 2,5-кратныì потеряì в оöенке зна÷ения функ-
öионаëа. Оäнако есëи БПЛА выпоëняет поëет
вäоëü оптиìаëüной траектории, вы÷исëенной äëя
сëу÷ая η(x, y, γ) ≡ 1 и осуществëяет набëþäения с
поìощüþ антенной реøетки, то зна÷ение функöи-
онаëа G = 4,961, ÷то боëее, ÷еì впятеро боëüøе оп-
тиìаëüноãо зна÷ения функöионаëа, поëу÷енноãо
вäоëü траектории, вы÷исëенной с у÷етоì свойств
антенной реøетки. Потоìу физи÷еские свойства
сенсора на борту БПЛА äоëжны бытü у÷тены при
пëанировании траектории поëета.

Пробëеìа построения траектории набëþäате-
ëя, осуществëяþщеãо уãëовые набëþäения, связа-

на с набëþäаеìостüþ öеëи [3]. Есëи набëþäатеëü
äвижется вäоëü траектории, при которой то÷ностü
набëþäений ìаксиìаëüна (т. е. коãäа направëе-
ние на öеëü ортоãонаëüно направëениþ äвижения
БПЛА), то поëу÷итü оöенки коорäинат öеëи не-
возìожно, и зна÷ение функöионаëа возрастает в
этоì сëу÷ае боëее ÷еì в 100 раз, ÷то показывает не-
обхоäиìостü БПЛА соверøатü ìаневры.

Рассìотренная заäа÷а оптиìаëüноãо управëе-
ния сëужит поискоì коìпроìиссноãо реøения: с
оäной стороны (сì. выражение (12)), äëя поëу÷е-
ния то÷ных оöенок ЭДЦ необхоäиìо, ÷тобы то÷-
ностü набëþäений быëа бы высокой. С äруãой
стороны (сì. выражение (11)), БПЛА äоëжен вы-
поëнятü ìаневры, сбëижаясü с öеëüþ (сì. рис. 3).
Оäнако при сбëижении с öеëüþ боëüøая ÷астü на-
бëþäений попаäает в «сëепуþ» зону сенсора —
зна÷ения уãëов, при которых то÷ностü опреäеëе-
ния азиìутаëüных направëений низкая. Необхо-
äиìостü сìены секторов набëþäения (äвух обëас-
тей с высокой то÷ностüþ набëþäения по ëевоìу
и правоìу бортаì БПЛА) привоäит к тоìу, ÷то
оптиìаëüное управëение оказывается разрывной
функöией. Ввеäение äопоëнитеëüных оãрани÷е-
ний на фазовые переìенные позвоëиëо разреøитü
эту пробëеìу и поëу÷итü ãëаäкие траектории по-
ëета БПЛА.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Система дифференциальных уравнений для элементов

матрицы ковариации. Запиøеì уравнение (5) в бëо÷ноì
виäе

 =  =

= .

Зäесü кажäый бëок иìеет разìер 2×2 и ìожет бытü
преäставëен в виäе эëеìентов

P
x
 = ,  P

v
 = ,

P
xv
 = .

Система дифференциальных уравнений для сопряжен-

ных переменных. Гаìиëüтониан ìожно записатü в виäе

H = H
ψP

 – ψ
11

(Vcosγ – v
x
) – ψ

12
(Vsinγ – v

y
),

ãäе H
ψP

 соответствует скаëярноìу произвеäениþ пер-

вых äесяти эëеìентов фазовоãо вектора и первых äесяти
сопряженных переìенных и явëяется ëинейной функ-
öией эëеìентов h

{1,2,3}
 ìатриöы H

xx
. Группируя ìножи-

Îæèäàåìûå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îïðåäåëåíèÿ
êîîðäèíàò öåëè ïðè äâèæåíèè ÁÏËÀ

âäîëü îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Сöенарий G Δx, ì Δv, ì/с

Сëу÷ай η(x, y, γ) ≡ 1 0,369 73,8 0,603
Нет оãрани÷ений на ìанев-
рирование БПЛА

0,837 139,4 0,904

Максиìаëüное уãëовое уско-
рение БПЛА 1g

0,951 160,8 0,962
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теëи переä этиìи эëеìентаìи, перепиøеì ãаìиëüтони-
ан в виäе:

H
ψP

 = –(Ah
1
 + Bh

2
 + Ch

3
) + D.

Дëя первых äесяти сопряженных переìенных иìееì
äифференöиаëüные уравнения:

(П2)

(П3)

Дëя посëеäних äвух сопряженных переìенных иìе-
еì äифференöиаëüные уравнения:

 = A(h
1
)
x
 + B(h

2
)
x
 + C(h

3
)
x
,

 = A(h
1
)
y
 + B(h

2
)
y
 + C(h

3
)
y
. (П4)

Чтобы записатü äвухто÷е÷нуþ заäа÷у в явноì виäе,
необхоäиìо вы÷исëитü ÷астные произвоäные h

{1,2,3}
 по

переìенныì x и y. Дëя этоãо необхоäиìо сна÷аëа про-
äифференöироватü η:

η
x
 = 4y(xsinγ – ycosγ)(ysinγ + xcosγ)r–6

,

η
y
 = 4x(xsinγ – ycosγ)(ysinγ + xcosγ)r–6

.

Запиøеì теперü ÷астные произвоäные эëеìентов
ìатриöы H

xx
:

(h
1
)
x
 = – η + η

x
, (h

1
)
y
 = η – η

y
,

(h
2
)
x
 = η – η

x
,

(h
2
)
y
 = η + η

y
,

(h
3
)
x
 = η + η

x
, (h

3
)
y
 = – η – η

y
.

Такиì образоì, систеìа äифференöиаëüных уравне-
ний äëя сопряженных переìенных опреäеëяется выра-
женияìи (П1)—(П4).
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