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Аннотация. Рассматриваются вопросы наблюдаемости, построения наблюдателей полного 

и минимального порядков, стабилизации с наблюдателями нелинейных динамических 

систем, описываемых совокупностью дифференциальных и разностных уравнений, а также 

нелинейным уравнением выхода. Состояния данных систем содержат как непрерывные, 

так и дискретные компоненты, поэтому такие системы называют непрерывно-

дискретными, или гибридными динамическими системами управления. Для исследования 

представленных вопросов выполнен переход от нелинейной гибридной системы к 

равносильной в естественном смысле нелинейной дискретной динамической системе. 

Установлены критерий наблюдаемости, достаточные признаки существования 

асимптотических наблюдателей полного и минимального порядков для нелинейных 

гибридных систем, достаточные признаки стабилизации нелинейной гибридной системы с 

построенными асимптотическими наблюдателями. Представлены примеры построения 

асимптотических наблюдателей и стабилизации расширенной системы с такими 

наблюдателями. 
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ВВЕДЕНИЕ  

Нелинейные непрерывно-дискретные (гибрид-

ные) динамические системы служат адекватными 

математическими моделями реальных систем 

управления, функционирование которых носит 

нелинейный характер, а осуществляемые в них 

процессы имеют неоднородную природу. Напри-

мер, это касается систем управления в авиацион-

ной, космической, металлургической, экономиче-

ской и других сферах деятельности [1–4]. Для 

эффективного управления такими системами 

необходимо знать полную информацию о векторе 

состояния гибридной системы. Однако это условие 

трудно реализуемо, так как на практике зачастую 

измерению доступны не все компоненты вектора 

состояния системы. В таких случаях управление 

при помощи обратной связи по состоянию явля-

ется предпочтительным по сравнению с программ-

ным управлением [5], так как позволяет восстано-

вить недоступные для измерения компоненты 

вектора состояния. Это восстановление называется 

оценкой, а устройство, формирующее на выходе 

вектор оценки состояния системы, называется 

наблюдателем и представляет собой динамиче-

скую систему, оценивающую фазовый вектор 

наблюдаемой гибридной системы по измеряемому 

выходу этой системы.  

В настоящее время наработан немалый опыт по 

оцениванию состояний и стабилизации некоторых 

видов нелинейных гибридных систем. Так, для 

систем управления, описываемых нелинейными 

стохастическими дифференциальными уравнени-

ями, предлагаются алгоритмы оценки состояния по 

данным зашумленных дискретных измерений на 

основе разновидностей фильтров Калмана и 
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фильтра частиц [6, 7], для класса нелинейных 

детерминированных систем управления непрерыв-

ного времени с неравномерными дискретными из-

мерениями предложено проектирование импульс-

ного непрерывно-дискретного наблюдателя [8]. 

Синтез наблюдателя на основе скользящего режи-

ма для оценки непрерывного и дискретного состо-

яний нелинейных переключаемых систем управле-

ния представлен в работе [9]. Для нелинейных 

непрерывных систем управления с дискретными 

измерениями и неопределенными возмущениями 

предложен синтез управления на основе непре-

рывного наблюдателя в форме обратной связи [10]. 

В статье [11] на основе метода матричных систем 

сравнения и техники дифференциально-разност-

ных линейных матричных неравенств изложены 

способы оценивания состояний нелинейных 

непрерывно-дискретных систем с неопределенны-

ми возмущениями и синтеза дискретного управле-

ния, обеспечивающего подавление начальных 

отклонений и влияния неопределенных возмуще-

ний. Кроме того, имеются исследования по стаби-

лизации нелинейных гибридных систем с измеряе-

мым выходом без использования наблюдателей, 

если эти системы описываются дифференциаль-

ными уравнениями с различными нелинейностями 

и управлением в виде дискретного регулятора 

обратной связи по состоянию или выходу (см., 

например, работы [12–14]).  

Объектом данного исследования служат нели-

нейные детерминированные непрерывно-дискрет-

ные системы с непрерывным выходом и постоян-

ным шагом дискретизации, состояние которых 

характеризуется набором из двух различных фазо-

вых векторов, один из которых меняется непре-

рывно согласно дифференциальным уравнениям, а 

другой – дискретно с учетом разностных уравне-

ний, содержащих управление. Для подобных сис-

тем, не содержащих уравнений выхода, проводи-

лись исследования, направленные на поиск опти-

мального управления (см., например, работы [1, 4] 

и имеющуюся в них библиографию); кроме того, 

для указанных систем без измеряемого выхода 

автором в статьях [15, 16] были установлены 

достаточные признаки и способы стабилизации. 

Однако вопросы оценивания состояний и стабили-

зации указанных систем с непрерывным выходом 

требуют дополнительного изучения.  

В настоящей работе предложены общие под-

ходы к синтезу асимптотических наблюдателей 

полного и минимального порядков для нелиней-

ных детерминированных непрерывно-дискретных 

систем с непрерывным выходом, имеющих посто-

янный шаг дискретизации, и к решению задач 

стабилизации указанных систем с использованием 

асимптотических наблюдателей. Данные подходы 

основаны на переходе от нелинейной непрерывно-

дискретной (гибридной) системы к равносильной в 

естественном смысле нелинейной дискретной 

системе и учитывают идеи Д. Люенбергера [17, 18] 

относительно синтеза наблюдателей. 

Новизна проведенного исследования состоит в 

следующем: 

 установлены критерий наблюдаемости нели-

нейной гибридной системы с непрерывным выхо-

дом и необходимое условие наблюдаемости равно-

сильной нелинейной дискретной системы с 

дискретным выходом; 

 установлены достаточные признаки существо-

вания асимптотических наблюдателей полного и 

минимального порядков для нелинейной гибрид-

ной системы с непрерывным выходом и представ-

лены новые модели наблюдателей, учитывающие 

линейную часть уравнений выхода и нелинейность 

равносильной дискретной системы; 

 установлены достаточные признаки стабили-

зации нелинейной гибридной системы, а также 

разработаны алгоритмы построения асимптоти-

ческих наблюдателей полного и минимального 

порядков для такой системы и ее стабилизации с 

использованием наблюдателей. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается нелинейная непрерывно-

дискретная (гибридная) система вида 
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         (1) 

где   nx t R ,   m
ky t R  – векторы состояний 

системы (1);   q
ku t R  – управление (вход); 

  pw t R  – выход системы   ,p n m   моменты 

времени tk задают на множестве R равномерную 

сетку с постоянным шагом 1 0k kh t t    и 

узлами ,kt kh  0, 1, 2,k  ; функции f (x, y), g (x, 

y, u), φ (x, y) непрерывно дифференцируемы по 
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совокупности переменных, при этом выполняются 

соотношения  

     0, 0 0,   0, 0, 0 0,  φ 0, 0 0,f g  
  
     (2) 

т. е. при u = 0 система (1) имеет точку равновесия  

x = 0, y = 0.  

Рассмотрим систему (1) с начальными усло-

виями    0 0 0 0,  x t x y t y  . Тогда на каждом от-

резке [ 1,   ]k kt t  ,  k N    0N N    0, 1, 2, ,  

при выбранном управлении u  (т. е. при заданной 

последовательности  ,   )ku t k N  можно найти 

решение      ψkx t t  задачи Коши  x t 

      ,   ,   , k k kf x t y t x t x  и векторы  1kx t  

 1ψ , k kt         1 1 ,   , . k k k ky t g x t y t u t   Поэтому 

при выбранном управлении u  состоянием 

системы (1) в момент времени  1,  k kt t t   назовем 

пару       ,   , kz t x t y t  где    ψkx t t , k N . 

Важным свойством динамических систем, 

обеспечивающим безопасность и эффективность 

их функционирования, служит их (полная) 

наблюдаемость. Наличие свойства наблюдаемости 

у системы (1) зависит от шага сетки 0.h   

Поэтому с учетом изложенного в работе [19] 

примем следующее 

Определение 1. Система (1) называется 

наблюдаемой (полностью наблюдаемой) при 

заданном 0h  , если существует число 

  l N l n m    такое, что для любых четверок 

        1 1 1 1,   ,   , k ku t x t y t w t ,      2 2 2,  , , k ku t x t y t

 2w t , заданных на промежутке ,   1  k kt t   и 

удовлетворяющих системе (1), из равенства входов 

и выходов 

       1 2 1 2,   ,k ku t u t w t w t   1,   k kt t t  , 0,  k l , 

следует равенство соответствующих компонент 

состояний 

       



1 2 1 2

,   1

,  ,  

  , 0, .

k k

k k

x t x t y t y t

t t t k l

 

  

 

Тогда по известным значениям входа   ku t  и 

выхода  w t  при  1,  ,k kt t t   0,  k l , можно 

однозначно определить состояние  z t  при 

 1,  , k kt t t  0,k l , системы (1) и сделать выводы 

о процессах, происходящих в этой системе.  

Отметим, что система (1) может быть 

ненаблюдаемой при некотором 0h  , если 

существует вход такой, что различным состояниям 

этой системы соответствуют одинаковые выходы, 

т. е. найдутся различные начальные данные 

 0 0 0,   ,z x y   0 0 0,  z x y  и вход  * ,   ,ku t k N  

такие, что для соответствующих состояний 

 z z t  и  z z t  выходы удовлетворяют 

условию      w z t w z t  при 0.t   

Основными задачами в настоящей статье 

являются установление признаков наблюдаемости 

системы (1), условий существования асимптоти-

ческих наблюдателей и их построение для этой 

системы, а также исследование вопроса стабили-

зации системы (1) с построенными наблюдате-

лями. Для решения поставленных задач предла-

гается выполнить переход от гибридной системы 

(1) к равносильной в естественном смысле 

нелинейной дискретной системе с выходом. 

 

2. ПЕРЕХОД К РАВНОСИЛЬНОЙ ДИСКРЕТНОЙ 

СИСТЕМЕ С ВЫХОДОМ 

Исходя из соотношений (2), функции 

     ,   ,   ,   ,   , φ ,  f x y g x y u x y  в окрестности точек 

0,    0x y   и 0,   0,  0x y u    по формуле 

Тейлора (Маклорена) представимы в виде 
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при этом гладкие нелинейные функции  , ,a x y

   , , ,   ,  b x y u c x y  удовлетворяют соотношениям 

       , ,  ,  a x y o x y c x y o x y      

при 0,x y   
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   , ,  b x y u o x y u    при 0,x y u    

т. е. являются бесконечно малыми более высокого 

порядка малости, чем x y   x y u   при 

0x y    0 .x y u    

Здесь и далее запись   означает евклидову 

норму вектора в соответствующем пространстве 

действительных чисел, или норму матрицы. 

Пусть      ,   ,   ,k k k k k kx t x y t y u t u    тогда 

система (1) равносильна гибридной системе  

      

 

      

1 1 1

1 2 1 2 1

1 2

, ,   ,

,   ,   ,  

  , .

 

,

k k k k

k k k k k k k

k k

x t A x t B y a x t y t t t

y A x B y Cu b x y u

w t D x t D y c x t y k N



  

     


   


   





(3) 

Пусть 1det 0,A   тогда, применяя оператор 

сдвига по траекториям системы  ,  x f x y  за 

время от 0t   до t h  [20], выполним переход от 

системы (3) к дискретной системе  

 
 
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, , ;   ,
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A h A h
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A h A h
k k k

k k k k

A h A h
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x e x A e I B y
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y A e x A A e I B B y

Cu x y u h

w D e x D A e I B D y

x y h k N
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
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(4) 

где I – единичная матрица соответствующей 

размерности, 

 

   1 1

ε ,  ; 

( ,  , , ) ,

k

k

k

k k

t h

t h A sA
k k k

t

x y h

e e a p s x y y ds



 



 
 

причем  , , k kx p t x y   решение задачи Коши 

   1 1 ,   ,    ,k k k kx A x B y a x y x t x      

 

   

     

2 1

1 1

,  ,  ; 

,  ;  ,   ,    ,  

 γ ,  ; ε ,   ;  ,  .

k k k

k k k k k

k k k k k k

x y u h

A x y h b x y u

x y h D x y h c x y





 

  

 

     (5) 

Компактная запись системы (4) имеет вид 

   

   

1 ,   ,   ,

,   ,   ,

k k k k k

k k k

z A h z Bu z u h

w D h z z h k N

    


   

         (6) 

где 

 
 

 

 
 
 

1 1

1 1

1
1 1

1
2 2 1 1 2

,      ,  

,   ;   
  ,   ξ , , ,

,   ,   ; 

A h A h

k

k
A h A h

k

k k

k k

k k k

e A e I Bx
z A h

y A e A A e I B B

x y hO
B z u h

x y u hC





           
 

  
        

   1 11
1 1 1 1 2 ,A h A hD h D e D A e I B D   

 
 

где  O  – нулевая матрица соответствующей 

размерности. 

Используя результаты работы [20], равенства 

(5), можно доказать, что  

   ξ ,   ,  z u h o z u   при 0, z u   

     ,z h o z   при 0.z   

Системы (1) и (4) в естественном смысле 

равносильны, поскольку по решению   ,  kx t y  

системы (1) с выходом w(t) можно найти решение 

 , k kx y  системы (4) с выходом kw  и наоборот 

[15, 20], следовательно, системы (1) и (6) также 

равносильны. Введем 

Определение 2. Система (6) называется 

наблюдаемой (полностью наблюдаемой) при 

заданном 0h  , если существует число 

  l N l n m    такое, что для любых троек 

      1 1 1
,   ,  ,k k ku z w  

      2 2 2
,   ,   ,k k ku z w  0,   ,k l  удовлет-

воряющих системе (6), из равенства входов и 

выходов 

       1 2 1 2
,  ,k k k ku u w w      0,k l , 

следует равенство состояний 

   1 2

k kz z , 0,k l . ♦ 

Тогда справедлива  

Теорема 1. Гибридная система (1) наблюдаема 

при заданном 0h   в том и только том случае, 

если наблюдаема дискретная система (6) при 

0.h   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть система (1) 

наблюдаема при заданном 0h  . Введем обозначения 

   
, 

i

i k ku t u             
,   ,   ,

i i i

i k i k i kk k kx t x w t w y t y    где 

1, 2; i  0,   .k l  Если        1 2 1 2,  w t w t x t x t   при 

 1,   ,k kt t t  0, ,k l  то 
       1 2 1 2

,   ,   0,   .k k k kw w x x k l    



 

 
 

 

 
 

   ●

Тогда из определения 1 следует: если 
   1 2

,k ku u  

   1 2

k kw w , то 
   1 2

k kx x  и 
   1 2

k ky y , т. е. 
   1 2

k kz z , 

0,k l . Значит, для любых троек 
      1 1 1

,   ,  , k k ku z w  

      2 2 2
,   ,k k ku z w , 0, ,k l  удовлетворяющих системе (6) 

при данном 0h  , из равенства входов и выходов 

следует равенство состояний, что означает 

наблюдаемость системы (6) при 0.h    

Пусть теперь система (6) наблюдаема при 0h  . 

Тогда из равенства 
   1 2

k kz z , 0, ,k l  следует 

   1 2

k kx x  и 
   1 2

, k ky y  0,   ,k l  т. е.    1 2 ,  k kx t x t

   1 2k ky t y t , и в силу единственности решения 

задачи Коши    , ,   ,   0,   ,k k kx f x y x t x k l    

выполняется равенство    1 2x t x t  при  1,  , k kt t t   

.  0,  k l  Так как 
        1 2 1 1

φ , k k k kw w x y  

    2 2
φ , k kx y 

 
      1 1 2φ ,   φ , k k kx t y t x t

      2 1 1φ , k ky t x t y t 
 

    2 2φ ,  kx t y t 

   1 2w t w t   при  1,   ,k kt t t     ,0, k l  то из 

определения 2 и приведенного объяснения следует: 

если          1 2 1 2 1,   ,   , ,   0,   ,k k k ku t u t w t w t t t t k l     

то 
   1 2

k kx x  и 
   1 2

,  0,   ,k ky y k l   а значит, 

       1 2 1 2,   k kx t x t y t y t  , что означает наблюдае-

мость системы (1) при 0.h   ♦ 

 

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ НАБЛЮДАТЕЛЯ 

ПОЛНОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ 

Здесь и далее условимся рассматривать 

системы (1) и (6) при некотором значении 

0 0h h  . Тогда системой первого приближения 

для дискретной системы (6) является система вида 

1 0

0

,

,    . 

k k k

k k

z A z Bu

w D z k N

  


 

                       (7) 

где    0 0 0 0,   .A A h D D h   

Если пара  0  0, A D , или система (7), наблю-

даема, то согласно ранговому критерию наблю-

даемости линейных стационарных систем [19], 

выполняется условие 

   
2 1

T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0rank ,  ,  , , .

n m
TD A D A D A D n m

    
  

 

Поэтому имеет место 

Теорема 2. Если система (6) наблюдаема, то 

пара  0 0, A D  наблюдаема. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует 

наблюдаемость системы 

 

 

1 0 0

0 0

, , ,

, , .

k k k k k

k k k

z A z Bu z u h

w D z z h k N

    


   

             (8) 

Тогда, учитывая определение 2, составим из 

соотношений (8) последовательно l n m    равенств

 

   

     

   

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

2

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2 0

2 2
1 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0

γ , ,

ξ , , γ , ,

ξ , , ξ , , γ , ,

...

ξ , , γ , ,
n m n m

n m n m i n m i

n m i i i n m

i i

w D z z h

w D A z D Bu D z u h z h

w D A z D A Bu D A z u h D Bu D z u h z h

w D A z D A Bu D A z u h z h
   

       

   

 






 

   

     

  



 









 

из которых следует 

 

   

     

 

0 0 00

1 0 0 0 0 0 0 1 00 0

2

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2 0

1 2 2
2 20 0

1 0 0 0 0

0

0

0

0

γ ,

ξ , , ,

ξ , , ξ , , γ ,

...

,

.

ξ ,

.

γ

.

n m n m n m
n m i n m i

n m i i i n

i i

w z hD

w D Bu D z u h z hD A

D A w D A Bu D A z u h D Bu D z u h z h

D A
w D A Bu D A z u h

z

z
     

     

  

 

 
 
 
 
   
 
 
 
 




   

    

      1 0

.

,m h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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Поскольку система (8) наблюдаема, то по известным 

значениям входов    0, 2ku k n m    и выходов 

   0,   1kw k n m    однозначно определяются состоя-

ния    0, 1kz k n m   . Тогда в полученном равенстве 

справа стоит постоянный вектор, а произведение слева 

представляет собой вектор, компоненты которого 

являются линейными комбинациями компонент вектора 

состояния 0z . Таким образом, имеется  n m p  

равенств относительно компонент однозначно 

определенного вектора 0 ,n mz R   поэтому только 

n m  строк матрицы 

   
2 1

T T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0,  ,   , ,

n m

D A D A D A D
  


  

 

являются линейно независимыми. Следовательно,  

   
2 1

T T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0rank ,   ,  , ,  ,

n m

D A D A D A D n m
  

  
  

 

т. е. пара  0 0 ,A D  наблюдаема [19]. ♦ 

Следствие 1. Если система (6) наблюдаема, то 

система (7) наблюдаема .  

Ниже для краткости формулировок 

используется обозначение 1,A   подразумева-

ющее, что все собственные значения λ квадратной 

матрицы A  удовлетворяют условию 1.   

Исходя из результатов работы [15], теоремы 2 и 

учитывая подход Д. Люенбергера к синтезу 

наблюдателей полного порядка для линейных 

систем, установим справедливость следующего 

утверждения. 

Теорема 3. Пусть пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Тогда существует матрица 
 n m p

K R
 

  такая, 

что решения системы (6) и системы 

 

 

1 0 0 0

0  , , ,  ,

k k k k

k k

A KD v Bu KD z

z u h k N

v      

 
           (9) 

удовлетворяют условию 

0 0lim 0     ;  , .q n m
k k k

k
z v u R z v R 


      

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Положим 

,   , k k kp z v k N    где ,    k kz v  решения системы  6  

и системы (9) с учетом выбранного управления u, т. е. 

при заданной последовательности ,  ku k N . Тогда  

1 1 1k k kp z v    , т. е. имеет место система 

 1 0 0 ,  k kp A KD p k N    .                  (10) 

Определим, существует ли матрица 
 n m p

K R
 

  такая, 

что система (10) является асимптотически устойчивой. 

По условию теоремы пара  0 0,A D  наблюдаема, 

тогда из принципа двойственности Калмана следует 

полная управляемость пары  T T
0 0, A D , а значит, и 

полная управляемость пары  T T
0 0,  A D . Тогда система  

T T
1 0 0 ,k k kz A z D u    

стабилизируема [15], т. е. существует матрица 

 T p n m
K R

 
  такая, что T T T

0 0A D K  < 1. Тогда 

0 0 1A KD  , где 
 n m p

K R
 

  и, следовательно, 

система (10) является асимптотически устойчивой. 

Следовательно, lim 0 k
k

p


  0 0;  , .q n m
ku R z v R     ♦ 

Следствие 2. Если система (6) наблюдаема, то 

для нее существует система (9). 

Систему (9) назовем наблюдателем системы 

(6), при этом система (9) является асимптоти-

ческим наблюдателем полного порядка, поскольку 

вектор n m
kv R   оценки вектора состояния систе-

мы (6) асимптотически сходится к вектору состоя-

ния n m
kz R   этой системы. Динамическая 

система (9) является асимптотическим 

наблюдателем полного порядка и для гибридной 

системы (1) на промежутке дискретного времени 

 0 ;t  , так как состояния  , k kv v t  ,k N  

системы (9) рассматриваются как оценки 

соответствующих состояний системы (6), а 

состояния систем (1) и (6) совпадают в моменты 

времени ,  .kt t k N   

4. СТАБИЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ С НАБЛЮДАТЕЛЕМ 

ПОЛНОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим задачу асимптотической стабилиза-

ции нулевого положения равновесия системы (1) 

при помощи динамической связи по выходу с 

использованием оценки состояния системы 

асимптотическим наблюдателем (9) и покажем 

применимость принципа разделения для решения 

этой задачи. Данный принцип предполагает стаби-

лизацию системы с помощью отдельного построе-

ния стабилизирующей обратной связи по состоя-

нию и наблюдателя для оценки состояния системы 

с последующей подстановкой оценки состояния в 

обратную связь [21]. С учетом изложенного в 

работе [15] имеет место 

Теорема 4. Пусть система (6) имеет 

стабилизирующее управление ,   ,k ku Fz k N   с 

матрицей 
 q n m

F R
 

  и является наблюдаемой, 



 

 
 

 

 
 

   ●

при этом система (9) является наблюдателем 

системы (6). Тогда решение 0,  0,  0x y v    

расширенной системы (1), (9) с управлением 

   ,   ,k ku t Fv t k N   является асимптотически 

устойчивым.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ,   .k ku Fv k N   

Запишем систему (6) (без учета выхода) и систему (9) в 

переменных ,   , k kz p  где k k kp z v  , .k N  Тогда 

получим систему 

    

 

1 0 0

1 0 0

,  , ,

,    ,

k k k k k k

k k

z A BF z BFp z F z p h

p A KD p k N





      


  

(11) 

или в матричной записи 

  1 0

1

,  ,
,

,

k k k k k

k k

z z z F z p h
G

p p O

k N





     
       

      



     (12) 

где 
0

0 0

A BF BF
G

O A KD

  
  

 
 – блочно-треугольная 

матрица порядка  2 n m . 

Тогда      0 0 0G A BF A KD        спектр 

матрицы .G  Поскольку , k ku Fz  ,k N  – стабилизи-

рующее управление системы (6), то 0 1A BF   [15]. 

Учитывая наблюдаемость системы (6), теорему 2 и до-

казательство теоремы 3, установим, что 0 0 1.A KD   

Следовательно, 1G  .  

Пусть  
  0

0

,  ,
,  ,

k k k
k k

z F z p h
z p h

O

  
   

  

. 

Тогда, учитывая, что    , ,z u h o z u    при 

0,z u   установим:   0,  ,k k kz F z p h  

 k ko z p   при 0,k kz p   значит, 

   0,  ,k k k kz p h o z p    при 0.k kz p   

Тогда, согласно изложенному в работе [20], система 

(12), иначе система (11), имеет асимптотически 

устойчивое решение 0, z   0p  . В таком случае 

расширенная система (6), (9) с управлением , k ku Fv

 ,k N   имеет асимптотически устойчивое решение 

0, 0.z v   Значит, соответствующая ей расширенная 

система (1), (9) с управлением    , k ku t Fv t  ,k N  

имеет асимптотически устойчивое решение 

0,   0, 0x y v    [20]. ♦ 

Отметим, что стабилизация динамической 

системы (1) с наблюдателем имеет ряд 

преимуществ по сравнению с ее стабилизацией без 

наблюдателя. Одно из них связано с повышением 

надежности управления, при этом под надеж-

ностью управления системой понимается 

свойство, характеризующее систему с точки 

зрения возможности достижения поставленной 

цели управления [22]. А именно, во всех реальных 

системах, в том числе и тех, моделью которых 

служит система (1), всегда присутствуют 

внутренние шумы [23]. Эти шумы являются 

случайными воздействиями, которые не могут 

быть отражены в математической модели системы, 

но могут приводить к существенным изменениям в 

ее поведении, если, например, параметр h системы 

(1) находится вблизи точки бифуркации. При этом 

если вектор выхода  w t  имеет размерность 

p n m  , то измерению доступны не все 

компоненты вектора состояния системы (1), а 

лишь некоторые их линейные комбинации, тогда 

стабилизирующее управление, построенное по 

неполным данным о состоянии системы, может не 

дать желаемого результата [21]. Если же для 

стабилизации системы (1) использовать наблюда-

тель, то его состояние в некоторый момент 

времени является оценкой состояния системы в 

этот момент времени, т. е. наблюдатель моделиру-

ет систему в реальном времени и оценивает все 

компоненты вектора состояния этой системы, 

реализуя качественную обратную связь, особенно 

если этот наблюдатель является асимптотическим. 

Такой наблюдатель обеспечивает асимптотическое 

по времени убывание ошибки оценки состояния 

системы (1), а значит, задача стабилизации 

системы (1) с наблюдателем решается успешно. К 

тому же, поскольку стабилизация системы с 

наблюдателем позволяет восстановить недоступ-

ные для измерения компоненты вектора состояния, 

то исключается установка в реальной системе 

дополнительных физических датчиков и тем 

самым улучшаются эксплуатационные и стоимо-

стные характеристики системы управления [24]. 

 

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ  

НАБЛЮДАТЕЛЯ МИНИМАЛЬНОГО ПОРЯДКА  

ДЛЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ  

Требование к пониженной размерности наблю-

дателя является актуальным в теории автомати-

ческого управления, так как наблюдатель 

пониженного порядка позволяет упростить анализ 

и синтез динамической системы, снизить 

требовательность к ресурсам вычислительного 

устройства, на котором реализуется этот 

наблюдатель, сократить время оценки фазового 

вектора системы [25].  



 

 
 

 

 
 

 ●

Построение наблюдателя полного порядка для 

системы (1) учитывало линейную часть выхода 
p

kw R  и нелинейную функцию  0, ,k kz u h  в 

системе (6) (см. § 3). Применим эту идею и к 

построению наблюдателя пониженного порядка. 

Имеем: p
kw R , n m

kz R  , тогда линейная часть 

выхода 0 kD z  представляет собой p  линейных 

комбинаций от n m  переменных состояния, 

поэтому в общем случае необходимо восстановить 

не более чем n m p   переменных состояния. 

Данная идея реализуется при синтезе наблюдателя 

пониженного порядка, при этом наблюдатель 

порядка n m p   считается наблюдателем 

минимального порядка [18]. Будем называть 

наблюдатель минимального порядка также 

минимальным наблюдателем. 

Для линейных динамических систем без 

возмущений построение минимальных наблюда-

телей представлено в работах [17, 18, 25, 26] и др. 

Воспользуемся подходом Д. Люенбергера, изло-

женным в работе [26], и идеей синтеза системы (9) 

для построения минимального наблюдателя нели-

нейной дискретной системы (6) .  Для этого будем 

полагать, что пара  0 0,A D  наблюдаема и 

выберем матрицу 
 r n m

M R
 

 , где r n m p   , 

так, чтобы  

0

rank .
M

n m
D

 
  

 
                      (13) 

Пусть k ks Mz , тогда выполняется равенство 

0 0

k

k

k

s M
z

D z D

   
   

   
                       (14) 

и, в силу полноты ранга матрицы 
T T

0,  M D 
  , для 

восстановления вектора kz  достаточно построить 

оценку вектора ks . Для простоты рассуждений 

положим, что r n m p   , тогда из равенства 

(14) следует  

1

0 0

,
k

k

k

M s
z

D D z


   

    
   

 

и если полагать, что ks   оценка вектора ks , то 

оценка фазового вектора kz  системы (6) будет 

иметь вид  

1

0 0

.
k

k

k

M s
z

D D z


   

    
   

                     (15) 

Для оценки вектора ks  будем использовать наблю-

датель порядка  n m p   вида 

 1 0 0, , ,k k k k k ks Ls ED z Tu M z u h     
 
 (16) 

где ,  , ,   L E T M    постоянные матрицы, явля-

ющиеся параметрами наблюдателя (16) и подлежа-

щие дальнейшему определению. Тогда справед-

лива 

Теорема 5. Пусть пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Тогда существуют матрицы    n m p n m p
L R

    
 , 

 
,

n m p p
E R

  
   n m p q

T R
  

 ,    n m p n m
M R

   
  

такие, что решения системы (6) и системы (16) 

удовлетворяют условию  

0 0lim 0     ,   , .q n m n m p
k k k

k
Mz s u R z R s R  


       

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пара  0 0,A D  наблюдаема, 

тогда существует матрица 
   n m p n m

M R
   

 , для 

которой выполняется условие (13). Пусть ,k ks Mz  где 

    kz k N  решение системы  6 ,  тогда ошибка 

наблюдения k k kp s s   удовлетворяет разностному 

уравнению 1 1 1k k kp s s    , т. е. с учетом формулы 

(16),  

 

  
1 0 0

0 0

, ,

, , ,

k k k k k

k k k k k k k

p MA z MBu M z u h

Ls Ls LMz ED z Tu M z u h

     

      
  

   1 0 0 .k k k kp Lp MA LM ED z MB T u        

Для того чтобы ошибка наблюдения стремилась к 

нулю, выберем параметры наблюдения из условий 

0 0

1,

,

.

L

ED MA LM

T MB

 


 
 

 

Поскольку пара  0 0,A D  наблюдаема, то рассуждая 

аналогично изложенному в работах [17, 18], можно 

установить, что система данных условий, с учетом 

формулы (13), разрешима. В таком случае система 

1  ,   ,k kp Lp k N    асимптотически устойчива, значит, 

lim 0 k
k

p


  0,   , q n m p
ku R p R      т. е.

 lim 0k k
k

Mz s


   0 0,    ,    .q n m n m p
ku R z R s R       ♦ 

Систему (16) назовем асимптотическим наблю-

дателем минимального порядка системы (6) 

(системы (1)) или асимптотическим минималь-

ным наблюдателем системы (6) (системы (1)), 

оценивающим вектор kMz  (вектор  kMz t ) на 

промежутке дискретного времени  0 ;t  , где 

0 ,kt h k  k N . 



 

 
 

 

 
 

   ●

Для синтеза наблюдателя (16) можно 

воспользоваться следующим алгоритмом [26]: 

1. Найти матрицу 
 n m p

K R
 

  такую, что 

0 0 1,A KD   и построить матрицу 

 1diag , , ,n m      где 1, , n m     собствен-

ные значения матрицы 0 0A KD . 

2. Найти матрицу 
   n m n m

P R
  

  левых соб-

ственных векторов матрицы 0 0A KD , при этом 

0 0( ) .P A KD P    

3. Составить матрицу M , выбрав n m p   

строк из матрицы P  так, чтобы 

0 0( ) MM A KD M    и выполнялось условие (13), 

где  M  матрица порядка n m p  , являющаяся 

подматрицей матрицы ,    которая соответствует 

матрице M. 

4. Найти матрицы ,  , ML E MK T MB     и 

составить наблюдатель (16). 

Замечание. Параметры наблюдателя (16) 

можно находить и по другому алгоритму: сначала 

выбрать произвольно ненулевую матрицу 
   n m p n m p

L R
    

 , для которой выполняется 

условие 1,L   и постоянную матрицу 

 
,

n m p p
E R

  
  затем из условия 0 0ED MA LM   

найти неизвестную матрицу 
   n m p n m

M R
   

  и 

проверить выполнимость условия (13), а затем 

найти матрицу 
 n m p q

T MB R
  

  . 

Рассмотрим вопрос стабилизации системы (1) с 

наблюдателем (16). 

6. СТАБИЛИЗАЦИЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ  

С НАБЛЮДАТЕЛЕМ МИНИМАЛЬНОГО ПОРЯДКА 

Учитывая выражение (15), найдем оценку 

 k kz z t  фазового вектора системы (1) в 

моменты времени 0 ,kt h k  k N . Тогда вопрос 

стабилизации системы (1) с наблюдателем (16) 

сводится к вопросу стабилизации расширенной 

системы (1), (16), при этом с учетом принципа 

разделения и изложенного в работе [15] имеет 

место 

Теорема 6. Пусть система (6) имеет 

стабилизирующее управление , k ku Fz  ,k N  с 

матрицей 
 q n m

F R
 

  и является наблюдаемой, 

при этом система (16) является минимальным 

наблюдателем системы (6). Тогда решение 

0,  0,  0x y s    расширенной системы (1), (16) с 

управлением    ,  k ku t Fz t  ,k N  является 

асимптотически устойчивым. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2 пара 

 0 0,A D  наблюдаема, при этом система (16) – 

наблюдатель системы (6) ,  тогда для матрицы 

   n m p n m
M R

   
  в формуле (16) выполняются 

условия (13) и (15). Следовательно,  

1

1 1
1 1

0 0 1 0 1

1

1 1
0

,

k k
k k

k k

k k

M s s
z z

D D z D z

M I
p Sp

D O



 
 

 



 

      
         

      

   
    

  

 

где 

1

0

 
M I

S
D O


   

    
  

. Отсюда получим ,k k kz z Sp   где 

,k k kp s s   . k N    

Запишем систему (6) (без учета выхода) и систему 

(16), с учетом доказательства теоремы 5, в переменных 

, k kz p  с , k ku Fz    ,k N  тогда 

    1 0 0, ,k k k k k k kz A z BF z Sp z F z Sp h      , т. е. 

    1 0 0, , ,k k k k k kz A BF z BFSp z F z Sp h       и 

1 ,   ,k kp Lp k N    где 1L  . Рассмотрим систему  

    1 0 0

1

,  , ,

,    ,

k k k k k k

k k

z A BF z BFSp z F z Sp h

p Lp k N





      


 

 

или в матричной записи 

 1
0

1

,  ,
k k

k k
k k

z z
G z p h

p p





   
      

   
, ,k N  

где 
0A BF BFS

G
O L

  
  
 

 – матрица порядка 

 2 , n m p    
  0

0

,  ,
,  ,

k k k
k k

z F z Sp h
z p h

O

  
   

  

. 

Поскольку ,k ku Fz     ,k N  – стабилизирующее 

управление системы (6), то 0 1A BF   [15], 1L  , 

значит, 1.G   При этом   0,  ,k k kz F z Sp h  

 k ko z p   при 0k kz p  , тогда 

   0,  ,k k k kz p h o z p    при 0k kz p  . 

Следовательно, полученная система имеет асимпто-

тически устойчивое решение 0,  0z p   [20]. Тогда 

расширенная система (6), (16) с управлением , k ku Fz

,k N  имеет асимптотически устойчивое решение 

0,   0, z s   значит, расширенная система (1), (16) с 

управлением  ,   ,k ku Fz t k N   имеет асимптотически 

устойчивое решение 0,   0,   0x y s    [20]. ♦ 
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7. ПРИМЕР 

Рассмотрим задачу построения асимптотических 

наблюдателей полного и минимального порядков для 

нелинейной гибридной системы  

   
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2
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

 

и задачу стабилизации этой системы с построенными 

наблюдателями. 

Из теорем 3 и 5 следует, что решение задачи постро-

ения наблюдателей возможно, если пара  0 0,A D  

наблюдаема, т. е. если T T T
0 0 0rank ,  2.D A D  

 
 Заметим, 

что при 0

3
ln

2
h   данная система равносильна дискрет-

ной системе, компактная запись которой имеет вид (8), 

где  

 

   

0

2

0 2
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3 / 2 1/ 2 0
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Поэтому при 0

3
ln

2
h   пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Пусть 
1

2

k
K

k

 
  
 

, тогда 0 0A KD 

1 1

2 2
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k k

k k

   
  

    
, и характеристическое 

уравнение полученной матрицы можно записать в виде 

   2
1 2 1 26 1 1,5 3 1 0.k k k k         

Найдем значения 1 2, k k  такие, чтобы 1,2 1.   

Например, если 1 2

1 1
, 

2 3
      то 

79 / 342

25 /114
K

 
  

 
. 

Значит, получим следующий наблюдатель второго 

порядка (9) для данной системы:  

1,1 ,1 ,2

2

1,2 ,1 ,2

2

13 125 79
( ) ( ) ( ) ( )

114 171 57

79 1
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342 2
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(17) 

Используя изложенное в работах [15] или [16], 

построим стабилизирующее управление для системы 

 1 0 0, ,k k k k kz A z Bu z u h    . Так, применяя алго-

ритм, изложенный в статье [16] (полагая 

  1 2

1 2
1   0 ,   , 

4 3
g       ), построим стабилизиру-

ющее управление  

53 7
,  .

24 24
k k ku x y k N    

Тогда, согласно теореме 4, стабилизирующим управ-

лением для данной системы с наблюдателем (17) 

является  

,1 ,2

53 7
( ) ( ) ( ),  .

24 24
k k ku t v t v t k N    

Действительно, равносильная данной системе при 

0

3
ln

2
h   соответствующая дискретная система (6) с 

наблюдателем (17) и найденным стабилизирующим 
управлением примет вид 
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где 
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при этом  
1 1 1 2

,   , ,  
2 4 3 3

G
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    
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 и 

   ,1 ,2 ,1 ,2, ,,k k k k k k k kv v vx y v o x y      при 

,1 ,2 0k k k kv vx y    , что и означает асимпто-

тическую устойчивость нулевого решения расширенной 

дискретной системы с наблюдателем (17). Тогда, 

согласно теореме 4, данная нелинейная гибридная 

система с наблюдателем (17) при управлении 

,1 ,2

53 7
( ) ( ) ( ), 

24 24
k k ku t v t v t   ,k N  имеет асимптотиче-

ски устойчивое решение 0,  0,  0x y v   . 
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Построим минимальный наблюдатель порядка 

1n m p    вида (16) для данной системы. Для синтеза 

такого наблюдателя воспользуемся приведенным в § 5 

алгоритмом и матрицей 
79 / 342

25 /114
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 Следовательно, иско-

мый наблюдатель для оценки вектора    k ks t Mz t  

данной системы имеет вид 
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, и оценка (15) фазового 

вектора  k kz z t  данной системы примет вид 
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Пусть 
53 7

,   ,
24 24

k k ku x y k N    – стабилизирующее 

управление соответствующей системы (6) при 

0

3
ln .

2
h   Составим стабилизирующее управление 

53 7
, 

24 24
k k ku x y   иначе 

29 29 5

12 72 72
k k k ku x y s   , 

k N . Тогда при 0

3
ln

2
h   расширенная система, 

составленная из равносильной дискретной системы и 

построенного наблюдателя (18) при данном управлении 

примет вид   
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2 4 3

G
 
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 

и    , ,k k k k k kx y s o x y s     

при 0,k k kx y s    значит, построенная расширен-

ная система с наблюдателем имеет асимптотически 

устойчивое нулевое решение. Тогда, согласно теореме 

6, исходная гибридная система при 0

3
ln

2
h   с 

построенным минимальным наблюдателем (18) при 

стабилизирующем управлении 

29 29 5

12 72 72
k k k ku x y s   , ,k N  имеет также 

асимптотически устойчивое нулевое решение. ♦ 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе установлены критерий наблюдаемости 

нелинейной детерминированной непрерывно-

дискретной (гибридной) системы с непрерывным 

выходом, имеющей постоянный шаг дискретиза-

ции, и необходимое условие наблюдаемости 

равносильной нелинейной дискретной системы с 

дискретным выходом. Представлены математиче-

ские модели и достаточные признаки существо-

вания асимптотических наблюдателей полного и 

минимального порядков для нелинейной гибрид-

ной системы, а также достаточные признаки стаби-

лизации нелинейной гибридной системы с 

построенными наблюдателями. На конкретном 

примере продемонстрированы алгоритмы постро-

ения асимптотических наблюдателей и представ-

лены соответствующие расширенные нелинейные 

системы управления с наблюдателями, имеющие 

асимптотически устойчивые нулевые решения. 

Полученные результаты могут быть полезны в 

решении вопросов эффективного управления нели-

нейными детерминированными гибридными дина-

мическими системами с постоянным шагом 

дискретизации, в частности в решении вопроса 

управления данными системами в режиме бифур-

каций [27]. 
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Abstract. This paper considers nonlinear dynamic systems described by a set of differential and 

difference equations and a nonlinear output equation. The states of such systems contain both 

continuous and discrete components, so they are called continuous–discrete, or hybrid, dynamic 

control systems. For this class of systems, the issues of observability, design of full- and 

minimum-order observers, and stabilization with observers are investigated. A transition is 

performed from an original nonlinear hybrid system to a nonlinear discrete-time dynamic system 

equivalent in a natural sense. An observability criterion, sufficient conditions for the existence of 

full- and minimum-order asymptotic observers for nonlinear hybrid control systems, and 

sufficient conditions for the stabilization of a nonlinear hybrid system with designed asymptotic 

observers are established. Examples of designing asymptotic observers and stabilizing the 

augmented system with such observers are provided. 
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