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Аннотация. Введен новый протокол согласования характеристик в многоагентной системе 

с дополнительными связями и запаздыванием. Согласно этому протоколу, в многоагентной 

системе агенты получают информацию от части агентов без задержки, а от остальных – с 

некоторым запаздыванием. Такой протокол является частным случаем более общей моде-

ли, которая применяется при исследовании транспортного потока, прогнозировании дина-

мики цен на рынке товаров, описании биологических и эпидемиологических процессов 

и т. п. В работе получено условие независимости сходимости протокола от запаздывания. 

С помощью метода Цыпкина получена формула для граничного значения запаздывания, 

которое зависит от спектра лапласовской матрицы. С помощью аппаратов алгебраической 

теории графов, теории управления и операционного исчисления также получена формула 

для асимптотического поведения устойчивой многоагентной системы для разных началь-

ных условий и, как следствие, получено условие достижения консенсуса для любого век-

тора начальных значений. Также показано, что если орграф влияний является сбалансиро-

ванным, то протокол с запаздыванием сходится к усредненному консенсусу.  
 

Ключевые слова: многоагентная система, протокол консенсуса с запаздыванием, лапласовская мат-

рица, метод Цыпкина, собственный проектор.  
 

 

 

Системы с запаздыванием, в частности много-

агентные системы (МАС), представляют большой 

интерес для исследования и встречаются во мно-

гих областях. Причиной возникновения запазды-

вания в таких системах могут быть как физиче-

ские, так и биологические ограничения. В моделях 

транспортного потока запаздывание возникает из-

за человеческого фактора: времени, необходимого 

водителю на обнаружение изменения ситуации во 

время движения, времени на реакцию и пр. [1–4]. 

Такие модели используются в задачах автоматиза-

ции транспортных средств для достижения без-

опасности дорожного движения и эффективного 

использования автомагистралей (см., например, 

работу [5]). 

Запаздывания возникают и в моделях, описы-

вающих динамику цен на рынке товаров [6]. На 

цену товара влияют спрос и предложение в данный 

момент времени, на которые среди прочего влияют 

информация о прошлых ценах и задержки произ-

водства товара соответственно. Фактор задержки 

при производстве влияет на устойчивость рыноч-

ных моделей и может привести к неустойчивости, 

в то время как задержки при получении информа-

ции о ценах на взаимосвязанных рынках могут 

иметь стабилизирующий эффект [7]. Запаздывание 

в процессе производства товаров возникает из-за 

времени, которое нужно для транспортировки ма-

териалов, настройки оборудования и самого про-

изводства [8]. 

В моделях, описывающих биологические про-

цессы, также возникает запаздывание [9–11]. При 

моделировании роста числа клеток необходимо 

учитывать время, которое необходимо на деление 

клетки [12]. Схожий принцип используется в эпи-

демиологических моделях (см., например, работу 
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[13]). Моделирование роста численности популя-

ции должно учитывать, что новая особь не может 

дать потомство, пока не созреет и не станет репро-

дуктивной [14]. В модели Вольтерра роста числен-

ности популяции учитывается тот факт, что с уве-

личением плотности популяции уменьшается ско-

рость ее роста. В связи с этим на скорость роста 

популяции влияет численность популяции в про-

шлом, что, например, учитывается в модели «хищ-

ник – жертва» [15]. В генетических сетях запазды-

вание возникает в силу времени протекания реак-

ции. В фиксированный момент времени могут 

протекать реакции, которые не влияют на текущее 

состояние системы, но будут влиять на ее состоя-

ние через некоторое время [16]. При описании мо-

дели дыхательного процесса необходимо учесть, 

что циркуляция углекислого газа в крови происхо-

дит с задержкой [17]. 

Большинство моделей с запаздыванием осно-

ваны на взаимодействии скорости изменения раз-

личных величин с их значениями в предыдущие 

моменты времени, зависящие от запаздывания. 

Непрерывные динамические модели описываются 

дифференциальными, функционально-дифферен-

циальными уравнениями с отклоняющимся аргу-

ментом и системами с запаздыванием, устойчи-

вость которых представляет большой интерес. 

Начиная со второй половины XX в. в данной обла-

сти появляется множество классических результа-

тов (см., например, работы [18–21]). Устойчивость 

таких систем тесно связана с устойчивостью ква-

зиполиномов, чему также посвящено большое ко-

личество работ (см., например, [22–25]). 

Многоагентные системы с информационными 

воздействиями занимают центральное место среди 

всех МАС. Агенты получают данные от своих со-

седей, и происходит процесс изменения данных. 

Тем самым агенты согласовывают свои характери-

стики [26–29]. Для таких систем актуальна задача 

нахождения условий достижения агентами консен-

суса вне зависимости от их начального состояния. 

Не менее важной является задача нахождения век-

тора характеристик, к которому сойдутся характе-

ристики агентов. В частности, данная задача сво-

дится к нахождению значения консенсуса. 

В данной статье рассматривается протокол со-

гласования характеристик в МАС с информацион-

ными влияниями и дополнительными связями. 

Агенты получают от одних агентов информацию 

без запаздывания, а от остальных – с некоторым 

запаздыванием. При применении непрерывного 

протокола строятся лапласовские матрицы, кото-

рые используются в системе дифференциальных 

уравнений с запаздыванием. В § 1 приводятся не-

обходимые понятия по МАС и полученные ранее 

вспомогательные результаты. В § 2 рассматривает-

ся задача нахождения области устойчивости про-

токола МАС. Асимптотическому поведению про-

токола МАС посвящен § 3. В частности, решается 

задача сходимости протокола к консенсусу при 

любом векторе начальных значений. 

 

Многоагентные системы с информационными 

воздействиями и с множеством агентов 

 1,...,V n  удобно представить в виде взвешен-

ного орграфа ,V E  . В нем E V V   являет-

ся множеством дуг. Если агент j  влияет на агента 

i  с весом ija , то существует дуга из вершины j  в 

вершину i  с тем же весом. Матрица  ijA a  

называется матрицей коммуникаций. 

Исходящий лес в орграфе   – подграф в  , в 

котором нет циклов, а в каждую вершину входит 

не более одной дуги. Вершина j  является корнем 

исходящего леса, если нет входящих в нее дуг. 

Множество  k   – множество всевозможных 

исходящих лесов в орграфе  , содержащих k  дуг. 

Множество  j i
k
   – множество всевозможных 

исходящих лесов в орграфе  , в которых j  явля-

ется корнем, а вершина i  достижима из верши-

ны j . 

Определение 1. Весом исходящего леса явля-

ется произведение весов всех его дуг. Вес множе-

ства  k   – сумма весов всевозможных исходя-

щих лесов в орграфе  , содержащих k  дуг, он 

обозначается   .k   

Определение 2. Базовой бикомпонентой ор-

графа   называется такой подграф ,K  в котором 

все вершины взаимно достижимы и нет дуг из 

\ K  в K . 

Определение 3. Лапласовская матрица L , со-

ответствующая орграфу  , определяется как 

, ;

, .

ij

ij
ik

k i

a j i

l a j i


 


  



 ♦ 
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Также будем говорить, что лапласовской мат-

рице n nL   соответствует орграф ,  если ор-

граф построен на множестве вершин  1,..., , n а 

всякая дуга  ,  j i  c весом ijl  принадлежит мно-

жеству дуг тогда и только тогда, когда 0.ijl    

Исходя из определения, очевидно, что L 1 0 , 

где 1  и 0  – векторы-столбцы размерности n , со-

стоящие из единиц и нулей соответственно. Таким 

образом, 0 всегда будет собственным значением 

лапласовской матрицы. Спектр матрицы L   

набор собственных значений – обозначим через 

   1,..., nL     и будем рассматривать с учетом 

кратности. Обозначим через    ' L L    спектр 

матрицы L  без одного нулевого значения. 

Определение 4. Индексом v  квадратной мат-

рицы A  является размер наибольшей клетки жор-

дановой формы с нулевой диагональю или мини-

мальное число v , при котором 

   1rank rankv vA A  . 

Утверждение 1. [29] Индекс лапласовской 

матрицы L  равен единице.  

Определение 5. [30] Собственным проектором 

квадратной матрицы A , соответствующим нуле-

вому собственному значению, называется такая 

идемпотентная матрица  A , что     vA A

и    vA A , где v  – индекс матрицы A ; 

   и    – образ и ядро соответствующей 

матрицы. ♦ 

Обозначим через I  единичную матрицу раз-

мерности n n . 

Теорема 1. [31] Пусть лапласовской матрице 

L  соответствует орграф  . Тогда: 

1. Матрица L  является стохастической и 

идемпотентной. 

2.  
 

  0 1

1
(Г)  

1
+ ... +I pL Q

r p
pQ





   

+ ( ) ,n l
n lp Q
   где 0;p       

0

n l
k

k

k

r p p






  ; 

  k

k ijQ q ;     k j i
ij kq   ; l  – количество ба-

зовых бикомпонент  в орграфе  . 

3.  
  

 
1 1

lim .n l
p

n l

I pL Q L







   


 

В данной статье будет рассмотрен протокол 

консенсуса первого порядка в многоагентной си-

стеме в виде 

   

     

     
1 2

,   0;

;

,   , 0 , 

x t u t t

u t L x t L x t

x

  


     


     

              (1) 

где 1L  и 2L  – нормированные лапласовские мат-

рицы, т. е. 
1

0ijl
n

   , а матрица 1 2K L L   – 

нормированная матрица полного графа с одинако-

вым весом всех дуг,  0, 1 . 

Определение 6. Будем говорить, что протокол 

(1) устойчив, если решение  x t  соответствующей 

системы имеет конечный предел  lim
t

x t


. 

Определение 7. Будем говорить, что протокол 

(1) сходится к консенсусу (или достигает асимп-

тотического консенсуса), если предел решения 

 x t  соответствующей системы можно предста-

вить в виде c1 , где c  – константа, зависящая от 

начальной функции    . ♦ 

Протокол (1) является частным случаем систе-

мы с запаздыванием 

     0 1 .x t A x t A x t                      (2) 

Система (2) встречается во многих моделях в 

различных предметных областях. В модели тран-

скрипции и трансляции генов матрица 0A  является 

матрицей вероятности перехода из одного узла 

решетки в другой. При этом различные химиче-

ские реакции влияют на процесс перехода с запаз-

дыванием, что отображено матрицей 1A . В силу 

того, что химические реакции протекают за разное 

время, система (2) может включать в себя несколь-

ко элементов с различным запаздыванием [16]. В 

модели численности клеток крови матрица эле-

мента без запаздывания отвечает за скорость поте-

ри клеток крови во время циркуляции. Элемент с 

запаздыванием отвечает за поток крови из преды-

дущих отсеков [11]. Схожий принцип использует-

ся в нейронной сети Хопфилда, в которой компо-

ненты вектора  x t  – это значения напряжения на 

входе соответствующих нейронов. Скорость изме-

нения напряжения зависит от сопротивления 

нейрона и передачи электрического сигнала между 

нейронами, которая проходит с некоторым запаз-
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дыванием в силу ограниченной скорости [32]. Та-

кие модели в общем виде включают в себя функ-

цию передачи F : 

      0 1 .x t A x t A F x t     

 

Характеристической функцией системы (1) бу-

дет 

   1 2det zF z zI L L e .      

Утверждение 2. 

 
 

  
1'

1 .z

L

F z z z e



       

Д о к а з а т е л ь с т в о. Матрицу K  можно пред-

ставить в виде 
1

K I E
n

  , где E  – матрица, состоя-

щая из единиц. Пусть Жорданова форма K  имеет вид 

 diag 0, 1,..., 1  K   и S  – матрица, преобразующая K  

в K :  

1 .KS KS    

В силу того, что 1  – правый собственный вектор, 

соответствующий нулевому собственному значению, то 

пусть 1  – первый столбец матрицы S . Из этого следу-

ет, что 

1
1

1,1 1

0 *
,

S
n

S L S
L





 
  
 
 0

 

где 1  SL  – некоторая матрица;    1 1'SL L   . Тогда 

    1
1 2det zF z S zI L e L S     

 
  1 1

1 1= det zzI S L S e S K L S        

  1 1
1det 1z zzI e S KS e S L S         

 

 
1,1 1

0 *
det 1z z

K S
n

zI e e
L

 



  
         

  
  
0

 

 
1,1 1

    

0 *    
det               1 .

    

    

z
z

S
n

z

z

z e
e

L

z e








  
  

             
   

     

0
 

Обозначим через 1nI   единичную матрицу размер-

ности    1 1n n   . Тогда 

      1 1 det 1z z S
nF z z z e I e L 
      

 

 

  
1σ

1z z

L

z z e e



 



         

 

  
1σ

1 .z

L

z z e

 
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Замечание 1. Если 1  , то  F z  будет иметь 

вид    
 


1

1 2

'

det z

L

F z zI L e L z z



      

 .1ze    Это можно интерпретировать сле-

дующим образом: если  1' L , то 

   21 ' L  , что дополняет результат, получен-

ный в работе [33]. ♦  

Отметим, что первое нулевое собственное зна-

чение матрицы 1L  не влияет на устойчивость про-

токола (1), при этом характеристическая функция 

протокола (1) состоит из произведения характери-

стических функций скалярных уравнений: 

       1 .y t y t y t                     (3) 

Если решение (3) устойчиво для всех 

 1' ,L  то протокол (1) устойчив.  

Если 0  , то уравнение (3) станет скалярным 

уравнением с запаздыванием вида 

   . y t y t                             (4) 

Граничное значение запаздывания для уравне-

ния (4) можно получить, например, как следствие 

из результата, полученного в работе [34]. 

Утверждение 3. Решение уравнения (4) устой-

чиво, если 
2


 


.  

Для остальных случаев характеристическую 

функцию уравнения (3) представим в виде 

   
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               (5) 

Для исследования устойчивости квазиполинома 

(5) воспользуемся методом Цыпкина, который ос-

нован на критерии Найквиста. Примем квазиполи-

ном     zQ z P z e  за характеристическую функ-

цию эквивалентной системы с запаздывающей об-
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ратной связью. Устойчивость оценим с помощью 

амплитудно-фазовой характеристики соответству-

ющей разомкнутой системы, которая будет иметь 

вид:  
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Q is is
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Характеристической функцией разомкнутой 

системы будет функция  Q z z   . В силу того, 

что   имеет положительную действительную 

часть, разомкнутая система будет устойчивой. Ам-

плитудно-фазовая характеристика системы с за-

паздывающей обратной связью будет иметь вид 

1

W

W




. Тогда, согласно критерию Найквиста, если 

точка  1, 0i  лежит вне годографа  W is , то ре-

шение уравнения (3) будет устойчивым.  

Пусть  Re   ,  Im    и 

   0 .i sW is W is e 
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Тогда 
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            (6) 

Утверждение 4. Пусть 1  . Тогда преобразо-

вание  0W z  отображает мнимую ось в окруж-

ность: 
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где 
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2 21
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим z x iy  , 

 0w W z . Очевидно, что ,
2

z z
x


  где z  – число, 

комплексно-сопряженное к z . В силу того, что 
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, можно выразить z  как 
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Так как z iy , то 0
2

z z
x


  , что можно записать 

в виде: 
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Итак, 
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Таким образом, получаем: 
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Далее понадобится следующее очевидное вы-

ражение 
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Утверждение 5.  

1. Если  
22 2 2 21        для всех 

 1i L       , то устойчивость протокола 

(1) не зависит от запаздывания. 

2. Пусть матрице  1
1 ijL l  соответствует 

неориентированный граф 1G  (см. определение 3), 

а матрице  2
2 ijL l  – неориентированный граф 

2G , 1  , 1 3 4
min

4
ii

i

n
l

n


 . Тогда устойчивость 

протокола (1) не будет зависеть от запаздыва-

ния.   
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  

1. Доказательство этого пункта непосредственно 

следует из вышеприведенного выражения для  0W is . 

2. В силу того, что 1G  и 2G  неориентированные 

графы, матрицы 1L  и 2L  имеют действительные спек-

тры. Тогда, согласно теореме Гершгорина, 

 2

2max 2max .
i

i ii
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l
 
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В силу того, что 1 2 ,L L K   максимальный эле-

мент матрицы 2L  можно выразить с помощью мини-

мального элемента 2L  как 
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
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Тогда второе минимальное собственное значение 

лапласовской матрицы для графа 1G , т. е. минимальное 

значение из спектра  1' ,L  можно оценить как 
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Таким образом, имеем 
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Таким образом, если 1 3 4
min

4i

ii

n
l

n


 , то 

1

2
  , что, 

согласно утверждению 5, означает, что устойчивость 

протокола (1) не будет зависеть от запаздывания. ♦  

Теорема 2. Пусть множество 

    22 2 2 2
1'  |  1L           

не пусто. Для всех действительных   вычис-

лим значения 
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а для пар комплексно-сопряженных i    зна-

чения 
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 1 2min , .       

Тогда протокол (1) устойчив при любом 

0 min 


     . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем критические часто-

ты для скалярного уравнения (3) при фиксированном  . 

Из   1W is   получаем 

 
22 2 2 21 .s           

Тогда точка  1,  0  лежит на годографе  W is , если 

  0arg 2 ;W is s n    

     0cos arg cos .W is s   

Стоит отметить, что    0cos arg W is u . Тогда 

 arccos
.

u

s
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Подставим критическое значение s  в  формулу (6) и 

получим: 
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Так как функция  arccos u  – положительная, то для 

нахождения граничного значения запаздывания нужны 

только положительные критические частоты s . 

Рассмотрим случай, когда R , т. е.    , 0  . 

Критическими частотами будут  
22 21s      . 

Тогда рассмотрим только положительную критическую 

частоту, и граничным значением запаздывания будет 

 

 
22 2

arccos
1

. 

1


 
    

 

  

                      (7) 

Если подставить 0   в формулу (7), то получится 

граничное значение запаздывания из утверждения 3. 

Таким образом, формула (7) обобщает результат из 

утверждения 3.  
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Если   – комплексное число и 0  , то при 

 
22

1     обе критические частоты будут отрица-

тельными, а это означает, что устойчивость решения 

уравнения (3) не будет зависеть от запаздывания. В свя-

зи с этим для удобства представления результата возь-

мем пару комплексно-сопряженных  чисел i     . 

Тогда двум критическим частотам соответствуют сле-

дующие значения запаздывания: 
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Стоит отметить, что 3 0  , и 1 4
    . Тогда для 

пары комплексно-сопряженных чисел   граничным 

значением запаздывания будет  1 2min ,       и ре-

шения всех рассматриваемых скалярных уравнений (3) 

будут устойчивы для любых 0 min 


     , а значит 

протокол (1) будет устойчивым. ♦ 

 

Для исследования асимптотического поведения 

протокола (1) необходимы следующие вспомога-

тельные утверждения, где в силу расширенной 

теоремы о конечном значении [35] предполагается, 

что .s   

Утверждение 6. Пусть s  . Тогда для про-

извольных лапласовских матриц 1L  и 2L  справед-

ливо 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть матрице 1 2
sL e L  

соответствует орграф 1 , а матрице 1 2L L  – орграф 

2 . Обозначим  1
1 ijL l ,  2

2 ijL l . Тогда в орграфе 1  

дуга из вершины j  в вершину i  будет иметь вес 

1 2s
ij ijl e l , а эта же дуга в орграфе 2  будет иметь вес 
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где l  – количество базовых компонент в орграфе 1 . 

Стоит отметить, что в графе 2  содержится такое  

же количество бикомпонент, а также 

     1 2k k    при 0s  . Тогда, умножив 

числитель и знаменатель на n ls  , получим 

 
  

 
1

1 2 2
0

2

1 1
lim .s

n l
s

n l

I L e L Q
s









 
    

 
 

С другой стороны, по теореме 1  

 

  
   

1

1 2
0

2 1 2

2

1
lim

1
.

s

n l

n l

I L L
s

Q L L









 
   

 

   


 

Тогда    
1

1 2 1
0 0

1

2

1 1
lim lims

s s
I L e L I L

s s
L







 

 
  



 
   




 

 1 2L L  . ♦ 

Утверждение 7. Если 1L  и 2L  – нормированные 

лапласовские матрицы и 1 2L L K  , то 

 
1

1 2 1

1 1
.L L E I L

n


  

    
 

 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае  0, 1  предста-

вим матрицу  1 2L L   в виде 

   

    

1 2 1 1

1 11 1 .
1

L L L K L

L K L K

       

 
         

  
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В силу леммы 8 из работы [36] имеет место 

   1 2 1

1

1

1
1

1 1
.

L L L K

E I L
n



  
        

   

  
  

 

          (8) 

Если 1  , то 1 2L L K   , и 
1

K E
n

 , что являет-

ся частным случаем формулы (8) при 1  . ♦  

Утверждение 6 также можно доказать с помо-

щью теоремы о конечном значении и метода Фад-

деева. 

Замечание 2. Стоит отметить, что 

 
0

1 2 1

1
lim L L EL

n

   . Если 0  – простое собствен-

ное значение матрицы 1L , то 
1 1

1
EL L

n
 . Однако в 

общем случае 
1 1

1
EL L

n
 , так как 

1

1
EL

n
 является 

матрицей единичного ранга. На основе этого стро-

ится протокол латентного консенсуса со слабыми 

фоновыми связями, который позволяет агентам в 

МАС со слабосвязной структурой достичь консен-

суса при любом векторе начальных значений (бо-

лее подробно см. работу [36]).  

Теорема 3. Пусть протокол (1) устойчив, и 

 x t  – решение системы (1). Тогда: 

1. Если   0x   , то 

   
1

1 2 0 .
1 1

lim
t

x t E I L I L x
n





  
    

 
 

2. Если 

 
 

0

0,  , 0 ;
 

,      0,x

  
   

 
                     (9) 

то 

   
1

1

1 1
lim 0 .
t

x t E I L x
n





  
  

 
 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

1. Пусть   0x   . Рассмотрим преобразование 

Лапласа функции  x t  : 

    
0

.tsx t e x t dt



      

Пусть u t  . Тогда 

     

       

0

0

0

.

u sts

u s u s

e x t dt e x u du

e x u du e x u du

 

 





   



   

 

 

 

 

В силу того, что     0x x      при  , 0  ,  

      

 

0

0

0

0

1
,

u s s us

s
s

x t e x du e e x u du

e
x e X s

s



   






    

 
   
 

 
 

где  X s  – преобразование Лапласа для  .x t  Тогда в 

силу того, что   00x x , преобразованием Лапласа си-

стемы (1) будет 

     0 1 2 2 0

1
;

s
s e

sX s x L X s e L X s L x
s




 
         

 
 

   
1

1 2 2 0

1
.

s
s e

X s sI L e L I L x
s




  
         

  

 

Согласно расширенной теореме о конечном значе-

нии [35], допускающей ,s   для данного случая 

имеет место 

   

 

0

1

1 2 2 0
0

lim lim 

1
lim 

t s

s
s

s

x t sX s

e
s sI L e L I L x

s

 






 

  
          

  

 

 
1

1 2 2 0
0

1 1
lim .

s
s

s

e
I L e L I L x

s s

 




   
               

 

Стоит отметить, что 
0

1
lim

s

s

e

s






  . В силу утвер-

ждения 6,    
1

1 2 1 2
0

1
l .im s

s
I L L e L L

s






 
      

 
 То-

гда 

     1 2 2 0lim .
t

x t L L I L x


      

С другой стороны, согласно утверждению 7, 

   
1

1 2 0

1 1
lim .
t

x t E I L I L x
n





  
    

 
 

2. Для случая, когда начальная функция имеет фор-

му (9), доказательство проводится аналогично, учиты-

вая то, что     sx t e X s  . ♦ 
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Замечание 3. При больших значениях запазды-

вания матрица  2I L   может содержать отрица-

тельные элементы. Тогда матрица  2I L   не 

будет стохастической, что может привести к отри-

цательным элементам в векторе  lim
t

x t


 при 

  0x   . Для предотвращения данной ситуации 

следует наложить ограничение 
2

1

max ii
i

l
  , где 

 2
2 iiL l .  

Следствие 2 из теоремы 3. Пусть условия 

теоремы 3 выполнены, 1  ,  x t  – решение си-

стемы (1) и   0x   . Если 2L  – матрица сбалан-

сированного графа, то  x t  будет сходится к 

усредненному консенсусу при любом  . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость следствия 

следует из того, что    2 0

1
lim
t

x t E I L x
n

    и что 

2 n nEL  0 , где n n0  – матрица из нулей размерности 

n n . Тогда   0

1
lim
t

x t Ex
n

 , т. е.  x t  сходится к 

усредненному консенсусу при любом  . ♦ 

Пример. Пусть многоагентная система представле-

на орграфом, изображенным на рис. 1, в котором все 

дуги имеют одинаковый вес. 

Тогда матрицы 1L  и 2L  имеют вид: 

1

0,25 0 0,25 0

0 0,25 0,25 0
; 

0,25 0,25 0,75 0,25

0,25 0 0 0,25

L

 
 

 
   
 
   

2

0,5 0,25 0 0,25

0,25 0,5 0 0,25
.

0 0 0 0

0 0,25 0,25 0,5

L

  
 
  
 
 

  

 

Пусть 1   и начальная функция   0x   , где 

 
T

0 .2, 4, 6,  8x   Спектром матрицы 1L  будет 

   1 0; 0,25; 0,3455; 0,9045 .L   Тогда  1L   

 0,25; 0,3455; 0,9045 ,  а множество  Λ 0,25;  0,3455 .  

Согласно теореме 2, граничным значением запаздыва-

ния протокола (1) будет  0 min 2,702;  3,826  

2,702.  На рис. 2 представлено поведение характери-

стик агентов при различных значениях запаздывания. 

При 00,9       
T

,lim 5,608 1, 1, 1, 1
t

x t



 

 120x   

 
T

5,608 1,  .1, 1, 1
 

 

 
Рис. 1. Орграф многоагентной системы. Синие дуги соответствуют 

влиянию агента без запаздывания, красные дуги – с запаздыванием   

  

 
а 

 
б 

 
в 

 

Рис. 2. Динамика характеристик агентов: а – при τ = 0,9τ0 = 2,432;  

б – при τ = τ0 =2,702; в – при τ = 1,1τ0 = 2,972 



 

 
 

 

 
 

 ●

В настоящей работе был рассмотрен протокол 

согласования характеристик в многоагентной си-

стеме с запаздыванием, в которой агенты получа-

ют информацию от части агентов без запаздыва-

ния, а от остальных – с общим запаздыванием. Для 

такого протокола получено условие независимости 

устойчивости от запаздывания. Также получено 

граничное значение запаздывания, которое зависит 

от спектральных свойств лапласовской матрицы. 

Для случая устойчивости протокола получено вы-

ражение для асимптотического поведения много-

агентной системы при разных начальных условиях 

и, как следствие, условие достижения консенсуса 

для некоторых начальных функций.  
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Abstract. This paper introduces a new consensus protocol in a multi-agent system (MAS) with 

complementary links and a time delay. According to this protocol, agents in an MAS receive in-

formation from some agents immediately, and from the others with a delay. This protocol is a 

special case of a more general model, commonly applied to analyze traffic flows, forecast price 

dynamics in commodity markets, and describe biological and epidemiological processes. A stabil-

ity condition is derived under which the protocol converges regardless of the delay. Tsypkin’s 

method is used to obtain the boundary delay, which depends on the spectrum of the Laplacian 

matrix. The frameworks of algebraic graph theory, control theory, and operational calculus are 

employed to establish the asymptotic behavior of a stable MAS for different initial conditions 

and, consequently, a condition for reaching consensus for any initial value vector. As demonstrat-

ed, if the influence digraph is balanced, the time-delay consensus protocol will converge to an 

average consensus. 

 
Keywords: multi-agent system (MAS), time-delay consensus protocol, Laplacian matrix, Tsypkin’s method, 

eigenprojector.  
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