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Успеøная реаëизаöия поëу÷енных теорети÷ес-
ких резуëüтатов связана в ряäе заäа÷ с реøениеì
уравнений в ÷астных произвоäных первоãо по-
ряäка. Поäобные уравнения возникаþт при ре-
øении боëüøоãо ÷исëа теорети÷еских и прикëаä-
ных заäа÷ в ìатеìатике, ìеханике, физике, био-
ëоãии, хиìии, инженерных науках, управëении
и äр. Приìераìи сëужат уравнения Гаìиëüтона —
Якоби в теорети÷еской ìеханике [1], уравнение
Беëëìана в теории оптиìаëüноãо управëения [2],
уравнение Айзекса [3], уравнение эйконаëа в ãео-
ìетри÷еской оптике [4], преäеëüные уравнения
Брþãенса и Хопфа в ãазовой äинаìике и ãиäроäи-
наìике [5] и ìноãие äруãие.

Метоä характеристик, преäëоженный в первой
поëовине XIX в. О. Коøи äëя реøения краевых
заäа÷ äëя таких уравнений, своäит интеãрирова-
ние уравнений в ÷астных произвоäных первоãо

поряäка к интеãрированиþ систеìы обыкновен-
ных äифференöиаëüных уравнений. Этот ìетоä
основан на тоì, ÷то ãрафик кëасси÷ескоãо реøе-
ния краевой заäа÷и инвариантен относитеëüно ха-
рактеристик. Оäнако в сëу÷ае неëинейноãо урав-
нения в ÷астных произвоäных ãëаäкое реøение су-
ществует ëиøü ëокаëüно [6].

К обобщенноìу реøениþ уравнений Гаìиëü-
тона — Якоби и уравнений äруãих типов в ÷астных
произвоäных быëо обращено вниìание ìноãих
ìатеìатиков в 1950—1970-е ãã. [7, 8]. Разработан-
ные ìетоäы в основноì опираëисü на интеãраëü-
ные ìетоäы и интеãраëüные свойства обобщенных
реøений.

В на÷аëе 1980-х ãã. быëо ввеäено понятие вяз-
костноãо реøения, существование котороãо äока-
зываëосü с поìощüþ ìетоäа ис÷езаþщей вязкости
[9]. Метоä развивается и в настоящее вреìя, вни-
ìание иссëеäоватеëей привëекаþт анаëити÷еские,
конструктивные и ÷исëенные ìетоäы построения
вязкостных реøений [10] и приëожения теоре-
ти÷еских резуëüтатов к реøениþ разëи÷ных при-
кëаäных заäа÷.

Пробëеìа оптиìаëüноãо управëения äëя кëасса неëинейных объектов с неконтроëи-
руеìыìи оãрани÷енныìи возìущенияìи сфорìуëирована в терìинах äифференöиаëü-
ной иãры. Дëя заäа÷ с кваäрати÷ескиì функöионаëоì ка÷ества заäа÷а поиска опти-
ìаëüных управëений свеäена к необхоäиìости нахожäения реøений скаëярноãо урав-
нения в ÷астных произвоäных Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса. Показано, ÷то поиск
реøений этоãо уравнения в теìпе функöионирования объекта осуществëяется с поìо-
щüþ спеöиаëüных аëãоритìи÷еских проöеäур. Отìе÷ено, ÷то поëу÷енные резуëüтаты
ìоãут бытü испоëüзованы при реøении теорети÷еских и прикëаäных заäа÷, встре÷аþ-
щихся в ìатеìатике, ìеханике, физике, биоëоãии, хиìии, инженерных науках, управ-
ëении и навиãаöии.

Ключевые слова: неëинейная систеìа, äифференöиаëüные иãры, уравнение Гаìиëüтона — Якоби —
Айзекса, аëãоритìи÷еское конструирование.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-
ìы «Нау÷ный фонä НИУ ВШЭ» в 2014/2015 ãã.».
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Друãая известная конöепöия обобщенноãо ре-
øения на базе иäеìпотентноãо анаëиза преäëоже-
на в работах В.П. Масëова и еãо у÷еников [11, 12].
С поìощüþ соответствуþщеãо поäхоäа, ëинеари-
зуþщеãо выпукëые заäа÷и, иссëеäуþтся уравнения
Гаìиëüтона — Якоби с выпукëыì ãаìиëüтониа-
ноì и их приëожения к заäа÷аì ìатеìати÷еской
физики.

Заäа÷и оптиìаëüноãо управëения и äифферен-
öиаëüные иãры так иëи ина÷е связаны с поискоì
реøений уравнений Гаìиëüтона — Якоби — Беë-
ëìана, Айзекса. Дëя реøения уравнений такоãо
типа разработаны конструктивные и ÷исëенные
(в тоì ÷исëе и сето÷ные) ìетоäы [13—15]. Важный
резуëüтат теории ìиниìаксных реøений уравне-
ний в ÷астных произвоäных первоãо поряäка, ëе-
жащих в основе теории äифференöиаëüных иãр,
закëþ÷ается в äоказатеëüстве эквиваëентности по-
нятий ìиниìаксноãо и вязкостноãо реøений [16].

В раìках конöепöии ìиниìаксноãо реøения,
иìеþщей свои истоки в теории позиöионных äиф-
ференöиаëüных иãр [17, 18], разработанной нау÷-
ной øкоëой Н.Н. Красовскоãо, базируþщейся на
ìиниìаксных оöенках и операöиях, быëи äоказа-
ны теореìы существования и еäинственности,
корректности и соäержатеëüности понятия ìини-
ìаксноãо реøения äëя разëи÷ных типов краевых
заäа÷ уравнений в ÷астных произвоäных первоãо
поряäка.

Несìотря на иìеþщиеся теорети÷еские резуëü-
таты в этой обëасти, пробëеìа реøений уравнения
Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса в заäа÷ах äиффе-
ренöиаëüных иãр с неëинейныìи неопреäеëен-
ныìи äинаìи÷ескиìи объектаìи в теìпе их функ-
öионирования по-прежнеìу сохраняется и акту-
аëüна.

1. ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÐÅÃÓËßÒÎÐ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Пустü äетерìинированная неëинейная систеìа
описывается обыкновенныì äифференöиаëüныì
уравнениеì

x(t) = f(x) + g
1
(x)w(t) + g

2
(x)u(t),

x(t
0
) = x

0
, y(t) = Cx(t). (1.1)

Зäесü x(t) ∈ R
n — состояние систеìы; x ∈ Ω

x
,

X
0

∈ Ω
x
 — ìножество возìожных на÷аëüных ус-

ëовий систеìы; y ∈ Rm, m ≤ n — выхоä систеìы;

u ∈ R
r
 управëение; w ∈ R

k — возìущение; f(x),
g
1
(x) и g

2
(x) — непрерывные ìатриöы-функöии.

Преäпоëаãается, ÷то äëя всех х систеìа (1.1) уп-

равëяеìа и набëþäаеìа, t ∈ R+. Кроìе тоãо, буäеì
поëаãатü, ÷то функöии f(x), g

1
(x) и g

2
(x) äостато÷но

ãëаäкие, такие, ÷то из ëþбых то÷ек (t
0
, x

0
) ∈ R

+
ЅΩ

x

выхоäиëо бы оäно и тоëüко оäно реøение уравне-
ния (1.1) x(t, t

0
, x

0
) и быë бы еäинственныì соот-

ветствуþщий выхоä систеìы y(t) = Cx(t, x
0
).

Преäпоëаãается, ÷то неконтроëируеìое возìу-
щение w(t), которое ìожет бытü как äетерìини-
рованныì, так и стохасти÷ескиì, характеризуется
отноøениеì:

|w(t)| ≤ σ(x(t)),  ∀ t ≥ 0, (1.2)

ãäе |w
i
(t)| ≤ σ

i
(x(t)), i = , t ≥ 0, σ

i
(x(t)) ≥ 0 äëя всех

x(t) ∈ Ω
x
. Запиøеì отноøение (1.2) в виäе w(t) ∈ W.

Рассìатривая возìущение w(t) как äействие
некотороãо иãрока, противоäействуþщеãо успеø-
ноìу выпоëнениþ заäа÷и управëения, сфорìуëи-
руеì заäа÷у управëения в терìинах äифференöи-
аëüной иãры äвух иãроков G

u
 и G

w
. Орãанизаöия

управëений u(t) ∈ U и w(t) ∈ W буäет осуществëятü-
ся с поìощüþ принöипа обратной связи по со-
стояниþ.

Такиì образоì, в настоящей статüе пробëеìа
управëения неëинейныì неопреäеëенныì объек-
тоì (1.1) буäет рассìатриватüся в раìках теории
ìиниìакса с неоãрани÷енныì вреìенеì окон÷а-
ния перехоäноãо проöесса.

Ввеäеì функöионаë ка÷ества äифференöиаëü-
ной иãры

J(x, u, w) = {yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t) –

– w
T(t)Pw(t)}dt. (1.3)

В  функöионаëе  (1.3)  сиììетри÷еская  ìат-
риöа Q, по крайней ìере, поëожитеëüно поëу-
опреäеëенная, ìатриöы P и R — поëожитеëüно оп-
реäеëенные.

Предположение 1.1. Оãрани÷ения на управëяþ-
щие возäействия u(t) ∈ U и w(t) ∈ W ìожно у÷естü
при назна÷ении в функöионаëе ка÷ества поëожи-
теëüно опреäеëенных ìатриö P и R. ♦

Пустü эëеìент ξ = (x(t), u(t), w(t)), äëя котороãо
выпоëнены все указанные усëовия и оãрани÷ения
заäа÷и, явëяется äопустиìыì управëяеìыì проöес-
соì. Допустиìыìи эëеìентаìи ξ = (x(t), u(t), w(t))
в поставëенной заäа÷е буäеì с÷итатü функöии

кëасса x(•) ∈ C1([t
0
, T ], Rn), u(•) ∈ C1([t

0
, T ], R r),

w(•) ∈ C1([t
0
, T ], Rk).

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в построении
оптиìаëüной стратеãии с обратной связüþ äëя иã-
роков G

u
 и G

w
, т. е. в нахожäении управëяþщеãо

d

dt
-----

1 k,

T ∞→

lim
t
0

T

∫
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возäействия u(t), ìиниìизируþщеãо функöионаë
виäа (1.3) на объекте (1.1) при соответствуþщеì
противоäействии «управëения» w(t).1.

1.2. Îïòèìàëüíûå óðàâíåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû

Предположение 1.2. Пустü f(x), g
1
(x) и g

2
(x) äо-

стато÷но ãëаäкие функöии такие, ÷то функöия V(x),
опреäеëенная как

V(x)  J(x, u, w), (1.4)

äифференöируеìая функöия при ëþбых äопусти-
ìых стратеãиях иãроков G

u
, G

w
 ∈ L

2
(0, ∞). ♦

Предположение 1.3. Функöия V(x), опреäеëен-
ная как (1.4) ëокаëüно ëипøиöева в Ω

x
. ♦

В общеì сëу÷ае (с заäанныì вреìенеì окон÷а-
ния перехоäноãо проöесса), зна÷ение назна÷аеìой
функöии V(t, x) естü реøение заäа÷и äинаìи÷ес-
коãо проãраììирования, связанное с äифферен-
öиаëüныì уравнениеì первоãо поряäка в ÷астных
произвоäных Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса [2]

 + H  = 0,

V(T, x(T )) = 0,

ãäе H — ãаìиëüтониан

H  = {yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t) –

– w
T(t)Pw(t)} + { f(x) + g

1
(x)w(t) + g

2
(x)u(t)}.

Дëя рассìатриваеìой заäа÷и (с неоãрани÷ен-
ныì интерваëоì вреìенеì перехоäноãо проöесса)
V(t, x) = V(x), т. е. ∂V(x)/∂t = 0.

Оптиìаëüные управëения, при выпоëнении
усëовия у÷ета оãрани÷ений на управëяþщие воз-
äействия w(t) ∈ W и u(t) ∈ U соответствуþщиì на-
зна÷ениеì поëожитеëüно опреäеëенных ìатриö P
и R (преäпоëожение 1.1), опреäеëяþтся соотноøе-
нияìи

 = –Pw(t) + g
1
(x)  = 0 = 0,

 = Ru(t) + g
2
(x)  = 0, 

 = –P < 0,  = R > 0.

Откуäа

u(t) = –R
–1 (x) ,

w(t) = P–1 (x) , (1.5)

ãäе вектор ∂V(x)/∂x опреäеëяется реøениеì урав-
нения Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса:

f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t) –  Ѕ

Ѕ[g
2
(x)R–1

g
2

T(x) – g
1
(x)P–1

g
1

T(x)] = 0 (1.6)

с ãрани÷ныì усëовиеì V(0) = 0.

2.3. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Предположение 1.4. Пустü ìатриöа

Π(x) = g
2
(x)R–1 (x) – g

1
(x)P–1 (x), (1.7)

по крайней ìере, поëожитеëüно поëуопреäеëен-
ная. ♦

Исхоäная систеìа с управëенияìи (1.1) опреäе-
ëяется выражениеì

x(t) = f(x) – Π(x) ,

x(t
0
) = x

0
, y(t) = C(x). (1.8)

Теорема 2.1. Система (1.8) равномерно асимпто-
тически устойчива, если и только если

Π(x)  ≥ f(t, x),  ∀x ≠ 0,

где Π(x) = g
2
(x)R–1 (x) – g

1
(x)P–1 (x) — по край-

ней мере, положительно полуопределенная матрица.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Из уравнения (1.6)

Π(x)  = f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t),

Откуäа, так как xTCT(t)QCx(t) ≥ 0,

Π(x)  ≥ f(x). (1.9)

Опреäеëиì требования к назна÷ениþ ìатриö P и R,
при которых преäпоëожение 2.4 истинно, т. е. ìатриöа
Π(x), по крайней ìере, поëожитеëüно поëуопреäеëенная.

=
Δ

inf
u U∈

sup
w W∈

V t x,( )∂
t∂

------------------- min
u

max
w

x u w
V t x,( )∂
x t( )∂

-------------------, , ,
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

x u w
V t x,( )∂
x t( )∂

-------------------, , ,
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫ 1

2
---

V t x,( )∂
x t( )∂

-------------------

H∂
w t( )∂
-------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

H∂
u t( )∂
-------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

H
2∂

w
2

t( )∂
----------------

H
2∂

u
2

t( )∂
---------------

g
2

T V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

g
1

T V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

1
2
---

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

g
2

T
g
1

T

d

dt
-----

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

g
2

T
g
1

T

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------

1
2
---

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

V x( )∂
x t( )∂

---------------
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В соответствии со второй теореìой Ляпунова систе-
ìа (1.8) равноìерно асиìптоти÷ески устой÷ива, есëи
выпоëняется усëовие

 ≤ –ω
3
(|x |).

Зäесü ω
3
(|x |) — скаëярная неубываþщая функöия такая,

÷то ω
3
(0) = 0 и ω

3
(|x |) > 0 при x ≠ 0. Назна÷иì функöиþ

ω
3
(|x |) в виäе ω

3
(|x |) = x

T(t)CT
QCx(t), ãäе Q поëожитеëü-

но поëуопреäеëенная ìатриöа функöионаëа ка÷ества
(1.3). Тоãäа, у÷итывая выражения (1.8) и (1.9), поëу÷иì

f(x) – Π(x)  + x
T(t)CT

QCx(t) –

– Π(x)  ≤ 0.

Приниìая во вниìание уравнение (1.6), поëу÷аеì

–x
T(t)S(x)Π(x)S(x)x(t) ≤ 0. Посëеäнее выпоëняется, есëи

ìатриöа Π(x), по крайней ìере, поëожитеëüно поëу-
опреäеëенная.

Такиì образоì, при выпоëнении преäпоëожения 1.4
систеìа (1.1) с управëенияì (1.5) равноìерно асиìпто-

ти÷ески устой÷ива, т. е. x(t) = 0. ♦

Как виäно из выражения (1.7), это свойство
ìатриöы Π(x) ìожно (при известных ìатриöах
g
1
(x) и g

2
(x)) обеспе÷итü назна÷ениеì ìатриöы P с

у÷етоì ãраниö возìущений |w(t)| ≤ σ(x(t)), ∀t ≥ 0,
т. е. в виäе P = P(σ), и соответствуþщиì выбороì
ìатриöы R.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß 
ÓÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÉ

Основная  труäностü  реаëизаöии  управëений
в виäе (1.5) закëþ÷ается в нахожäении вектора
∂V(x)/∂x(t), уäовëетворяþщеãо скаëярноìу уравне-
ниþ в ÷астных произвоäных (1.6). Оäин из воз-
ìожных способов нахожäения управëения с по-
ìощüþ уравнения (1.6) закëþ÷ается в приìене-
нии ìетоäа, основанноãо на аппроксиìаöии этоãо
уравнения ряäоì Тейëора вбëизи то÷ки равнове-
сия. Оäнако ìетоä, основанный на преäставëе-
нии неравенства с ÷астныìи произвоäныìи с по-
ìощüþ аппроксиìаöии возëе то÷ки равновесия,
не позвоëяет поëу÷итü боëее общие реøения.

Преäëожиì ìетоä поиска вектора ∂V(x)/∂x(t),
основанный на приìенении ìетоäа аëãоритìи÷ес-
коãо конструирования [19]. Прежäе всеãо, отìе-
тиì, ÷то уравнение Гаìиëüтона — Якоби — Айзек-
са (1.6) опреäеëяет äинаìи÷еское соответствие
вектор-функöии ∂V(x)/∂x(t) вектору состояния
систеìы x(t). Друãиìи сëоваìи, это уравнение в

кажäый ìоìент вреìени t ∈ [t
0
, T ] ставит в соот-

ветствие функöиþ ∂V(x)/∂x(t), опреäеëяþщуþ уп-
равëение, состояниþ систеìы x(t) ∈  Ω

x
.

Опреäеëиì функöиþ (1.4) в виäе

V(x) = γT(t)x(t),

ãäе функöия γ ∈ Rn опреäеëяется реøениеì урав-
нения

Ψ(x, γ) = γT(t)f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t) –

– γT(t)Π(x)γ(t) = 0.

Нетруäно виäетü, ÷то ∂V(x)/∂x = γT(t).
Такиì образоì, исхоäная систеìа (2.1) с управ-

ëенияìи

u(t) = –R
–1 (x)γ(t),

w(t) = P–1 (x)γ(t) (2.1)

приниìает виä

x(t) = f(x) – Π(x)γ(t),

x(t
0
) = x

0
,  y(t) = C(x).

Развитие выпукëоãо и неãëаäкоãо анаëиза в
1970-е ãã. позвоëиëо приìенитü к иссëеäованиþ
обобщенных реøений уравнений в ÷астных про-
извоäных новые резуëüтаты и ìетоäы, основан-
ные на обобщениях понятия äифференöируеìос-
ти. В на÷аëе 1980-х ãã. М. Крэнäаëë и П.Л. Лионс
ввеëи понятие вязкостноãо реøения (viscosity solu-
tion) [9]. Ввеäеì оäно из эквиваëентных опреäеëе-
ний вязкостноãо реøения.

Определение 2.1. Верхним вязкостным решением
уравнения

Ψ(x, γ) = γT(t)f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t) –

– γT(t)Π(x)γ(t) = 0 (2.2)

называется непрерывная функöия γ(t), уäовëет-
воряþщая  усëовиþ:  есëи  разностü  функöий

V(x) – γT(t)x(t) äостиãает ëокаëüноãо ìиниìуìа в
то÷ке (t *, x *) ∈ Ω и в этой то÷ке функöия γ(t)
äифференöируеìа, то äоëжно выпоëнятüся нера-
венство

Ψ(x, γ) = γT(t)f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t) –

– γT(t)Π(x)γ(t) ≤ 0. (2.3)

V x( )∂
x t( )∂

--------------- f x( ) Π x( ) V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

–

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

1
2
---

1
2
---

V x( )∂
x t( )∂

---------------

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

t ∞→

lim

1
2
---

1
2
---

g
2

T

g
1

T

d

dt
-----

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---
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Нижним вязкостным решением уравнения (2.1)
называется непрерывная функöия γ(t), уäов-
ëетворяþщая усëовиþ: есëи разностü функöий

V(x) – γT(t)x(t) äостиãает ëокаëüноãо ìаксиìуìа в
то÷ке (t *, x *) ∈ Ω и в этой то÷ке функöия γ(t) äиф-
ференöируеìа, то äоëжно выпоëнятüся неравенство

Ψ(x, γ) = γT(t)f(x) + x
T
C

T(t)QCx(t) –

– γT(t)Π(x)γ(t) ≥ 0. (2.4)

Вязкостным решением называется функöия, ко-
торая оäновреìенно явëяется верхниì и нижниì
реøениеì, т. е. при выпоëнении усëовия (2.2) иëи
усëовия

γT(t) = ∂V(x)/∂x. ♦

Дëя построения аëãоритìа перевоäа систеìы
из состояния (2.3) иëи (2.4) в состояние, при ко-
тороì выпоëняется усëовие (2.2), ввеäеì функ-
öиþ Ляпунова

V
Л
(γ, x) = Ψ2(γ, x).

Усëовие асиìптоти÷еской устой÷ивости при
такоì назна÷ении функöии Ляпунова иìеет виä

V
Л
(γ, x) =

= Ψ(x, γ)  ≤ 0. (2.5)

Назна÷иì dγ(t)/dt как

γ(t) = – Ψ(x, γ). (2.6)

На÷аëüные усëовия äëя этоãо аëãоритìа опти-
ìизаöии в общеì сëу÷ае опреäеëитü äостато÷но
сëожно. Но äëя систеì виäа (1.1), уравнения, äи-
наìики которых отве÷аþт некотороìу äопоëни-
теëüноìу требованиþ, такие усëовия ìожно найти.

Дëя поиска на÷аëüных усëовий аëãоритìа (2.6)
ввеäеì äопоëнитеëüное преäпоëожение относи-
теëüно правой ÷асти уравнения исхоäной систе-
ìы (1.1).

Предположение 2.1. Без потери общности по-
ëожиì, ÷то усëовие x = 0 ∈ Ω

x
 естü то÷ка равно-

весия систеìы при u = 0, w = 0, так ÷то f(0) = 0
и g

1
(x) ≠ 0, g

2
(x) ≠ 0, ∀x ∈ Ω

x
.

При выпоëнении преäпоëожения 2.1, приìе-
няя ìетоä «расøиренной» ëинеаризаöии [20], ис-
хоäнуþ неëинейнуþ систеìу (1.1) ìожно преäста-

витü в виäе набëþäаеìой и управëяеìой ìоäеëи
систеìы [21]

x(t) = A(x)x(t) + g
1
(x)w(t) + g

2
(x)u(t), 

x(0) = x
0
,  y(t) = Cx(t). (2.7)

Как известно, такое преäставëение исхоäной
систеìы в общеì сëу÷ае не явëяется еäинствен-
ныì [20], но в настоящей работе вопрос о выборе
поäхоäящей ìоäеëи виäа (2.7) не рассìатривает-
ся. Преäпоëаãается ëиøü, ÷то пары 〈A(x), g

1
(x)〉 и

〈A(x), g
2
(x)〉 управëяеìы, а пара 〈A(x), C 〉 — набëþ-

äаеìа при всех x ∈  Ω
x
.

Опреäеëиì вектор-функöиþ {∂V(x)/∂x(t)}T в виäе

 = S(x)x(t). (2.8)

Тоãäа, заìеняя вектор-функöиþ {∂V(x)/∂x(t)}T в
уравнении Гаìиëüтона — Якоби — Айзекса (1.6)
на S(x)x(t), поëу÷иì

x
T(t){S(x)A(x) + AT(x)S(x) – S(x)Π(x)S(x) +

+ C
T
QC}x(t) = 0,  x ∈ Ω

x
,

откуäа поëу÷аеì уравнение Риккати с параìетра-
ìи, зависящиìи от состояния [3]:

S(x)A(x) + AT(x)S(x) – S(x)Π(x)S(x) +

+ C
T
QC = 0. (2.9)

Управëения (1.5) и систеìа (1.8) соответствен-
но с у÷етоì выражения (2.8) иìеþт виä:

u(t) = –R
–1 (x)S(x)x(t), w(t) = P–1 (x)S(x)x(t),

x(t) = f(x) – Π(x)S(x)x(t), x(t
0
) = x

0
,

y(t) = C(x).

Нахоäя реøение уравнения (2.9) при x = x
0
, т. е.

аëãебраи÷ескоãо уравнения типа Риккати с ìатри-
öаìи A(x

0
), g

1
(x

0
) и g

2
(x

0
), соäержащиìи постоян-

ные параìетры и ìатриöаìи P и R, при которых

ìатриöа Π(x
0
) = g

2
(x

0
)R–1 (x

0
) – g

1
(x

0
)P–1 (x

0
),

по крайней ìере, поëожитеëüно поëуопреäеëен-
ная, опреäеëяеì на÷аëüные усëовия äëя γ

0
 как

γ
0

= S(x
0
)x

0
, ãäе поëожитеëüно опреäеëенная ìат-

риöа S(x
0
) отыскивается реøениеì аëãебраи÷еско-

ãо уравнения Риккати с постоянныìи параìетраìи

S(x
0
)A(x

0
) + AT(x

0
)S(x

0
) – S(x

0
)Π(x

0
)S(x

0
) +

+ C
T
QC = 0.

1
2
---

1
2
---

1
2
---

d

dt
-----

Ψ x γ,( )∂
x∂

---------------------

dx t( )
dt

-------------

Ψ x γ,( )∂
γ∂

---------------------

dγ t( )
dt

-------------+

d

dt
-----

Ψ x γ,( )∂
γ∂

---------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

d

dt
-----

V x( )∂
x t( )∂

---------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

g
2

T
g
1

T

d

dt
-----

g
2

T
g
1

T
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Дëя опреäеëения усëовий, при выпоëнении ко-

торых аëãоритì обеспе÷ит заäа÷у управëения, вер-

неìся к рассìотрениþ усëовия (2.5). Поäставëяя

выражение (2.6) в усëовие (2.5), поëу÷иì

Ψ2(x, γ) ≥ ,

x(t) ∈ Ω
x
. (2.10)

Такиì образоì, аëãоритì

γ(t) = – Ψ(x, γ),  γ(t
0
) = S(x

0
)x

0

в заäа÷е стабиëизаöии неëинейноãо неопреäе-

ëенноãо  объекта  ìожет  обеспе÷итü  эффектив-

ное äействие управëений w(t) = P
–1 (x)γ(t),

u(t) = –R
–1 (x)γ(t) в сëу÷ае, коãäа выпоëняется

усëовие (2.10).

Поëу÷енный резуëüтат сфорìуëируеì в виäе те-

ореìы.

Теорема 2.1. Управляемая система

x(t) = f(x) + g
1
(x)w(t) + g

2
(x)u(t),

x(t
0
) = x

0
,  y(t) = Cx(t),

представимая в виде

x(t) = A(x)x(t) + g
1
(x)w(t) + g

2
(x)u(t),

x(0) = x
0
,  y(t) = Cx(t),

с управлениями w(t) = P
–1 (x)γ(t), u(t) =

= –R
–1 (x)γ(t), где γ(t) есть решение уравнения

 = – Ψ(x, γ),  γ
0
 = S(x

0
)x

0
,

Ψ(x, γ) = γT(t)f(x) + x
T(t)CT

QCx(t) –

– γT(t)Π(x)γ(t),

и положительно определенная матрица S(x
0
) есть

решение уравнения Риккати

S(x
0
)A(x

0
) + AT(x

0
)S(x

0
) – S(x

0
)Π(x

0
)S(x

0
) +

+ C
T
QC = 0,

в котором матрица Π(x
0
), по крайней мере, положи-

тельно полуопределенная, асимптотические устой-
чива, если выполняется условие

Ψ2(x, λ) ≥ ,

x(t) ∈ Ω
x
.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈß ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Рассìотриì объект

x(t) = f(x) + Bu(t) + Dw(t) + Mη(t), x(0) = x
0
,

ãäе

f(x) = , B = ,

x(0) =  = ,

η(t) — сëу÷айный проöесс.
Преäставëение этоãо объекта посëе провеäения опе-

раöии «расøиренной ëинеаризаöии» буäет иìетü виä:

x(t) = A(x)x(t) + Bu(t) + Dw(t) + Mη(t).

Зäесü ìатриöы:

A(x) = ,  B = ,

D = ,  M = .

Назна÷иì функöионаë

J(x, u, w) = {yT(t)Qy(t) + uT(t)Ru(t) –

– w
T(t)Pw(t)}dt.

Зäесü Q = , R = , P = .

Необхоäиìое усëовие оптиìаëüности управëения, как
это быëо показано выøе (вязкое реøение), иìеет виä

Ψ(γ, x) = [γT(t)A(x)x(t) + xT(t)AT(x)γ(t) – γT(t)Πγ(t) +

+ x
T(t)CT

QCx(t)] = 0,

ãäе Π = BR
–1

B
T – DP

–1
D

T = I
2
,

иëи с у÷етоì зна÷ений ìатриö A(x), B, Q и R

Ψ(γ, x) = ( (t)x
2
(t) + x

1
(t))γ

1
(t) – ( (t) + x

1
(t))γ

2
(t) –

– [ (t) + (t) – 10 (t) + 10 (t)] = 0.

Ψ x γ,( )∂
γ∂

---------------------

2 Ψ x γ,( )∂
x∂

---------------------

dx t( )
dt

-------------Ψ x γ,( )

d

dt
-----

Ψ x γ,( )∂
γ∂

---------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

g
1

T

g
2

T

d

dt
-----

d

dt
-----

g
1

T

g
2

T

dγ t( )
dt

-------------

Ψ x γ,( )∂
γ∂
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⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

1
2
---

1
2
---

Ψ x λ,( )∂
λ∂

----------------------

2 Ψ x λ,( )∂
x∂

----------------------

dx t( )
dt

-------------Ψ x λ,( )

d

dt
-----

x
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2
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2
t( )+

x
1

3
t( ) x

1
t( )––⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0

0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x
1

0( )

x
2

0( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1

1–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

d

dt
-----

x
1

t( )x
2

t( ) 1

x
1

2
t( ) 1–– 0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0

0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1

1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1

1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T ∞→

lim 1
2
---

0

T

∫

10 0

0 10⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2 0

0 2⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 0

0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1
2
---

x
1

2
x
1

3

1
2
--- γ

1

2 γ
2

2
x
1

2
x
2

2

pb0315.fm  Page 17  Tuesday, May 26, 2015  8:55 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

18 CONTROL SCIENCES ¹ 3 • 2015

Аëãоритì

γ(t) = – Ψ(γ, x),

γ(t
0
) = S(x

0
)x(t

0
)

в рассìатриваеìоì приìере приниìает виä

γ
1
(t) = –[ (t)x

2
(t) + x

2
(t) – γ

1
(t)]Ψ(γ, x),

γ
2
(t) = +[ (t) + x

1
(t) – γ

2
(t)]Ψ(γ, x).

На÷аëüные усëовия äëя этой систеìы опреäеëяþтся
из усëовия γ(0) = S(x(0))x(0), ãäе поëожитеëüно опреäе-
ëенная ìатриöа S(x(0)) естü реøение уравнения

S(x)A(x) + AT(x)S(x) – S(x)BR
–1

B
T
S(x) + Q = 0

при x
T(0) = (1 –1). Такиì образоì, γ

1
(0) = 4,2015,

γ
2
(0) = 2,8118.

Управëения исхоäныì объектоì опреäеëяþтся соот-
ноøениеì

u(t) = –R
–1

B
Tγ(t),  w(t) = P–1

S
Tγ(t). (4.1)

На рис. 1 преäставëен ãрафик äействуþщеãо возìу-
щения, на рис. 2—4 показаны ãрафики перехоäных про-
öессов и управëяþщих возäействий.

Как виäно из привеäенных ãрафиков (интерваë уп-
равëения 1 с), систеìа стабиëизируется с поìощüþ аë-
ãоритìов виäа (4.1).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëоженный ìетоä построения реãуëяторов,
основанный на понятии «вязкоãо реøения», äëя

Рис. 1. График действующего возмущения

Рис. 2. Переходные процессы в системе на интервале 10 с при
отсутствии управлений: проöесс x

1
(t) с на÷аëüныì усëовиеì

x
1
(t
0
) = 1 — спëоøная ëиния; проöесс x

2
(t) с на÷аëüныì усëо-

виеì x
2
(t
0
) = –1 — прерывистая ëиния

d

dt
-----

Ψ γ x,( )∂
γ∂

---------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T

d

dt
----- x

1

2

d

dt
----- x

1

3

Рис. 3. Графики переходных процессов в системе с управлением на
интервале 1 с: проöесс x

1
(t) с на÷аëüныì усëовиеì x

1
(t
0
) = 1 —

спëоøная ëиния; проöесс x
2
(t) с на÷аëüныì усëовиеì x

2
(t
0
) = –1 —

прерывистая ëиния

Рис. 4. Графики управляющих воздействий u(t) и w(t): спëоøная
ëиния — управëение u(t); прерывистая ëиния — управëение w(t)
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неëинейных неопреäеëенных äинаìи÷еских сис-
теì в заäа÷е стабиëизаöии, как это сëеäует из ре-
зуëüтатов провеäенноãо ìатеìати÷ескоãо ìоäеëи-
рования, эффективно выпоëняет поставëеннуþ
заäа÷у. Метоä основан на приìенении аëãоритìи-
÷ескоãо конструирования, т. е. на испоëüзовании
в основе конструкöии аëãоритìов оптиìизаöии
необхоäиìых усëовий оптиìаëüности. Метоä ìо-
жет бытü приìенен äëя реøения заäа÷, в которых
встре÷аþтся неëинейные уравнения первоãо по-
ряäка в ÷астных произвоäных (уравнения Гаìиëü-
тона — Якоби, Беëëìана, Айзекса, эйконаëüные
уравнения).
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