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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Кëасси÷еская теория сбаëансированноãо роста —
важный разäеë эконоìи÷еской äинаìики, в кото-
роì поëу÷ен ряä фунäаìентаëüных резуëüтатов
(сì. ìоноãрафии [1—5]). В ее основе ëежат ìоäе-
ëи эконоìики с öентраëизованныì управëениеì
и постоянныì теìпоì роста всех показатеëей.
Потребностü в теорети÷ескоì анаëизе боëее сëож-
ной эконоìи÷еской äинаìики обусëовиëа ряä пуб-
ëикаöий как по неëинейныì эконоìи÷ескиì сис-
теìаì [6—8]), так и по сбаëансированноìу росту в
кëасси÷еских ìоäеëях, но с äеöентраëизованныì
управëениеì. Этапной работой второãо из на-
званных направëений стаëа статüя [9], в которой
«обы÷ная» ãейëовская теория объеäинена с ìоäе-
ëüþ равновесия Ваëüраса. Авторы äоказаëи, ÷то
при опреäеëенных усëовиях в äанной ìоäеëи су-
ществует ëу÷ стаöионарноãо роста. Друãой поäхоä
в этоì направëении преäëожен в работах [10, 11],
ãäе иссëеäована схеìа перехоäа к сбаëансирован-
ноìу росту в ìоäеëи äеöентраëизованной эконо-
ìики, основанная на у÷ете натураëüных показа-
теëей. Рассìатриваеìая äаëее ìоäеëü преäставëя-
ет собой новый этап развития äанноãо поäхоäа.
Конкретно, изу÷ается öикëи÷ностü некоторых эко-
ноìи÷еских показатеëей, которая явëяется сëеä-
ствиеì äеöентраëизованноãо принятия управëен-
÷еских реøений в ìоäеëи эконоìики с ëеонтüев-
скиìи техноëоãияìи.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Рассìотриì заìкнутуþ äинаìи÷ескуþ ìоäеëü
произвоäства и товарообìена ëеонтüевскоãо типа,
в которой фиãурируþт n ìонопроäуктовых от-
расëей и кажäый из виäов проäукöии произво-
äится тоëüко оäной отрасëüþ. Состояние эконо-
ìи÷еской систеìы отсëеживается в äискретные
ìоìенты вреìени, которые обозна÷аþтся инäек-
соì t, t = 1, 2, ... Шаãи ìоäеëи, т. е. проìежутки
вреìени ìежäу сосеäниìи ìоìентаìи, буäеì по-
ìе÷атü теì же инäексоì t, при÷еì ноìер øаãа со-
ответствует правой ãраниöе. Дëитеëüности всех øа-
ãов преäпоëаãаþтся оäинаковыìи и равныìи оä-
ноìу произвоäственноìу öикëу во всех отрасëях,
вреìя на товарообìен ìежäу отрасëяìи с÷итается
пренебрежиìо ìаëыì. Проäукöия, произвеäенная
на некотороì øаãе, äоëжна бытü испоëüзована äо
окон÷ания сëеäуþщеãо øаãа, а неиспоëüзованные
остатки с÷итаþтся неприãоäныìи äëя потребëе-
ния на посëеäуþщих øаãах.

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:
i = 1, ..., n — инäекс отрасëи;

 — поäìножество отрасëей, поставëяþщих

проäукöиþ в отрасëü i;

 — поäìножество отрасëей, потребëяþщих
проäукöиþ отрасëи i;

x
i
(t) — объеì выпуска проäукöии отрасëüþ i на

øаãе t;

x
ji
(t) — объеì ресурса виäа j, j ∈ , которыì

распоëаãает отрасëü i в на÷аëе øаãа t.

Рассìотрена äинаìи÷еская ìоäеëü заìкнутой äеöентраëизованной эконоìики с ëеон-
тüевскиìи техноëоãияìи. Выписаны усëовия, при которых посëеäоватеëüностü норìи-
рованных выпусков эконоìи÷еской систеìы ëибо схоäится, ëибо соверøает преäеëüный
öикë обхоäа коне÷ноãо ÷исëа то÷ек, при этоì как преäеë, так и преäеëüные то÷ки оп-
реäеëяþтся техноëоãияìи систеìы и схеìой принятия управëен÷еских реøений.

Ключевые слова: äеöентраëизованная эконоìика, öикëи÷еский рост, ëеонтüевские техноëоãии.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект 10-07-00286).
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Преäпоëаãается, ÷то  ≠ ∅ ≠ , i = 1, ..., n,

а произвоäственная функöия отрасëи i иìеет виä

x
i
(t) = ,  i = 1, ..., n,

ãäе  > 0 — ìиниìаëüно необхоäиìое коëи÷ество

проäукта виäа j, которое требуется äëя произвоäс-
тва оäной еäиниöы проäукöии виäа i. Эту функ-
öиþ называþт произвоäственной функöией Леон-
тüева иëи произвоäственной функöией с фиксиро-
ванныìи пропорöияìи факторов [12, 13].

В сëу÷ае (нетривиаëüноãо) режиìа функöиони-
рования систеìы, при котороì кажäая отрасëü i
на ëþбоì øаãе t поëностüþ распреäеëяет проäук-
öиþ, произвеäеннуþ на этоì øаãе, а ресурсы за-
тра÷иваþтся в ìиниìаëüно необхоäиìых объеìах,
иìееì уравнение виäа

x(t) = Yx(t + 1), (1)

ãäе x(t) и x(t + 1) — вектор-стоëбöы, а эëеìенты 

кваäратной ìатриöы Y поряäка n, называеìой тех-
ноëоãи÷еской, опреäеëены так:

 = 

Приìенение инäукöии к äинаìи÷ескоìу урав-

нениþ (1) позвоëяет записатü еãо как x(0) = Y tx(t),
t = 1, 2, ..., ãäе x(0) — вектор на÷аëüных запасов
проäукöии.

Замечание 1. Есëи äопуститü возìожностü
перепроизвоäства, то форìуëа (1) приìет виä
x(t) ≥ Yx(t + 1), ÷то соответствует äинаìи÷еской
ìоäеëи Леонтüева — ÷астноãо сëу÷ая ìоäеëи фон
Нейìана [14]. ♦

Есëи ìатриöа Y приìитивна, то эконоìи÷ес-
кая систеìа ìожет функöионироватü в режиìе (1)
при всех t ≥ 1 тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа x(0) яв-
ëяется фробениусовыì вектороì этой ìатриöы
[3]. В этоì режиìе, который называется ìаãист-
раëüныì [15], все отрасëи иìеþт оäинаковый пос-
тоянный теìп роста выпуска проäукöии, равный
γ ≡ 1/λ

Y
, ãäе λ

Y
 — фробениусово ÷исëо ìатриöы Y.

Всþäу ниже буäеì преäпоëаãатü, ÷то γ > 1, так как
при γ ≤ 1 эконоìи÷еская систеìа не преäставëяет
интереса по о÷евиäныì при÷инаì.

2. ÑÕÅÌÀ ÄÅÖÅÍÒÐÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ 
ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Леãко виäетü, ÷то äеöентраëизованная эконо-
ìи÷еская систеìа ìожет функöионироватü в ре-
жиìе ìаãистраëи. Дëя этоãо необхоäиìо выпоëне-
ние сëеäуþщих усëовий:

— вектор на÷аëüных запасов x(0) äоëжен бытü
фробениусовыì вектороì ìатриöы Y;

— обìен на÷аëüныìи запасаìи ìежäу отрасëя-
ìи äоëжен обеспе÷итü воспроизвоäство этоãо век-
тора в ìасøтабе γ на первоì øаãе работы систеìы;

— всеì отрасëяì äоëжен бытü известен показа-
теëü γ — теìп роста на ìаãистраëи, в соответствии
с которыì они увеëи÷иваþт поставки своей про-
äукöии отрасëяì-потребитеëяì на всех посëеäуþ-
щих øаãах.

Выпоëнение на практике всех этих усëовий
преäставëяется ìаëовероятныì. Кроìе тоãо, ëþ-
бые сбои в работе систеìы (откëонения объеìов
выпуска от пëановых из-за техноëоãи÷еских про-
бëеì иëи заäержек в поставках) сразу увоäят сис-
теìу с ìаãистраëи, ÷то вызывает пробëеìу рас-
преäеëения проäукöии, так как неëüзя приìенитü
станäартное правиëо «увеëи÷ивай поставки всеì
потребитеëяì в γ раз». Поэтоìу интересно рас-
сìотретü схеìы функöионирования систеìы, ко-
торые обëаäаþт сëеäуþщиìи свойстваìи:

— не требуþт äирективноãо управëения;

— ìоãут вырабатыватü управëен÷еские реøе-
ния вне ìаãистраëüноãо режиìа и при этоì не уво-
äят систеìу с ìаãистраëи, есëи она работает в этоì
режиìе;

— иìеþт ясное эконоìи÷еское обоснование.

Описывая работу äеöентраëизованной эконо-
ìики, ввеäеì äопоëнитеëüные переìенные äëя от-
расëи i:

(t) — пëан выпуска на øаãе t, опреäеëяеìый

отрасëüþ в ìоìент окон÷ания øаãа t – 1;

(t – 1) — суììарный спрос потребитеëей на

проäукöиþ øаãа t – 1;

(t) — объеì реаëизаöии проäукöии, произве-
äенной на øаãе t.

Переìенные (t – 1) и (t), j ∈  связаны

так:

(t – 1) = (t),  i = 1, ..., n. (2)

Буäеì с÷итатü, ÷то пëан выпуска ëþбой отрас-
ëи на øаãе t опреäеëяется объеìоì реаëизованной
проäукöии, произвеäенной на øаãе t – 2. Конк-
ретно, преäпоëожиì ÷то отрасëü i, пëанируя вы-
пуск, руковоäствуется øкаëой реаëизаöии произ-
веäенной проäукöии, соäержащая L(i) äиапазонов.
Наприìер, при L(i) = 5 ãраäаöия ìожет бытü та-
кой: уровенü l = 1 отве÷ает сëу÷аþ, коãäа реаëизо-
вано не боëее 60 % произвеäенной проäукöии,
уровенü реаëизаöии l = 2 соответствует äиапазону
(60 %, 70 %], ..., уровенü l = 5 — äиапазону (90 %,

Ni
+

Ni
–

min
j N

i

+
∈

yji t( )

yji
0

------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

yji
0

yij

yij
yij

0
i Nj

+
;∈,

0 i Nj
+
.∉,⎩

⎨
⎧

xi
p

xi
d

xi
s

xi
d

xj
p

Ni
–

xi
d

j N
i

–
∈

∑ yij
0

xj
p

pb0212.fm  Page 33  Friday, March 30, 2012  8:08 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

34 CONTROL SCIENCES ¹ 2 • 2012

100 %]. Соответственно, опреäеëяя пëан выпуска
на øаãе t, отрасëü i испоëüзует форìуëу

(t) = k
il

(t – 2),  t ≥ 2,  i = 1, ..., n, (3)

ãäе поëожитеëüный коэффиöиент k
il
 оäин и тот же

в отрасëи i äëя всех t, при реаëизаöии проäукöии,
произвеäенной на øаãе t – 2, в äиапазоне l. Преä-
поëаãается, ÷то при ëþбоì фиксированноì i коэф-
фиöиенты {k

il
} упоряäо÷ены так: k

i1 < k
i2 < ... < k

iL(i).

Замечание 2. Зна÷ение коэффиöиента k
il
 äëя

äиапазона по сбыту l отрасëи i озна÷ает, ÷то äан-
ная отрасëü ожиäает теìпа роста потребëения

своей проäукöии на уровне  в рас÷ете на оäин

øаã. ♦
Даëее опреäеëяþтся объеìы поставок. Отрасëü i,

поëу÷ив заявки от потребитеëей, вы÷исëяет коэф-
фиöиент

η
i
(t – 1) = (t – 1)/x

i
(t – 1),  i = 1, ..., n,

характеризуþщий обеспе÷енностü пëанов ресур-
соì, который она произвеëа. Эти коэффиöиенты
сообщаþтся всеì отрасëяì систеìы, посëе ÷еãо
кажäая из отрасëей (иëи некий инфорìаöионный
öентр) опреäеëяет ìаксиìаëüное зна÷ение äанных
показатеëей:

ηmax(t – 1) = η
i
(t – 1).

Есëи окажется, ÷то ηmax(t – 1) ≤ 1, то спрос каж-

äой из отрасëей на ресурсы, произвеäенные на øа-
ãе t – 1, уäовëетворяется поëностüþ, и объеìы
поставок обеспе÷иваþт выпоëнение наìе÷енных
пëанов:

y
ij
(t) = (t),  i = 1, ..., n;  j ∈ .

В этоì сëу÷ае объеìы произвоäства равны пëа-

наì: x
i
(t) = (t). При ηmax(t – 1) > 1 выпоëнение

всех пëанов невозìожно, и отрасëи уìенüøаþт их:

(t) := (t)/ηmax(t – 1),  i = 1, ..., n. (4)

Соответственно, объеì спроса на все ресурсы
также уìенüøается в ηmax(t – 1) раз. Ясно, ÷то

скорректированные пëаны поëностüþ обеспе÷ены
ресурсаìи. Такиì образоì, зäесü вектор выпуска
x(t) связан с первона÷аëüныì пëаноì (3) равенст-

воì виäа x(t) = xp(t)/ηmax(t – 1).

Замечание 3. Корректировка (4) озна÷ает, ÷то
пëаны перес÷итываþтся по наибоëее äефиöитно-
ìу ресурсу, и этот ресурс распреäеëяется пропор-
öионаëüно разìераì спроса. Теì саìыì в ìоäеëи
ни оäна из отрасëей не иìеет привиëеãий по ре-
сурсноìу обеспе÷ениþ.

Пëан, äопустиìый по ресурсаì, оäнозна÷но
опреäеëяет объеìы реаëизаöии проäукöии, произ-
веäенной на заверøивøеìся øаãе:

(t – 1) = (t),  i = 1, ..., n.

Даëее на÷инается произвоäственный öикë на
øаãе t, объеìы выпусков котороãо форìируþт
вектор x(t), посëе ÷еãо по форìуëе (3) опреäеëяет-

ся вектор xp(t + 1) и т. ä. Такиì образоì, äëя ра-
боты äанной схеìы, наряäу с вектороì на÷аëüных

запасов x(0), äоëжен бытü заäан вектор xp(1) —
пëан работ на первоì øаãе, а также наборы коэф-
фиöиентов {k

il
} со øкаëаìи их приìенения.

Теорема. Если технологическая матрица Y нераз-

ложима, векторы x(0) и xp(1) строго положительны
и выполняется неравенство

kmin  k
i1 ≥ γ2, (5)

то данная схема работы экономической системы ли-
бо приводит к сходимости последовательности нор-
мированных выпусков, либо эта последовательность
имеет конечное число предельных точек. В последнем
случае, выбирая окрестности этих точек сколь угод-
но малыми, можно указать номер шага, начиная с
которого все члены последовательности будут при-
надлежать им циклически. ♦

Доказатеëüство теореìы сì. в Приëожении.

3. ÏÐÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ

Дëя сëу÷ая приìитивной техноëоãи÷еской ìат-
риöы Y укажеì виä преäеëüных то÷ек.

Пустü m обозна÷ает их ÷исëо. Соãëасно теоре-
ìе, на÷иная с некотороãо øаãа T, äëя пëанирова-
ния öикëи÷ески испоëüзуþтся m фиксированных
наборов коэффиöиентов из ìножества {k

il
}. Обоз-

на÷иì ÷ерез K
j
, j = 0, ..., m – 1, äиаãонаëüнуþ ìат-

риöу, ненуëевые эëеìенты которой отве÷аþт на-
бору коэффиöиентов k

il
, фиãурируþщих на øаãе j

указанноãо öикëа. В общеì сëу÷ае, анаëоãи÷нуþ
ìатриöу, äиаãонаëüные эëеìенты которой испоëü-
зоваëисü при вы÷исëении пëанов на øаãе t, обоз-
на÷иì ÷ерез K(t), t ≥ 2. Ввеäеì параìетр β(t), по-
казываþщий, какая äоëя от первона÷аëüных пëа-
нов реаëизуется на øаãе t.

Ясно, ÷то

β(t) = 

Тоãäа äëя ëþбоãо øаãа t иìееì: x(t) = β(t)xp(t).
Соответственно, объеì потребëения проäукöии,

произвеäенной на øаãе t – 1, составит x s(t – 1) =

= Yx(t) = β(t)Yxp(t).
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Инäукöия позвоëяет установитü связü ìежäу

вектораìи x(t) и xp(1):

x(t) = β(t)β(t – 1)...β(1)K(t)YK(t – 1)Y...K(2)Yxp(1).

Испоëüзуя эту форìуëу и ввеäенные обозна÷е-
ния äëя m ìатриö öикëа, выпиøеì зависиìостü
вектора x(t) от вектора x(T ) при t = T + ms + j > T,
s = 0, 1, 2, ...:

x(T + ms + j) =

= (6)

Обозна÷иì ÷ерез λ0 фробениусово ÷исëо ìат-

риöы M0 ≡ K
m – 1YK

m – 2Y...K0Y. Тоãäа äëя øаãов t,

отве÷аþщих зна÷ениþ инäекса j = 0 в форìуëе (6),
иìееì

x(T + ms) = β(T + ms)...β(T + 1) x(T ), (7)

Поскоëüку степенü приìитивной ìатриöы так-
же приìитивна [16], а нуëи в ìатриöах Y и K

j
Y,

j = 0, ..., m – 1, распоëожены оäинаково, то при-
ìитивна и ìатриöа M0. Это озна÷ает схоäиìостü

посëеäоватеëüности {(M0/λ0)
sx(T )} к фробениусову

вектору ìатриöы M0 при s → ∞ [17], а соответству-

þщей поäпосëеäоватеëüности норìированных вы-
пусков {x(τ)/||x(τ)} — к норìированноìу фробени-
усову вектору v0 ìатриöы M0. Из öикëи÷ескоãо

поряäка ìножитеëей K
j
Y...K0Y во второй строке

форìуëы (6) сëеäует, ÷то посëеäоватеëüностü
норìированных выпусков {x(τ)/||x(τ)||} при t → ∞
буäет öикëи÷ески стреìитüся к m то÷каì на сфере
еäини÷ноãо раäиуса, которые оäнозна÷но опре-
äеëяþтся вектораìи виäа v0, K0Yv0, K1YK0Yv0,

K
m – 2Y...K1YK0Yv0.

Есëи m = 1, то посëеäоватеëüностü норìиро-
ванных выпусков схоäится к то÷ке на еäини÷ной
сфере, опреäеëяеìой фробениусовыì вектороì
ìатриöы M0 = K0Y. В ÷астноì сëу÷ае, коãäа все

äиаãонаëüные эëеìенты ìатриöы K0 иìеþт оäина-

ковое зна÷ение k, равенство (7) ìожет бытü запи-
сано так:

x(T + s) = β(T + s)...β(T + 1)(kλ
Y
)s x(T ),

и посëеäоватеëüностü норìированных выпусков
схоäится к фробениусову вектору ìатриöы Y.
В этоì сëу÷ае иìеет ìесто асиìптоти÷еский вы-
хоä на режиì ìаãистраëи [10, 11].

Заìетиì, ÷то указанная схоäиìостü и асиìп-
тоти÷еское стреìëение к öикëи÷ескоìу обхоäу
преäеëüных то÷ек ìоãут носитü тривиаëüный ха-
рактер. Наприìер, эконоìи÷еская систеìа буäет
функöионироватü в режиìе ìаãистраëи на÷иная с
первоãо øаãа, есëи векторы на÷аëüных усëовий

x(0), xp(1) явëяþтся фробениусовыìи, xp(1) > γx(0)
и все отрасëи испоëüзуþт оäну и ту же øкаëу äëя
оöенки уровня реаëизаöии проäукöии.

4. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÐÎÑÒÀ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

Опреäеëиì усëовия, при которых äанная схеìа
функöионирования обеспе÷ивает систеìе эко-
ноìи÷еский рост при t > T. Дëя упрощения фор-
ìуë сìестиì то÷ку отс÷ета вреìени так, ÷тобы
T = 0. Из соотноøения (6) поëу÷аеì, ÷то векторы
x(m(s + 1)) и x(ms), отве÷аþщие параìетру j = 0
при t ≥ 0, связаны так:

x(m(s + 1)) = β(ms + m)...β(ms + 1)M0x(ms). (8)

Ясно, ÷то при соответствуþщеì выборе новой
то÷ки отс÷ета ìожно äобитüся скоëü уãоäно то÷-
ноãо выпоëнения равенства

M0x(ms) = λ0x(ms). (9)

По преäпоëожениþ, выпуск на кажäоì øаãе
оãрани÷ен объеìаìи произвоäства, поэтоìу ска-
ëярный ìножитеëü β(ms + j), j = 1, ..., m, в правой
÷асти форìуëы (8) выãëяäит так:

β(ms + j) =  =

= . (10)

Известно [16], ÷то фробениусовы ÷исëа ìатриö
виäа M

j
 ≡ K

j – 1Y...K0YK
m – 1Y...K

j
Y, j = 1, ..., m – 1,

равны λ0. Поäставëяя в форìуëу (10) выражение (6)

вектора x(ms + j – 1) при T = 0, поëу÷аеì

β(ms + j) =  =

= ,  j = 1, ..., m – 1,

откуäа сëеäует, ÷то при äостато÷но боëüøих s скоëü
уãоäно то÷но выпоëняþтся равенства виäа

β(ms + j) = 

β t( )...β T 1+( ) Km 1– YKm 2– Y...K0Y( )s j, 0;=

β t( )...β T 1+( )Kj 1– Y...K0Y ×

Km 1– YKm 2– Y...K0Y( )sx T( )× ,  j 0.>⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

λ0
s M0

λ0

--------⎝ ⎠
⎛ ⎞ s

Y
λY
-------⎝ ⎠

⎛ ⎞ s

min
i

xi ms j 1–+( )

xi
d

ms j 1–+( )
-----------------------------------

min
i

xi ms j 1–+( )
YK ms j+( )Yx ms j 1–+( )[ ]i
------------------------------------------------------------------------

min
i

Mj
s
x 0( )[ ]i

YMj 1+
s

x 0( )[ ]i
-----------------------------------

min
i

Mj/λ0( )sx 0( )[ ]i

Y Mj 1+ /λ0( )sx 0( )[ ]i
---------------------------------------------------

min
i

αjvi j( )
αj 1+ Yv j 1+( )[ ]i
----------------------------------------- j, 1 ... m 2;–, ,=

min
i

αjvi j( )
λ0α0 Yv 0( )[ ]i
---------------------------------- j, m 1,–=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧
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ãäе ÷ерез v(j) обозна÷ен фробениусов вектор с еäи-
ни÷ной норìой ìатриöы M

j
, а α

j
 — поëожитеëü-

ный скаëяр, соизìеряþщий норìы векторов v( j) и
x(0). Такиì образоì, äëя произвеäения скаëярных
ìножитеëей в правой ÷асти форìуëы (8) ìожно
äобитüся скоëü уãоäно то÷ноãо выпоëнения ра-
венства

β(ms + m)...β(ms + 1) =

= ...

...  =

= ...

... . (11)

Сравнение форìуë (8), (9) и (11) показывает,
÷то при äостато÷но боëüøих зна÷ениях параìетра s
äëя выпоëнения неравенства x(sm + m) > x(sm)
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы показатеëü

C ≡ ... (12)

быë боëüøе еäиниöы. Поскоëüку в правой ÷асти
этоãо выражения все собственные векторы фиãу-
рирует по разу в ÷исëитеëе и в знаìенатеëе, то кор-
ректна сëеäуþщая проöеäура посëеäоватеëüноãо
изìенения норì векторов v(1), v(2), ..., v(m – 1):
при фиксированноì векторе v(0) изìениì норìу
вектора v(1) так, ÷тобы первый соìножитеëü в
правой ÷асти форìуëы (12) обратиëся в еäиниöу,

äаëее исхоäя из ìоäифиöированноãо вектора (1),
изìениì норìу вектора v(2) так, ÷тобы в еäиниöу
обратиëся второй соìножитеëü и т. ä. Посëе окон-
÷ания перенорìировки показатеëü C приìет виä

C = , (13)

ãäе (m – 1) — ìоäифиöированный фробениусов
вектор ìатриöы M

m – 1.

С эконоìи÷еской то÷ки зрения проöеäура кор-
рекöии норì векторов озна÷ает, ÷то при заäанноì
фробениусовоì векторе v(0) ìатриöы M0, на øаãе j,

j = 1, ..., m – 1, öикëа реаëизуется вектор выпуска,
который явëяется фробениусовыì вектороì ìат-
риöы M

j
 с ìаксиìаëüно возìожныì ìоäуëеì, äо-

пускаеìыì наëи÷ныìи ресурсаìи. Такиì обра-
зоì, из форìуëы (13) сëеäует, ÷то в асиìптотике
рост выпуска за цикл будет происходить тогда и

только тогда, когда вектор выпуска на последнем
шаге цикла строго больше затрат на производство
исходного вектора цикла v(0).

Леãко виäетü, ÷то этот резуëüтат, поëу÷енный с
на÷аëüной ìатриöей öикëа K0, справеäëив и при

на÷аëе öикëа с ëþбой äруãой ìатриöей K
j
, j = 1, ...,

m – 1. Боëее тоãо, рассìатривая рост за периоä,
на÷инаþщийся с ëþбой из ìатриö K

j
, виäиì, ÷то

при äостато÷но боëüøоì s äëя теìпа роста поëу÷а-
еì то же саìое выражение (13). Теì саìыì в асиì-
птотике теìпы роста выпуска за ëþбые посëеäо-
ватеëüные m øаãов оказываþтся оäинаковыìи.

С äруãой стороны, выпиøеì äостато÷ное усëо-
вие уìенüøения объеìов произвоäства, в котороì
присутствует фробениусово ÷исëо λ

Y
 техноëоãи-

÷еской ìатриöы Y. Рассìотриì произвеäение па-
раìетров β(ms + m)...β(ms + 1)λ0, фиãурируþщих в

форìуëах (8) и (9). Преäставëение (10) коэффиöи-
ента β(ms + j) позвоëяет оöенитü еãо так:

β(ms + j) ≤  ≤

≤  = , j = 1, ..., m,

ãäе испоëüзоваëосü неравенство (П1). Такиì об-
разоì,

β(ms + m)...β(ms + 1)λ0 ≤ λ0 ,

и есëи правая ÷астü этоãо неравенства ìенüøе еäи-
ниöы, то в асиìптотике x(m(s + 1)) < x(ms).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренная ìоäеëü показывает теорети÷ес-
куþ возìожностü асиìптоти÷ескоãо выхоäа ìно-
ãосекторной äеöентраëизованной эконоìики на
режиì öикëи÷ескоãо функöионирования с повто-
ряþщиìися набораìи äефиöитных и избыто÷ных
проäуктов. Есëи все отрасëи буäут пëанироватü
своþ работу, испоëüзуя еäиное зна÷ение оöенки
теìпа роста, пустü äаже завыøенное по сравнениþ
с теìпоì роста на ìаãистраëи, эконоìи÷еская сис-
теìа асиìптоти÷ески выйäет на режиì сбаëанси-
рованноãо роста. Отìетиì, ÷то äанная äеöентра-
ëизованная схеìа управëения требует опреäеëен-
ной коорäинаöии при составëении пëанов работ
отрасëей. Эта коорäинаöия необхоäиìа при кор-
ректировке пëанов в соответствии с наëи÷ныìи
ресурсаìи.

min
i

α0vi 0( )
α1 Yv 1( )[ ]i
---------------------------- min

i

α1vi 1( )
α2 Yv 2( )[ ]i
----------------------------

min
i

αm 2– vi m 2–( )
αm 1– Yv m 1–( )[ ]i
---------------------------------------------- min

i

αm 1– vi m 1–( )
α0 Yv 0( )[ ]i

-------------------------------------

1
λ0

----- min
i

vi 0( )
Yv 1( )[ ]i
--------------------- min

i

vi 1( )
Yv 2( )[ ]i
---------------------

min
i

vi m 2–( )
Yv m 1–( )[ ]i
-------------------------------- min

i

vi m 1–( )
Yv 0( )[ ]i

-----------------------

min
i

vi 0( )
Yv 1( )[ ]i
--------------------- min

i

vi 1( )
Yv 2( )[ ]i
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i

vi m 1–( )
Yv 0( )[ ]i
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ṽ
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i

ṽi m 1–( )
Yv 0( )[ ]i

-----------------------

ṽ

min
i

xi ms j 1–+( )

kmin Y
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x ms j 1–+( )[ ]i

---------------------------------------------------------
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы .  Рассìотриì пос-
ëеäоватеëüностü норìированных векторов выпуска
{x(t)/||x(t)/||}. То÷ки этой посëеäоватеëüности принаäëе-
жат коìпактноìу ìножеству, поэтоìу она соäержит
поäпосëеäоватеëüностü {x(τ)/||x(τ)/||}, схоäящуþся к неко-
торой то÷ке a сферы еäини÷ноãо раäиуса. Ясно, ÷то со-
ответствуþщая поäпосëеäоватеëüностü норìированных

векторов реаëизованной проäукöии {x s(τ – 1)/||x s(τ – 1)||}
схоäится к вектору виäа Ya/||Ya. В сиëу тоãо, ÷то набор
коэффиöиентов {k

il
}, фиãурируþщих при вы÷исëении

пëанов в форìуëе (3), коне÷ен, то при ëþбоì ε > 0 най-
äутся натураëüные ÷исëа τ(ε) и m(ε) такие, ÷то выпоëня-
þтся äва усëовия:

— ÷ëены x(τ(ε))/||x(τ(ε))|| и x(τ(ε) + m(ε))/||x(τ(ε) + m(ε))||
указанной поäпосëеäоватеëüности норìированных вы-
пусков принаäëежат ε-окрестности то÷ки a;

— составëяя пëан работы äëя øаãа τ(ε) + m(ε) + 1
кажäая из отрасëей систеìы испоëüзует тот же коэф-
фиöиент k

il
, который фиãурироваë в ее пëане работ äëя

øаãа τ(ε) + 1.

В этоì сëу÷ае, выбирая параìетр ε äостато÷но ìа-
ëыì, ìожно äобитüся скоëü уãоäно то÷ноãо совпаäения
зна÷ений норìированных пëанов на øаãах τ(ε) + 1 и
τ(ε) + m(ε) + 1, а зна÷ит, и скоëü уãоäно то÷ноãо ра-
венства показатеëей x(τ(ε) + 1)/||x(τ(ε) + 1)|| и x(τ(ε) +
+ m(ε) + 1)/||x(τ(ε) + m(ε) + 1). Сëеäоватеëüно, ìожно
äобитüся и скоëü уãоäно то÷ноãо равенства норìиро-

ванных векторов поставок xs(τ(ε))/||xs(τ(ε))|| и xs(τ(ε) +

+ m(ε))/||xs(τ(ε) + m(ε))||.

Покажеì, ÷то в этоì сëу÷ае ëþбая отрасëü буäет ис-
поëüзоватü оäинаковые зна÷ения коэффиöиентов k

il

при пëанировании выпусков на øаãах τ(ε) + 2 и τ(ε) +
+ m(ε) + 2. Дëя этоãо сна÷аëа äокажеì, ÷то при выпоë-
нении усëовия (5) выпуск на кажäоì øаãе оãрани÷ен
объеìоì произвоäства преäыäущеãо øаãа, а не первона-
÷аëüныì пëаноì. Действитеëüно, форìуëы (2) и (3) поз-

воëяþт оöенитü снизу вектор спроса так: xd(t) ≥ k
min

Y 2x(t).

Известно [16], ÷то äëя фробениусова ÷исëа ρ(B) ëþбой
неотриöатеëüной ìатриöы B поряäка n и ëþбоãо поëо-

житеëüноãо вектора z ∈ Rn выпоëняется неравенство

ρ(B) ≤ b
ij
z
j
. (П1)

Из неãо сëеäует, ÷то äëя некоторой отрасëи j äоëж-

но выпоëнятüся неравенство [Y 2x(t)]
j
 ≥ ρ(Y 2)x

j
(t), ãäе

ρ(Y 2) = γ–2 — фробениусово ÷исëо ìатриöы Y2. Эти äве
оöенки показываþт, ÷то по крайней ìере äëя оäной от-
расëи объеì спроса äоëжен бытü не ìенüøе объеìа

преäëожения: (t) ≥ x
j
(t).

Такиì образоì, при оäинаковых пропорöиях сбыта
проäукöии, произвеäенной на øаãах τ(ε) и τ(ε) + m(ε) и
оäинаковых пропорöиях выпуска на этих же øаãах, иìе-
еì совпаäаþщие ìножества проäуктов, опреäеëяþщих

коэффиöиент коррекöии первона÷аëüных пëанов. Это
озна÷ает, ÷то у кажäой отрасëи показатеëи реаëизаöии
проäукöии на указанных øаãах принаäëежат оäноìу и
тоìу же äиапазону. Даëее провоäиì анаëоãи÷ный анаëиз
показатеëей äëя пары øаãов τ(ε) + 2 и τ(ε) + m(ε) + 2
и т. ä.

Пустü инäекс j приниìает зна÷ения 0, 1, ..., m – 1. Из
äоказанноãо сëеäует, ÷то выбрав øаã T äостато÷но боëü-
øиì, ìожно поëу÷итü при фиксированноì j скоëü уãоä-
но то÷ное равенство норìированных векторов выпуска
виäа x(T + ms + j)/||x(T + ms + j)|| при s = 0, 1, 2, ... .
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