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Аннотация. Рассматривается задача синтеза систем управления подвижными объектами с 

коммутацией каналов управления. Для устранения скачков и импульсов, которые могут 

появляться в моменты переключения, предложено использовать обобщенную характери-

стику, позволяющую описать весь ансамбль траекторий движения системы при переклю-

чении каналов управления в произвольный, случайный момент времени. Разработан спо-

соб численного обращения преобразования Лапласа на основе разложения дельта-функции 

в ряд экспоненциальных полиномов, что позволило обеспечить приближение обобщенной 

характеристики системы к заданной временно й области. Доказано, что описание обобщен-

ной характеристики системы в виде экспоненциального ряда позволяет свести задачу син-

теза к решению системы алгебраических неравенств. На конкретном примере синтеза си-

стемы автоматического управления углом тангажа летательного аппарата с ограничением 

нормальной перегрузки показано, что вся совокупность траекторий движения, полученная 

для различных моментов переключения каналов, принадлежит заданной временной обла-

сти. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Системы управления подвижными объектами 

имеют ряд характерных особенностей [1, 2]. Одной 

из таких особенностей является многорежимный 

характер их работы. При этом переход на очеред-

ной режим работы сопровождается изменением 

структуры управляющей части системы. В частно-

сти, такая ситуация возникает, когда в процессе 

управления движением объекта по заданной про-

грамме появляется необходимость обеспечить 

ограничение предельно допустимых значений па-

раметров движения, например, ограничение пре-

дельного значения угла атаки при управлении уг-

ловым положением летательного аппарата. По-

скольку в процессе функционирования происходит 

изменение структуры системы в соответствии с 

принятой логикой переключения каналов, такие 

системы относятся к коммутируемым или пере-

ключаемым системам [3–10]. Это класс многоре-

жимных динамических систем, состоящих из се-

мейства непрерывных подсистем и устройства, 

которое управляет переключениями режимов.  

Постоянно возрастающий интерес к исследова-

нию систем с переключаемой структурой обуслов-

лен не только их широким использованием в при-

кладных задачах управления электроэнергетиче-

скими системами, в управлении летательными ап-

паратами, технологическими процессами и во мно-

гих других областях, вплоть до создания интеллек-

туальных компонентов систем управления [11–17], 

но и рядом интересных явлений, которые обнару-

живаются в таких системах. Известны примеры, 

которые показывают, что обеспечения устойчиво-

сти всех отдельных режимов недостаточно для 

устойчивости системы с произвольными переклю-

чениями [18–21]. Это означает, что устойчивость 

систем с переключениями зависит не только от 

динамики системы на каждом режиме, но и от со-

гласованности режимов при их переключении. В 

связи с этим усилия в исследовании систем с пере-

ключаемой структурой направлены на анализ их 

устойчивости и стабилизируемости [22–26], а так-

же на способы синтеза регуляторов с гарантируе-

мой устойчивостью и качеством управления [27–

31]. При этом можно выделить два характерных 

подхода к синтезу рассматриваемых систем.
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В первом случае динамические процессы задаются 

системой дифференциальных уравнений, которые 

формируют конечное множество возможных типо-

вых траекторий. Оптимальная траектория движе-

ния системы составляется из отдельных участков 

этих типовых траекторий с помощью переключа-

ющего устройства, которое представляет собой 

конечный автомат с памятью. В памяти переклю-

чающего устройства хранятся интервалы времени, 

в течение которых движение будет происходить по 

выбранной траектории, и последовательность, в 

которой будут подключаться выбранные типовые 

траектории. В исследованиях, посвященных этому 

классу переключаемых систем, основное внимание 

уделяется разработке логических правил работы 

автомата, который должен обеспечить согласован-

ное изменение состояния системы в момент пере-

ключения, не допуская скачков и забросов управ-

ляемой переменной. 

Второй подход к синтезу систем с переключае-

мой структурой применяется тогда, когда правила 

переключения задаются в виде ограничений по 

времени, по состоянию или как следствие внешних 

воздействий, приложенных к объекту управления. 

Например, как это было рассмотрено выше, когда 

появляется необходимость обеспечить ограниче-

ние предельно допустимых значений параметров 

движения. В этом случае переключение структуры 

можно рассматривать как возмущающее воздей-

ствие, приложенное к системе. В связи с этим не-

прерывные подсистемы управляющей части си-

стемы должны обеспечивать компенсацию подоб-

ных возмущений путем согласования траекторий 

движения системы при изменении режимов ее ра-

боты. Отличительной особенностью систем этого 

класса является то, что системы скачкообразно 

меняют свои свойства в заранее неизвестные, слу-

чайные моменты времени. Это заставляет рассмат-

ривать их как системы со случайной структурой 

[32–34]. Следовательно, приходится иметь дело не 

с одной, оптимальной, траекторией движения, а с 

целым спектром траекторий, каждая из которых 

соответствует своему моменту переключения. В 

этом случае используют «средние» или обобщен-

ные динамические характеристики системы, поз-

воляющие оценить ее поведение в целом [35–37]. 

Однако область применения этих результатов ча-

сто бывает ограничена задачами анализа, посколь-

ку считается, что характеристики системы во всех 

ее структурных состояниях известны. В связи с 

этим предлагается обобщенная характеристика 

системы с коммутацией каналов, пригодная для 

синтеза, т. е. позволяющая установить аналитиче-

скую зависимость между параметрами управляю-

щей части и совокупностью траекторий системы 

при переключении каналов в произвольный, слу-

чайный момент времени. 

Целью настоящего исследования является раз-

работка алгоритма синтеза, обеспечивающего со-

гласование траекторий движения в системах с 

коммутацией каналов управления с использовани-

ем обобщенной характеристики, позволяющей 

описать весь ансамбль траекторий движения си-

стемы при переключении каналов управления в 

произвольный, случайный момент времени.  

1. АНАЛИЗ ПОВЕДЕНИЯ СИСТЕМЫ С КОММУТАЦИЕЙ 

КАНАЛОВ В СЛУЧАЙНЫЕ МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ 

Пусть траектория системы на режиме управле-

ния заданным параметром y(t) объекта подчиняет-

ся уравнению 

       1 1 зад
P D y t Q D y t ,                 (1) 

где yзад(t) – программа управления заданным пара-

метром;        1 1 1

1 1 0

n

n n

d d
P D a a a

dt dt
    ,  1

Q D 

     1 1 1

1 0

m

m m

d d
b b b

dt dt
    ;        mjbnia

ji
,0,,0 11   

– параметры модели. 

При переключении на канал ограничения в не-

который момент времени τ уравнение траектории 

движения системы относительно параметра y(t) 

приобретает вид: 

       2 2 огр
, P D y t Q D y t                (2) 

с начальными условиями, определяющими совпа-

дение состояний системы в момент изменения ре-

жима управления: 

   
( , ) ( ) ;

r r

t t
y t y t

 
   0, 1, , 1r n  , 

где yогр(t) – программа ограничения заданного па-

раметра;        2 2 2

2 1 0
,

n

n n

d d
P D a a a

dt dt
     2
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     2 2 2

1 0

m

m m

d d
b b b

dt dt
    .  

Для согласования траекторий движения систе-

мы при переключении канала управления на канал 

ограничения в произвольный, случайный момент 

времени  0;   рассмотрим обобщенную ха-

рактеристику системы в следующем виде: 

 
0

( ) ( , ) ( )E y t y t f d


    ,                  (3) 

где f(τ) – функция распределения случайного мо-

мента времени τ.  
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В интервале времени 0 ≤ t ≤ τ траектория си-

стемы удовлетворяет уравнению (1). При этом 

( , ) ( )y t y t  . В интервале времени 0 ≤ τ ≤ t в рабо-

ту вступает контур ограничения и траектория си-

стемы ( , )y t   будет соответствовать уравне-

нию (2). 

Считаем, что переключение структуры управ-

ления происходит с постоянной интенсивностью λ. 

Тогда функция распределения времени переклю-

чения подчиняется закону ( )f e   . Разобьем 

интеграл (3) на два слагаемых, которые соответ-

ствуют указанным режимам работы: 

 
0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
t

t

E y t y t f d y t f d


        

0

( , ) ( ) ( ) .
t

ty t f d y t e      

Для вычисления интеграла в последнем выра-

жении представим решение системы (2) в виде 

суммы 
   I II

( , ) ( ) ( , )y t y t y t     частного решения 

неоднородного уравнения (2) с нулевыми началь-

ными условиями и общего решения соответству-

ющего однородного уравнения с ненулевыми 

начальными условиями. Поскольку для y(t, τ) 

справедливы начальные условия для системы (2), 

получаем 
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t t
t
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Решение однородного уравнения найдем в сле-

дующем виде [38]: 

           
 

1 1
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       I
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. 

В результате выражение для E(y(t)) приобрета-

ет вид: 

     

       
 

I

1 1
2

1 2
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( ) .
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tn n i
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E y t y t e y t e
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     (4) 

Обобщенная характеристика системы, анало-

гичная(4), ранее использовалась в публикациях 

[39, 40]. Однако в этих работах для обеспечения 

желаемых траекторий движения при переключе-

нии каналов предлагалось осуществить локализа-

цию корней знаменателя изображения этой обоб-

щенной характеристики в заданной области ком-

плексной плоскости. Такой подход не гарантирует 

полного отсутствия скачков и забросов в момент 

переключения каналов, поскольку вид временны х 

характеристик зависит не только от знаменателя 

изображения, но и от его числителя. В связи с этим 

потребуем, чтобы обобщенная характеристика си-

стемы E(y(t)) лежала в заданных пределах 

     1 2
( )E t E y t E t  .                   (5) 

2. ОБЕСПЕЧЕНИЕ СОГЛАСОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ В 

СИСТЕМЕ С КОММУТАЦИЕЙ КАНАЛОВ 

Для обеспечения условия (5) найдем предвари-

тельно изображение по Лапласу для E(y(t)): 
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В результате получаем 
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Преобразуем двойную сумму в последнем вы-

ражении следующим образом: 
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С учетом этого соотношения искомое изобра-

жение принимает вид: 

      I I 2

2

( )
( ) ( ) ( ) .

( )

P s
E s y s y s y s

P s


        

Чтобы на основе полученного изображения E(s) 

найти оригинал обобщенной характеристики си-

стемы E(y(t)), необходимо осуществить обратное 

преобразование Лапласа. Однако сделать это в 

общем виде не представляется возможным, по-

скольку изображение зависит от неизвестных па-

раметров управляющей части системы. В связи с 

этим воспользуемся специальным методом чис-

ленного обращения преобразования Лапласа. Этот 

метод базируется на аппроксимации дельта-

функции δ(t, τ) частичной суммой ряда 

     
1

,
q

q i i

i

t d t


     , построенного с использо-

ванием совокупности ортонормированных с весом 

   expg t t   (α ≥ 0) экспоненциальных поли-

номов вида 
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1

exp 1
i

i ij

j

t c j t


    , (β > 0; i = 1, 2, ...). 

Коэффициенты cij вычисляются, согласно из-

ложенному в работе [41], следующим образом: 

     

   1, 1

1 1 2 1
,

! ! 1

, 0, 1, ,
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c

j i j j
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где  x – гамма-функция,       . 

Экспоненциальные полиномы φi(t) можно по-

лучить из любых классических ортогональных 

многочленов pi(z), таких как полиномы Лежандра, 

Лагерра, Эрмита и т. д. [42], заменой переменной 

z = exp(–βt). Такая замена позволяет описывать 

траектории движения синтезируемой системы во 

всем временно м диапазоне  0;t  . 

Покажем, что последовательность δq(t,τ) ча-

стичных сумм ряда сходится к дельта-функции 

δ(t, τ). Для этого введем вспомогательную функ-

цию v(t) = g(t)E(y(t)), для которой 
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Интеграл в правой части последнего равенства 

представляет собой не что иное как формулу для 

расчета коэффициентов ортогонального ряда при 

разложении функции E(y(t)) по системе экспонен-

циальных полиномов 
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Следовательно, 
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Так как ортогональный ряд является сходя-

щимся для любой интегрируемой с квадратом и 

весом g(t) функцииE(y(t)), то 
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Таким образом, 
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Отсюда следует, что  
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Воспользуемся полученным разложением дель-

та-функции для обращения преобразования Лапла-

са 
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Для этого используем следующие преобразова-

ния: 
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С другой стороны, 
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Если принять s = α, то 
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   (6) 

Следовательно, коэффициенты ряда при разло-

жении функции E(y(t)) по системе экспоненциаль-

ных полиномов вычисляются на основе совокуп-

ности значений ее изображения E(s), найденных в 

точках вещественной оси 

    
1
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i

i ij
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Покажем, как полученное выражение для 

обобщенной характеристики E(y(t)) в виде ряда по 

системе экспоненциальных полиномов позволяет 

формализовать задачу синтеза согласованного 

управления в системе с коммутацией каналов. 

3. СИНТЕЗ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ С КОММУТАЦИЕЙ 

КАНАЛОВ В ПРЕДЕЛАХ ЖЕЛАЕМОЙ ОБЛАСТИ 

ВРЕМЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Представим частичную сумму экспоненциаль-

ного ряда (6) в следующем виде: 

           
1 1

exp 1 .
q q

i i k

i k

E y t e E t r E k t
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Здесь    
1

q

k ik i

i

r E e E


  . 

Рекомендации по выбору числа q удерживае-

мых членов ряда, обеспечивающих требуемую 

точность аппроксимации, можно найти в целом 

ряде источников (см., например, работы [42, 43]). 

Если разложить в аналогичный экспоненциальный 

ряд границы желаемой области временных харак-

теристик 

      

      

1 1

1

2 2

1

exp 1 ;

exp 1 ,

q

k

k

q

k

k

E t r E k t

E t r E k t





  

  




 

то систему неравенств (5) можно записать в таком 

виде: 

          

          

I

1

1

II

2

1

( ) exp 1 0;

( ) exp 1 0,

q

k

k

q

k

k

E y t E t R E k t

E t E y t R E k t





    

    




 

где        I

1k k k
R E r E r E     ,      II

2k k
R E r E  

 k
r E  . 

Произведем замену переменной z = exp(–βt), 

тогда систему ограничений можно записать сле-

дующим образом: 

               I 1 II 1

1 2

1 1

0; 0.
q q

k k

k k

k k

P z R E z P z R E z
 

 

      

Для того чтобы полиномы 1( )P z  и 2 ( )P z  были 

неотрицательными в интервале  0; 1 , достаточно 

потребовать следующее: полиномы должны при-

нимать положительное значение хотя бы в одной 

точке этого интервала и, кроме того, все их дей-

ствительные корни должны располагаться правее 

точки 1z  . 

Согласно теореме Ньютона о границах корней 

полиномов число 1z   является нижней границей 

положительных корней полиномов 1( )P z  и 2 ( )P z , 

если выполняются условия 
( ) ( )

1 1
1 2

1 1

1 1
0, 0,

0, 1,..., 1.

p p

q q

z z

z Р z Р
z z

p q

 

 

      
       

      

 

      (7) 

Потребуем, чтобы полиномы 1( )P z  и 2 ( )P z  бы-

ли положительными в точке z = 0, т. е. 

           1 1 1 1 2 1 2 10 0; 0 0.P r E r E P r E r E       

Объединяя эти условия с неравенствами (7), 

получим совокупность ограничений, которые 

определяют принадлежность обобщенной характе-

ристики E(y(t)) заданной области: 

       

 

 
    

 

 
    

1 1 1 1 2 1

1

1

2

1

0; 0;

!
0;

!

!
0;

!

0, 1, , 2.

q p

i i

i

q p

i i

i

r E r E r E r E

q i
r E r E

q p i

q i
r E r E

q p i

p q









   

 
  

   

 
  

   

 





        (8) 

При решении полученной системы алгебраиче-

ских неравенств рекомендуется применять эври-

стические алгоритмы поиска нулевого порядка, 

например, метод Хука – Дживса. 

Для иллюстрации предложенного подхода рас-

смотрим задачу синтеза системы управления угло-

вым движением летательного аппарата в верти-

кальной плоскости. 

4. СИНТЕЗ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ УГЛОМ ТАНГАЖА ЛЕТАТЕЛЬНОГО 

АППАРАТА С ОГРАНИЧЕНИЕМ НОРМАЛЬНОЙ 

ПЕРЕГРУЗКИ 

Рассмотрим систему управления углом тангажа 

с каналом ограничения нормальной перегрузки, 

предложенную в [44]. Структурная схема этой си-

стемы показана на рис. 1. 

 

 

 

Рис. 1. Структурная схема системы управления углом тангажа с 

каналом ограничения нормальной перегрузки 

 

Алгоритм работы коммутатора заключается в 

том, что он выбирает максимальный по абсолют-

ной величине сигнал управления и подает его на 

сервопривод: 

1 1 2

2 2 1

,  если ;

,  если .

U U U
U

U U U

 
 


 

Передаточные функции летательного аппарата 

при управлении рулем высоты δВ имеют вид: 

– по угловой скорости тангажа ωz: ( )W s




2

( 2,012)
;

4,107 25,256

s

s s
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– по нормальной перегрузке n: ( )
n

W s   

2

1
.

4,107 25,256s s




 
 

Передаточная функция сервопривода руля вы-

соты сп

10
( ) .W s

s
  

Выбрав физически реализуемый астатический 

автопилот угла тангажа со скоростной обратной 

связью, получаем следующую передаточную 

функцию W1(s): 

 
2

2 1 0

1 2

2 1

,
1

k s k s k
W s

T s T s

 


 
 

здесь k0, k1, k2, а также kθ, – передаточные числа 

автопилота (см. рис. 1). 

В свою очередь, передаточную функцию W2(s) 

для автомата ограничения перегрузки выбираем в 

следующем виде: 

 
2

4 3

2 2

4 3

,
1

k s k s
W s

T s T s




 
 

где k3, k4 и kn – передаточные числа автомата огра-

ничения (см. рис. 1). 

Используя введенные характеристики, найдем 

передаточную функцию контура управления углом 

тангажа 

 

 
       

             

1

1

1

1 1 1 13 2

3 2 1 0

1 1 1 1 1 1 16 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1 0

( )

,

B s
s

A s

b s b s b s b

a s a s a s a s a s a s a

  

  


     

 

где  
 1

3 θ 210 ;b k Т    1

2 θ 2 110 2,012 ;b k Т Т 
 

   1

1 θ 110 2,012 1 ;b k Т 
 1

0 θ20,12 ;b k  

 1

6 2 ;a Т
 1

5 2 14,107 ;a Т Т 
 

 1
4 2 1 225,256 4,107 10 1;a Т Т k   

 
 1

3 1 1 2 θ 225,256 10 20,12 10 4,107;a Т k k k Т    
 

 1

2 0 1 θ 2 θ 110 20,12 20,12 10 25,256;a k k k Т k Т    
 

 1

1 0 θ 1 θ20,12 20,12 10 ;a k k Т k  
 1

0 θ20,12 .a k  

Аналогично для контура ограничения нормаль-

ной перегрузки находим следующую передаточ-

ную функцию: 

       

           

2

2

2

2 2 2 23 2

3 2 1 0

2 2 2 2 2 26 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1

( )
( )

( )

,

B s
s

A s

b s b s b s b

a s a s a s a s a s a s

  

  


    

 

где  
 2

3 410 ;nb k T    2

2 3 410 2,012 ;nb k T T 
 

   2

1 310 2,102 1 ;nb k T 
 2

0 10 ;nb k
 2

6 4 ;a T
 

 2

5 4 34,107 ;a Т Т 
 2

4 4 325,256 4,107 1;a Т Т  
 

 2

3 3 4 425,256 10 10 4,107;na Т k Т k   
 

 2

2 3 310 10 25,256;na k k T  
 2

1 10 na k . 

Полагаем, что переключение каналов управле-

ния происходит с постоянной интенсивностью 

λ = 1 с
-1
. Потребуем, чтобы обобщенная характери-

стика системы E(y(t)) лежала в области, ограни-

ченной функциями  1
( ) 0,9 1 2exp 0,5E t t   

 exp t  ,   2
( ) 1,1 1 exp 4E t t   . Чтобы грани-

цы этой области принадлежали базису экспонен-

циального ряда, выбираем его параметры такими: 

α = β = 0,5; q = 9.  

Коэффициенты экспоненциальных рядов для 

границ области принимают следующие значения: 

r1(E1) = 0,9; r2(E1) = –1,8; r3(E1) = 0,9; r4(E1) = 0;  

r5(E1) = 0; r6(E1) = 0;r7(E1) = 0; r8(E1) = 0; r9(E1) = 0; 

r1(E2) = 1,1; r2(E2) = 0; r3(E2) = 0; r4(E2) = 0;  

r5(E2) = 0; r6(E2) = 0; r7(E2) = 0; r8(E2) = 0; 

r9(E2) = –1,1. 

В свою очередь, для обобщенной характери-

стики E(y(t)) эти коэффициенты вычисляются сле-

дующим образом: 

   
1

0,5 , 1, 2, , 9
q i

k ij ik

i k j

r E c c E j k
 

  , 

где  

 
   

     

       

     

1 2

1 2

2 2 1

1 2

0,5 0,5 1 0,5 1
0,5

0,5 0,5 1 0,5 1 0,5

0,5 1 0,5 0,5 0,5 0,5 1
.

0,5 0,5 1 0,5 1 0,5

jQ j P j
E j

j j P j P j

j Q j jQ j P j

j j P j P j

 
 

 

     


 

 

Подставляя найденные выражения в систему 

неравенств (8), получаем совокупность ограниче-

ний для параметров управляющей части. Решая 

систему неравенств, находим следующую сово-

купность значений параметров: 

kθ = 60,49; kn = 50,42; k0 = 17,76; k1 = 11,11;  

k2 = 1,11; k3 = 16,49; k4 = 1,99; T1 = 0,50;  

T2 = 0,0005; T3 = 0,002; T4 = 0,000001. 

Модель синтезированной системы, построенная 

с использованием пакета Matlab Simulink, пред-

ставлена на рис. 2. 
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Рис.2. Модель синтезированной системы 

 

На рис. 3 представлены результаты моделиро-

вания синтезированной системы. 

 

 

 

Рис. 3. Переходные процессы в системе управления углом 

тангажа с каналом ограничения нормальной перегрузки 

 

Графики на рис. 3 соответствуют следующим 

моментам переключения: 1 – τ = 0,1 с; 2 – τ = 

= 0,3 с; 3 – τ = 0,6  с; 4 – τ = 0,8  с; 5 – τ = 1,3  с; 6 – 

– τ = 2,1 с; 7 – τ = 4,6 с.  

Как показывают результаты моделирования, 

переходные процессы в системе, полученные для 

различных моментов переключения каналов, при-

надлежат заданной области и сохраняют аперио-

дический характер, что свидетельствует о согласо-

ванности режимов работы системы при коммута-

ции каналов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенный в работе подход позволяет с 

общих позиций исследовать процессы, протекаю-

щие в системах управления подвижными объекта-

ми с коммутацией каналов. С этой целью предло-

жено использовать обобщенную характеристику, 

описывающую весь ансамбль выходных реакций 

системы управления, полученный для всех воз-

можных моментов изменения структуры ее управ-

ляющей части. Возможность использования дан-

ной обобщенной характеристики при решении за-

дачи синтеза систем управления подвижными объ-

ектами обеспечивается благодаря специально раз-

работанному методу численного обращения пре-

образования Лапласа. Приведенный пример синте-

за системы автоматического управления углом 

тангажа летательного аппарата с ограничением 

нормальной перегрузки подтверждает работоспо-

собность предложенного подхода. 
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Abstract. This paper considers the problem of designing control systems for moving objects with 

control channel switching. A generalized characteristic is proposed to eliminate jumps and im-

pulses that may occur at switching instants. This characteristic describes the entire ensemble of 

system trajectories under control channel switching at an arbitrary random instant. A numerical 

inversion method is developed for the Laplace transform based on expanding the delta function 

into a series of exponential polynomials. With this method, the generalized characteristic of the 

system can be approximated by a given time domain. The exponential series description of the 

generalized system characteristic allows reducing the original design problem to a system of al-

gebraic inequalities. A particular example of designing an automatic pitch control system for an 

aircraft with a normal overload limit is presented; as is shown, the entire ensemble of trajectories 

obtained for different channel switching instants belongs to a given time domain. 
 

Keywords: design, switched systems, selector, moving object, trajectory, angle of attack. 
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