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проãноза — 706 ìëн руб. Такиì образоì, ìожно
закëþ÷итü, ÷то у÷ет проãнозирования на основе
НСМ курсов ваëþт зна÷итеëüно повыøает эффек-
тивностü приìенения форварäных контрактов в
проöессе управëения ваëþтныìи рискаìи посреä-
ствоì хеäжирования.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Выпоëнен анаëиз эффективности приìенения
резуëüтатов нейроструктурноãо проãнозирования
курсов ваëþт в проöессе хеäжирования ваëþтных
рисков с приìенениеì произвоäных финансовых
инструìентов. Резуëüтаты вы÷исëений позвоëиëи
сравнитü эффективностü приìенения форварäных
контрактов с испоëüзованиеì резуëüтатов проãно-
зирования и без них. Анаëиз показаë, ÷то испоëü-
зование резуëüтатов нейроструктурноãо проãнози-
рования курсов ваëþт повыøает эффективностü
приìенения произвоäных финансовых инструìен-
тов в проöессе управëения ваëþтныìи рискаìи
коìпании.
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È.Î. Âîëêîâà, Ì.Â. Ãóáêî, Å.À. Ñàëüíèêîâà 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В посëеäние ãоäы в России на÷аëся проöесс ин-
новаöионных преобразований эëектроэнерãетики в
раìках конöепöии развития отрасëи, поëу÷ивøей
название «Интеëëектуаëüной эëектроэнерãети÷ес-
кой систеìы России» и основываþщейся на при-
нöипиаëüных поëожениях конöепöии SmartGrid.
Частü этой конöепöии состоит в «активизаöии»
потребитеëей, т. е. преäоставëении потребитеëяì
возìожности саìостоятеëüноãо управëения объ-
еìоì поëу÷аеìой эëектроэнерãии и ее функöио-
наëüныìи свойстваìи (уровнеì наäежности, ка-
÷ествоì и äр.) на основании баëанса своих потреб-
ностей (ìиниìизаöии затрат на эëектроэнерãиþ и
поëу÷ении äохоäа от проäажи эëектроэнерãии и
ìощности) и возìожностей энерãосистеìы с ис-
поëüзованиеì инфорìаöии о характеристиках öен,
объеìах поставок эëектроэнерãии, наäежности,
ка÷естве и äр. [1].

Основные функöии активноãо потребитеëя в
эëектроэнерãети÷еской систеìе закëþ÷аþтся в: 

— управëении собственныì энерãопотребëени-
еì в соответствии с необхоäиìостüþ выпоëнения

своих произвоäственных пëанов по выпуску про-
äукöии иëи обеспе÷ениþ энерãией äоìохозяйства
путеì оптиìизаöии своих затрат на покупку эëек-
троэнерãии с внеøних рынков; 

— опреäеëении усëовий заãрузки собственной
ìощности (при ее наëи÷ии), äëя форìирования
заявки на у÷астие в покупке/проäаже эëектро-
энерãии на оптовоì и розни÷ноì рынках; 

— опреäеëении степени своеãо у÷астия в пре-
äоставëении äопоëнитеëüных усëуã, закëþ÷аþ-
щихся в преäоставëении управëяеìых активных и
реактивных наãрузок (ìощностей) äëя управëения
со стороны систеìноãо оператора.

Реаëизаöия пере÷исëенных функöий требует
созäания систеìы внеøних усëовий äëя функöи-
онирования активноãо потребитеëя и инструìен-
тов, которые позвоëят потребитеëяì реаëизовы-
ватü свои возìожности. Такие инструìенты äоëж-
ны отве÷атü сëеäуþщиì требованияì: 

— отражатü эконоìи÷еские интересы активно-
ãо потребитеëя; 

— обеспе÷иватü форìирование оптиìаëüной
заãрузки эëектроприборов и оборуäования потре-
битеëя исхоäя из проãнозируеìых öеновых сиã-
наëов, а также с у÷етоì распреäеëения наãрузки
ìежäу разëи÷ныìи типаìи оборуäования потре-
битеëя; 

Отìе÷ено, ÷то äëя реøения заäа÷ управëения спросоì в усëовиях интеëëектуаëüной

энерãети÷еской систеìы (SmartGrid) необхоäиìа ìатеìати÷еская ìоäеëü принятия ре-

øений активныì потребитеëеì, оäнако существуþщие ìоäеëи ëибо не у÷итываþт важных

аспектов повеäения потребитеëя, ëибо сëиøкоì сëожны äëя их у÷ета в ìуëüтиаãентноì

ìоäеëировании. Преäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü активноãо потребитеëя, на основе

которой сфорìуëирована и реøена заäа÷а оптиìизаöии режиìов работы эëектроприбо-

ров и оборуäования потребитеëя, а также опреäеëения усëовий заãрузки собственной ãе-

нераöии. Привеäены усëовия, при которых заäа÷а потребитеëя äопускает простое и эф-

фективное реøение. Преäëоженный поäхоä проиëëþстрирован на приìере оптиìиза-

öии режиìа работы оборуäования отäеëüно взятоãо äоìохозяйства.

Ключевые слова: активный потребитеëü в энерãетике, интеëëектуаëüная энерãосистеìа, управëение
спросоì. 

1
 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке

РФФИ (проект № 13-07-00491).

ïðàâëåíèå ñëîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è ïðîèçâîäñòâàìèÓ

pb0613.fm  Page 53  Monday, December 2, 2013  11:04 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

54 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

— обеспе÷иватü работу собственной ãенераöии
потребитеëя: эëектроснабжения внутри äоìохо-
зяйства/преäприятия иëи выäа÷и эëектроэнерãии
в сетü. 

В настоящей работе преäставëена ìоäеëü ак-
тивноãо потребитеëя, на основе которой форìуëи-
руется и реøается заäа÷а оптиìизаöии режиìов
работы эëектроприборов и оборуäования потреби-
теëя, а также опреäеëения усëовий заãрузки собс-
твенной ãенераöии. 

Разработанная автораìи ìоäеëü ìожет испоëü-
зоватüся как саìиì активныì потребитеëеì äëя
форìирования стратеãии своеãо энерãопотребëе-
ния, так и энерãосбытовой коìпанией и реãуëято-
роì äëя выработки ìеханизìов вëияния на актив-
ных потребитеëей. Во второì сëу÷ае преäëаãаеìая
ìоäеëü преäставëяет собой ìоäеëü повеäения объ-
екта управëения, позвоëяþщуþ оöенитü откëик
потребитеëя на öеновые сиãнаëы, которые явëя-
þтся основныì ìеханизìоì возäействия на уп-
равëяеìуþ систеìу (на совокупностü активных
потребитеëей), с öеëüþ обеспе÷ения требуеìоãо ее
повеäения. Требуеìое повеäение активных потре-
битеëей закëþ÷ается в привëе÷ении их к у÷астиþ
в оптиìизаöии режиìов функöионирования энер-
ãосистеìы, в тоì ÷исëе в сãëаживании пиков пот-
ребëения в раìках проãраìì управëения спросоì
(demand response) [2]. 

1. ÎÁÇÎÐ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 

Заäа÷и управëения повеäениеì потребитеëя в
энерãосистеìе рассìатриваëисü в разëи÷ные пери-
оäы вреìени как оте÷ественныìи, так и зарубеж-
ныìи у÷еныìи. В 1980-е ãã. основная заäа÷а управ-
ëения повеäениеì потребитеëей эëектроэнерãии в
СССР состояëа в снижении неравноìерности ãра-
фика наãрузки энерãосистеìы путеì привëе÷ения
потребитеëей к реãуëированиþ потребëения эëек-
троэнерãии в öеëях снижения суììарных нароä-
но-хозяйственных затрат. Возìожностü у÷астия в
реãуëировании наãрузки рассìатриваëасü тоëüко
äëя крупных проìыøëенных потребитеëей (пот-
ребитеëей-реãуëяторов), техноëоãи÷еский проöесс
которых позвоëяë ãибко реãуëироватü своþ на-
ãрузку в оперативноì режиìе. Заäа÷и, рассìатри-
ваеìые автораìи, ìожно отнести к треì основныì
направëенияì: 

— оптиìизаöия режиìов эëектропотребëения
äëя äействуþщих и проектируеìых преäприятий
в öеëях снижения суììарных затрат преäприятия
при сохранении пëана выпуска проäукöии при оã-
рани÷ении по техноëоãи÷ески äопустиìоìу уров-
нþ снижения потребëяеìой ìощности при тарифе
на эëектроэнерãиþ, äифференöированноì по зо-
наì суток, äняì неäеëи и сезонаì ãоäа; 

– оптиìизаöия режиìов эëектропотребëения
по критериþ ìиниìаëüноãо суììарноãо расхоäа
энерãети÷еских ресурсов (эëектроэнерãия и про-
÷ие энерãоноситеëи) при заäанных оãрани÷ениях
äопустиìоãо коëебания суто÷ноãо пëана выпуска
проäукöии; 

— распреäеëение оãрани÷енной ìощности (объ-
еìа эëектроэнерãии) в усëовиях возникновения
äефиöита в энерãосистеìе (в тоì ÷исëе при оãра-
ни÷ениях по пропускной способности эëектри÷ес-
ких сетей) ìежäу разëи÷ныìи преäприятияìи иëи
техноëоãи÷ескиìи установкаìи оäноãо преäпри-
ятия, обеспе÷иваþщее ìиниìаëüный нароäно-хо-
зяйственный ущерб от снижения потребëяеìой
ìощности. 

В работе [3] преäëожено реøатü эти заäа÷и ìе-
тоäаìи неëинейноãо проãраììирования. Возìож-
ностü приìенения ìетоäов непрерывной оптиìи-
заöии обусëовëена теì, ÷то автор не рассìатривает
возìожностü откëþ÷ения эëектроустановок, раз-
реøая тоëüко непрерывное изìенение режиìа.
Преäëоженный иì поäхоä не поëностüþ отражает
интересы потребитеëя при ìоäеëировании еãо по-
веäения (поскоëüку не все ãрафики потребëения,
позвоëяþщие выпоëнятü пëан, равнозна÷ны) и не
у÷итывает распреäеëеннуþ ãенераöиþ. Кроìе то-
ãо, требуется иäентификаöия сëожных неëиней-
ных зависиìостей. 

Позäнее в статüе [4] рассìатриваëасü заäа÷а уп-
равëения повеäениеì потребитеëя в öеëях сãëа-
живания ãрафика наãрузки энерãосистеìы, способ-
ствуþщеãо äостижениþ ìаксиìаëüной эконоìи-
÷еской эффективности энерãобëоков, снижениþ
вреäных выбросов в атìосферу и пр. Есëи в пере-
÷исëенных выøе заäа÷ах преäпоëаãаëосü изìене-
ние режиìов работы саìоãо преäприятия äëя äо-
стижения эффекта снижения затрат иëи снижения
расхоäа энерãоресурсов, то зäесü преäëаãается ìе-
тоäика рас÷ета тарифа на эëектроэнерãиþ, у÷иты-
ваþщая повеäение потребитеëей и стиìуëируþ-
щая разëи÷ные ãруппы потребитеëей распреäеëятü
собственные наãрузки в те÷ение суток такиì обра-
зоì, ÷тобы в энерãосистеìе факти÷еская наãрузка
стреìиëасü к веëи÷ине, соответствуþщей ìакси-
ìаëüной эконоìи÷еской эффективности — то÷ке
изëоìа энерãети÷еской характеристики, а среä-
нее зна÷ение тарифа äëя кажäой ãруппы и объеì
произвоäиìой энерãии оставаëисü неизìенныìи.
Разработанная ìетоäика у÷итывает, прежäе всеãо,
энерãети÷еские характеристики ãенерируþщеãо
оборуäования и, затеì, виä суто÷ноãо ãрафика на-
ãрузки потребитеëей. Преäëаãаеìый ìетоä рас÷ета
тарифов с у÷етоì потребитеëüскоãо повеäения ре-
øает заäа÷у стиìуëирования потребитеëей к вы-
равниваниþ суто÷ноãо ãрафика наãрузок энерãо-
систеìы при сохранении среäнеãо тарифа неизìен-
ныì. Данный поäхоä в боëüøей степени у÷итывает
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интересы ãенераöии и реãуëятора, поскоëüку отра-
жает техноëоãи÷еские особенности разëи÷ных ре-
жиìов работы ãенераöии, и у÷итывает тоëüко обоб-
щенный виä ãрафика наãрузки потребитеëя без
провеäения оöенки приеìëеìости изìенения еãо
конфиãураöии. 

Новый интерес к управëениþ энерãопотребëе-
ниеì возник с развитиеì конöепöии SmartGrid,
в ÷астности преäусìатриваþщей, как уже быëо
сказано, «активизаöиþ» потребитеëей. Изу÷ение
пробëеì управëения спросоì в настоящее вреìя
актуаëüно во всеì ìире, при÷еì в основноì рас-
сìатриваþтся ìатеìати÷еские ìоäеëи бытовых
потребитеëей (äоìохозяйств) [5—9]. 

В работе [5] преäëожена ìатеìати÷еская ìо-
äеëü, у÷итываþщая такие основные параìетры, как
äенежный эквиваëент выãоäности ãрафика пот-
ребëения, стоиìостü покупки эëектроэнерãии из
сети, а также выãоäу, поëу÷аеìуþ от проäажи эëек-
троэнерãии собственной ãенераöии. По итоãаì
оптиìизаöии по критериþ ìиниìуìа затрат на
энерãопотребëение форìируется ãрафик наãрузки
кажäоãо эëектроприбора потребитеëя (с у÷етоì за-
äанных характеристик работы, наприìер, проäоë-
житеëüности работы). Авторы преäëожиëи ãенети-
÷еский аëãоритì прибëиженноãо реøения заäа÷и
пëанирования потребëения и собственной ãенера-
öии на сутки впереä с возìожностüþ оперативноãо
перепëанирования. Аëãоритì апробирован на при-
ìере äоìохозяйства, распоëоженноãо в ã. Сараãоса
(Испания). 

Анаëоãи÷ная заäа÷а по форìированиþ опти-
ìаëüноãо профиëя энерãопотребëения рассìотре-
на в работе [9], но в отëи÷ие работы [5] в ìоäеëи
у÷итывается не äенежный эквиваëент выãоäнос-
ти, а вреìя ожиäания äо на÷аëа работы эëектро-
прибора. Авторы преäëожиëи реøатü заäа÷у с по-
ìощüþ аëãоритìа выпукëоãо проãраììирования.
Резуëüтаты реøения апробированы на усëовных
äанных äëя отäеëüноãо äоìохозяйства, но взяты
реаëüные öены с у÷етоì инäексов инфëяöии. 

К заäа÷е форìирования оптиìаëüноãо ãрафика
наãрузки оборуäования в работе [7] äобавëена за-
äа÷а эффективноãо распреäеëения эëектроэнер-
ãии, вырабатываеìой возобновëяеìыìи исто÷ни-
каìи энерãии (ВИЭ), распоëоженныìи у потреби-
теëя, ìежäу заряäкой накопитеëя эëектроэнерãии
и потребëениеì эëектроприборов. В отëи÷ие от
работ [5] и [9], авторы работы [7] не рассìатри-
ваþт приеìëеìостü ãрафика äëя потребитеëя в
сìысëе уровня уäовëетворенности потребитеëя и
преäëаãаþт реøатü оптиìизаöионнуþ заäа÷у с по-
ìощüþ ìетаэвристи÷ескоãо аëãоритìа, апробиро-
ванноãо на усëовных äанных. 

В работе [6] рассìотрено объеäинение нескоëü-
ких потребитеëей, иìеþщих общий ãенерируþ-
щий исто÷ник. Преäëожен поäхоä, кëþ÷евая осо-

бенностü котороãо состоит в преäпоëожении, ÷то
потребитеëяì выãоäно взаиìоäействоватü ìежäу
собой в öеëях ìаксиìизаöии своеãо инäивиäуаëü-
ноãо резуëüтата, поскоëüку разìер пëаты за эëек-
троэнерãиþ äëя кажäоãо потребитеëя зависит от
ãрафика энерãопотребëения äруãих потребитеëей.
Это привоäит к иãровоìу взаиìоäействиþ у÷аст-
ников. Рассìотрены äве заäа÷и в öеëоì äëя всеãо
объеäинения потребитеëей: ìиниìизаöия коэф-
фиöиента неравноìерности ãрафика наãрузки и
ìиниìизаöия затрат на эëектроэнерãиþ. Поскоëü-
ку обе заäа÷и взаиìосвязаны, авторы рассìотреëи
заäа÷у ìиниìизаöии затрат на эëектроэнерãиþ и
преäëожиëи аëãоритì реøения сна основе аппа-
рата теории иãр. По итоãаì реøения опреäеëяется
профиëü энерãопотребëения кажäоãо у÷астника,
при котороì äостиãается равновесие Нэøа. Ре-
зуëüтаты апробированы на усëовных äанных. 

В работе [8] рассìотрена заäа÷а ìиниìизаöии
затрат на энерãопотребëение äëя всеãо MicroGrid —
объеäинения нескоëüких äоìохозяйств. В отëи÷ие
от работы [7], не преäпоëаãается взаиìоäействие
ìежäу потребитеëяìи в форìировании ãрафика
энерãопотребëения. Автораìи преäëожен посëеäо-
ватеëüный аëãоритì оптиìизаöии энерãопотребëе-
ния. На первоì этапе реøается заäа÷а, анаëоãи÷ная
рассìотренныì в работах [5, 7, 9]: опреäеëяется
ãрафик энерãопотребëения äëя эëектроприборов
кажäоãо отäеëüноãо äоìохозяйства независиìо от
режиìа работы äруãих äоìохозяйств. Миниìизи-
руþтся затраты на энерãопотребëение с у÷етоì
коэффиöиентов приеìëеìости, отражаþщих уро-
венü уäовëетворения потребитеëя заäанныì ãра-
фикоì энерãопотребëения, а также с у÷етоì øтра-
фов за прерывание работы эëектроприборов. На
второì этапе осуществëяется управëение распре-
äеëенной ãенераöией (которая, в отëи÷ие от рас-
сìотренной в работах [5, 7, 9], явëяется общей äëя
всей сети), реøается заäа÷а ìаксиìизаöия испоëü-
зования распреäеëенной ãенераöии и ìиниìиза-
öии затрат энерãопотребëения äëя всей сети. На
третüеì этапе осуществëяется управëение рабо-
той накопитеëя эëектроэнерãии, исхоäя из техни-
÷еских характеристик саìоãо устройства, а также
внеøних параìетров, опреäеëенных на первых äвух
этапах: энерãопотребëение и объеìа выработки
ВИЭ. Пере÷исëенные заäа÷и авторы преäëаãаþт
реøатü с поìощüþ ìетаэвристи÷ескоãо аëãоритìа.
Резуëüтаты апробированы на усëовных äанных.
Все рассìотренные поäхоäы обеспе÷иваþт сниже-
ние затрат на энерãопотребëение от 8 äо 25 %. 

Провеäенный анаëиз позвоëяет сäеëатü вывоä
об отсутствии в настоящее вреìя ìоäеëи управëе-
ния потребëениеì и ãенераöией активноãо потре-
битеëя, которая бы поäхоäиëа äëя описания äоìо-
хозяйств, позвоëяëа у÷естü потери потребитеëя в
сëу÷ае разëи÷ных ãрафиков наãрузки, вкëþ÷аëа
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в себя управëение собственной ãенераöией и, в то
же вреìя, быëа вы÷исëитеëüно äостато÷но прос-
той, ÷тобы ëе÷ü в основу повеäения аãентов-пот-
ребитеëей в раìках ìуëüтиаãентной систеìы ìо-
äеëирования энерãосистеìы при реøении заäа÷и
управëения спросоì путеì тарифноãо реãуëирова-
ния. Такая ìоäеëü преäëаãается äаëее, привоäятся
усëовия, при которых заäа÷а потребитеëя äопуска-
ет простое и эффективное реøение, показывается,
÷то эти усëовия позвоëяþт описатü существеннуþ
äоëþ сëу÷аев, встре÷аþщихся при ìоäеëировании
повеäения отäеëüных äоìохозяйств, по крайней
ìере, в раìках реøения заäа÷и опреäеëения раöи-
онаëüных тарифов на эëектроэнерãиþ. 

1. ÌÎÄÅËÜ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀÃÐÓÇÊÎÉ
È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÉ ÃÅÍÅÐÀÖÈÅÉ

1.1. Îáùàÿ ìîäåëü àêòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ

В работе [10] преäëожена общая эконоìико-ìа-
теìати÷еская ìоäеëü активноãо потребитеëя. С÷и-
тается, ÷то активный потребитеëü ìиниìизирует
функöиþ операöионных затрат, у÷итываþщих:

— öену на покупаеìуþ с рынка эëектроэнерãиþ; 
— профиëü энерãопотребëения; 
— потери из-за откëонения текущеãо профиëя

энерãопотребëения (потребности в эëектроэнер-
ãии) от жеëаеìоãо; 

— затраты на перенастройку ãенерируþщих
ìощностей потребитеëя; 

— öену на переäаваеìуþ в сетü эëектроэнерãиþ
собственной ãенераöии; 

— объеì собственной ãенераöии, переäаваеìой
в сетü; 

— себестоиìостü произвоäства эëектроэнерãии
собственной ãенераöии. 

Моäеëü позвоëяет выäеëитü основные эконо-
ìи÷еские факторы, вëияþщие на повеäение ак-
тивноãо потребитеëя, поìоãает оöенитü поряäки
их зна÷ений в финансовоì выражении и ìожет
бытü испоëüзована äëя описания еãо повеäения
при разработке как ìеханизìов ìотиваöии потре-
битеëя к у÷астиþ в реãуëировании, так и ìеханиз-

ìов управëения спросоì. Настоящая статüя фак-
ти÷ески äетаëизирует и аäаптирует эту ìоäеëü к
описаниþ повеäения активноãо потребитеëя в ин-
тересах реøения заäа÷и управëения спросоì.

1.2. Ìîäåëü ïîâåäåíèÿ àêòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ

Моäеëü активноãо потребитеëя, отражаþщая
еãо эконоìи÷еские интересы на вреìенноì про-
ìежутке, соответствуþщеì оперативной äеятеëü-
ности [10], äетаëизируется сëеäуþщиì образоì.

Разобüеì проìежуток вреìени, äëя котороãо
осуществëяется пëанирование, на T периоäов (äëя
опреäеëенности на 24 периоäа по оäноìу ÷асу).
Пустü потребитеëü обëаäает N еäиниöаìи энер-
ãопотребëяþщеãо оборуäования. Работа типи÷ной
еäиниöы оборуäования ìоäеëируется ãрафикоì
наãрузки, опреäеëяþщиì ìощностü, потребëяе-
ìуþ оборуäованиеì в кажäый из 24-х пëановых
периоäов.

Матриöа A
n
 всех возìожных ãрафиков наãрузки

äëя оборуäования n ∈ {1, ..., N} форìируется на
кажäый ÷ас посëеäуþщих суток. Матриöа соäер-
жит T стоëбöов и R

n
 строк (÷исëо возìожных ãра-

фиков наãрузки оборуäования n). Появëение ну-
ëей в строке озна÷ает, ÷то оборуäование äоëжно
бытü выкëþ÷ено в соответствуþщие ÷асы.

Приìер ìатриöы А
n
 äëя конäиöионера (n = 2)

привеäен в табëиöе: 
— возìожна как непрерывная работа в те÷ение

заäанноãо вреìени, так и прерывистая работа с за-
äанныì интерваëоì; 

— параìетры2 работы: поряäковый ноìер обо-
руäования n = 2, эëектропотребëение оборуäова-
ния (ноìинаëüная ìощностü) P

2
 = 1 кВт•÷.

Обозна÷иì ÷ерез (t) эëеìент ìатриöы A
n
, соот-

ветствуþщий строке (режиìу работы α ∈ {1, ..., R
n
})

и стоëбöу t ∈ {1, ..., T }. Тоãäа есëи äëя обору-

2 Зäесü и äаëее в ка÷естве приìера испоëüзуþтся äанные о
параìетрах работы оборуäования из работы [7]. 

Ïðèìåð ìàòðèöû ãðàôèêîâ íàãðóçêè êîíäèöèîíåðà

Возìожные 
ãрафики 
наãрузки 

α
2

= 1,..., R
2

Вреìя

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

...

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

...

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

α
2

i

α
2

R
2

an
α
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äования n потребитеëü выбраë ãрафик заãрузки
α

n
∈ {1, ..., R

n
}, то суììарное потребëение в ìоìент

вреìени t запиøется как a(t) = (t).

Не все ãрафики наãрузки оборуäования оäина-
ково преäпо÷титеëüны äëя поëüзоватеëя. Обозна-

÷иì ÷ерез  äенежный эквиваëент выãоäности äëя

поëüзоватеëя ãрафика потребëения α∈ {1, ..., R
n
}

объекта оборуäования n∈ {1, ..., N}. Есëи среäи ре-
жиìов работы оборуäования естü режиì, соответ-
ствуþщий еãо поëноìу откëþ÷ениþ, то ëоãи÷но
с÷итатü äëя неãо этот параìетр равныì нуëþ, и

тоãäа äëя äруãих режиìов  буäет озна÷атü äе-

нежнуþ суììу, которуþ потребитеëü ãотов запëа-
титü за возìожностü экспëуатироватü эëектрообо-
руäование n в режиìе α по сравнениþ с ситуаöией

неиспоëüзования объекта оборуäования3.
На практике оöенка äенежноãо эквиваëента

выãоäности преäставëяет собой сëожнуþ соöиаëü-
но-эконоìи÷ескуþ заäа÷у по выявëениþ преäпо÷-
тений потребитеëей. В эконоìи÷еской теории ее
эквиваëентоì сëужит коëи÷ественная оöенка по-
ëезности. Денежные оöенки выãоäности тоãо иëи
иноãо ãрафика потребëения носят искëþ÷итеëüно
инäивиäуаëüный, субъективный характер: äëя оä-
ноãо ÷еëовека, который не работает и сиäит äоìа,
безразëи÷но, в какое вреìя сìотретü теëевизор
(äенежный эквиваëент выãоäности буäет оäинаков
в те÷ение äня), äëя äруãоãо, который работает —
öенностü иìеет просìотр теëевизора за пару ÷асов
äо сна (äенежный эквиваëент выãоäности в те÷е-
ние äня буäет нуëевыì, и тоëüко за äва ÷аса äо сна
буäет поëожитеëüныì). Преäпоëаãается, ÷то тоëü-
ко конкретный потребитеëü ìожет äатü оöенку äе-
нежноãо эквиваëента выãоäности эëектропотреб-
ëения äëя конкретноãо типа эëектрооборуäова-
ния, и äëя опреäеëения выãоäности необхоäиìо

провести äовоëüно труäоеìкий опрос4. В раìках
боëее ãрубоãо, но боëее практи÷ноãо поäхоäа все
техни÷ески реаëизуеìые ãрафики наãрузки äеëят-
ся на äопустиìые äëя потребитеëя и неäопусти-
ìые. Неäопустиìые ãрафики искëþ÷аþтся из ìат-

риöы A, а всеì äопустиìыì ãрафикаì назна÷ается
оäинаковая поëезностü.

Преäпоëожиì äаëее, ÷то потребитеëü обëаäает
M исто÷никаìи собственной ãенераöии — соëне÷-
ной и/иëи ветряной установкой, äизеëüныì иëи
ãазовыì эëектри÷ескиì ãенератороì. С у÷етоì
возìожности разëи÷ных режиìов работы ãенера-
торов äëя кажäоãо ãенератора n ∈ {1, ..., M} ìожно
построитü зависиìостü себестоиìости ãенераöии
еäиниöы эëектроэнерãии c

n
(g

n
) от выäаваеìой в

кажäый ìоìент вреìени ìощности g
n
. То÷ка на

ãрафике соответствует ìиниìаëüной себестоиìос-
ти, с которой возìожна выäа÷а требуеìой ìощ-
ности на äанной энерãети÷еской установке. 

Приìеры соответствуþщих ãрафиков äëя соë-
не÷ной установки и äизеëü-ãенератора преäстав-
ëены на рис. 1. 

Есëи обозна÷итü ÷ерез g
n
(t) ìощностü ãенера-

öии установки n ∈ {1, ..., M}, то g(t) › g
n
(t) —

это поëный объеì ãенераöии в периоä вреìени,
который äеëится ìежäу внутренниì потребëениеì

g
I(t) и объеìоì эëектроэнерãии g

E(t), выäаваеìыì

в сетü, а C(t) › c
n
(g

n
(t)) — затраты на произ-

воäство активныì потребитеëеì объеìа эëектро-
энерãии g в периоä вреìени t. Дëя упрощения
рас÷етов в раìках настоящей статüи затраты на
пуск/остановку ãенерируþщих ìощностей с÷ита-
þтся нуëевыìи.

Обозна÷иì ÷ерез ξ
g
 параìетры тарификаöии

äëя переäаваеìой в сетü эëектроэнерãии, напри-
ìер, накопëенное потребëение при куìуëятивной
зависиìости öены от переäанноãо с на÷аëа от÷ет-
ноãо периоäа объеìа эëектроэнерãии, вкëþ÷ая
оãоворенные в контракте с энерãети÷еской коìпа-
нией оãрани÷ения на ãенераöиþ. Ниже состав и
функöии этих параìетров буäут уто÷нятüся. Ана-
ëоãи÷но обозна÷иì ÷ерез ξ

a
 анаëоãи÷ные параìет-

3
 В исхоäной ìоäеëи [10] анаëоãи÷ные функöии выпоëняëи

так называеìые «потери из-за откëонения потребëения от пот-
ребности». Зäесü терìиноëоãия нескоëüко изìенена äëя уäобс-
тва сравнения резуëüтатов с äруãиìи ìоäеëяìи. 

4 Интересной преäставëяется автоìатизаöия этоãо опроса
путеì изу÷ения повеäения потребитеëя в усëовиях инфорìа-
öионных сиãнаëов от «уìноãо с÷ет÷ика эëектроэнерãии» о äе-
нежноì эквиваëенте приниìаеìых реøений (есëи потребитеëü
вкëþ÷ает посуäоìое÷нуþ ìаøину, поëу÷ив инфорìаöиþ о
стоиìости эëектроэнерãии в äанный ìоìент вреìени, ëоãи÷но
с÷итатü, ÷то äëя неãо äенежный эквиваëент поëезности превы-
øает эти затраты). Посëе периоäа «настройки на потребитеëя»
необхоäиìостü в сиãнаëах пропаäает.

n 1=

N

∑ an

α
n

dn
α

dn
α

Рис. 1. Примеры графиков зависимости себестоимости от объема
выработки Р электроэнергии для дизель-генератора (а) и сол-
нечной панели (б)

n 1=

M

∑

n 1=

M

∑
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ры тарификаöии äëя потребëяеìой эëектроэнер-
ãии, вкëþ÷ая оãоворенные в контракте оãрани÷е-
ния на потребëение. Через η обозна÷иì внеøние
усëовия на ãоризонте пëанирования, такие как
среäнесуто÷ная теìпература иëи äëитеëüностü све-
товоãо äня. 

Обозна÷иì ÷ерез p
a
(t, a(t), ξ

a
, η) öену на пот-

ребëяеìуþ эëектроэнерãиþ в зависиìости от вре-
ìенноãо проìежутка, объеìа потребëения и про-

÷их параìетров, ÷ерез p
g
(t, gE, ξ

g
, η) — öену на пе-

реäаваеìуþ в сетü эëектроэнерãиþ в зависиìости
от вреìенноãо проìежутка, объеìа внеøней ãене-
раöии и про÷их параìетров. 

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений запиøеì öе-
ëевуþ функöиþ активноãо потребитеëя 

f =  – p
a
(•) (t) – gI(t)  +

+ p
g
(•)gE(t) – c

n
(g

n
(t))

как суììу «прибыëи» от потребëения (разниöы
выãоäы от потребëения и стоиìости отобранной
из сети эëектроэнерãии) и прибыëи от собствен-
ной ãенераöии (разниöы äохоäа от проäажи эëек-
троэнерãии в сетü и себестоиìости ãенераöии). 

Форìаëüно заäа÷а активноãо потребитеëя (за-
äа÷а оптиìизаöии потребëения и собственной ãе-
нераöии) состоит в тоì, ÷тобы ìаксиìизироватü
своþ öеëевуþ функöиþ f выбороì äëя кажäоãо
объекта эëектрооборуäования n = 1, ..., N ãрафика
потребëения α

n
 ∈ {1, ..., R

n
}, äëя кажäоãо из иìе-

þщихся ãенераторов n = 1, ..., M еãо ãрафика ãе-
нераöии (т. е. äëя кажäоãо из периоäов t = 1, ..., T
выбора неотриöатеëüноãо ÷исëа — ìощности ãе-
нераöии g

n
(t)), а также объеìа переäаваеìой в сетü

эëектроэнерãии gE(t) m g(t) = g
n
(t).

1.3. Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ 

В общеì сëу÷ае иссëеäование сфорìуëирован-
ной ìоäеëи своäится к реøениþ сëожной заäа÷и
сìеøанной оптиìизаöии. Основная öеëü настоя-
щей статüи состоит в выявëении практи÷ески важ-
ных сëу÷аев, коãäа эта заäа÷а, теì не ìенее, иìеет
простое, а за÷астуþ äаже анаëити÷еское, реøение.
Дëя этоãо ввеäеì сëеäуþщуþ кëассификаöиþ ÷ас-
тных заäа÷, основанияìи которой сëужит сëож-
ностü разëи÷ных коìпонентов общей заäа÷и. 

Основание классификации 1. Форìуëа рас÷ета
ãибкоãо тарифа p

a
(•). 

� Зонный тариф (Time-Of-Use Pricing), p
a
(t), при

котороì öена на потребëяеìуþ эëектроэнер-
ãиþ зависит тоëüко от вреìени суток, вкëþ÷ая

обы÷но от äвух äо ÷етырех öеновых периоäов
(рис. 2). 

� Зонный тариф с учетом ограничения на макси-
мальную потребляемую мощность, p

a
(t, a(t), ξ

a
),

преäпоëаãает зависиìостü öены не тоëüко от
вреìени, но и от потребëяеìой ìощности a(t),
а иìенно, 

p
a
(t, a(t), ξ

a
) = .

Такая зависиìостü öены от ìощности факти-
÷ески запрещает потребитеëþ превыøатü норìу ξ

a

объеìа потребëяеìой оäноìоìентно эëектроэнер-
ãии. На практике такой тариф реаëизуется ÷ерез
коìбинаöиþ зонноãо тарифа и автоìати÷ескоãо
выкëþ÷атеëя по току.
� Тариф с нормами потребления (социальная норма

потребления) преäпоëаãает зависиìостü öены от
суììарноãо потребëения за периоä. 
Так, в äокуìенте [11] утвержäен коìпëекс ìер,

направëенных на перехоä к установëениþ соöи-
аëüной норìы потребëения коììунаëüных усëуã в
РФ, т. е. в раìках которой потребëяеìая эëектро-

n 1=

N

∑ dn

α
n

t 1=

T

∑
n 1=

N

∑ an

α
n

t 1=

T

∑
n 1=

M

∑

n 1=

M

∑

Рис. 2. Пример зонных тарифов (time-of-use tariff)

Рис. 3. Модификации графика цены p в зависимости от условий
ценообразования в рамках программ управления спросом: а — на-
ëи÷ие скиäок при увеëи÷ении объеìа потребëения Q; б — ус-
тановëение öены äëя кажäоãо äиапазона потребëения

pa t( ) a t( ) ξa,≤,

+∞ a t( ) ξa.>,⎩
⎨
⎧
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энерãия буäет опëа÷иватüся по реãуëируеìыì та-
рифаì (сей÷ас рассìатриваþтся разëи÷ные вари-
анты норì потребëения от 50 äо 100 кВт•÷), а
сверх нее — по рыно÷ной öене. 

� Более сложные формулы расчета цены. В раìках
проãраìì управëения спросоì ìоãут испоëüзо-
ватüся боëее сëожные форìуëы рас÷ета öены.
Наибоëее распространенные приìеры (рис. 3) —
установëение скиäок при увеëи÷ении объеìа
потребëения эëектроэнерãии и установëение
öены äëя кажäоãо äиапазона потребëения, коã-
äа заäаþтся öены äëя опреäеëенных äиапазо-
нов эëектропотребëения, при этоì при перехо-
äе на новый äиапазон потребëения öена увеëи-
÷ивается. 

Основание классификации 2. Собственная ãе-
нераöия. 

� Отсутствуþт возìожности испоëüзования рас-
преäеëенной ãенераöии. 

� Возìожна проäажа в сетü эëектроэнерãии, вы-
рабатываеìой ãенераöией потребитеëя, по ры-
но÷ной öене (p

g
(•) ≡ p

a
(•)). 

� Существует возìожностü испоëüзования рас-
преäеëенной ãенераöии тоëüко äëя собственно-
ãо потребëения (без выäа÷и в сетü). 

� Возìожна проäажа эëектроэнерãии, вырабаты-
ваеìой распреäеëенной ãенераöией потребите-

ëя, в сетü по öене, отëи÷ной от рыно÷ной5. 

Даëее буäет изу÷ена ìоäеëü, коãäа тариф зависит
от вреìени суток (Time-Of-Use Pricing) без оãрани-
÷ения на потребëяеìуþ ìощностü, а распреäеëен-
ная ãенераöия äопускает проäажу произвеäенной
эëектроэнерãии по рыно÷ной öене. Оказывается,
÷то в этоì сëу÷ае заäа÷и оптиìизаöии ãрафиков
потребëения и собственной ãенераöии разäеëяþт-
ся, и их ìожно реøатü независиìо äруã от äруãа.
Также понятно, ÷то ситуаöия, коãäа отсутствует
распреäеëенная ãенераöия — ÷астный сëу÷ай ре-
øаеìой заäа÷и. 

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È 

3.1. Îïòèìèçàöèÿ ñîáñòâåííîé ãåíåðàöèè

Преäпоëожиì, ÷то тариф на эëектроэнерãиþ
зависит тоëüко от вреìени суток и энерãети÷ес-
кая коìпания приобретает эëектроэнерãиþ у пот-

ребитеëя по той же öене, ÷то и проäает, т. е.
p

a
(t) = p

g
(t) = p(t). 

В этоì сëу÷ае öеëевуþ функöиþ потребитеëя
ìожно записатü как 

f =  + [p(t)gE(t) – p(t)(a(t) – gI(t)) –

– C(t)] =  + [p(t)g(t) – a(t)) – C(t)].

Из форìуëы виäно, ÷то с эконоìи÷еской то÷ки
зрения потребитеëþ неважно, пускатü ëи произве-
äеннуþ эëектроэнерãиþ в первуþ о÷ереäü на соб-
ственные нужäы иëи поставëятü ее öеëикоì в сетü.

Такиì образоì, ìожно с÷итатü, ÷то gE(t) = g(t),

g
I(t) = 0.

Тоãäа 

f = [ /T – p(t) (t)] +

+ [p
g
(t)g

n
(t) – c

n
(g

n
(t))].

В заäа÷е отсутствуþт оãрани÷ения, связываþ-
щие выбор переìенных α

n
 и g

n
(t), поэтоìу отäе-

ëüно ìожно провоäитü ìаксиìизаöиþ и ÷асти öе-
ëевой функöии, связанной с потребëениеì,

f
a
 = [ /T – p(t) (t)], (1)

и ÷асти, связанной с собственной ãенераöией

f
g
 = [p

g
(t)g

n
(t) – c

n
(g

n
(t))].

Это, ìежäу про÷иì, озна÷ает, ÷то наëи÷ие соб-
ственной ãенераöии при возìожности поставки ее
в сетü по öене закупки не вëияет на стреìëение
потребитеëя ìаксиìаëüно снижатü собственное
энерãопотребëение в периоäы высокой öены (÷то
обы÷но преäпоëаãается проãраììаìи тарифноãо
управëения спросоì) — расхоäы на эëектроэнер-
ãиþ заìещаþтся упущенной прибыëüþ от неäо-
поставки эëектроэнерãии в сетü. 

Есëи, как преäпоëаãаëосü ранее, потребитеëü
ìожет независиìо управëятü ìощностüþ исто÷ни-
ков собственной ãенераöии, то заäа÷а ìаксиìиза-
öии функöии f

g
 также распаäается на M независи-

ìых заäа÷ выбора ìощности ãенераöии äëя каж-
äой из M иìеþщихся энерãети÷еских установок.

Мощностü g
n
(t) собственной ãенераöии уста-

новки, n ∈ {1, ..., M}, в ìоìент вреìени t выби-
рается, исхоäя из öены на эëектроэнерãиþ в этот
периоä.

5 За рубежоì важная тенäенöия состоит в увеëи÷ении äоëи
произвоäства эëектроэнерãии посреäствоì ВИЭ, в связи с ÷еì
разработана систеìа поääержки такоãо произвоäства с поìо-
щüþ спеöиаëüных закупо÷ных тарифов (feed-in tariffs): установ-
ëение спеöиаëüных закупо÷ных тарифов на энерãиþ, выраба-
тываеìуþ ВИЭ, иëи наäбавок к рыно÷ной öене на эëектро-
энерãиþ в зависиìости от объеìов проäанной эëектроэнерãии
и типа ВИЭ. В России законоäатеëüствоì преäусìотрены обе
форìы поääержки ВИЭ [12—14]. 
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Так, есëи ìаржинаëüная себестоиìостü ãенера-

öии (g
n
) возрастает (÷то соответствует возраста-

ниþ расхоäов на ìасøтаб), то оптиìаëüная ìощ-

ностü опреäеëяется из уравнения (g
n
(t)) = p(t),

т. е. g
n
(t) = [ ]–1(p(t)). На рис. 4 преäставëен типи÷-

ный ãрафик ìаржинаëüной себестоиìости эëектро-
энерãии собственной ãенераöии, который иìеет
ступен÷атый виä, при этоì кажäая новая ступенü
озна÷ает вкëþ÷ение ìенее эконоìноãо режиìа ãе-
нераöии. На у÷астке I, ãäе ìаржинаëüная себесто-
иìостü произвоäства эëектроэнерãии собственной
ãенераöии потребитеëя ниже рыно÷ной öены p(t),
потребитеëþ выãоäно заãружатü собственнуþ ãе-

нераöиþ (в объеìе, ), как äëя покрытия собс-

твенной наãрузки, так и äëя проäажи эëектроэнер-
ãии в сетü. Маржинаëüная себестоиìостü ãенера-
öии на у÷астке II выøе рыно÷ной öены p(t), и,
сëеäоватеëüно, потребитеëþ эконоìи÷ески неöе-
ëесообразно заãружатü соответствуþщие ãенери-
руþщие ìощности при заäанной рыно÷ной öене. 

Есëи же себестоиìостü с ростоì ìощности из-
ìеняется боëее сëожныì образоì, иìеется эффект
эконоìии на ìасøтаб, ска÷кообразное изìенение
себестоиìости и т.п., заäа÷а своäится к заäа÷е оä-
ноìерной неëинейной оптиìизаöии, оставаясü при
этоì заäа÷ей, типи÷ной äëя эконоìики произ-
воäства [15]. 

3.2. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ïðîôèëÿ íàãðóçêè 
ïîòðåáèòåëÿ 

Есëи, как преäпоëаãается, поëüзоватеëü неза-
висиìо ìожет управëятü ãрафикаìи потребëе-
ния разëи÷ных приборов, то, как виäно из фор-
ìуëы (1), заäа÷а ìаксиìизаöии öеëевой функöии

f
a
 =  распаäается на N заäа÷

выбора оптиìаëüноãо варианта заãрузки оборуäо-
вания (строки ìатриöы A

n
) äëя кажäоãо прибора

n = 1, ..., N.

Дëя этоãо:
1) кажäая строка ìатриöы A

n
 уìножается на

вектор [p(1), ..., p(T )] — ãрафик изìенения öены в
те÷ение всеãо пëанируеìоãо проìежутка вреìени; 

2) все эëеìенты кажäой строки по-отäеëüности

суììируþтся, äавая стоëбеö [ , ..., ] расхоäов

на эëектроэнерãиþ äëя кажäоãо варианта заãрузки
оборуäования; 

3) из стоëбöа [ , ..., ] выãоäности вариан-

тов поэëеìентно вы÷итается стоëбеö [ , ..., ]

расхоäов на эëектроэнерãиþ, поëу÷ается стоëбеö

[ , ..., ] оöенок вариантов; 

4) выбирается вариант, иìеþщий ìаксиìаëü-

нуþ оöенку , ..., .

По итоãаì рас÷етов форìируется по÷асовой
ãрафик работы оборуäования потребитеëя и заãруз-
ки собственной ãенераöии. 

Такиì образоì, заäа÷а реøается в сëу÷ае, коãäа
öена зависит тоëüко от вреìенноãо периоäа (от
вреìени суток), отсутствуþт оãрани÷ения по ìощ-
ности, проäажа эëектроэнерãии собственной ãене-
раöии возìожна по рыно÷ной öене. Понятно, ÷то
описанный аëãоритì реøает заäа÷у и в сëу÷ае от-
сутствия у потребитеëя возìожностей распреäе-
ëенной ãенераöии. 

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 

Дëя апробаöии преäëоженной ìоäеëи без у÷ета
оптиìизаöии работы собственной ãенераöии быëи
испоëüзованы усëовные äанные и ÷асти÷но äан-
ные работы [5]. 

Рассìатриваëасü работа сëеäуþщих устройств: 
— конäиöионер: поряäковый ноìер оборуäова-

ния n = 1, эëектропотребëение (ноìинаëüная ìощ-
ностü) P

1 
= 1 кВт; 

— эëектроìобиëü: поряäковый ноìер оборуäо-
вания n = 2, эëектропотребëение (ноìинаëüная
ìощностü при заряäке) неравноìерно (на базе ус-
реäненных äанных [5]) P

2 
= 0,79...3,56 кВт, про-

äоëжитеëüностü заряäки 19 ÷; 
— стираëüная ìаøина: поряäковый ноìер обо-

руäования n = 3, эëектропотребëение (ноìинаëü-
ная ìощностü) P

3 
= 0,95 кВт; 

— теëевизор: поряäковый ноìер оборуäования
n = 4, эëектропотребëение (ноìинаëüная ìощ-
ностü) P

4 
= 0,3 кВт. 

Приниìаëасü öена на эëектроэнерãиþ äëя роз-
ни÷ных потребитеëей ОАО «Мосэнерãосбыт», ут-
вержäенная на I поëуãоäие 2013 ã. (ìноãотариф-
ный у÷ет с приìенениеì тарифа, äифференöиро-

cn'

cn'

cn'

Рис. 4. Выбор режима работы генератора
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ванноãо по зонаì суток)6. Денежный эквиваëент
выãоäности ãрафика потребëения d

n
 принят на ос-

нове усëовных äанных.
Исхоäные äанные äëя рас÷етов и итоãовый рас÷ет

оптиìаëüных ãрафиков наãрузки äоступны в Интер-
нете (http://www.mtas.ru/upload/library/VGS2013.xls).
В ÷астности, оптиìаëüный вариант äëя потреби-
теëя ãрафика работы выãëяäит так: 

— конäиöионер: вариант 3 (работа с 11.00 по
12.00, с 15.00 по 16.00 и с 19.00 по 20.00); 

— эëектроìобиëü: вариант 4 (заряäка с 16.00 по
10.00);

— стираëüная ìаøина: вариант 3 (работа с 3.00
äо 5.00);

— теëевизор: вариант 5 (работа с 11.00 äо 15.00).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная ìоäеëü активноãо потребитеëя
ìожет испоëüзоватüся äëя автоìатизаöии управëе-
ния наãрузкой потребитеëя (äëя катеãории «актив-
но-пассивных» потребитеëей, которые управëяþт
своей наãрузкой с поìощüþ автоìати÷ески на-
строенных проãраìì). Кроìе тоãо, разработанная
ìоäеëü позвоëяет оöенитü эконоìи÷еский эффект
äëя потребитеëя от у÷астия в управëении спросоì.
Показано, ÷то, по крайней ìере, äëя äоìохозяйств
ìожет бытü преäëожена реаëисти÷ная ìоäеëü оп-
тиìаëüноãо повеäения активноãо потребитеëя,
аäекватно описываþщая основные ìотивы при-
нятия реøений по энерãопотребëениþ и собст-
венной ãенераöии. Также показано, ÷то во ìноãих
важных с практи÷еской то÷ки зрения ситуаöиях
(зонные тарифы в усëовиях некрити÷ности оãрани-
÷ений по еäиновреìенно потребëяеìой ìощно-
сти, равенство öены потребëяеìой и переäаваеìой
в сетü энерãии) оптиìизаöионная заäа÷а потреби-
теëя äопускает ÷резвы÷айно простое реøение, су-
щественно боëее эффективное в сìысëе вы÷исëе-
ний, ÷еì общие ìетоäы, преäëаãаеìые в ëитературе.

Этот аëãоритì повеäения отäеëüноãо потреби-
теëя, как раз в сиëу еãо простоты, ìожет братüся
за основу при ìуëüтиаãентноì ìоäеëировании от-
кëика потребитеëей на тарифные ìеханизìы уп-
равëения спросоì. В проöессе ìоäеëирования
попуëяöия аãентов, соответствуþщих отäеëüныì
потребитеëяì, с описанныì в статüе аëãоритìоì
принятия реøений, но с разëи÷ныìи параìетраìи
(профиëяìи преäпо÷тений, набороì эëектропри-
боров и режиìов их работы, ìощностей ëокаëü-
ной ãенераöии) поãружается в усëовия общей та-
рифной поëитики. В резуëüтате ìоäеëирования
выявëяется изìенение ãрафика совокупноãо пот-
ребëения при фиксированноì ìенþ тарифов. Этот
«отклик спроса»(demandresponse) испоëüзуется за-

теì äëя поиска оптиìаëüной тарифной поëитики
с поìощüþ, наприìер, аëãоритìов ëокаëüноãо по-
иска. В öеëоì такое ìоäеëирование позвоëяет сäе-
ëатü наäежные преäсказания об эффективности
пëанируеìых ìер тарифноãо реãуëирования. 
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
ÄËß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎ ÐÀÁÎÒÀÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÌÀØÈÍ 

È ÏÎÒÎ×ÍÛÕ ËÈÍÈÉ

Þ.À. Çàê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатриваеìая заäа÷а построения расписа-
ний äëя параëëеëüно работаþщих систеì ìаøин
и автоìати÷еских (пото÷ных) ëиний в некоторой
степени обобщает кëасси÷еские заäа÷и теории
расписаний выпоëнения работ на параëëеëüных
ìаøинах и Flow-Shop-Problem (сì., наприìер, ра-
боты [1—4]). В отëи÷ие от рассìатриваеìых в
ëитературе обобщений в виäе Hybrid Flow-Shop
Sсheduling Problem (сì., наприìер, работы [5—7]),
ãäе кажäая j-я операöия ëþбоãо заäания ìожет вы-
поëнятüся на ëþбой из параëëеëüно стоящих на
j-й стаäии обработки M ìаøинах (т. е. все посëе-
äоватеëüные стаäии обработки всех операöий оä-
ноãо заäания не объеäинены в оäну техноëоãи÷ес-
куþ ëиниþ), в рассìатриваеìой постановке каж-
äое из N заäаний äоëжно выпоëнятüся тоëüко на
оäной техноëоãи÷еской ëинии, состоящей из K
посëеäоватеëüно работаþщих ìаøин. В пубëика-
öиях [5—7]) быëи преäëожены тоëüко прибëижен-
ные и эвристи÷еские ìетоäы реøения этих заäа÷
без у÷ета всеãо коìпëекса оãрани÷ений на сроки
выпоëнения заäаний и вреìена работы ìаøин.
В настоящей работе преäëожены то÷ные ìетоäы
реøения сфорìуëированной ниже важной äëя
практи÷еских приëожений пробëеìы.

На M параëëеëüно работаþщих систеìах ìа-
øин (у÷астках, автоìати÷еских ëиниях), кажäая из
которых вкëþ÷ает в себя K посëеäоватеëüно ра-
ботаþщих ìаøин, необхоäиìо выпоëнитü N заäа-
ний. Кажäое заäание состоит из оäноãо и тоãо же
÷исëа работ (операöий), равноì K, и ìожет выпоë-
нятüся тоëüко на оäной техноëоãи÷еской ëинии.

Операöии всех заäаний выпоëняþтся в оäной и
той же и оäинаковой äëя всех заäаний посëеäова-
теëüности. Выпоëнение кажäой операöии ìожет
бытü назна÷ено тоëüко на соответствуþщей ìаøи-
не; т. е. первая операöия выпоëняется на ìаøине 1,
вторая — на ìаøине 2 и т. ä., и K-я операöия — на

ìаøине K. Заäаны  — вреìена выпоëнения k-й

операöии i-ãо заäания на l-й техноëоãи÷еской ëи-
нии. Есëи в i-ì заäании k-я операöия отсутствует,

то поëаãаеì зна÷ение  = 0. Сëеäоватеëüно, все

переìещения, связанные с окон÷аниеì выпоëне-
ния заäания на оäной ìаøине и на÷аëоì выпоë-
нения еãо на äруãой, äоëжны сëеäоватü в оäноì
направëении. Рассìатриваеìая совокупностü пос-
ëеäоватеëüно работаþщих ìаøин кажäой техноëо-
ãи÷еской ëинии преäставëяет собой систему кон-
вейерного типа.

Необхоäиìо опреäеëитü непересекаþщиеся
поäìножества заäаний, выпоëняеìых на кажäой
техноëоãи÷еской ëинии, а также оптиìаëüные пос-
ëеäоватеëüности выпоëнения заäаний кажäоãо из
сфорìированных поäìножеств, уäовëетворяþщие
заäанной систеìе оãрани÷ений на сроки выпоëне-
ния заäаний и вреìена работы ìаøин и äоставëя-
þщие экстреìаëüное зна÷ение некотороìу крите-
риþ оптиìаëüности.

Рассìатриваеìая äаëее обобщенная постановка
заäа÷и Flow-Shop-Problem äëя параëëеëüно рабо-
таþщих систеì ìаøин (техноëоãи÷еских ëиний)
ìожет бытü сфорìуëирована в усëовиях сëеäуþ-
щих преäпосыëок.
� Систеìа состоит из l = 1, ..., M параëëеëüно

функöионируþщих техноëоãи÷еских ëиний,

В развитие Flow-Shop-Problem рассìотрены постановки и ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и

построения расписаний äëя параëëеëüно работаþщих систеì ìаøин в усëовиях заäан-

ной систеìы оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäаний. Иссëеäованы свойства äопус-

тиìых и оптиìаëüных расписаний и преäëожены ìетоäы реøения заäа÷и с поìощüþ

посëеäоватеëüных аëãоритìов оптиìизаöии. Привеäены ÷исëовые приìеры.

Ключевые слова: систеìа ìаøин, параëëеëüная работа, Flow-Shop-Problem, оãрани÷ения, сроки вы-
поëнения, äопустиìые и оптиìаëüные расписания, оптиìизаöия, посëеäоватеëüные аëãоритìы.
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кажäая из которых вкëþ÷ает в себя k = 1, ..., K
посëеäоватеëüно работаþщих ìаøин (рабо÷их
станöий). Кажäая ìаøина во всех техноëоãи-
÷еских ëиниях в ëþбой ìоìент вреìени ìожет
выпоëнятü не боëее оäной операöии, ноìер ко-
торой равен ноìеру этой ìаøины, и ìожет на-
÷атü выпоëнение операöии с теì же ноìероì
äруãоãо заäания тоëüко посëе заверøения вы-
поëнения операöии заäания, стоящеãо в посëе-
äоватеëüности выпоëнения на äанной техноëо-
ãи÷еской ëинии непосреäственно переä ниì.
Вреìенаìи перенаëаäок, необхоäиìыìи при
перехоäе ìаøин от выпоëнения операöии пре-
äыäущеãо заäания к посëеäуþщеìу, ìожно
пренебре÷ü.

� Необхоäиìо выпоëнитü N заäаний. Выпоëне-
ние кажäоãо из заäаний ìожет бытü назна÷ено
тоëüко на оäну из техноëоãи÷еских ëиний.

� Кажäое заäание состоит из некоторой посëеäо-
ватеëüности работ (операöий) k = 1, ..., K, ко-
торые äоëжны выпоëнятüся в строãо установ-
ëенной и оäинаковой äëя всех заäаний посëе-
äоватеëüности äруã за äруãоì. При этоì опера-
öия с инäексоì k ìожет выпоëнятüся тоëüко на
опреäеëенной техноëоãи÷ескиì реãëаìентоì
ìаøине с соответствуþщиì инäексоì k.

� Дëитеëüности выпоëнения кажäой из этих опе-

раöий  ( ) известны и ìоãут бытü разëи÷ны

äëя соответствуþщих ìаøин разëи÷ных техно-
ëоãи÷еских ëиний, они зависят от посëеäова-
теëüности выпоëнения остаëüных заäаний на
этой иëи äруãих ìаøинах. Никакая из этих опе-
раöий не äопускает прерываний в проöессе ее
выпоëнения.

� Дëя кажäоãо заäания и äëя кажäой ìаøины
всех рабо÷их станöий ìоãут бытü заäаны оãра-
ни÷ения на на÷аëüные и коне÷ные сроки еãо
выпоëнения и вреìени работы, которые не ìо-
ãут бытü наруøены. Есëи такие оãрани÷ения
отсутствуþт, то äëя на÷аëüных сроков эти ãра-
ни÷ные зна÷ения устанавëиваþтся равныìи ну-
ëþ, а äëя коне÷ных — ∞.

� Все ãрани÷ные зна÷ения и вреìена выпоëнения
операöий преäпоëаãаþтся öеëо÷исëенныìи ве-
ëи÷инаìи.

Необхоäиìо найти поäìножества заäаний, вы-
поëняеìых на кажäой техноëоãи÷еской ëинии, а
также посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний
кажäоãо из этих поäìножеств, в усëовиях оãрани-
÷ений, ÷то сроки на÷аëа и окон÷ания работы ìа-
øин, на÷аëа и заверøения выпоëнения отäеëüных
заäаний уäовëетворяþт всей сфорìуëированной
систеìе оãрани÷ений. В ка÷естве критериев оп-
тиìаëüности ìоãут бытü выбраны разëи÷ные по-
казатеëи эффективности построенноãо расписа-
ния. Как ÷астный сëу÷ай сфорìуëированной заäа÷и

ìоãут рассìатриватüся заäа÷и, в которых оãрани-
÷ения на äопустиìые сроки выпоëнения заäаний
и работы ìаøин отсутствуþт.

В то вреìя как äëя Flow-Shop-Problem и за-
äа÷и построения расписаний выпоëнения работ
на параëëеëüных ìаøинах разработаны аëãорит-
ìы поëу÷ения то÷ных и прибëиженных реøений
(сì., наприìер, работы [2—4, 8, 9]), иссëеäованиþ
свойств этой важной äëя практи÷еских приëоже-
ний заäа÷и не уäеëяëосü äостато÷ноãо вниìания в
ëитературе. Автору не известны пубëикаöии, в ко-
торых быëи бы преäëожены эффективные ìетоäы
реøения сфорìуëированной заäа÷и äëя разëи÷-
ноãо виäа критериев оптиìаëüности и в усëовиях
заäанной систеìы оãрани÷ений. В äанной работе
рассìатривается ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и
построения расписаний на параëëеëüно работаþ-
щих систеìах ìаøин, иссëеäуþтся свойства äопус-
тиìых и оптиìаëüных расписаний и преäëаãаþтся
то÷ные и прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷и
посëеäоватеëüныìи аëãоритìаìи оптиìизаöии и
эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи. Аëãоритìы реøе-
ния иëëþстрируþтся ÷исëовыì приìероì.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Так как ноìер операöии оäнозна÷но опреäеëя-
ет и ноìер ìаøины, на которой она выпоëняется,
то ìножество инäексов (i, k, l) оäнозна÷но иäен-
тифиöируþт кажäуþ операöиþ ëþбоãо заäания.

Ввеäеì обозна÷ения:

П = {1, ..., k, ..., K} — посëеäоватеëüностü вы-
поëнения операöий, оäинаковая äëя кажäоãо за-
äания;

t(i, k, l) — вреìя выпоëнения k-й операöии i-ãо
заäания на k-й ìаøине l-й техноëоãи÷еской ëи-
нии;

b
i
, B

i
 — соответственно ãрани÷ные сроки на на-

÷аëо и заверøение выпоëнения i-ãо заäания;

h
lk, H lk — соответственно ãрани÷ные на÷аëüные

и коне÷ные вреìена возìожности испоëüзования
k-й рабо÷ей станöии l-й техноëоãи÷еской ëинии.

Есëи веëи÷ины b
i
 иëи hlk не заäаны, то они по-

ëаãаþтся равныìи нуëþ. В сëу÷ае отсутствия ãра-

ни÷ных зна÷ений B
i
 иëи H lk они поëаãаþтся рав-

ныìи ∞.

Обозна÷иì:

 = { , ..., , ..., } и N l — соответственно

поäìножество и ÷исëо заäаний, выпоëняеìых на

l-й техноëоãи÷еской ëинии,  �  = ∅, l, λ =

= 1, ..., M, l ≠ λ;  =  = {1, ..., N}; N
l = N;

tij
l

tik
l

I˜
l

i1
l

ip
l

iN
l

I˜
l

I˜
λ

l 1=

M

� I˜
l

I˜

l 1=

M

∑
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x(i, k, l) — вреìя на÷аëа выпоëнения операöии
(i, k, l);

θ(i, k, l) — äопустиìый наибоëее ранний срок
на÷аëа выпоëнения операöии (i, k, l);

σ(i, k, l) = x(i, k, l) + t(i, k, l) – 1 — вреìя за-
верøения выпоëнения операöии (i, k, l);

T
i
 = σ(i, K, l) — вреìя заверøения выпоëнения

всех операöий i-ãо заäания на l-й пото÷ной ëинии;

T = T
i
 = σ(i, K, l) — вреìя окон÷ания

выпоëнения всеãо ìножества заäаний.

Оãрани÷ения на на÷аëо выпоëнения кажäой
операöии первоãо из выпоëняеìых заäаний на каж-
äой из техноëоãи÷еских ëиний иìеþт виä:

x( , 1, l) l θ( , 1, l) = max(b
i
, hl1),  l = 1, ..., M;

x( , k, l) l θ( , 1, l) = max(σ( , k –1, l) + 1, hlk),

k = k + 1, ..., K,  l = 1, ..., M. (1)

Допустиìый наибоëее ранний срок на÷аëа вы-
поëнения операöий (i, k, l) опреäеëяется выраже-
ниеì

x(i, 1, l) l θ(i, 1, l) = σ(i – 1, 1, l) + 1,

x(i, k, l) l θ(i, k, l) =
= max{σ(i – 1, k, l), σ(i, k – 1, l)} + 1,

(i – 1) = ,  i = , ..., ,  k = k + 1, ..., K,

l = 1, ..., M, (2)

ãäе

σ(  – 1, k, l) = 0,  i = , , ..., . (3)

Оãрани÷ения на вреìена заверøения выпоëне-
ния заäаний ìоãут бытü преäставëены в виäе

T
i
 = σ(i, K, l) m min(B

i
; H lK),

i = 1, ..., N, l = 1, ..., M. (4)

В ка÷естве критериев оптиìаëüности ìоãут рас-
сìатриватüся сëеäуþщие показатеëи:

— выпоëнение расписания в крат÷айøие сроки

F
1
 = min σ(i, K, l), (5)

— ìиниìаëüное среäневзвеøенное вреìя, за-
тра÷енное на выпоëнение всех заäаний

F
2
 = w

i
σ(i, K, l); (6)

— ìиниìаëüное суììарное иëи среäневзве-
øенное вреìя техноëоãи÷еских ëиний

F
3
 = β

l
σ( , K, l); (7)

— ìиниìаëüное суììарное иëи среäневзве-
øенное вреìя работы ìаøин всех техноëоãи÷ес-
ких ëиний

F
4
 = η

lk
σ( , k, l).

В выражениях (6) и (7) w
i
 l 0, i = 1, ..., N, и

β
l
l 0, l = 1, ..., M, η

lk
 l 0 — некоторые весовые ко-

эффиöиенты, уäовëетворяþщие усëовияì норìи-
ровки

w
i
 = 1,  β

l
 = 1,  η

lk
 = 1.

2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ 
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

Обозна÷иì: (i, k) = (i, k, l) = t(i, k, l);

 = h
lk;  = H

lk; k = 1, ..., K.

Пустü известны поäìножества выпоëняеìых

заäаний на кажäой пото÷ной ëинии , l = 1, ..., M.
Вы÷исëиì зна÷ения ранних сроков заверøения

выпоëнения работ на k-й ìаøине ( ), на посëеä-
них (K – k) ìаøинах (k = 1, 2, ..., γ, ..., K – 1) каж-

äой техноëоãи÷еской ëинии , а также оöенку
нижней ãраниöы вреìени выпоëнения всех заäа-

ний на k-й ìаøине на всех ëиниях — 

 = θ(i, 1, l) + t(i, γ, l) ,

l = 1, ..., M,  k = 1, ..., K; (8)

 = t(i, γ, l),  l = 1, ..., M,  k = 1, ..., K;

 = E ,  k = 1, ..., K. (9)

Зäесü и в äаëüнейøеì E[a] — наибоëüøее öеëое
зна÷ение веëи÷ины в кваäратных скобках, т. е.

E[a] = 

ãäе |a| — öеëая ÷астü ÷исëа a.
Утверждение 1. Время завершения выполнения

всех заданий на параллельно работающих системах
машин (значение критерия оптимальности F

1
) не

может быть меньше величины

F
1
 l ξ

0
(F

1
) = (  +  – 2t(i, k, l)). ♦

max
1 l M≤ ≤

max
i Ĩl∈

i1
l

i1
l

i1
l

i1
l

i1
l

i1
l

i2
l

iN
l

i1
l

i1
l

i2
l

iN
l

max
1 l M≤ ≤

max
i Ĩl∈

i 1=

N

∑

l 1=

M

∑ i
N
l

l 1=

M

∑
k 1=

K

∑ i
N

l

i 1=

N

∑
l 1=

M

∑
l 1=

M

∑
k 1=

K

∑

t t min
1 l M≤ ≤

h
k

min
1 l M≤ ≤

H
ˆ k

max
1 l M≤ ≤

I˜
l

g
lk

G
lk

R
k

g
lk min

i Ĩl∈
γ 1=

k

∑

G
lk

min
i Ĩl∈

γ k=

k

∑

R
k 1

N
---- h

k
t i k,( )

i 1=

N

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

a есëи a, a,=

a 1+ есëи a a a 1,+≤<,⎩
⎨
⎧

max
1 l M≤ ≤

max
1 k K≤ ≤

g
lk

G
lk
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Опреäеëиì вреìена на÷аëа  и заверøения

 выпоëнения всех работ на кажäой из ìаøин
всех пото÷ных ëиний k = 1, ..., K, l = 1, ..., L:

 = max[hl1, b
i
],

 = max[hl1, b
i
] + t(i, 1, l),

l = 1, ..., L; (10)

 = max{hlk; [θ(i, (k – 1), l) + t(i, (k – 1), l)]},

k = 2, ..., K,  l = 1, ..., L; (11)

 =  + t(i, k, l),

k = 2, ..., K,  l = 1, ..., L, (12)

ãäе зна÷ения θ(i, (k – 1), l) вы÷исëяþтся по фор-
ìуëаì (1) и (2).

Утверждение 2. Время завершения выполнения
всех заданий не может быть меньше величины

F
1
 l ξ

1
(F

1
) =

=  +  – 2 t(i, l, k) . ♦

В сëу÷ае отсутствия оãрани÷ений на вреìена
работы ìаøин и сроки на÷аëа и заверøения вы-

поëнения заäаний (hkl = b
i
 = 0, H

kl = B
i
 = ∞;

k = 1, ..., K, l = 1, ..., L, i = 1, ..., N) выражения
(8)—(10) упрощаþтся:

 = t(i, γ, l),  = E ,

 = t(i, 1, l),  k = 1, ..., K,  l = 1, ..., L,

и оöенки зна÷ения критерия оптиìаëüности ξ
0
(F

1
)

и ξ
1
(F

1
) вы÷исëяþтся по боëее простыì форìуëаì.

Обозна÷иì:  и ,  и  — соответс-
твенно поäìножества и поäпосëеäоватеëüности
выпоëнения заäаний на l-й пото÷ной ëинии в ω-ì
поäìножестве анаëизируеìых вариантов, развитие
которых в äаëüнейøеì соответственно öеëесооб-
разно, и посëе тоãо, как построены все äопустиìые

посëеäоватеëüности äëя äанной ëинии; σ
k
( ),

k = 1, ..., K, — вреìена заверøения выпоëнения
всех заäаний на k-й ìаøине äëя посëеäоватеëü-

ности ; f
p
( ) — зна÷ение соответствуþщеãо

критерия оптиìаëüности äëя посëеäоватеëüности

. В ÷астноì сëу÷ае f
1
( ) = σ

K
( ).

Утверждение 3. Если для двух вариантов ω и π в
процессе построения последовательностей выполне-
ния заданий на некоторой l-й поточной линии спра-
ведливы соотношения

 ⊆ ,  σ
k
( ) m σ

k
( ),  k = 1, ..., K;

f
p
( ) m f

p
( ),  p = 1, ..., P, (13)

и хотя бы одно из неравенств выполняется как стро-

гое неравенство, то последовательность  пред-

почтительнее последовательности , и пос-

ледняя может быть исключена из рассмотрения как
неперспективная. ♦

Следствие. Есëи справеäëивы соотноøения

 ⊆ ,  σ
K
( ) m σ

K
( ),  f

p
( ) m f

p
( ),

p = 1, ..., P, (14)

то посëеäоватеëüностü  преäпо÷титеëüнее пос-

ëеäоватеëüности , и посëеäняя ìожет бытü ис-
кëþ÷ена из рассìотрения как неперспективная. ♦

Правиëо отсева (14) ìожет приìенятüся,
 
коãäа

построены все äопустиìые посëеäоватеëüности

, а правиëо (13) — в проöессе их построения.

Обозна÷иì Ωw(λ) — w-й рассìатриваеìый ва-

риант объеäинения λ-посëеäоватеëüностей 

поäìножества заäаний , l = 1, 2, ..., λ, выпоë-
няеìых на первых λ-пото÷ных ëиниях, λ = 2, ..., L;

[Ωw(λ)] — поäìножество заäаний, вхоäящих в

Ωw(λ);

[Ωw(λ)] = , ãäе  = ∅, 

l
1
, l

2
 = 1, ..., λ,  l

1
 ≠ l

2
. (15)

F
p
[Ωw(λ)] — зна÷ение соответствуþщеãо критерия

оптиìаëüности äëя Ωw(λ). Так, наприìер,

F
1
[Ωw(λ)] = σ

K
( ),

F
2
[Ωw(λ)] = σ

K
( ). (16)

Утверждение 4. Если для двух вариантов w
1
 и w

2

объединения последовательностей (λ) и (λ)
справедливы соотношения

[ (λ)] ⊆ [ (λ)];

F
p
[ (λ)] m F

p
[ (λ)], (17)

и хотя бы одно из неравенств выполняется как стро-

гое неравенство, то объединение (λ) предпочти-

L
ˆ lk

Q
lk

L
ˆ l1

min
1 i N≤ ≤

Q
l1

min
1 i N≤ ≤

i Ĩ
l

∈

∑

L
ˆ lk

min
i Ĩ

l
∈

Q
lk

L
ˆ lk

i Ĩ
l

∈

∑

max
1 l M≤ ≤

max
1 k K≤ ≤ ⎝

⎜
⎛
Q

lk
G

lk

i Ĩ
l

∈

∑
⎠
⎟
⎞

g
lk min

i Ĩ
l

∈ γ 1=

k

∑ R
k 1

N
---- t i k,( )

i 1=

N

∑

L
ˆ l1

i Ĩ
l

∈

∑

J˜1
lω

V˜1
lω

J˜2
lω

V˜2
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

J˜1
lπ

J˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lπ

V˜1
lω

V˜1
lπ

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜1
lπ

J˜2
lπ

J˜2
lω

V˜2
lω

V˜2
lπ

V˜2
lω

V˜2
lπ

V˜2
lω

V˜2
lπ

V˜2
lω

V˜2
lω

J˜2
lπ

J˜

J˜
l 1=

λ

� J˜2
lω

J˜2
l
1
ω

max
1 l λ≤ ≤

J˜1
lω

l 1=

λ

∑ J˜1
lω

Ω
w
1 Ω

w
2

J˜ Ω
w
2

J˜ Ω
w
1

Ω
w
1 Ω

w
2

Ω
w
1
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тельнее (λ), и объединение (λ) может быть
исключено из рассмотрения как неперспективное.

Оценки возможности выполнения заданной сис-

темы ограничений. Поëожив σ(i, 0, l) = 0, вы÷ис-
ëиì вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения ра-
бот на кажäой ìаøине

x(i, k, l) = max(hk, σ(i, k – 1, l) + 1),

σ(i, k, l) = x(i, 1, l) + t(i, k, l) – 1,

i = 1, ..., N,  k = 1, ..., K,  l = 1, ..., L.

Утверждение 5. Если для некоторой пары индек-

сов ( , ) справедливо неравенство

σ( , K, ) > , (18)

то выполнение -го задания на -й поточной линии

недопустимо. Если для некоторого -го задания не-
равенство (18) справедливо для всех значений индек-

сов  = 1, ..., L, то система неравенств задачи не-

совместимая. ♦
Пустü на некотороì s-ì øаãе реøения заäа÷и

опреäеëены  — поäìножества заäаний, выпоë-
няеìых на l-й пото÷ной ëинии.

Упоряäо÷иì все заäания i ∈  в посëеäова-
теëüностü

 = { , , ..., , ..., |  ∈ ,

p = 1, ..., P; B( ) m B( ), p = 1, ..., P – 1},

ãäе P — ÷исëо эëеìентов поäìножества .
Вы÷исëиì зна÷ения

x( , 1, l) l θ( , 1, l) = max(b
i
, hl1),

x(i, k, l) l θ(i, k, l) = max{σ(i – 1, k, l),

σ(i, k – 1, l)} + 1,  i = , ..., , ..., ,

и, есëи i = , то (i – 1) = ;

σ(i, 1, l) = x(i, 1, l) + t(i, 1, l) – 1,

i = , ..., , ..., , ..., .

Y
s(k, l) = t(i, k, l), (k, l) =

= θ(i, 1, l) + t(i, γ, l) ,

(k, l) = t(i, γ, l),

 = { , , ..., , ..., }.

Утверждение 6. Если выполняется хотя бы одно
неравенство из системы неравенств

σ(i, L, l) > B
i
,  i ∈ ,

то подмножество заданий  не может быть вы-
полнено на l-й поточной линии в установленные ог-
раничениями сроки, и строящееся расписание не со-
держит допустимых решений. ♦

Утверждение 7. Если выполняется хотя бы одно
из неравенств системы неравенств

Y
s(k, l) + (k, l) + (k, l) > B

i
,

k = 1, 2, ..., K,  i ∈ ,

то подмножество заданий  не может быть вы-
полнено на l-й поточной линии в установленные ог-
раничениями сроки, и строящееся расписание не со-
держит допустимых решений. ♦

Доказатеëüства утвержäений 6 и 7 привеäены в
работе автора [4].

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

Рассìатриваеìые заäа÷и относятся к кëассу
NP-сëожных заäа÷. Рассìотриì ìетоäы реøения
заäа÷и с поìощüþ аëãоритìов äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования [10] путеì посëеäоватеëüноãо ана-
ëиза с отсевоì неперспективных вариантов [11].
Аëãоритìы реøения заäа÷и состоят из äвух этапов.
На первоì из них строятся разëи÷ные äопустиìые
и перспективные посëеäоватеëüности выпоëнения
заäаний на кажäой из пото÷ных ëиний

 = { , , ..., },

l = 1, ..., L,  ω = 1, ..., W,

ãäе  — ноìера заäаний, вхоäящих в посëеäова-

теëüностü , а P(l, ω) — ÷исëо заäаний в этой
посëеäоватеëüности.

В проöессе построения этих посëеäоватеëüнос-
тей вы÷исëяþтся вреìена на÷аëа и заверøения
выпоëнения всех работ кажäоãо из заäаний на
кажäой ìаøине по форìуëаì и отсеиваþтся вари-
анты, не уäовëетворяþщие систеìе оãрани÷ений
заäа÷и. В проöессе построения на основе правиë
отсева (13) и (14) (сì. утвержäение 3) произвоäит-
ся отсев бесперспективных вариантов. В резуëü-
тате выпоëнения первоãо этапа буäут построены

посëеäоватеëüности  и , объеäинение ко-

торых в ìножество посëеäоватеëüностей Ωr(λ),
r = 1, ..., R, обеспе÷ит поëу÷ение äопустиìых и
оптиìаëüных по разëи÷ныì критерияì оптиìаëü-
ности реøений.
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ls
∈ γ k 1+=

K

∑

I˜
l s,

i1
ls

i2
ls

ip
ls

iP
ls

I˜
l s,

I˜
sl

g
s

G
s

I˜
l s,

I˜
sl

V˜1
lω

v1
lω

v2
lω

vP lω( )

lω

vp
lω

V˜1
lω

V˜1
lω

V˜2
lω

pb0613.fm  Page 66  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

67ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2013

На второì этапе реøения посëеäоватеëüно
λ = 2, ..., L рассìатриваеì разëи÷ные r-е вариан-

ты Ωr(λ) объеäинения посëеäоватеëüностей ,
l = 1, 2, ..., λ, уäовëетворяþщие соотноøенияì (15)
с отсевоì неперспективных проäоëжений на ос-
нове правиëа отсева (17), сфорìуëированноãо ут-
вержäениеì 4.

Пустü P{Ωr(λ)} — ÷исëо заäаний во ìножестве

Ωr(λ). При построении Ωr(λ + 1) рассìатриваþтся
тоëüко такие посëеäоватеëüности выпоëнения за-
äаний на ëиниях l = (λ + 1), ..., L, äëя которых
справеäëиво соотноøение

P{Ωr(λ)} + P(μ, ω) +

+ P(λ + 1, w) l N,  w = 2, ..., W. (19)

Даëее привоäится форìаëüная схеìа аëãоритìа.
На первом этапе реøения äëя кажäой пото÷ной

ëинии l = 1, ..., L строятся посëеäоватеëüно все äо-

пустиìые посëеäоватеëüности  выпоëнения n
разëи÷ных заäаний p = 2, 3, ..., P(l, ω).

Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения всех
работ кажäоãо заäания вы÷исëяþтся по форìуëаì
(1)—(4), (10)—(12). Есëи вреìя заверøения выпоë-

нения p-ãо заäания  = σlω(p, K, l) > max(B
p
, HKl)

иëи σlω(p, K, l) > Hkl, то строящаяся посëеäоватеëü-
ностü отбрасывается как неäопустиìая.

Кроìе тоãо, в проöессе построения на основе
соотноøений (13) и (14) искëþ÷аþтся посëеäова-
теëüности, не соäержащие оптиìаëüных реøе-
ний. Дëя äаëüнейøеãо рассìотрения оставëяþтся
в кажäой пото÷ной ëинии тоëüко те посëеäова-

теëüности выпоëнения заäаний , ÷исëо заäа-
ний в которых уäовëетворяþт соотноøениþ (19).

На втором этапе реøения посëеäоватеëüно
строятся разëи÷ные варианты объеäинений посëе-
äоватеëüностей:

Ω2, r = { , },

Ω3, s = {Ω2, r, }, ..., Ωl, s =

= {Ωl – 1, r, }, ..., ΩL, s = {ΩL – 1, r, }.

Допустиìые ìножества объеäинений посëе-

äоватеëüностей Ωl, s = {Ωl – 1, r, }, l = 2, ..., L,
w = 1, ..., W, s, r = 1, ..., R, äоëжны уäовëетворятü

соотноøенияì (15). Дëя построенных ìножеств Ωl, s

вы÷исëяется зна÷ение соответствуþщеãо крите-
рия оптиìаëüности (наприìер, по форìуëаì (16)).
Среäи построенных поäìножеств объеäинений

посëеäоватеëüностей Ωl, s на основе правиëа отсе-
ва (17), сфорìуëированноãо утвержäениеì 4, осу-

ществëяется отсев объеäинений, не соäержащих
оптиìаëüных реøений.

Посëе выпоëнения l-ãо øаãа построения äопус-
тиìых и перспективных объеäинений посëеäова-
теëüностей выпоëнения заäаний на первых l ëини-

ях ΩL, r, r = 1, ..., R, среäи äопустиìых посëеäо-
ватеëüностей выпоëнения заäаний на оставøихся
ëиниях λ = (l + 1), ..., L оставëяеì тоëüко посëе-

äоватеëüности , ÷исëо выпоëняеìых заäаний
в которых

P(λ, w) l

l N – P{Ωr(l)} + P(μ, ω) ,

λ = (l + 1), ..., L.

Есëи существуþт äопустиìые объеäинения пос-

ëеäоватеëüностей ΩL, s = {ΩL – 1, r, }, s = 1, ..., S,
то заäа÷а иìеет S разëи÷ных äопустиìых реøений,
зна÷ения критериев оптиìаëüности которых соот-

ветственно равны F
p
(ΩL, s). Оптиìаëüныì реøени-

еì заäа÷и явëяется расписание, уäовëетворяþщее
соотноøениþ

F
p
( ) = F

p
(ΩL, s),

ãäе F
p
(ΩL, s) — соответствуþщий виä критерия оп-

тиìаëüности.

Так, наприìер,

F
1
( ) = F

1
(ΩL, s) =

= σ[ , K, l],

F
3
( ) = F

3
(ΩL, s) =

= β
l
σ[ , K, l].

4. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

На трех пото÷ных ëиниях, кажäая из которых
состоит из трех ìаøин, необхоäиìо выпоëнитü во-
сеìü заäаний. Кажäое из заäаний ìожет выпоë-
нятüся тоëüко на оäной из пото÷ных ëиний и со-
стоит из трех операöий, которые äоëжны выпоë-
нятся в строãо заäанной посëеäоватеëüности на
посëеäоватеëüно распоëоженных ìаøинах. Вре-
ìена выпоëнения операöий кажäоãо из заäаний на
соответствуþщих ìаøинах этих ëиний, äопусти-
ìые вреìена на÷аëа и äирективные сроки завер-
øения выпоëнения кажäоãо из заäаний, а также
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äопустиìые вреìена работы всех ìаøин кажäой
пото÷ной ëинии привеäены в табë. 1 и 2.

В резуëüтате выпоëнения первоãо этапа аëãо-
ритìа поëу÷ены сëеäуþщие äопустиìые и перс-
пективные расписания выпоëнения заäаний на
техноëоãи÷еских ëиниях.

Первая техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {7}, σ( ) = 28;

2)  = {7, 1}, σ( ) = 33;

3)  = {7, 2}, σ( ) = 37;

4)  = {7, 5}; σ( ) = 33;

5)  = {7, 1, 3}, σ( ) = 36;

6)  = {7, 1, 5}, σ( ) = 39;

7)  = {7, 3, 5}, σ( ) = 38;

8)  = {7, 5, 3}, σ( ) = 36.

Так как σ( ) < σ( ), а  = , то на ос-

нове правиë преäпо÷тения посëеäоватеëüностü 
искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рассìотрения как
неперспективная.

Вторая техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {4}, σ( ) = 20;

2)  = {4, 1}, σ( ) = 26;

3)  = {4, 2}, σ( ) = 33;

4)  = {4, 3}, σ( ) = 24;

5)  = {4, 5}, σ( ) = 24;

6)  = {4, 1, 3}, σ( ) = 32;

7)  = {4, 1, 5}, σ( ) = 32;

8)  = {4, 2, 3}, σ( ) = 37;

9)  = {4, 2, 5}, σ( ) = 37;

10)  = {4, 3, 1}, σ( ) = 34;

11)  = {4, 3, 2}, σ( ) = 39;

12)  = {4, 3, 5}; σ( ) = 28;

13)  = {4, 5, 1}, σ( ) = 32;

14)  = {4, 5, 3}, σ( ) = 28.

15)  = {4, 3, 5, 1}, σ( ) = 37;

16)  = {4, 5, 1, 3}, σ( ) = 36;

17)  = {4, 5, 3, 1}, σ( ) = 36.

Так как σ( ) < σ( ),  = ,

σ( ) < σ( ) и  = , а также σ( ) =

= σ( ) и  = , то посëеäоватеëüности

,   и  искëþ÷аþтся из äаëüнейøеãо
рассìотрения как неперспективные. Так как

σ( ) = σ( ) < σ( ),  =  = ,
то на второì этапе аëãоритìа äостато÷но рассìот-

ретü тоëüко посëеäоватеëüностü .
Третüя техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {8}, σ( ) = 20;

2)  = {8, 6}, σ( ) = 27;

3)  = {8, 6, 1}, σ( ) = 37;

4)  = {8, 6, 2}, σ( ) = 38;

5)  = {8, 6, 3}, σ( ) = 31;

6)  = {8, 6, 5}, σ( ) = 31.

7)  = {8, 6, 3, 5}, σ( ) = 35;

8)  = {8, 6, 5, 3}, σ( ) = 35.

Так как σ( ) = σ( ),  = , то на вто-
роì этапе аëãоритìа äостато÷но рассìотретü тоëü-

ко посëеäоватеëüностü .

Таблица 1

Âðåìåíà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íà ìàøèíàõ ïîòî÷íûõ ëèíèé

№ 
заäа-
ния

Вреìена выпоëнения операöий 
на ìаøинах пото÷ных ëиний

Допустиìые 
сроки 

выпоëнения 
заäаний

На 
ìаøинах 
первой 
ëинии

На 
ìаøинах 
второй 
ëинии

На 
ìаøинах 
третüей 
ëинии

На-
÷аëо

Завер-
øение

1 4 8 5 6 7 6 3 9 7 5 38

2 5 7 10 6 6 12 7 8 9 10 40

3 10 2 3 8 1 4 9 5 4 3 50

4 6 7 8 7 5 8 6 7 9 1 25

5 3 5 6 2 7 4 4 4 4 4 60

6 6 10 3 6 9 7 5 8 6 5 27

7 7 8 8 6 9 10 10 8 8 2 28

8 3 6 7 5 5 9 4 5 7 3 20

Таблица 2

Äîïóñòèìûå âðåìåíà ðàáîòû ìàøèí

Вре-
ìена 

работы 
ìаøин

Первая ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

Вторая ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

Третüя ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

№ 1 № 2 № 3 № 1 № 2 № 3 № 1 № 2 № 3

На÷аëо 6 6 6 1 5 5 5 5 5

Завер-
øение

40 40 40 40 40 40 40 40 40
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На второì этапе реøения заäа÷и поëу÷ены сëе-
äуþщие äопустиìые и перспективные объеäине-
ния посëеäоватеëüностей заäаний, выпоëняеìых
на разëи÷ных пото÷ных ëиниях:

1)  = { , , }, ( ) = (33, 37, 31), 

F
1
( ) = 37;

2)  = { , , }, ( ) = (33, 37, 31), 

F
1
( ) = 37;

3)  = { , , }, ( ) = (36, 33, 31), 

F
1
( ) = 36;

4)  = { , , }, ( ) = (33, 33, 35), 

F
1
( ) = 35.

Так как все остаëüные äопустиìые объеäине-
ния посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний äа-

þт не ëу÷øие, ÷еì F
1
( ), резуëüтаты, то поëу÷ено

оптиìаëüное реøение заäа÷и  = {  = (7, 1),

 = (4, 2),  = (8, 6, 3, 5)}. Вреìена на÷аëа и
заверøения выпоëнения операöий на разëи÷ных
ìаøинах кажäой из ëиний äëя построенноãо рас-
писания привеäены в табë. 3.

5. ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Систеìа состоит из M техноëоãи÷еских ëиний;
M

1
 m M — ÷исëо разëи÷ных по техни÷ескиì харак-

теристикаì техноëоãи÷еских ëиний. Кажäая тех-
ноëоãи÷еская ëиния соäержит K ìаøин, выпоëня-
þщих N заäаний, преäусìатриваþщих выпоëне-
ние K операöий. В усëовиях отсутствия систеìы

оãрани÷ений требуеìое ÷исëо операöий на первоì
этапе реøения составëяет Π

1
 вы÷исëений, расс÷и-

тываеìых по форìуëаì (1)—(3), а также Π
2
 опера-

öий сравнения äëя отсева неперспективных про-
äоëжений. Зна÷ения Π

1
 и Π

2
 вы÷исëяþтся по фор-

ìуëаì:

Π
1
 = O ,

Π
2
 = M

1
R

i
!,

ãäе R
1
 = N; R

i
 = 0,5R

i – 1
(R

i – 1
 – 1), i = 2, ..., N.

Чисëо операöий на второì этапе реøения заäа-

÷и Π
3
 = O .

В сëу÷ае оãрани÷ений объеì вы÷исëений су-
щественно сокращается. Так, наприìер, есëи вре-
ìя работы техноëоãи÷еских ëиний не ìожет пре-
выøатü ìиниìаëüноãо äëя вреìени выпоëнения
n < N заäаний, и при наëи÷ии оãрани÷ений на сро-
ки выпоëнения заäаний в резуëüтате отсева неäо-
пустиìых вариантов, зна÷ения R

i
, i = 1, ..., N, ста-

новятся существенно ìенüøиìи. Всëеäствие это-
ãо при вы÷исëении зна÷ения Π

1
 ÷исëо эëеìентов

суììирования сокращается, ÷то привеäет соответ-
ственно к уìенüøениþ зна÷ений Π

1
, Π

2
 и Π

3
.

Автороì быë выпоëнен вы÷исëитеëüный экс-
периìент на персонаëüноì коìпüþтере с проöес-
сороì Intel Core I-5 3230M, 2,6 ГГö, äо 3,2 ГГö,
3 Mб. Реøаëисü ìоäеëüные заäа÷и теории расписа-
ний по критериþ F

1
 — ìиниìизаöии äëины распи-

Ω1 V˜
1,2

V˜
2,8

V˜
3,6

T Ω1

Ω1

Ω2 V˜
1,2

V˜
2,9

V˜
3,5

T Ω2

Ω2

Ω3 V˜
1,5

V˜
2,3

V˜
3,6

T Ω3

Ω3

Ω4 V˜
1,2

V˜
2,3

V˜
3,7

T Ω4

Ω4

Ω4

Ω4 V˜
1,2

V˜
2,3

V˜
3,6

Таблица 3

Îïòèìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà ïîòî÷íûõ ëèíèÿõ

№ 
ëинии

№ 
заäания

Вреìена выпоëнения операöий заäаний на разëи÷ных ìаøинах

Маøина № 1 Маøина № 2 Маøина № 3
Грани÷ное 
зна÷ение

На÷аëо Заверøение На÷аëо Заверøение На÷аëо Заверøение

1 7 6 12 13 20 21 28 28

1 13 16 21 28 29 33 38

3 17 26 29 30 34 36 50

2 4 1 7 8 12 13 20 25

2 10 15 16 21 22 33 40

3 8 5 8 9 13 14 20 20

6 9 13 14 21 22 27 27

5 14 17 22 25 28 31 60

M1 R1 0,5 Ri 1– Ri 1– 1–( )[ ]
i 2=

N

∑+
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

i 1=

N

∑

Ri

i 1=

N

∑

M

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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сания. Данные вреìен выпоëнения операöий вы-
бираëисü сëу÷айныì образоì из äиапазона 5—20.
Данные ãрани÷ных зна÷ений вреìен работы тех-
ноëоãи÷еских ëиний и заверøения выпоëнения,
äëина заäаний выбираëисü также сëу÷айныì обра-
зоì из соответствуþщеãо äиапазона, øирина ко-
тороãо зависеëа от ÷исëа операöий в заäании и от
зна÷ения ëинãвисти÷еской переìенной («сëабые»,

«среäние», «жесткие»). Зна÷ения b
i
, B

i
 и hlk, H lk вы-

бираëисü также сëу÷айныì образоì из соответст-
вуþщеãо äиапазона, äëина котороãо зависеëа от
÷исëа операöий в заäании и от зна÷ения ëинãви-
сти÷еской переìенной, соответствуþщий терì
которой опреäеëяëся также стохасти÷ески. Ре-
зуëüтаты вы÷исëитеëüноãо экспериìента свеäены
в табë. 4.

Резуëüтаты вы÷исëитеëüноãо экспериìента поä-
твержäаþт поëу÷енные оöенки сëожности преäëа-
ãаеìых аëãоритìов, так как реøение заäа÷ äаже
боëüøей разìерности, но с боëее жесткой систе-
ìой оãрани÷ений иëи с боëüøиì ÷исëоì иäен-
ти÷ных по техни÷ескиì характеристикаì техно-
ëоãи÷еских ëиний требуþт ìенüøих объеìов вы-
÷исëений.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Автороì быëи провеäены вы÷исëитеëüные эк-
спериìенты по реøениþ ìоäеëüных заäа÷ разìер-
ностüþ äо пяти пото÷ных ëиний, вкëþ÷аþщих в
себя äо восüìи ìаøин и выпоëняþщих äо 25 за-
äаний. Экспериìенты показаëи, ÷то преäëожен-

ные то÷ные ìетоäы эффективны при реøении за-
äа÷ в усëовиях жесткой систеìы оãрани÷ений на
сроки выпоëнения заäаний и на вреìена работы
ìаøин ëибо в усëовиях приìенения иäенти÷ных
пото÷ных ëиний. В первоì сëу÷ае происхоäит ин-
тенсивный отсев неäопустиìых посëеäоватеëü-
ностей выпоëнения работ на первоì этапе аëãо-
ритìа. Во второì сëу÷ае — выпоëнение вы÷исëе-
ний на первоì этапе осуществëяется äëя оäной иëи
небоëüøоãо ÷исëа систеì ìаøин. Дëя реøения
практи÷еских заäа÷ боëüøой разìерности ìоãут ус-
пеøно приìенятüся эвристи÷еские и прибëижен-
ные ìетоäы реøения, основанные на свойствах
äопустиìых и оптиìаëüных расписаний, установ-
ëенные в настоящей статüе. Рассìотрение этих
аëãоритìов составëяет преäìет саìостоятеëüной
работы.
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Таблица 4

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

№

Параìетры 
заäа÷и

Параìетры оãрани÷ений
Вреìя 
реøе-
ния, с

M M
1

N K

На вреìя 
работы 
ëиний

На сроки
выпоëнения 

заäаний

1 2 2 8 4 До 4—6 
заäаний

Сëабые
на 4 заäания

12—15

2 3 2 10 5 До 3—5 
заäаний

Сëабые
на 6 заäаний

28—42

4 4 2 12 4 До 3—6 
заäаний

Среäние
на 4 и жесткие 
на 3 заäания

110—130

5 4 2 25 8 До 3—5 
заäаний

Жесткие
на 10, среäние 

на 7—8 
и сëабые на 
5—7 заäаний

320—440

6 5 3 15 3 До 3—4 
заäаний

Сëабые на 2, 
среäние на 3 
и жесткие 

на 3 заäания

230—270
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ 

ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÀÖÈÈ ÏÐÎÌÛØËÅÍÍÛÕ ÓÑÒÀÍÎÂÎÊ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Â.Í. Ìåùåðÿêîâ, Î.Â. Ìåùåðÿêîâà, Ï.Â. Ñàðàåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При построении систеì автоìатизаöии техно-
ëоãи÷еских проöессов возìожно приìенение ней-
ронных сетей в сëу÷аях, коãäа траäиöионные ре-
øения неäостато÷но эффективны. Искусственные
нейронные сети ìоãут бытü испоëüзованы äëя ре-
øения разëи÷ных заäа÷, таких как ìоäеëирование
техноëоãи÷еских проöессов, управëение объекта-
ìи, äиаãностика оборуäования, проãнозирование
ситуаöий.

Нейронная сетü явëяется ìатеìати÷ескиì ап-
паратоì, который иìеет ряä преиìуществ в заäа-
÷ах ìоäеëирования и управëения по сравнениþ с
траäиöионныìи систеìаìи: возìожностü реаëи-
заöии заäа÷ с существенныìи неëинейностяìи,
высокая произвоäитеëüностü вы÷исëений бëаãо-
äаря параëëеëüности нейронной сети, способностü
к обу÷ениþ и обобщениþ накопëенных знаний
[1—3].

Нейросетевые техноëоãии успеøно приìеня-
þтся äëя реøения заäа÷ проãнозирования зна÷е-
ний выхоäных параìетров сëожных техноëоãи-
÷еских проöессов, характерных, наприìер, äëя
ìетаëëурãи÷ескоãо произвоäства. В таких сëу÷аях
перспективно приìенение ìноãозна÷ной нейрон-
ной сети, функöионируþщей на ìножестве коìп-
ëексных ÷исеë, обëаäаþщей некоторыìи преиìу-
ществаìи по сравнениþ с кëасси÷ескиìи нейрон-
ныìи сетяìи на ìножестве äействитеëüных ÷исеë.

Мноãозна÷ные нейронные сети отëи÷аþтся боëее
быстрыì аëãоритìоì обу÷ения и боëее то÷ныì
проãнозоì, ÷то позвоëяет суäитü о возìожности их
приìенения к ìоäеëированиþ техноëоãи÷еских
проöессов.

Цеëü иссëеäования состоит в разработке ìето-
äики ìоäеëирования техноëоãи÷еских проöессов с
поìощüþ ìноãозна÷ных нейронных сетей. Акту-
аëüностü äанной работы опреäеëяется необхоäи-
ìостüþ приìенения наибоëее совреìенных ìате-
ìати÷еских ìетоäов, к которыì относятся ней-
ронные сети, äëя ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
техноëоãи÷еских проöессов, проãнозирования зна-
÷ений техноëоãи÷еских параìетров и управëения.

1. ÀÍÀËÈÇ ÌÅÒÎÄÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

В управëении проìыøëенныìи проöессаìи со
сëожныìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи эффектив-
но приìеняþтся ПИ- и ПИД-контроëëеры, и зна-
ние то÷ной ìоäеëи проöесса не обязатеëüно. Эти
контроëëеры строятся на основе кëасси÷еской те-
ории управëения. Теì не ìенее, ПИД-контроëëе-
ры обëаäаþт ряäоì неäостатков. При возникнове-
нии возìущений требуется ру÷ная перенастройка
параìетров. При наëи÷ии в систеìе переìенных
параìетров, вреìенных заäержек, существенных
неëинейностей и поìех, ПИД-контроëëеры ìоãут
не обеспе÷итü оптиìаëüноãо управëения.

Иäея управëения с саìонастройкой быëа преä-
ëожена Каëìаноì. В ее основе ëежит конöепöия

Рассìотрена ìноãозна÷ная пороãовая ëоãика, на которой базируþтся основные принöи-

пы ìноãозна÷ных нейронов, пере÷исëены преиìущества ìноãозна÷ных нейронных се-

тей. Дëя ìноãозна÷ноãо нейрона опреäеëена функöия активаöии и привеäены аëãоритì

обу÷ения и аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной нейронной сети ìетоäоì обратноãо рас-

пространения оøибки. Преäëожен ìетоä приìенения ìноãозна÷ных нейронных сетей

äëя реøения заäа÷и ìоäеëирования техноëоãи÷еских проöессов.

Ключевые слова: ìатеìати÷еское ìоäеëирование, ìноãозна÷ная нейронная сетü, нейросетевое уп-
равëение.
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ìаøины, которая бы автоìати÷ески выпоëняëа
саìонастройку. Проäоëжениеì этой иäеи быëо
созäание ПИД-управëения с саìонастройкой, ко-
торое позвоëяет контроëëераì приспосабëиватüся
к изìененияì параìетров объекта управëения в
оперативноì режиìе. Винтãенìаркоì быëа преä-
ëожена схеìа саìонастраиваþщеãося контроëëера
на основе схеìы разìещения поëþсов.

Еще оäин ìетоä управëения — аëãоритì обоб-
щенноãо управëения по ìиниìаëüной äисперсии.
Такое управëение на основе äоëãосро÷ноãо про-
ãнозирования преäпоëаãает приìенение ряäа ìе-
тоäов обобщенноãо управëения (äинаìи÷еское
ìатри÷ное проãнозирование, аäаптивное управ-
ëение по расøиренноìу ãоризонту, обобщенное
проãнозируþщее управëение) [1].

Оäин из наибоëее эффективных — ìетоä не÷ет-
коãо управëения. Лоãи÷еский контроëëер ìожет
разрабатыватüся по ëинãвисти÷ескиì правиëаìи,
и äëя неãо не требуется априорная ìатеìати÷еская
ìоäеëü объекта. Он ìожет приìенятüся äëя ìно-
ãоìерных неëинейных проöессов, äëя систеì с не-
известной äинаìикой.

Аäаптивные ìетоäы управëения требуþт наëи-
÷ия ìатеìати÷еской ìоäеëи, основанной на физи-
÷еских явëениях. При изìенениях в объекте уп-
равëения иëи во внеøних усëовиях необхоäиìа
перенастройка ìоäеëи и опреäеëение новоãо за-
кона управëения. Дëя приìенения ìетоäов уп-
равëения на практике они äоëжны обëаäатü спо-
собностüþ к обу÷ениþ, ãибкостüþ, устой÷ивостüþ,
неëинейностüþ. Нейросетевые ìетоäы управëе-
ния обëаäаþт этиìи свойстваìи.

Нейросетевое управëение иìеет ряä преиìу-
ществ по сравнениþ с пере÷исëенныìи ранее ìе-
тоäаìи. Нейронные сети обëаäаþт свойствоì неëи-
нейности, способностüþ к саìообу÷ениþ, в отëи-
÷ие от äруãих ìетоäов нейроуправëение не требует
сëожноãо ìатеìати÷ескоãо аппарата и боëüøоãо
объеìа априорной инфорìаöии об объекте. Кроìе
тоãо, нейронные сети обеспе÷иваþт параëëеëüнуþ
обработку инфорìаöии [1, 4].

2. ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÉ ÍÅÉÐÎÍ

Мноãозна÷ные нейроны основаны на ìноãо-
зна÷ной пороãовой ëоãике [5] и опреäеëены на
ìножестве коìпëексных ÷исеë. Их вхоäы, выхоäы
и весовые коэффиöиенты явëяþтся коìпëексны-
ìи ÷исëаìи.

Гëавные преиìущества ìноãозна÷ных нейро-
нов по сравнениþ с äруãиìи типаìи нейронов за-
кëþ÷аþтся в зна÷итеëüно боëее высоких функöи-
онаëüных возìожностях быстро схоäящихся аëãо-
ритìов обу÷ения. Высокие функöионаëüные
возìожности озна÷аþт, ÷то ëþбая заäанная ìно-
ãозна÷ная функöия ìожет бытü реаëизована на оä-

ноì нейроне [6]. Мноãозна÷ные нейроны быстрее
обу÷аþтся и ëу÷øе аäаптируþтся, обу÷аþтся äаже
неëинейныì функöияì. Кроìе тоãо, в отëи÷ие от
обы÷ноãо нейрона, функöионируþщеãо на поëе
äействитеëüных ÷исеë, ìноãозна÷ный нейрон спо-
собен реøитü пробëеìу искëþ÷аþщеãо ИЛИ.

Так как функöионаëüностü отäеëüно взятоãо
ìноãозна÷ноãо нейрона выøе, ÷еì обы÷ноãо ней-
рона, функöионаëüностü ìноãозна÷ной нейрон-
ной сети также выøе. Даже ìаëая ìноãозна÷ная
нейронная сетü обу÷ается быстрее, ÷еì нейронная
сетü на äействитеëüных ÷исëах.

На рис. 1 преäставëена ìоäеëü ìноãозна÷ноãо
нейрона. Матеìати÷еская ìоäеëü нейрона харак-
теризуется вхоäныìи сиãнаëаìи х

1
, ..., х

n
 , весовы-

ìи коэффиöиентаìи w
1
, ..., w

n
, функöией актива-

öии f(x
1
, ..., x

n
) и выхоäныì сиãнаëоì y. Зна÷ения

вхоäных сиãнаëов переìножаþтся на соответству-
þщие весовые коэффиöиенты, посëе ÷еãо суììи-
руþтся, и к этоìу зна÷ениþ приìеняется функöия
активаöии, преобразуþщая взвеøеннуþ суììу в
выхоäной сиãнаë.

Особенностü ìноãозна÷ноãо нейрона состоит в
тоì, ÷то вхоäы, весовые коэффиöиенты и выхоä
нейрона явëяþтся коìпëексныìи ÷исëаìи, а функ-
öия активаöии — пороãовой ìноãозна÷ной функ-
öией. Вхоäы и выхоä ëежат на еäини÷ной окруж-
ности в коìпëексной пëоскости.

Рассìотриì ìноãозна÷нуþ пороãовуþ функ-
öиþ, которая опреäеëена на ìножестве коìпëекс-
ных ÷исеë [5]. Она приниìает зна÷ения корней сте-
пени k из еäиниöы. Рассìотриì ìножество E(P),
образованное корняìи степени k из еäиниöы:

E(p) = ,  j = 0, 1, ..., k – 1.

Рассìотриì коìпëекснуþ пëоскостü и пока-
жеì, ãäе распоëожены эти корни. Разäеëиì еäи-
ни÷нуþ окружностü на k ÷астей. На рис. 2 приве-
äен приìер äëя сëу÷ая k = 8.

Такиì образоì, в ìноãозна÷ной ëоãике на по-
ëе коìпëексных ÷исеë äействует ìноãозна÷ная
(k-зна÷ная) функöия n переìенных f (x

1
, ..., x

n
) :

 → E
k
.

Рис. 1. Модель многозначного нейрона
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Мноãозна÷ный нейрон реаëизует принöипы
ìноãозна÷ной пороãовой ëоãики. Он преäставëя-
ет перехоä ìежäу n вхоäаìи и оäниì выхоäоì. Та-
кие нейроны функöионируþт на поëе коìпëекс-
ных ÷исеë.

Мноãозна÷ная пороãовая функöия привеäена в
работах [2, 5]:

P(z) = CSIGN(z) =  = ,  j = 0, 1, ..., k – 1,

есëи argz ∈ .

Ее ìожно трактоватü сëеäуþщиì образоì: есëи
коìпëексное ÷исëо z распоëожено в j-ì секторе,

так ÷то  m argz < , то P(z) = .

Отìетиì, ÷то буëева пороãовая функöия преä-
ставëяет собой ÷астный сëу÷ай ìноãозна÷ной поро-
ãовой функöии. В саìоì äеëе, в сëу÷ае k = 2 функ-
öия активаöии ìожет бытü преäставëена в виäе:

P(z) = 

В проöессе обу÷ения ìноãозна÷ный нейрон
корректирует свои весовые коэффиöиенты в соот-
ветствии с правиëоì корректировки весов. Друãи-
ìи сëоваìи, в хоäе итераöионноãо проöесса обу-
÷ения весовые коэффиöиенты изìеняþтся каж-
äый раз, коãäа äëя некоторой обу÷аþщей выборки
факти÷еское зна÷ение выхоäа нейрона не совпа-
äает с жеëаеìыì выхоäоì.

Доказано, ÷то аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷-
ных нейронов схоäится за коне÷ное ÷исëо øаãов
[7]. Так как обу÷ение ìноãозна÷ных нейронов не
своäится к реøениþ некоторой заäа÷и оптиìиза-
öии, пробëеìа ëокаëüноãо ìиниìуìа не возникает.

Ввеäеì обозна÷ения: X = (x
1
, ..., x

n
) — вектор вхо-

äов; W = (w
1
, ..., w

n
) — вектор весовых коэффиöи-

ентов; z = w
0
 + x

1
w

1
 + ... + x

n
w

n
 — взвеøенная суì-

ìа; f(x
1
, ..., x

n
) = P(z) = P(w

0
 + x

1
w

1
 + ... + x

n
w

n
) —

ìноãозна÷ная пороãовая функöия активаöии;
y = P(z) — выхоä нейрона; d — ожиäаеìый выхоä;
δ = d – y — оøибка нейрона.

Алгоритм 1. Обучение многозначного нейрона

1. Поäатü вхоäы нейрона, расс÷итатü выхоä y.
2. Расс÷итатü оøибку нейрона δ = d – y.
3. Изìенитü веса по правиëу корректировки ве-

сов [8]:

W
r + 1

 = W
r
 + (d – y)  = W

r
 + δ ,

ãäе r — ноìер итераöии; С
r
 — скоростü обу÷ения;

 — вектор, сопряженный вхоäноìу.
4. Есëи критерий останова не выпоëняется, пе-

рейти на øаã 1;

MSE =  < λ,

RMSE =  = ,

ãäе γ
s
 — оøибка на s-ì обу÷аþщеì приìере, λ —

то÷ностü обу÷ения.

3. ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÀß ÍÅÉÐÎÍÍÀß ÑÅÒÜ

Рассìотриì ìноãосëойнуþ нейроннуþ сетü
пряìоãо распространения на основе ìноãозна÷-
ных нейронов (рис. 3). Вхоäной сиãнаë в таких се-
тях распространяется в пряìоì направëении, от
сëоя к сëоþ. Чисëо вхоäных и выхоäных эëеìен-
тов в ìноãосëойноì нейронной сети опреäеëяется
усëовияìи заäа÷и.

Преäставиì аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной
нейронной сети в векторноì виäе, äëя этоãо вве-
äеì обозна÷ения: L — ÷исëо сëоев нейронной се-

ти; X l — вектор вхоäов l-ãо сëоя, l = 1, ..., L; W l —
вектор весовых коэффиöиентов l-ãо сëоя; Y — век-

Рис. 2. Корни степени 8 из единицы
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Рис. 3. Многозначная нейронная сеть
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тор выхоäов нейронной сети; D — вектор жеëае-

ìых выхоäов нейронной сети; δl — вектор оøибок
l-ãо сëоя.

Аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной нейронной
сети ìетоäоì обратноãо распространения оøибки
по сути анаëоãи÷ен кëасси÷ескоìу аëãоритìу äëя
нейронных сетей, äействуþщих на ìножестве äей-
ствитеëüных ÷исеë, но отëи÷ается боëüøиì быст-
роäействиеì. Этот аëãоритì иìеет ряä преиìу-
ществ: основан на правиëе корректировки оøибки
и не требует вы÷исëения произвоäной; саìоаäап-
таöия скорости обу÷ения äëя всех нейронов; боëее
высокие быстроäействие и скоростü распознава-
ния/преäсказания/кëассификаöии по сравнениþ
с äруãиìи нейронныìи сетяìи, не÷еткиìи сетяìи
на основе ìетоäа опорных векторов.

Алгоритм 2. Обучение многозначной нейронной

сети

1. Поäатü вхоäы нейронной сети X l, расс÷итатü
вектор выхоäов.

2. Расс÷итатü оøибку нейронной сети

δl = .

3. Расс÷итатü вектор оøибок кажäоãо сëоя

δl = , ãäе l = 1, ..., L – 1.

4. Изìенитü веса по правиëу корректировки
весов:

 =  + δl , ãäе l = 1, ..., L.

5. Есëи критерий останова не выпоëняется, пе-
рейти на øаã 1;

MSE =  < λ,

RMSE =  = ,

ãäе γ
s
 — оøибка на s-ì обу÷аþщеì приìере, λ —

то÷ностü обу÷ения.

4. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ 

ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Мноãозна÷ные нейронные сети ìоãут бытü при-
ìенены äëя проãнозирования параìетров техноëо-
ãи÷еских проöессов. В ка÷естве вхоäов X = (x

1
, ..., x

n
)

нейронной сети ìоãут выступатü изìеряеìые ве-
ëи÷ины, а в ка÷естве выхоäа Y — ìоäеëируеìое
зна÷ение. Нейронная сетü строится сëеäуþщиì
образоì: выбирается ÷исëо сëоев и скрытых ней-

ронов, весовые коэффиöиенты W = (w
1
, ..., w

n
) —

произвоëüные коìпëексные ÷исëа. Даëее на обу-
÷аþщей выборке произвоäится обу÷ение нейрон-
ной сети по аëãоритìу, описанноìу в § 2. Посëе
обу÷ения сети ìы поëу÷аеì ìатеìати÷ескуþ ìо-
äеëü проöесса в виäе ÷ерноãо ящика: иìееì вхоä-
ные зна÷ения и выхоäные зна÷ения, которые опи-
саны некоторой зависиìостüþ, скрытой внутри
ìноãозна÷ной сети.

Бëаãоäаря эффективноìу ìоäеëированиþ äо-
стиãается оптиìаëüное управëение разëи÷ныìи
объектаìи. Аппарат ìноãозна÷ных нейронных се-
тей позвоëяет успеøно реаëизовыватü заäа÷у про-
ãнозирования и ìоäеëирования техноëоãи÷еских
проöессов, при этоì проявëяþтся преиìущества
этоãо типа нейронных сетей [9].

5. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Работаþщая и аäекватная ìоäеëü техноëоãи÷ес-
коãо проöесса позвоëяет проãнозироватü зна÷ения
техноëоãи÷еских параìетров, ÷то привоäит к реøе-
ниþ обратной заäа÷и ìоäеëирования — управëе-
ниþ. В реаëüноì произвоäстве ÷астü переìенных
изìеряется с боëüøой поãреøностüþ, а некоторые
возìущаþщие переìенные и факторы вообще не
поääаþтся изìерениþ и контроëþ [10], поэтоìу
äëя поëу÷ения проäукöии требуеìоãо ка÷ества
необхоäиì контроëü техноëоãи÷еских параìетров.
В äанной работе äëя этой заäа÷и преäëожен аппа-
рат ìноãозна÷ных нейронных сетей.

При управëении с поìощüþ нейронных сетей
испоëüзуется ìоäеëü объекта управëения в виäе
÷ерноãо ящика. Состояние объекта нейроуправëе-
ния с÷итается неäоступныì äëя внеøнеãо набëþ-
äения, а набëþäаеìыìи явëяþтся текущие зна÷е-
ния вхоäа и выхоäа [4].

Основные ìетоäы нейроуправëения: поäража-
þщее нейроуправëение (Controller Modeling), ин-
версное нейроуправëение (Direct Inverse Control),
проãнозируþщее нейроуправëение (NN Predictive
Control), ãибриäное нейроуправëение, вспоìоãа-
теëüное нейроуправëение (Adaptive Inverse Control)
[4] и äр.

Друãой поäхоä к нейронноìу управëениþ —
косвенное аäаптивное управëение (управëение с
пассивной аäаптаöией иëи косвенныì изìерени-
еì возìущений), в зарубежной ëитературе он из-
вестен поä названиеì Internal Model Control (IMC).
Этот ìетоä позвоëяет коìпенсироватü возìуще-
ния. Дëя оöенки возìущений вы÷исëяется раз-
ностü реãистрируеìоãо выхоäа объекта y(t) и ìо-
äеëи (рис. 4). Сиãнаë рассоãëасования e(t), вы÷и-
таеìый из сиãнаëа уставки r(t), испоëüзуется äëя
оöенки возìущения d(t). Данная схеìа ÷асто при-
ìеняется в со÷етании с кëасси÷ескиìи поäхоäа-
ìи к синтезу систеì управëения, к приìеру, с
ПИД-реãуëятороì [12].
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В этой схеìе äëя управëения объектоì испоëü-
зуþтся äве нейронные сети — нейроконтроëëер и
нейроэìуëятор. Нейроэìуëятор сëужит пряìой
ìоäеëüþ объекта, а нейроконтроëëер — инверсной
ìоäеëüþ и преäназна÷ен äëя выработки управëя-
þщеãо сиãнаëа. В такой архитектуре нейронноãо
управëения приìеняется аëãоритì обратноãо рас-
пространения и обеспе÷ивается боëее то÷ное не-
посреäственное обу÷ение нейроконтроëëера, так
как оøибка ìожет распространятüся в обратноì
направëении ÷ерез эìуëятор в кажäой выборке [1].

В ка÷естве нейроконтроëëера и нейроэìуëято-
ра преäëаãается испоëüзоватü ìноãозна÷ные ней-
ронные сети. Обу÷ение пряìоãо нейроэìуëятора
происхоäит в режиìе офф-ëайн. Дëя этоãо при-
ìеняется аëãоритì 2 — аëãоритì обратноãо рас-
пространения äëя ìноãозна÷ной нейронной сети.
Обу÷ение происхоäит äо тех пор, пока отëи÷ие вы-
хоäных сиãнаëов объекта и ìоäеëи (нейроэìуëя-
тора) не буäет незна÷итеëüныì. Даëее, также с по-
ìощüþ аëãоритìа 2, происхоäит он-ëайн обу÷ение
нейроконтроëëера — инверсной ìоäеëи. На вхоä
нейроконтроëëера поступает зна÷ение уставки r(k)
äëя сëеäуþщеãо такта, нейроконтроëëер ãенериру-
ет зна÷ение управëяþщеãо сиãнаëа u(k – 1), кото-
рый иäет на вхоä объекта управëения и ìоäеëи. На
объект также возäействуþт возìущения d(k). В ре-
зуëüтате вырабатывается выхоä объекта управëе-
ния y(k) и выхоä ìоäеëи — нейроэìуëятора y

nn
(k).

Разностü этих зна÷ений явëяется оøибкой управ-
ëения e

m
(k) = y

nn
(k) – y(k), которая пропускается

в обратноì направëении (при этоì весовые коэф-
фиöиенты нейроэìуëятора не корректируþтся).
Посëе прохожäения нейроэìуëятора оøибка äаëее
распространяется ÷ерез нейроконтроëëер, ãäе кор-
ректируþтся весовые коэффиöиенты. Этот ìетоä
позвоëяет оöениватü возìущения по реакöии ìо-
äеëи объекта на управëяþщие возäействия [11].
Он ìожет бытü приìенен äëя ìоäеëирования на-
ãрузки [12].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Интеëëектуаëüное управëение нахоäит все бо-
ëее øирокое приìенение в разëи÷ных техни÷еских
приëожениях. Во ìноãих сëу÷аях обу÷ение систеìы

управëения äоëжно бытü выпоëнено с у÷етоì раз-
ëи÷ных факторов, таких как äинаìи÷еские и стати-
÷еские характеристики объекта, возìущения окру-
жаþщей среäы. Бëаãоäаря особенностяì обу÷ения,
параëëеëüности и аäаптаöии ìноãозна÷ные нейрон-
ные сети, отëи÷аþщиеся боëее простыìи и быст-
рыìи аëãоритìаìи обу÷ения, боëее то÷ныì про-
ãнозоì выхоäных параìетров, ìоãут успеøно при-
ìенятüся äëя реøения заäа÷ ìоäеëирования и
управëения техни÷ескиìи проöессаìи.

Преäëоженный поäхоä к ìоäеëированиþ и уп-
равëениþ техноëоãи÷ескиìи проöессаìи с поìо-
щüþ ìноãозна÷ных нейронных сетей позвоëяет
повыситü то÷ностü систеìы управëения и, в своþ
о÷ереäü, ка÷ество коне÷ной проäукöии.
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ÑÈÌÏÎÇÈÓÌ «ÌÅÐÛ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ», 
ÏÎÑÂßÙÅÍÍÛÉ 75-ËÅÒÈÞ À.ß. ×ÅÐÂÎÍÅÍÊÈÑÀ

В ãороäе Пафос на Кипре 2 октября 2013 ã.
состояëся ìежäунароäный сиìпозиуì «Меры
сëожности», посвященный 75-ëетиþ Аëексея Яков-
ëеви÷а Червоненкиса. В еãо проãраììе быëи преä-
ставëены äокëаäы, посвященные истории и сов-
реìенноìу состояниþ пробëеìы ìаøинноãо обу-
÷ения и распознавания образов. Она соäержаëа
äокëаäы Р. Даäëи (США), А. Гаììерìана и В. Вов-
ка (Веëикобритания), Б. Шеëüкопфа (Герìания),
Л. Ботту (США) и К. Воронöова (Россия). В работе
Сиìпозиуìа в режиìе теëеконференöии приняë
у÷астие ìноãоëетний коëëеãа þбиëяра В.Н. Вап-
ник (США). С сообщениеì на теìу «Меры сëож-
ности» выступиë саì А.Я. Червоненкис. В про-
÷итанных на Сиìпозиуìе äокëаäах поä÷еркнута
важная роëü, которуþ ìетоäы ìаøинноãо обу÷е-
ния, разработанные А.Я. Червоненкисоì вìесте с
В.Н. Вапникоì, сыãраëи в теории распознавания
образов и ìаøинноãо обу÷ения.

В своеì äокëаäе «От кëассов событий к кëассаì
функöий» Р. Дадли отìетиë, ÷то существуþт воз-
ìожные расøирения äействия закона боëüøих
÷исеë на сеìейства функöий и ÷то иссëеäования
В. Вапника и А. Червоненкиса открыëи возìожнос-
ти расøирения äействия öентраëüной преäеëüной
теореìы на новые обëасти. Он отìетиë ìноãо÷ис-

ëенные приìенения такоãо расøирения в статис-
тике вообще, а не тоëüко в исхоäно поставëенной
заäа÷е ìаøинноãо обу÷ения. По еãо сëоваì, «пос-
ëе некоторых преäøественников XIX в., утверж-
äение о виäе сëожности кëасса ìножеств, сäеëан-
ное А. Червоненкисоì и В. Вапникоì в 1968 ã.,
зна÷итеëüно расøириëо сферу äействия законов

боëüøих ÷исеë в теории вероятностей1».
В своеì выступëении А. Гаммерман изëожиë ос-

новные факты нау÷ной биоãрафии þбиëяра. Пос-
ëе окон÷ания в 1961 ã. Московскоãо физико-тех-
ни÷ескоãо института А.Я. Червоненкис у÷аствоваë
в созäании светоìузыкаëüной установки, которая
в 1961 ã. äеìонстрироваëасü в Лонäоне. Увëекøисü
заäа÷ей распознавания образов, он быстро про-
äвинуëся в ней и скоро стаë авторитетоì в этой
обëасти. В 1971 ã. А.Я. Червоненкис защитиë кан-
äиäатскуþ äиссертаöиþ, а с 1987 по 2005 ã. по сов-
ìеститеëüству выпоëняë обязанности нау÷ноãо
консуëüтанта фирìы «Интеãра», созäавая коìпüþ-
терные проãраììы äëя управëения разработкой
ìесторожäений зоëота и äруãих äраãоöенных ìе-
таëëов. За эти работы А.Я. Червоненкис уäостоен
Госуäарственной преìии СССР. В 2000—2009 ãã.
он быë профессороì Центра коìпüþтерноãо обу-
÷ения Короëевскоãо университета в Лонäоне и еìу
присвоено звание По÷етноãо профессора Лон-
äонскоãо университета. С 2007 ã. по настоящее
вреìя А.Я. Червоненкис, буäу÷и старøиì нау÷-
ныì сотруäникоì Института пробëеì управëения
иì. В.А. Трапезникова РАН, по совìеститеëüству
работает консуëüтатноì фирìы «Янäекс» в России.

В своеì выступëении В. Вовк рассказаë об ис-
тории развития работ по распознаваниþ образов в
Институте пробëеì управëения. В ÷астности, он
отìетиë роëü М.А. Айзерìана и М.А. Браверìана.
Посëе опубëикования ìоноãрафии «Теория рас-
познавания образов» (1974) А.Я. Червоненкис и
В.Н. Вапник стаëи признанныìи авторитетаìи в
теории распознавания образов и коìпüþтерноãо
обу÷ения. Среäи наибоëее зна÷иìых резуëüтатов

1
 Artificial intelligence applications and innovations / Н. Papa-

dopoulos, A.S. Andreou, L. Iliadis, I. Maglogiannis (Eds.). — Hei-
delberg, New-York, Dordrecht, London: Springer, 2013. — P. XIX.

ðîíèêàÕ
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А.Я. Червоненкиса нахоäится разработанный иì
вìесте с В.Н. Вапникоì аëãоритì распознавания
образов, известный как «ìетоä обобщенноãо порт-

рета2». Развитие принöипов и аëãоритìов опти-
ìаëüноãо выбора сëожности в заäа÷е распознава-
ния образов на основе äоступных экспериìентаëü-
ных äанных и сëожности кëасса реøаþщих правиë
стаëо основой ìноãих аëãоритìов ìаøинноãо обу-
÷ения. А.Я. Червоненкису принаäëежит вывоä не-
обхоäиìых и äостато÷ных усëовий равноìерной
схоäиìости среäних зна÷ений к ìатеìати÷ескоìу
ожиäаниþ, а также изу÷ение характеристики кëас-
са ìножеств, воøеäøей в совреìеннуþ ìатеìати-
ку как функöия Вапника—Червоненкиса (разìер-
ностü Вапника—Червоненкиса, VC-dimension).

В äокëаäе Б. Шелькопфа «При÷инные связи и
статисти÷еское обу÷ение» поставëена общая про-
бëеìа изу÷ения при÷инных связей на основе их
статисти÷еских «отпе÷атков». Автор рассìотреë
заäа÷и приìенения при÷инных структур в сöена-
риях ìаøинноãо обу÷ения, таких как ковариаöи-
онный сäвиã иëи обу÷ение с ÷асти÷ныì привëе÷е-
ниеì у÷итеëя.

Свой äокëаä «О возникновении ëеììы Вапни-
ка — Червоненкиса» Л. Ботту посвятиë истории
разработки теории распознавания образов. Он от-
ìетиë, ÷то перехоä от простоãо закона боëüøих
÷исеë к равноìерноìу закону боëüøих ÷исеë ос-
новывается на важной коìбинаторной ëеììе, äо-
казатеëüство которой появиëосü в нескоëüких
странах по÷ти оäновреìенно. Он привеë äанные
по анаëизу этоãо перехоäа, который он назваë пот-
рясаþщиì, «earth shattering result».

В äокëаäе К. Воронцова «Коìбинаторная теория
оверфиттинãа: как связностü и расщепëенностü
уìенüøаþт ëокаëüнуþ сëожностü» рассìотрен но-
вый поäхоä, позвоëяþщий поëу÷итü ãраниöы ве-
роятности оверфиттинãа, зависящие от исхоäных
äанных. Этот поäхоä требует преäставëения поис-
ковоãо пространства в виäе направëенных аöикëи-
÷еских ãрафов, обы÷но весüìа боëüøоãо разìера.
В отëи÷ие от ìетоäов бустинãа, баããинãа иëи ìе-
тоäа сëу÷айных äеревüев, изу÷аþщих боëüøие ан-
саìбëи сëабых кëассификаторов, в äокëаäе рас-
сìатриваþтся ìаëые ансаìбëи сиëüных кëассифи-
каторов.

С äокëаäоì на теìу «Меры сëожности» высту-
пиë А.Я. Червоненкис. По еãо сëоваì, ÷еì сëожнее
восстанавëиваеìая зависиìостü, теì боëüøе äоë-
жен бытü разìер обу÷аþщеãо ìножества äëя ее

построения. Вероятно, первыì теорети÷ескиì ре-
зуëüтатоì в этой обëасти быëа теореìа Котеëüни-
кова (критерий Найквиста). Теореìа утвержäает,
÷то äëя восстановëения непрерывной функöии на
основании некотороãо ÷исëа изìерений в äиск-
ретных то÷ках необхоäиìо коëи÷ество изìерений,
пропорöионаëüное øирине ее спектра. Такиì об-
разоì, саìа øирина спектра ìожет сëужитü оäной
из возìожных ìер сëожности. В общеì сëу÷ае ис-
сëеäоватеëü äоëжен оãрани÷итü себя опреäеëен-
ныì уровнеì сëожности ìоäеëи, который зависит
от объеìа äанных, ÷то привоäит к необхоäиìости
опреäеëения понятия сëожности и к поиску спо-
собов ее коëи÷ественной оöенки.

Совìестно с В.Н. Вапникоì А.Я. Червоненкис
свеë анаëиз способности систеìы к обу÷ениþ к
пробëеìе равноìерной схоäиìости ÷астот к веро-
ятностяì по кëассу событий (иëи равноìерной
схоäиìости среäних к ìатеìати÷ескиì ожиäанияì
по кëассу функöий). Усëовия равноìерной схоäи-
ìости быëи сфорìуëированы иìи в терìинах ин-
äекса кëасса событий относитеëüно заäанной вы-
борки, функöии роста и так называеìой разìер-
ности Вапника—Червоненкиса. Есëи равноìерная
схоäиìостü иìеет ìесто, то систеìа способна обу-
÷атüся. Оäнако противное не верно: систеìа ìожет
сохранитü способностü к обу÷ениþ, äаже есëи та-
кая схоäиìостü отсутствует. Можно указатü при-
ìеры поиска реøаþщеãо правиëа, зависящеãо от
о÷енü боëüøоãо ÷исëа параìетров, äëя нахожäе-
ния котороãо, оäнако, äостато÷но ëиøü небоëü-
øоãо ÷исëа показов. Наприìер, в ìетоäе бустинãа
испоëüзуþтся о÷енü ãроìозäкие форìуëы, но, не-
сìотря на это, ìетоä äает непëохие резуëüтаты äа-
же при оãрани÷енноì коëи÷естве äанных äëя обу-
÷ения.

Такиì образоì, в äокëаäе показано, ÷то раз-
ìерностü Вапника — Червоненкиса явëяется оä-
ной из возìожных ìер сëожности. Рассìотренные
в äокëаäе приìеры заставëяþт иссëеäоватеëя ис-
катü и äруãие ìеры сëожности, не связанные с по-
нятиеì равноìерной схоäиìости. Вероятно, такие
ìеры буäут зависетü от распреäеëения вероятнос-
тей в пространстве вхоäных переìенных. Но этоãо
избежатü невозìожно, закëþ÷ает автор.

В.Н. Новосельцев

Василий Николаевич Новосельцев — ä-р техн. наук,

ãë. нау÷. сотруäник, Институт пробëеì управëения

иì. В.А. Трапезникова РАН, ã. Москва,

� (495) 334-88-91, � novoselc@yandex.ru.

Редколлегия и редакция поздравляют
Алексея Яковлевича с 75-летием и желают ему

доброго здоровья и дальнейших творческих успехов!

2 Метоä обобщенноãо портрета посëужиë основой øироко
известноãо ìетоäа опорных векторов — Support Vector Maсhine,
за разработку котороãо В.Н. Вапник в 2012 ã. поëу÷иë в США
ìеäаëü иì. Б. Франкëина.
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