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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÓÏÐÀÂËÅÍÈÞ

Í.Í. Íåïåéâîäà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При ìатеìати÷ескоì ìоäеëировании сна÷аëа
строится ìоäеëü рассìатриваеìой систеìы на
языке ìатеìатики, а затеì аëãоритì и проãраììа,
реаëизуþщие ее. Поëу÷енные резуëüтаты анаëизи-
руþтся и интерпретируþтся в раìках как ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи, так и исхоäной систеìы. Траäи-
öионно поä ìатеìати÷еской ìоäеëüþ пониìается
÷исëенная ìоäеëü (äифференöиаëüное уравнение
иëи äифференöиаëüно-разностный поëуäискрет-
ный проöесс). Есëи уäается, то систеìа обраба-
тывается то÷ныìи ìетоäаìи (наприìер, ìетоäаìи
ка÷ественной теории äифференöиаëüных уравне-
ний). Но ÷аще всеãо аëãоритìи÷еская ìоäеëü яв-
ëяется прибëижениеì к ìатеìати÷еской (äискре-
тизаöия непрерывной систеìы), а проãраììа —
прибëижениеì к аëãоритìу. В итоãе ÷исëенные
резуëüтаты требуþт серüезной нефорìаëüной об-
работки, ÷тобы поëу÷итü соäержатеëüно требуе-
ìые ка÷ественные вывоäы о повеäении систеìы.

Даëüнейøее развитие среäств ìоäеëирования
путеì ãрубой сиëы (увеëи÷ения коëи÷ества и быс-
троäействия проöессоров и паìяти), который быë
ìаãистраëüныì направëениеì в посëеäние 40 ëет,
поäоøëо к треì барüераì. Мощностü коìпüþте-
ров объективно оãрани÷ивается скоростüþ света и
тепëовыäеëениеì, сëожностü проãраìì — преäе-
ëоì Чейтина. Пока ÷то не виäно никаких среäств
попытатüся обойти преäеë, который ставит ско-
ростü света. А вот äва äруãих преäеëа ìожно по-
пытатüся преоäоëетü. Но ÷тобы это сäеëатü, наäо
сна÷аëа разобратüся в их прироäе.

Аëãебраи÷еский поäхоä направëен на преоäо-
ëение äвух барüеров: тепëовоãо и сëожностноãо.
Но развитие в äанноì направëении потребоваëо,
прежäе всеãо, пересìотра фунäаìентаëüных кон-
öепöий аëãебраи÷еской теории ìоäеëирования.

Аëãебры проãраììных систеì на÷аëи разви-
ватüся с 1960-х ãã.: Гëуøков [1], äаëüнейøее раз-
витие этоãо поäхоäа сì. в работах [2, 3]; Маурер
[4], äаëее в работах [5, 6]; аëãебры функöионаëü-
ных проãраìì — прекрасное и поëное изëожение
важнейøих резуëüтатов äано в работе [7]. Все эти
поäхоäы носят на себе пе÷атü оäноãо и тоãо же
«первороäноãо ãреха»: в аëãебры в тоì иëи иноì
виäе непосреäственно закëаäываþтся операторы
языков проãраììирования. Теì саìыì вìесто то-
ãо, ÷тобы на базе теории выäатü рекоìенäаöии äëя
практики, ìожет бытü, в новоì и неожиäанноì
направëении, ставится заäа÷а изу÷ения существу-
þщей практики.

В настоящей работе наìе÷ается направëение,
ортоãонаëüное траäиöионноìу: аëãебраи÷еские ìо-
äеëи на базе теории аëãебраи÷еских систеì [8], и
уже затеì интерпретаöия резуëüтатов в раìках
проãраììных конструкöий. Заоäно рассìатрива-
þтся взаиìосвязи этоãо поäхоäа с ка÷ественной
теорией систеì и возìожности, которые открыва-
þтся äëя преоäоëения второãо и третüеãо преäеëов.

1. ÒÅÏËÎ È ÝÍÅÐÃÈß: ÏÐÅÄÅË ËÀÍÄÀÓÝÐÀ

Тепëовой преäеë связан с фунäаìентаëüныì
терìоäинаìи÷ескоì резуëüтатоì фон Нейìана и
Ланäауэра. В соответствии с принöипоì Ланäау-

Рассìотрены аëãебраи÷еские структуры, порожäаеìые проãраììаìи ìоäеëирования.

Наìе÷ены их связи с ÷исëенныì ìоäеëированиеì, инфорìатикой, суперкоìпüþтераìи,

ка÷ественной теорией систеì. Сфорìуëированы заäа÷и äаëüнейøих иссëеäований.

Ключевые слова: ìоäеëирование, аëãебраи÷еские систеìы, обратиìые вы÷исëения, ãруппоиä.
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эра ìиниìаëüное выäеëение тепëа на выработку
оäноãо бита инфорìаöии

E
diss

 = k
B
T ln2, Дж, (1)

ãäе k
B
 — постоянная Боëüöìана, T — абсоëþтная

теìпература в кеëüвинах [9, 10].
Доказатеëüство принöипа Ланäауэра не зависит

от физи÷еской структуры вы÷исëитеëя. Также не
вëияþт на общуþ потерþ энерãии от нереверсив-
ности и сверхнизкие теìпературы: зна÷ение пре-
äеëа Ланäауэра (1) форìаëüно снижается, но на
охëажäение требуется тот же поряäок энерãии [11].
Эта форìуëа показывает преäеë произвоäитеëü-
ности траäиöионных проöессоров, т. е. фунäа-
ìентаëüный преäеë произвоäитеëüности иäеаëü-

ноãо кëасси÷ескоãо вы÷исëитеëя — 2,5Ѕ1026 опе-
раöий/с [12, 13]. А вы÷исëитеëя, испоëüзуþщеãо
операöии с пëаваþщей то÷кой (принöипиаëüно

нето÷ные) — 1022 операöий/с (таì же).
Соображения наäежности вы÷исëений ука-

зываþт на еще боëее низкие верхние ãраниöы
[12, 14—16]. Разбереì это поäробнее. Вероятностü

оøибки при ìощности сиãнаëа E
sig

 равна .

Дëя сëу÷ая эëектри÷ескоãо сиãнаëа E
sig

 = CV
2/2,

ãäе C — еìкостü эëеìента, V — разностü напряже-
ний при перекëþ÷ении. Дëя наäежности нужно
E
diss

 = 100k
B
T. Этот преäеë уже äостиãнут.

Ситуаöиþ иëëþстрирует äиаãраììа (сì. рису-
нок), ëþбезно преäоставëенная Л.К. Эйсыìонтоì.

Верхняя кривая на рисунке — рост ÷исëа про-
öессоров, вторая сверху — тактовая ÷астота, МГö,
третüя — выäеëяеìое тепëо, Дж, нижняя — про-
извоäитеëüностü оäноãо проöессора, операöий/с.
Виäно, ÷то рост иäет ëиøü бëаãоäаря ãрубой сиëе
и техноëоãи÷ескиì ухищренияì, позвоëяþщиì
разìещатü боëüøе проöессоров на оãрани÷енноì
объеìе и отвоäитü ãенерируеìое иìи тепëо.

В работе Ланäауэра [10] показан и теорети÷ес-
кий ìетоä обхоäа терìоäинаìи÷ескоãо барüера:
вы÷исëения äоëжны бытü обратиìыìи, тоãäа зна-
÷итеëüная ÷астü выäеëенноãо тепëа поãëощается
на ìесте. Беннет [17] показаë, ÷то ëþбая ìаøина
Тüþринãа ìожет бытü сìоäеëирована обратиìой
ìаøиной Тüþринãа, и отìетиë еще оäно важное
свойство вы÷исëений, которые ìоãут преоäоëе-
ватü преäеë Ланäауэра: обратиìы äоëжны бытü не
тоëüко äействия, но и проãраììа.

Чтобы пояснитü, ÷то такое обратиìостü, вос-
поëüзуеìся наибоëее распространенной ìоäеëüþ
äействий. Систеìа преäставëяется как ìножество
состояний, а äействия — как функöии на этоì
ìножестве. Эта ìоäеëü не явëяется поëностüþ
аäекватной в наøеì сëу÷ае и ни в коеì сëу÷ае не

ìожет рассìатриватüся как основная, но äëя äе-
ìонстраöии некоторых приìеров на привы÷ноì
языке она ãоäится. Тоãäа из анаëиза äоказатеëüств
фон Нейìана и Ланäауэра выявëяþтся сëеäуþщие
свойства обратиìости.

1. Никакие äва состояния не äоëжны перехо-
äитü в оäно и то же. Дëя äискретных систеì с ко-
не÷ныì ÷исëоì состояний это озна÷ает биектив-
ностü отображений.

2. Иìеется возìожностü посëе поëу÷ения ре-
зуëüтата запуститü систеìу такиì образоì, ÷то она
пройäет в обратноì направëении путü от резуëü-
тата к исхоäныì äанныì ÷ерез те же проìежуто÷-
ные состояния. Это в совокупности со свойствоì 1
вëе÷ет биективностü отображений и äëя бесконе÷-
ных систеì.

3. Обратное вы÷исëение ìожет бытü выпоëнено
äо пряìоãо, и в резуëüтате их коìпозиöии поëу÷а-
ется тожäественное преобразование. На саìоì äе-
ëе это сëеäствие свойств 1 и 2, но сëиøкоì ÷асто
не заìе÷аеìое на практике.

Беннет не обратиë вниìания на то, ÷то выäе-
ëение паìяти и ее освобожäение — существенно
необратиìые äействия, а еãо посëеäоватеëи увëек-
ëисü позитивной стороной резуëüтатов Беннета.
И соверøенно быëо проиãнорировано преäупреж-
äение Беннета нас÷ет проãраììы. Оно показыва-
ет, по÷еìу станäартная ìоäеëü äействий неаäек-
ватна в äанноì сëу÷ае: оäниì из äействий äоëжно
бытü обращение посëеäоватеëüности äействий.

e
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Диаграмма, иллюстрирующая положение дел на переднем крае
суперкомпьютеров
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Не тоëüко из соображений тепëовыäеëения
возникает обратиìостü. Общеизвестно, ÷то кван-
товые вы÷исëения по своей прироäе обратиìы.
Поэтоìу, есëи коãäа-нибуäü уäастся созäатü
квантовый проöессор, он буäет способен ëиøü на
обратиìые вы÷исëения. Даëее, вы÷исëения на
ìоëекуëярноì уровне тоже обратиìы по своей
прироäе. Вы÷исëения на уровне нанокристаëëов
(все равно, эëектри÷еские иëи световые) тоже
÷асто обратиìы. Нанокристаëë вы÷исëяет коне÷-
нуþ ãруппу. Группы вы÷исëений кристаëëов —
боëее øирокий кëасс, ÷еì øубниковские ãруппы
[18—21], поскоëüку ãрупповыìи явëяþтся также
вы÷исëения в кристаëëах с упоряäо÷енныìи äис-
ëокаöияìи. Вы÷исëения на сверхпровоäниках то-
же äоëжны бытü обратиìыìи, есëи ìы не жеëаеì
вскипятитü жиäкий азот.

Станäартныì преäставëениеì обратиìых вы-
÷исëений в ìатеìатике явëяþтся ãруппы. Поэтоìу
обратиìостü требует аëãебраи÷еских, а не ÷исëен-
ных, ìоäеëей.

2. ÏÀÐÀÄÎÊÑ ÈÇÎÁÐÅÒÀÒÅËß:
ÝÔÔÅÊÒ ÎÐÅÂÊÎÂÀ È ÏÐÅÄÅË ×ÅÉÒÈÍÀ

Рассìотриì теперü вторуþ труäностü: накопëе-
ние ãроìаäных коëи÷еств коäа, за÷астуþ пëохо
сäеëанноãо. Такой коä становится необозриìыì и
неуëу÷øаеìыì. Попытки уëу÷øитü переøеäøуþ
некоторый барüер проãраììу привоäят к тоìу, ÷то
на кажäуþ исправëеннуþ оøибку появëяется äве
новых, ÷то äаже рассìатривается как некий «объ-
ективный закон». Поäкрепëяет такие убежäения
то, ÷то äаже в сообществе свобоäноãо софта, ãäе
кажäая проãраììа, а особенно систеìные про-
ãраììы, поäверãается беспощаäноìу анаëизу на
понятностü коäа, в посëеäние ãоäы на÷аëся кри-
зис. Старые проãраììы становятся все ìенее пе-
рестраиваеìыìи, а приток ìоëоäых и энерãи÷ных
воëонтеров, на которых 20 ëет развиваëосü сооб-
щество, резко сократиëся в связи с по÷ти запре-
äеëüной сëожностüþ вхожäения в существуþщие
проекты [22]. Теì саìыì наäежностü существуþ-
щеãо проãраììноãо обеспе÷ения оказаëасü прак-
ти÷ески уникаëüно низкой среäи всех совреìен-
ных высокотехноëоãи÷ных систеì. Кажäая про-
ãраììа с ãарантией соäержит оøибки.

Это неразрывно связано еще с оäниì, боëее
«ìяãкиì», но тоже объективныì барüероì: преäе-
ëоì Чейтина [23]. В этой статüе установëено су-
ществование принöипиаëüно непознаваеìых объ-
ектов, при÷еì преäеë непознаваеìости коне÷ен и
зависит от «сëожности» познаþщеãо субъекта.

Рассìотриì понятие аëãоритìи÷еской сëож-

ности объекта1. Это минимальная длина программы
и данных, порождающих искомый объект. Объект
ìожет бытü о÷енü боëüøиì (наприìер, äвои÷ная

записü ÷исëа ), но воспроизвоäится корот-

кой проãраììой и äанныìи, и поэтоìу прост.

Понятие аëãоритìи÷еской сëожности, перво-
на÷аëüно ввеäенное Коëìоãоровыì [24] äëя стан-
äартной конöепöии вы÷исëиìости, оказывается
корректныì äëя о÷енü øирокоãо кëасса конöеп-
öий и уже, ÷еì тüþринãова вы÷исëиìостü, и øире
ее [25]. Теореìа Чейтина [23], как показано в
работе [25], сохраняется äëя саìых разëи÷ных
понятий сëожности и при о÷енü сëабых преä-
поëожениях о форìаëüной систеìе. Поэтоìу ее
ìожно сфорìуëироватü в ка÷естве ìетоäоëоãи÷ес-
коãо закона:

«Для каждого субъекта или сообщества объек-
ты, превосходящие некоторую сложность, являют-
ся принципиально непознаваемыми. Предел непозна-
ваемости для каждого индивидуума свой, и область
познаваемости может быть неравномерно развита
в разных областях».

Такиì образоì, есëи систеìы становятся все
сëожнее, с некотороãо ìоìента они оказываþтся
принöипиаëüно непониìаеìыìи. Дëина и струк-
турная сëожностü проãраìì оказываþтся сей÷ас
во ìноãих сëу÷аях реøаþщиì фактороì.

Возникает вопрос, явëяется ëи такая ситуаöия
объективныì законоì развития боëüøих форìа-
ëизованных систеì? Сразу же виäен контрприìер:
ìатеìатика. В ней резуëüтаты, первона÷аëüно по-
ëу÷аеìые как сëожные конструкöии на ãрани по-
ниìания, в äаëüнейøеì постепенно свертываþтся
во все боëее и боëее короткие, и «разбухания коäа»
не происхоäит. Наприìер, теореìа поëноты кëас-
си÷еской ëоãики первона÷аëüно äоказываëасü на
200 страниöах, а теперü äоказатеëüство уìещается
на äвух, оäна из которых занята необхоäиìыìи
опреäеëенияìи. Проанаëизируеì, бëаãоäаря ÷еìу
это äостиãается.

Еще в 1920-е ãã. Д. Гиëüберт [26] уверенно ут-
вержäаë, ÷то развитие ìатеìатики практи÷ески
невозìожно без иäеаëüных высокоуровневых по-

1
 Обратиì вниìание, ÷то сëово «сëожностü» употребëяется

в разëи÷ных контекстах по отноøениþ к соверøенно разныì
характеристикаì. Вы÷исëитеëüная сëожностü приниìает во
вниìание коëи÷ество операöий äëя реøения заäа÷и, но иãно-
рирует характеристики саìой проãраììы. Структурная сëож-
ностü изìеряет характеристики структуры объекта, по÷ти иã-
норируя еãо веëи÷ину. Лоãи÷еская сëожностü изìеряет уровенü
объекта иëи высказывания. Аëãоритìи÷еская в некотороì
сìысëе со÷етает характеристики структурной сëожности и
сëожности, изìеряеìой просто как коëи÷ество знаков в коäе
объекта.

33
33

33
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нятий. В конöе конöов на практике нас интере-
суþт реаëüные ответы, выражаþщиеся коне÷ныìи
сущностяìи. Наприìер, ÷исëенная оöенка иëи
обëастü фазовоãо пространства, в которой нахо-
äится систеìа; посëеäнее коне÷но ввиäу тоãо, ÷то
обëастü преäставëяется как эëеìент äискретноãо
разбиения пространства иëи же как эëеìент ко-
не÷ной аëãебраи÷еской структуры, ка÷ественно
описываþщей поäìноãообразия пространства со-
стояний систеìы. Но поëу÷итü нетривиаëüные
реаëüные резуëüтаты с приеìëеìыìи затратаìи
труäа поëу÷ается, ëиøü пройäя ÷ерез иäеаëüные
абстрактные понятия и их теорети÷еские преобра-
зования, которые ìожно рассìатриватü как интеë-
ëектуаëüные оруäия.

Д. Пойа [27] заìетиë этот эффект на приìерах
из эëеìентарной ìатеìатики: ÷тобы äоказатü про-
стое утвержäение, ÷асто требуþтся зна÷итеëüно
боëее сëожные ëеììы. Хао Ван [28] поäтверäиë
этот факт äëя арифìетики, построив посëеäова-
теëüностü приìитивно-рекурсивных функöий f

n
,

äëя кажäой из которых äоказатеëüство утвержäе-
ния ∀x f

n
(x) = 0 ìожет бытü провеäено ëиøü с по-

ìощüþ ìатеìати÷еской инäукöии по форìуëаì не
ìенее ÷еì с n переìенаìи кванторов. В.П. Орев-
ков äоказаë [29], ÷то анаëоãи÷ный эффект иìеет
ìесто уже в ëоãике, ãäе, в принципе, от ëеìì ìож-
но избавитüся (теореìа о норìаëизаöии вывоäа).
А иìенно, он построиë посëеäоватеëüностü фор-
ìуë, äоказатеëüство кажäой из которых с проìе-
жуто÷ныìи ëеììаìи иìеет äëину 13n + 7, а без

поìощи ëеìì (пряìое) — как ìиниìуì 
(n раз). Иäеþ конструкöии Оревкова ìожно пояс-
нитü на äвух функöионаëüных приìерах: ÷исëовоì
и абстрактноì (в λ-ис÷исëении).

Пример 1. Пустü у нас естü натураëüные ÷исëа и оäна
ëиøü операöия äобавëения 1. Рассìотриì рекурсивное
опреäеëение

ϕ(x, 0) = x + 1;

ϕ(x, y + 1) = ϕ(ϕ(x, y), y).

Соãëасно еìу, экспонента вы÷исëяется в ëинейное
÷исëо øаãов.

Есëи теперü заäатü опреäеëение функöии второãо по-
ряäка

Φ
1
(ϕ, x, 0) = ϕ(0, x);

Φ
1
(ϕ, x, y + 1) = Φ

1
(ϕ, Φ

1
(ϕ, x, y), y),

то оно вы÷исëяет уже экспоненту экспонент, третий
уровенü баøни äает

Φ
2
(ϕ, x, 0) = Φ

1
(0, x);

Φ
2
(Φ

1
, x, y + 1) = Φ

2
(Φ

1
, Φ

2
(Φ

1
, x, y), y)

и т. ä.

Пример 2. В λ-ис÷исëении, которое сей÷ас стаëо
ãëавныì теорети÷ескиì аппаратоì инфорìатики, естü
äве базовых конструкöии: приìенение функöии f к ар-
ãуìенту (x f ) и образование функöии, вы÷исëяþщей при
кажäоì заäанноì x

0
 зна÷ение выражения t, соäержащеãо

переìеннуþ x: λx.t[x]. Функöии и объекты не разëи÷а-
þтся: функöия ìожет бытü арãуìентоì и резуëüтатоì
äруãой функöии (по÷ти как в теории ìножеств, ãäе «всё
естü ìножество»; тоëüко зäесü «всё естü функöия»). Тоã-
äа ìожно построитü посëеäоватеëüностü опреäеëений,
уже не рекурсивных:

Φ
1
 = λf.λx.((x f )f );

Φ
n + 1

 = λΨ
n
.λΨ

n – 1
.((Ψ

n – 1
Ψ

n
)Ψ

n
);

(x( f (Φ
1
...(Φ

n – 2
(Φ

n – 1
))...))) =  (k раз). ♦

В äаëüнейøеì äëя опреäеëения функöий ìы
свобоäно поëüзуеìся λ-обозна÷енияìи.

Заìетиì, ÷то в обоих опреäеëениях испоëüзо-
ваëисü функöии наä функöияìи. Это неизбежно,
поскоëüку теореìы Хао Вана, Оревкова и их ìно-
ãо÷исëенные приìенения и усиëения, развивøие-
ся сей÷ас в öеëое направëение «обратной ìатеìа-
тики», испоëüзуþт иерархиþ сëожности и уровней
объектов. Уровенü функöии иëи ìножества выøе
уровней арãуìентов (эëеìентов). Уровенü ëоãи-
÷еской форìуëы опреäеëяется в первуþ о÷ереäü
уровняìи преäставëенных в ней объектов, по ко-
торыì навеøиваþтся кванторы, а во вторуþ о÷е-
реäü коëи÷ествоì переìен вëоженных äруã в äруãа
кванторов.

Выразиìостü существенно повыøается при
поäъеìе на новый уровенü. Но оäновреìенно по-
нятия становятся боëее абстрактныìи.

Такиì образоì, скоëü уãоäно сëожные рекур-
сивные проöеäуры станäартноãо языка проãраì-
ìирования типа C — объекты первоãо уровня.
Кëассы C иëи Java — ãäе-то ìежäу первыì и вто-
рыì. А äëя существенноãо сокращения текстов и
борüбы с объеìоì проãраìì нужны понятия вы-
сøих уровней.

Явное ввеäение сëожных понятий необхоäи-
ìо, но нужно искатü обхоäные пути, поскоëüку
выразитеëüная сиëа растет, как ìиниìуì, супер-
экспоненöиаëüно, оäнако оäновреìенно экспо-
ненöиаëüно убывает ÷исëо ëþäей, способных вос-

принятü понятия соответствуþщеãо уровня2.
Зäесü вступает в сиëу фунäаìентаëüное свойс-

тво аëãебраи÷еских систеì. Рассìотриì произ-

2
2

...2( )
( )

2 Автор ìожет перес÷итатü по паëüöаì тех, кто способен по-
нятü конструкöии сеäüìоãо уровня, пороþ встре÷аþщиеся в
инфорìатике и в ка÷ественной теории систеì (работы øкоëы
В.М. Матросова и С.Н. Васиëüева).

Φ
n

k

⎝
⎜
⎛
xf

2
2
...2( )

⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎠
⎞

⎝
⎛

⎠
⎟
⎞
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воëüный ãруппоиä (тип äанных, на котороì заäана
бинарная операöия ∗; никакие свойства этой опе-
раöии, äаже ассоöиативностü, не постуëируþтся).
Тоãäа ëþбой эëеìент a ìожет оäновреìенно рас-
сìатриватüся как функöия λx.(x ∗ a), называеìая
действием эëеìента a. Работая с неассоöиативны-
ìи операöияìи, ìы никоãäа не буäеì опускатü
скобки. Проäоëжая äаëее, виäиì, ÷то эëеìент оä-
новреìенно явëяется преобразованиеì функöий,
и äаëüøе вверх по иерархии уровней.

Такиì образоì, аëãебраи÷еские ìоäеëи äаþт
возìожностü атаковатü и второй барüер.

Пример 3. В ÷астноì сëу÷ае возìожностü преäстав-
ëения функöий высøих уровней при поìощи эëеìен-
тарной аëãебраи÷еской систеìы быëа открыта М. Шей-
нфинкеëеì [30] в 1920 ã. Но общностü этоãо ìетоäа не
быëа осознана.

Коìбинаторная аëãебра Шейнфинкеëя — ãруппоиä с
операöией ∗ и äвуìя константаìи: S и K. Постуëируþт-
ся сëеäуþщие свойства этих констант:

(x ∗ (y ∗ (z ∗ S))) = ((y ∗ z) ∗ (x ∗ z));

(x ∗ (y ∗ K)) = y. ♦ (2)

Коìбинаторные аëãебры обëаäаþт сëеäуþщи-
ìи свойстваìи. Как известно, ëþбая аëãебраи÷ес-
кая систеìа, опреäеëяеìая тожäестваìи, иìеет три-
виаëüнуþ ìоäеëü из оäноãо эëеìента. Все нетри-
виаëüные ìоäеëи коìбинаторных аëãебр [31]:

— бесконе÷ны;
— неассоöиативны;
— некоììутативны;
— нерекурсивны;
— позвоëяþт выразитü внутри себя натураëüные

÷исëа и ëþбуþ вы÷исëиìуþ функöиþ как äействие
некотороãо эëеìента на натураëüные ÷исëа;

— позвоëяþт выразитü вы÷исëиìые функöии
наä функöияìи и скоëü уãоäно высоко вверх по
иерархии понятий.

Такиì образоì, аëãебраи÷еские ìоäеëи в при-
нöипе позвоëяþт атаковатü и барüер сëожности
проãраìì. Это косвенныì образоì поäтвержäено
в работах по катеãорноìу проãраììированиþ [32].

3. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ

В работах по аëãебраì проãраìì (в ка÷естве
преäставитеëüных приìеров сì. работы [1—6])
неìеäëенно преäпоëаãается, ÷то проãраììа — это
функöия, и, соответственно, базовая аëãебраи÷ес-
кая структура этих ìоäеëей — поëуãруппа. Осно-
ваниеì такоãо выбора сëужит кëасси÷еская теоре-
ìа о преäставëении ëþбоãо пространства функ-
öий, заìкнутоãо относитеëüно коìпозиöии, как
поëуãруппы и ëþбой поëуãруппы как поëуãруппы
функöий. Даже в книãе Мит÷еëëа [7], как тоëüко

перехоäят к аëãебраи÷ескиì ìоäеëяì, они рас-
сìатриваþтся на базе поëуãрупп. Естü еще оäин
принöипиаëüный неäостаток всех рассìатривае-
ìых аëãебраи÷еских конструкöий. Они ставят те-
ëеãу впереäи ëоøаäи: сразу ìоäеëируþтся конк-
ретные конструкöии языков проãраììирования и
вкëþ÷аþтся как операторы в аëãебраи÷еские ìо-
äеëи. Такиì образоì, теорети÷еское иссëеäование
оказывается в пëену существуþщей практики, ко-
торая уже не поëностüþ аäекватна запросаì разви-
тия инфорìатики, как показано ранее. Не ìожет
бытü описано как функöия, в ÷астности, äействие
обращения операöии, естественно возникаþщее
в обратиìоì проãраììировании. В саìоì äеëе,
пустü äействиеì эëеìента M явëяется обращение

операöии. Тоãäа, поскоëüку (a é b)–1 = b–1 é a–1,
иìееì a é (b é M) ≠ (a é b) é M.

На саìоì äеëе анаëоãи÷ная конструкöия воз-
никает на кажäоì øаãу в практи÷еской инфорìа-
тике. Рассìотриì операöиþ отìены посëеäнеãо
äействия Undo. Тоãäа

S; T; Undo ≠ {S; T }; Undo.

Такиì образоì, действия операторов не обяза-
тельно являются функциями.

Но синтакси÷еская структура проãраìì, кото-
рая важна при их преобразованиях, поëуãруппой
явëяется. А иìенно, поëуãруппа äает возìож-
ностü соеäинитü äействия нескоëüких эëеìентов в
äействие оäноãо эëеìента, теì саìыì позвоëяя
аãреãироватü бëоки ìоäеëи. Эта операöия необхо-
äиìа äëя äекоìпозиöии и синтеза систеì ìоäеëи-
рования.

Саìый нейтраëüный способ ввести операöиþ,
свертываþщуþ систеìу эëеìентов в эëеìент, ана-
ëоãи÷ен испоëüзуеìоìу в коìбинаторных аëãеб-
рах. Добавиì к ãруппоиäу константу B (коìпози-
öия) и аксиоìу

((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f ∗ (g ∗ B))). (3)

Такие ãруппоиäы назовеì композиционными
алгебрами.

Предложение 1. Для каждой последователь-
ности f

1
, ..., f

n
 элементов группоида ее действие

λx.((...(x ∗ f
1
)...) ∗ f

n
) равно действию элемента

( f
1

∗ (...( f
n
 ∗ B)...)).

Определение 1. Обогащение аëãебраи÷еской сис-
теìы — äобавëение новых операöий и констант

без изìенения носитеëя и старых операöий3. Рас-
ширение аëãебраи÷еской систеìы — вëожение ее в
äруãуþ аëãебраи÷ескуþ систеìу. Факт — равен-

3 Теì саìыì зна÷ения новых констант заäаþтся в староì
носитеëе.
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ство иëи неравенство постоянных выражений наä
аëãебраи÷еской систеìой: t = u ëибо t ≠ u.

Предложение 2. Каждый группоид G может
быть расширен до композиционной алгебры.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì свобоäный ãруп-
поиä, образуþщийся äобавëениеì к эëеìентаì G конс-
танты B, и хорнову теориþ, образуеìуþ всеìи позитив-
ныìи фактаìи о G и тожäествоì (3). Фактор-аëãебра по
отноøениþ вывоäиìоãо равенства буäет искоìой коì-
позиöионной аëãеброй. ♦

Оäнако поëуãруппы äействий не поëу÷ается:
коìпозиöия в коìпозиöионных аëãебрах не обя-
затеëüно ассоöиативна. Сäеëатü ее ассоöиативной
ìожно, заäав аксиоìу

( f ∗ ((g ∗ (h ∗ B)) ∗ B)) =
= (( f ∗ (g ∗ B)) ∗ (h ∗ B)). (4)

Итак, прихоäиì к аëãебре, явëяþщейся биãруп-
поиäоì с äвуìя операöияìи. Оäна из них — по-
ëуãрупповая операöия коìпозиöии é, вторая —
неассоöиативная операöия приìенения проãраì-
ìы ∗. Поëу÷аþщуþся поëуãруппу по коìпозиöии
буäеì обозна÷атü прописной жирной буквой, ее
носитеëü — прописной буквой; 0 и е — нуëевой
и еäини÷ный эëеìент соответствуþщей поëуãруп-
пы, есëи они иìеþтся. Операöии связаны тожäе-
стваìи:

((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f ∗ g));

(0 ∗ x) = (x ∗ 0) = 0;

(x ∗ e) = x.

Как бы ìы ни опреäеëиëи понятия коìпози-
öии и приìенения, они äоëжны бытü связаны
привеäенныìи тожäестваìи. В остаëüноì ìы, как
и всеãäа при аëãебраи÷ескоì поäхоäе, свобоäны в
интерпретаöии. Во всех известных автору проãраì-
ìных, ÷еëовеко-ìаøинных и аппаратных систе-
ìах эти свойства выпоëнены.

Такие аëãебры назовеì GAPS (generic algebraic
program structure).

Первое тожäество выпоëняется всеãäа, оно яв-
ëяется опреäеëениеì посëеäоватеëüноãо испоëне-
ния ëибо аãреãаöии эëеìентов. Есëи хотü оäна из
констант 0 иëи e присутствует, она сохраняет свой
сìысë и äëя операöии ∗.

Пустü иìеется некоторый ãоìоìорфизì α:
G → (G → G) наøей поëуãруппы G в поëуãруппу
отображений ее носитеëя, такой, ÷то

(e α) = λx.x;  (0 a) = λx.0.

С то÷ки зрения проãраììиста, этот ãоìоìор-
физì заäает интерпретатор иëи трансëятор наøих
проãраìì, перерабатываþщий записü проãраììы
в испоëняеìый ìоäуëü. Синтакси÷ески разëи÷ные

проãраììы ìоãут порожäатü оäин и тот же испоë-
няеìый ìоäуëü, так ÷то с÷итатü отображение α
изоìорфизìоì неëüзя.

Предложение 3. Каждая полугруппа G может
быть обогащена до GAPS таким образом, что
(x ∗ f ) = ( f α).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Второе и третüе тожäества вы-
поëнены по построениþ.

((x ∗ f ) ∗ g) = ((x( f α))(g α)) = (x(( f α) é (g α))) =
= (x(( f é g)α)) = (x ∗ ( f é g)).

Такой ãоìоìорфизì всеãäа существует. Достато÷но
опреäеëитü (x α) = λy.0 äëя всех äеëитеëей нуëя, и λx.x
äëя всех остаëüных. Второй тривиаëüный вариант —
просто опреäеëитü (x ∗ y) = (x é y). ♦

Пример 4. Рассìотриì известнуþ иãру «коëоäеö,
ножниöы, буìаãа». Бинарная операöия опреäеëения вы-
иãравøеãо в этой иãре заäает коììутативный неассоöи-
ативный ãруппоиä КНБ с треìя эëеìентаìи:

∗ к н б

к к к б

н к н н

б б н б.

Дëя тоãо ÷тобы заäатü GAPS, соäержащуþ этот ãруп-
поиä, иìеется нескоëüко способов. Первый из них —
÷исто синтакси÷еский. Отожäествиì эëеìенты ãруппо-
иäа с их оäноэëеìентныìи кортежаìи, а коìпозиöии
äействий заäаäиì как кортежи из к, н, б; é — соеäинение
кортежей. Но äаже в такоì попоëнении иìеется ìноãо
способов заäания операöии ∗. Проиëëþстрируеì их на
приìере кортежей [к, н, б] и [н, к, б]:

[к, н, б] ∗ [н, к, б] = [к, н, (((б ∗ н) ∗ к) ∗ б)];

[к, н, б] ∗ [н, к, б] = [(((к ∗ н) ∗ б) ∗ н), к, б];

[к, н, б] ∗ [н, к, б] =
= [(((к ∗ н) ∗ к) ∗ б), (((н ∗ н) ∗ к) ∗ б), (((б∗ н) ∗ к) ∗ б)].

Теорети÷ески простейøий способ поëу÷ения GAPS —
построитü свобоäнуþ аëãебру наä константаìи {к, н, б}
с бинарныìи операöияìи {∗, é} и факторизоватü ее по
отноøениþ равенства «t = u вывоäиìо в теории со сëе-
äуþщиìи аксиоìаìи»:

(к ∗ к) = к;  (к ∗ н) = к;  (к ∗ б) = б;

(н ∗ к) = к; (н ∗ н) = н;  (н ∗ б) = н;

(б ∗ к) = б;  (б ∗ б) = б; (б ∗ н) = н;

∀x, f, g((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f é g));

∀x, f, g((x é f ) é g) = (x é ( f é g)).

Естü способ поëу÷итü и коне÷нуþ GAPS. Дëя этоãо
сна÷аëа попоëниì КНБ äо поëуãруппы äействий посëе-
äоватеëüностей еãо эëеìентов. Эта поëуãруппа оказыва-
ется некоììутативной. Привеäеì все разëи÷ные äейс-
твия посëеäоватеëüностей эëеìентов иãры. Переä äвое-
то÷иеì стоит посëеäоватеëüностü хоäов, посëе неãо — ее
äействие:

к: ккб, н: кнн, б: бнб, кн: ккн, нк: ккк, бн: ннн,

нб: бнн, кб: ббб, бк: бкб,кнб: ббн, нбк: бкк, бкн: нкн.
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Поëуãруппа äействий состоит из äвенаäöати эëеìен-

тов. Но äаже зäесü операöия ∗ ìожет бытü проäоëжена,

по крайней ìере, äвуìя способаìи:

(кн ∗ нк) = кннк = кнк = кн;

(кн ∗ нк) = (кн)∗(н∗к) = (кн) к = (к∗к)(н∗к) = кк = к.

Пример 5. Некоторые «естественные» преäпоëоже-

ния о GAPS разруøаþт систеìу. Наприìер, из тожäес-

тва e ∗ f = f сëеäует, ÷то обе операöии совпаäаþт:

(x ∗ y) = ((e ∗ x) ∗ y) = (e ∗ (x é y)) = x é y.

Рассìотриì возникøуþ ситуаöиþ соäержатеëüно:

по÷еìу 0 ìожет оставатüся нуëеì, а еäиниöа при äейс-

твиях оставатüся саìа собой не всеãäа ìожет? Нуëü в

сìысëе интерпретаöии — оøибка. Даëüøе с неþ внутри

аëãебры äеëатü уже не÷еãо: систеìа выëетеëа. Константа

e ìожет бытü интерпретирована как проãраììа, ни÷еãо

не äеëаþщая и не тратящая ресурсов (наприìер, пус-

тая). Но преобразоватеëü проãраìì впоëне ìожет вы-

äатü какой-то сëожный коä, исхоäя из пустых äанных.

Сì. äаëее приìер 8. ♦

Центраëüная пробëеìа: коãäа ìожно некото-
руþ систеìу преобразований проãраìì соеäинитü
с äанной синтакси÷еской поëуãруппой проãраìì,
теì саìыì образовав еäиный язык ìетапроãраì-
ìирования? Эта заäа÷а естественно разбивается на
три поäпробëеìы: соеäинение языка с систеìой
преобразований без изìенения языка (т. е. поëу-
ãруппы); сохранение некотороãо поäъязыка (поä-
поëуãруппы) и превращение ранее не интерпрети-
рованных иëи не нужных наì боëее синтакси÷ес-
ких конструкöий в äействия преобразоватеëей;
попоëнение существуþщеãо языка äо ìетаязыка
путеì расøирения поëуãруппы без изìенения ис-
хоäной.

Определение 2. Поëуãруппа F, порожäенная
совокупностüþ функöий F — ìиниìаëüный тип
функöий, вкëþ÷аþщий F и заìкнутый относи-
теëüно коìпозиöий:

∀f, g( f ∈ F ∧ g ∈ F ⊃ f é g ∈ F ). ♦

Соäержатеëüно это озна÷ает, ÷то F состоит из
всех функöий, преäставиìых как

f
1
 é ... é f

n
, f

1
, ..., f

n
 ∈ F.

Определение 3. Пустü заäана некоторая сово-
купностü äействий A как функöии на носитеëе по-
ëуãруппы G. Совокупностü А допустима, есëи иìе-
ется GAPS AG, которая явëяется обоãащениеì G,
такая, ÷то кажäое äействие g ∈ A преäставëяется
как λx.(x ∗ α) äëя некотороãо α. Она консерватив-

на над подполугруппой G
0
, есëи она äопустиìа и

a ∗ b = a é b äëя всех эëеìентов G
0
. Она слабо до-

пустима, есëи иìеется поëуãруппа G
1
, поäпоëу-

ãруппой которой явëяется G, и функöии из A ìоãут
бытü проäоëжены на G

1
 такиì образоì, ÷то поëу-

÷енная A
1
 консервативна наä G. ♦

О÷евиäно, ÷то саìое сиëüное из этих понятий —
консервативностü наä поäпоëуãруппой. Даëее иäут
äопустиìостü и сëабая äопустиìостü. Установиì
критерии возìожности этих обоãащений и рас-
øирений.

Предложение 4. Совокупность действий A допус-

тима тогда и только тогда, когда имеется гомо-

морфизм ее замыкания в полугруппу G.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. По преäëожениþ 2, есëи обо-

ãащение уäаëосü осуществитü, то ëþбой эëеìент поëу-

ãруппы, порожäенной A, преäставëяется как äействие

некотороãо эëеìента G. Зна÷ит, ìы ãоìоìорфно вëожи-

ëи заìыкание A в G. ♦
Обратно, есëи заìыкание A ãоìоìорфно отоб-

ражается в G, то еãо образ изоìорфен некоторой

фактор-поëуãруппе  поëуãруппы G и иìеется
отображение Φ:G → (G → G), сопоставëяþщее
кажäоìу эëеìенту поëуãруппы функöиþ, соот-

ветствуþщуþ еãо кëассу эквиваëентности в .
Заìетиì, ÷то важно вëожение структуры поëу-

ãруппы äействий, а не саìих äействий.
Предложение 5. Совокупность действий A кон-

сервативна над G
0
 тогда и только тогда, когда име-

ется такой гомоморфизм ψ ее замыкания в G, что

для каждого действия f, такого, что ( f ψ) ∈ G
0
, вы-

полнено ∀a ∈ G(a f ) = (a é ( f ψ)).
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи такое обоãащение уäа-

ëосü осуществитü, то äействие, попавøее в G
0
, обязано

по усëовиþ сохранения поäпоëуãруппы уäовëетворятü

∀a ∈ G(a f ) = (a é ( f ψ)). ♦

Обратно, есëи такой ãоìоìорфизì иìеется, то
приìениì построение из преäыäущеãо äоказа-
теëüства.

Пример 5. Наприìер, поëüзуясü этиì критериеì,

ìожно проверитü возìожностü обоãащения языка äо

языка ìетавы÷исëений, рассìатривая строки как про-

ãраììы, а поäъязык, работаþщий с ÷исëаìи, оставëяя

неизìенныì.

Теорема 1. Любая совокупность действий слабо

допустима над любой G. ♦
Эта теореìа äоказана в статüе [33]. Несìотря

на простоту форìуëировки, äоказатеëüство требу-
ет ìетоäов теории ìоäеëей и теории аëãебраи÷ес-
ких систеì. Поëу÷аþщаяся аëãебра не всеãäа вы-
÷исëиìа, äаже есëи исхоäная поëуãруппа и сово-
купностü äействий коне÷ны.

Пример 6. Рассìотриì ãруппу вы÷етов по ìоäуëþ 3

Z
3
 и интерпретируеì ее объекты {0, 1, 2} как коäы ко-

ëоäöа, ножниö и буìаãи в иãре из приìера 4. Коäируя

Gˆ

Gˆ
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функöии тройкаìи ÷исеë, заäаеì äействия иãры как 002,

011, 212. Попоëниì ãруппоиä äо äвенаäöатиэëеìентной

поëуãруппы. Дëя соãëасованности с Z
3
 необхоäиìо äо-

бавитü еäини÷ный эëеìент, который не ìожет бытü по-

ëу÷ен коìпозиöияìи остаëüных. Возüìеì пряìое про-

извеäение поëу÷ивøеãося тринаäöатиэëеìентноãо ìо-

ноиäа C с Z
3
 и заäаäиì äействия сëеäуþщиì образоì:

(〈c, x〉 ∗ 〈d, y〉) = 〈c é d, (x + y d)〉.

Построенная аëãебра соäержит Z
3
. Виäно, ÷то эëе-

ìенты С ìожно рассìатриватü как коìанäы, а Z
3
 — как

äанные; (xd) — приìенение посëеäоватеëüности äейс-

твий к эëеìенту, закоäированноìу x,и взятие коäа по-

ëу÷ивøеãося эëеìента. Коìанäы преобразуþтся как по-

ëуãруппа, но их эффект на Z
3
 — ãруппоиä.

Иìеется и äруãой способ опреäеëения GAPS наä теì

же носитеëеì:

(〈c, x〉 ∗ 〈d, y〉) = 〈(c é d), (x + y(c ∗ d))〉.

Есëи же в ка÷естве попоëнения КНБ возüìеì беско-

не÷нуþ GAPS, то и поëу÷ивøаяся систеìа окажется

бесконе÷ной. ♦

Даäиì поëный теорети÷еский критерий попоë-
ниìости некоторой систеìы операöий наä про-
ãраììаìи с заäанныìи свойстваìи операöий äо
GAPS наä уже иìеþщейся у нас проãраììной сис-
теìой с сохранениеì свойств операöий и про-
ãраìì. Он обобщает теореìу из статüи [33], ãäе со-
храняëисü тоëüко свойства операöий и факты о
проãраììах.

Определение 4 [8]. Факт — выражение виäа
P(t

1
, ..., t

n
) ëибо ¬P(t

1
, ..., t

n
), не соäержащее пере-

ìенных, в ÷астности, t = u иëи t ≠ u. Факт пози-

тивный, есëи он не на÷инается с отриöания. Диа-

грамма системы — совокупностü всех истинных в
ней фактов, при усëовии, ÷то сиãнатура попоëнена
константаìи äëя всех эëеìентов носитеëя систеìы.
Тождество — форìуëа виäа ∀x

1
, ..., x

k
P(t

1
, ..., t

n
),

ãäе x
i
 — все свобоäные переìенные эëеìентарной

форìуëы. Оãрани÷ение форìуëы A на оäноìест-
ный преäикат P — форìуëа A

P
, образуþщаяся за-

ìенаìи всех кванторов ∀xB[x] на ∀x(P(x) ⊃ B[x]),
а всех ∃xB[x] на ∃x(P(x) ∧ B[x]). Есëи Σ — аëãебра-

и÷еская систеìа, то Th
Σ — теория Th, попоëненная

всеìи фактаìи о Σ.

Теорема 2. Пусть система действий A описыва-

ется теорией Th
1
, и Th — теория, моделью которой

является полугруппа G, в которой выводится акси-

ома ассоциативности, а также свойства единицы и

нуля, если они присутствуют в G, и одноместный

предикат P не принадлежит объединению сигнатур.

Th
P
 означает теорию Th, к сигнатуре которой до-

бавлен предикат P без новых аксиом. Тогда G можно

пополнить действиями А с сохранением их свойств

тогда и только тогда, когда теория

 ∪  ∪ {∀x, f, g(((x ∗ f ) ∗ g) =

= (x ∗ ( f é g))), ∀x(0 ∗ x) = (x ∗ 0) = 0, x(x ∗ e) = x}

непротиворечива.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе поëноты кëасси-

÷еской ëоãики, теория иìеет ìоäеëü тоãäа и тоëüко тоã-

äа, коãäа она непротиворе÷ива. Есëи теория соäержит

ìатриöу аëãебраи÷еской систеìы Σ, эта систеìа изоìор-

фно вëожиìа в ëþбуþ ее ìоäеëü [8, с. 172]. Теì саìыì

существуþщая ìоäеëü явëяется искоìой GAPS. Обрат-

но, есëи естü такая GAPS, то она явëяется ìоäеëüþ на-

øей теории. ♦

Теорети÷ески äанное реøение поëное. Но на
практике оно реäко приìениìо, поскоëüку ÷аще
всеãо расøирения оказываþтся невы÷исëиìы. Оä-
нако естü оäин практи÷еский критерий, который
сëеäует из äанной теореìы.

Практическое следствие. Есëи систеìа преоб-
разований проãраìì разруøает свойства каких-то
уже иìеþщихся äействий проãраìì иëи заставëя-
ет отожäествитü разные äействия, она принöипи-
аëüно некорректна.

Пример 7. Поскоëüку λ-ис÷исëение ëежит в основе

совреìенной ìатеìати÷еский теории поëных по Тüþ-

ринãу проãраììных систеì, построиì ìоäеëü стратифи-

öированноãо λ-ис÷исëения как GAPS. Напоìниì неко-

торые понятия: λ-выражение называется стратифици-

рованным, есëи в неì ìожно корректно расставитü типы

всех переìенных и констант; λ-выражение иìеет нор-

ìаëüнуþ форìу, есëи оно не ìожет бытü преобразовано

äаëее. Выражения в норìаëüной форìе с÷итаþтся окон-

÷атеëüныìи резуëüтатаìи вы÷исëений. Обе возìожно-

сти: рассìатриватü поëуãруппу как ìножество λ-терìов

в норìаëüной форìе иëи как ìножество отображений

норìаëüных форì t в норìаëüные форìы ( f t), происхо-

äящих при конверсии выражений, не äаþт реøений.

При первоì поäхоäе нет коìпозиöии, поскоëüку нет

операöии соеäинения λ-выражений. При второì коìпо-

зиöия естественно опреäеëяется, но теряется сутü про-

ãраììной систеìы, поскоëüку разные проãраììы ìоãут

произвоäитü оäну и ту же функöиþ преобразования.

Чтобы поëу÷итü GAPS, перейäеì к эквиваëентноìу

преäставëениþ λ-терìов: коìбинаторной ëоãике. Коìби-

наторная ëоãика естественно и взаиìнооäнозна÷но фор-

ìуëируется как ãруппоиä äействий: приìенение терìа к

терìу (t r) записывается в наøих обозна÷ениях (r ∗ t).

Опреäеëяþщие равенства äëя констант K и S пере-

писываþтся в форìе (2). В коìбинаторной аëãебре оп-

реäеëяется коìбинатор коìпозиöии

B = (K ∗ ((S ∗ K) ∗ S)).

Th1
A

ThP
G
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Преобразуя это выражение соãëасно опреäеëяþщиì

равенстваì äëя K и S, поëу÷аеì:

(x ∗ ( f ∗ (g ∗ (K ∗ ((S ∗ K) ∗ S)))) =

= (x ∗ ( f ∗ ((g ∗ K) ∗ ( f ∗ (S ∗ K))))) =

= (x ∗ ( f ∗ ((g ∗ K) ∗ S))) = ((x ∗ f ) ∗ (x ∗ (g ∗ K))) =

= ((x ∗ f ) ∗ g).

Такиì образоì, ( f ∗ (g ∗ B)) опреäеëяет коìпозиöиþ
f и g.

Можно быëо перейти к äруãоìу известноìу базису
коìбинаторной ëоãики, вкëþ÷аþщеìу в себя B, но ìы
проиëëþстрируеì путü, показываþщий способ перехо-
äа от теории иëи систеìы, в которой коìпозиöии как
корректно опреäеëенной операöии не быëо, к эквива-
ëентной теории иëи систеìе, преäставиìой как аëãебра
GAPS.

Прежäе всеãо, äобавиì B как новуþ константу с оп-
реäеëяþщиì равенствоì (3). Такое расøирение теории
с привы÷ной то÷ки зрения эквиваëентно исхоäной тео-
рии, поскоëüку äобавиëи опреäеëиìое понятие, но оно
избавëяет от нежеëатеëüноãо эффекта: как бы ìы ни оп-
реäеëиëи B, ( f ∗ (g ∗ B)) не буäет норìаëüной форìой,
поскоëüку посëеäняя константа в опреäеëении завеäоìо
приìенится (äаже есëи она S, требуþщая три арãуìента,
то, поскоëüку опреäеëение не своäится к саìой S, тре-
тий арãуìент буäет взят из текста опреäеëения). Добав-
ëяеì равенство (4). Это тожäество ìожет бытü эффек-
тивно реаëизовано как оäностороннее и завеäоìо фун-
äированное правиëо переписывания ëевой ÷асти в пра-
вуþ. Носитеëü аëãебры — ìножество норìаëüных форì
выражений в коìбинаторной ëоãике, попоëненной коì-
бинатороì B, норìаëизованных приìенениеì правиëа,
соответствуþщеãо равенству (4). Коìпозиöией äвух вы-
ражений с÷итается ( f ∗ (g ∗ B)). Это опреäеëение кор-
ректно, поскоëüку стратифиöированные λ-выражения
всеãäа иìеþт норìаëüнуþ форìу, и коìпозиöия стра-
тифиöированных выражений стратифиöирована.

Построение заверøено. Такиì образоì, GAPS позво-
ëяþт описатü оäну из саìых общих теорети÷еских кон-
öепöий совреìенной инфорìатики. Дëя бестиповоãо
λ-ис÷исëения эта конструкöия также работает. Зна÷ени-
еì выражения, не иìеþщеãо норìаëüной форìы, с÷ита-
ется 0. В стратифиöированной аëãебре нуëя нет. В пост-
роенных GAPS нет еäиниöы. Она ìожет бытü äобавëена
как новая константа с правиëаìи конверсии

(t ∗ e) = t, ( f ∗ (e ∗ B)) = f, (e ∗ ( f ∗ B)) = f.

Итак, преäставëение «конкретных» аëãоритìи÷еских
языков становится изëиøниì: их ìетоäы свеäения к
λ-ис÷исëениþ äетаëüно проработаны и изëожены, в ÷ас-
тности, в работе [7].

Пример 8. Рассìотриì äруãой приìер превращения
проãраììной систеìы в абстрактнуþ аëãебру. Пустü у
нас естü поëный по Тüþринãу аëãоритìи÷еский язык, в
котороì проãраììы и äанные явëяþтся строкаìи сиì-
воëов в оäноì и тоì же аëфавите. Соеäинение строк äа-
ет коìпозиöиþ функöий проãраìì. Пустая строка —
ни÷еãо не äеëаþщая проãраììа. Приìероì такоãо языка
ìожет сëужитü Brainfuck [34].

Добавиì константы 0 и e. Первая из них явëяется
зна÷ениеì выëетаþщей иëи заöикëиваþщейся проãраì-
ìы, вторая — пустая строка. Коìпозиöия проãраìì оп-
реäеëяется как соеäинение строк. Действие строки (a ∗ f )
состоит в вы÷исëении строки, явëяþщейся зна÷ениеì f
на a. Есëи f выäаëа оøибку, зна÷ениеì явëяется 0. В про-
тивноì сëу÷ае — поëу÷ивøаяся проãраììа. На этоì при-
ìере виäно, ÷то резуëüтатоì äействия наä пустой про-
ãраììой ìожет бытü ëþбая äруãая проãраììа.

Пример 9. Еще в 1972 ã. теория впëотнуþ поäоøëа к
общеìу понятиþ аëãебры проãраìì [35]. Рассìотриì
аëфавит {K, S, (,)}. Опреäеëиì сëеäуþщуþ трансëяöиþ
еãо сиìвоëов в коìбинаторы. Выражение, сопоставëяе-
ìое строке, опреäеëяется по рекурсии (a — сиìвоë, σ —
строка):

(Kϕ) = K;  (S ϕ) = S;  (‘(' ϕ) = B; ((‘)' ϕ) = I;

(aσ ϕ) = ((σ ϕ) ∗ (a ϕ)).

Дëя траäиöионной коìбинаторной ëоãики, ãäе фун-
кöией с÷итается первый эëеìент списка и скобки ãруп-
пируþтся вëево, поëу÷иì еще боëее простуþ записü:
образы сиìвоëов пиøутся оäин за äруãиì. Такая ин-
терпретаöия превращает коìбинаторнуþ ëоãику в язык
типа Brainfuck. Но поëу÷ивøаяся аëãебра не явëяется
аëãеброй äëя коìбинаторной ëоãики. В нее вхоäят об-
разы синтакси÷ески неправиëüных конструкöий, ска-
жеì, ))))SK((.

4. ÀËÃÅÁÐÛ ÎÁÐÀÒÈÌÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ

Обратиìые äействия составëяþт ãруппу, и ëþ-
бая ãруппа преäставëяется как ãруппа биективных
отображений. Группа сохраняет основное свойс-
тво ãруппоиäа: возìожностü рассìатриватü ëþбое
äанное как функöиþ. В ней иìеется äопоëнитеëü-
ная операöия взятия обратноãо äействия (которая
ìожет приìенятüся как äо, так и посëе исхоäноãо

äействия): a–1. Такиì образоì, кажется, ÷то в äан-
ноì сëу÷ае GAPS основана на ãруппе.

Преобразования проãраìì также äоëжны бытü
обратиìы, соãëасно принöипу Беннета. Отсþäа вы-
текает конструкöия аëãебр поëностüþ обратиìых
проãраìì (AFIP — algebras of fully invertible programs)
как GAPS с äопоëнитеëüной константой M (обра-
щение проãраìì) и äопоëнитеëüныìи аксиоìаìи:

(x é (x ∗ M)) = e, ((x ∗ M) é x) = e. (5)

Отсþäа сëеäует, ÷то (M ∗ M) = M; (M é M) = e.
Дëя практи÷еских нужä обы÷но äостато÷но бо-

ëее сëабоãо свойства: тожäественности äействий
(сëабые аëãебры обратиìых проãраìì, weak AFIP,
WAFIP):

((y ∗ x) ∗ (x ∗ M)) = y, ((y ∗ (x ∗ M)) ∗ x) = y. (6)

Выражение (6) сëеäует из выражения (5), но не
наоборот. В статüе [33] изу÷аëисü AFIP. Зäесü ос-
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новныì понятиеì явëяþтся WAFIP, которых äо-
стато÷но äëя преäставëения обратиìых проãраìì
и их аппаратных ìоäеëей. Из аксиоì WAFIP авто-
ìати÷ески сëеäует биективностü операöии приìе-
нения проãраìì ∗:

Предложение 6. Отображение λx.(x ∗ f ) биек-
тивно для любого f.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Инъективностü. Пустü (x ∗ f ) =
= (y ∗ f ). Тоãäа ((x ∗ f ) ∗ ( f ∗ M)) = ((y ∗ f ) ∗ ( f ∗ M)), и
x = y по выражениþ (6).

Сþръективностü. Найäеì äëя кажäоãо x и f такое y,
÷то (y ∗ f ) = x: х = ((x ∗ ( f ∗ M)) ∗ f ). ♦

В WAFIP поëуãруппа не обязатеëüно становит-
ся ãруппой, так как биективностü кажäоãо äействия
не озна÷ает разëи÷ия всех äействий как функöий.

Пример 10. Рассìотриì обоãащение Z
6
 äо AFIP:

λx.(x ∗ 3) = λx.(x ∗ 1) = λx.(x ∗ 5) = λx.x
–1

,

λx.(x ∗ 0) = λx.(x ∗ 2) = λx.(x ∗ 4) = λx.x.

В ка÷естве М нужно взятü 3. Есëи ìы возüìеì äруãое не-
÷етное ÷исëо, то поëу÷ится WAFIP.

Анаëоãи÷ныì образоì ìожно попоëнитü äо
WAFIP ãруппу öеëых ÷исеë по сëожениþ:

λx.(x ∗ (2•n + 1)) = λx.x–1, λx.(x ∗ (2•n)) = λx.x.

Но зäесü äо AFIP не проäоëжиøü, поскоëüку
нет такоãо ÷исëа, не равноãо 0, ÷то n + n = 0. ♦

Теперü рассìотриì öикëи÷еский ìоноиä, по-

рожäаеìый a и опреäеëяеìый равенствоì a4 = a8.

На еãо носитеëе всеì не÷етныì степеняì a2n + 1 со-

поставиì λa
n.a–n, ãäе обратный эëеìент берется по

ìоäуëþ 8, ÷етныì — тожäественное преобразова-
ние. Но äанная аëãебра не явëяется WAFIP, пото-
ìу ÷то степени, боëüøие 3, уже не ìоãут бытü об-
ращены äо степеней, ìенüøих 3.

И заверøиì тривиаëüныì приìероì. Лþбая по-
ëуãруппа правых еäиниö, т. е. такая, ÷то ∀x, y é y = x,
ìожет бытü сäеëана WAFIP, а в ка÷естве М ìожно
взятü ëþбой ее эëеìент.

В посëеäней WAFIP поëуãруппа ãруппой не яв-
ëяется. Но, теì не ìенее, поëу÷ен сëеäуþщий ре-
зуëüтат:

Предложение 7. Действия элементов WAFIP об-
разуют группу. ♦

Действие (x ∗ M ) явëяется обратныì к äейст-
виþ х.

В статüе [33] äоказано, ÷то ãрупповая операöия
ìожет образовыватü AFIP в тоì и тоëüко в тоì
сëу÷ае, коãäа все эëеìенты ãруппы иìеþт поря-
äок 2, т. е. ãруппа явëяется пряìыì произвеäени-
еì ãрупп Z

2
. Сëеäоватеëüно, есëи операöия в по-

ëуãруппе образует WAFIP, то äействия ее эëеìен-
тов образуþт ãруппу поряäка 2.

Предложение 8. Каждая полугруппа G, разлага-
ющаяся в прямое произведение Z

2
ЅG

0
, где действия

элементов G
0
 взаимно однозначные и для каждого

действия есть элемент, производящий обратное
действие, может быть обогащена до WAFIP.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Сна÷аëа установиì нескоëüко
боëее абстрактное утвержäение о поëуãруппах. Пустü G —
носитеëü поëуãруппы. Заäаäиì äëя M в ка÷естве зна÷е-

ния какой-нибуäü эëеìент, такой, ÷то äействие M
2
 тож-

äественное и М не явëяется кваäратоì никакоãо эëеìен-
та. Пустü GG — ãруппа всех взаиìно оäнозна÷ных отоб-
ражений G. Пустü ϕ — ãоìоìорфизì G в GG, такой, ÷то

(M ϕ) = λx.x
–1

. Опреäеëив (x ∗ f ) = (x( f ϕ)), поëу÷аеì ис-
коìуþ аëãебру. ♦

Теперü построиì такой ãоìоìорфизì: 〈1, e〉 = M,

(M ϕ〉 = λx.x–1, (〈0, a〉ϕ) = λx.x, (〈1, a〉ϕ) = λx.x–1.
Необхоäиìое усëовие обоãащаеìости поëуãруп-

пы взаиìно оäнозна÷ных отображений äо WAFIP
закëþ÷ается в наëи÷ии эëеìента, который:

— не явëяется кваäратоì никакоãо äруãоãо эëе-
ìента;

— иìеет бесконе÷ный поряäок иëи явëяется
корнеì не÷етной степени из саìоãо себя.

Установëение необхоäиìых и äостато÷ных ус-
ëовий обоãащаеìости ãруппы ëибо поëуãруппы äо
WAFIP, поäобно тоìу, как быëо сäеëано äëя AFIP
в статüе [33], остается открытой пробëеìой.

Пример 11. Рассìотриì общуþ и важнуþ äëя приëо-
жений конструкöиþ. Пустü естü произвоëüная поëу-
ãруппа G, äействия эëеìентов которой обратиìы, и äëя
кажäоãо äействия естü обратное. Попоëниì ее äо аëãеб-
ры Z

2
ЅG с сохранениеì G.

Поëожиì 〈x, a〉 ∗ 〈0, b〉 = 〈x, a é b〉, 〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 = 〈x, a–1〉,
ãäе е — произвоëüный эëеìент, äействие котороãо тож-
äественно. Проäоëжиì на остаëüные эëеìенты сëеäуþ-
щиì образоì:

(〈x, a〉 ∗ 〈1, b〉) = (〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 é 〈0, b〉)) =

= ((〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 ∗ 〈0, b〉) = 〈x, a–1〉 ∗ 〈0, b〉 = 〈x, a–1
 é b〉.

Поëу÷енное реøение ìожет бытü интерпретировано
как простейøее управëение. Эëеìент Z

2
 явëяется управ-

ëяþщиì сиãнаëоì, изìеняþщиì направëение работы
систеìы с пряìоãо на обратное и наоборот.

Заìетиì, ÷то не всеãäа обратиìостü äействий озна-
÷ает обратиìостü аëãоритìа и саìой заäа÷и. Рассìотриì
äва характерных сëу÷ая.

Пример 12. В заäа÷е сборки кубика Рубика кажäое
äействие обратиìо. Но саìа заäа÷а принöипиаëüно не-
обратиìа, поскоëüку во вреìя реøения теряется инфор-
ìаöия об исхоäноì состоянии кубика и о проìежуто÷-
ных состояниях.

Заäа÷а упоряäо÷ения ìассива принöипиаëüно необ-
ратиìа, так как при ее реøении ìассив привоäится к
станäартноìу состояниþ и невозìожно восстановитü еãо
исхоäное состояние. В äанноì сëу÷ае форìаëüно она ìо-
жет бытü сäеëана обратиìой, есëи кажäый эëеìент x,
стоящий на i-ì ìесте, преäставëятü как пару 〈x, i 〉, но
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аëãоритì ìожет бытü все равно необратиì, поскоëüку
теряется инфорìаöия о проìежуто÷ных состояниях
ìассива.

5. ÍÀÁÐÎÑÊÈ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ
Ê ÌÎÄÅËßÌ ÑÈÑÒÅÌ

В преäыäущих параãрафах поäвоäиëся итоã ис-
сëеäованияì в äанной обëасти. Даëее в основноì
привоäятся приìеры форìаëизаöий, которые обос-
новываþт постановку заäа÷ äëя äаëüнейøей ра-
боты.

Пример 13. Рассìотриì усëовнуþ простейøуþ ìо-
äеëü беспиëотника с заряäоì, наöеëенноãо на некото-
рый объект. Во вреìя поëета беспиëотник ìожно рас-
сìатриватü как неäиссипативнуþ äинаìи÷ескуþ систе-
ìу, и в ëþбой ìоìент еìу ìожно отäатü приказ на воз-
вращение назаä, а возвращаþщеìуся — на возобновëе-
ние атаки (коне÷ностüþ ãорþ÷еãо пренебреãаеì). Посëе
атаки состояние беспиëотника уже не ìожет бытü изìе-
нено (он äействует как каìикаäзе). На стартовой пози-
öии еãо состояние не ìеняется, пока не буäет отäан при-
каз на взëет.

Такиì образоì, фазовое пространство систеìы äе-
ëится на три поäпространства: поäпространство старта,
поäпространство поëета, поäпространство заверøенной
ìиссии. Управëяþщих возäействий в реаëüности три:
коìанäа на взëет, коìанäа на прекращение атаки, ко-
ìанäа на возврат к атаке. Но форìаëüно ìы ìожеì свес-
ти их к äвуì: назна÷ение база, назна÷ение öеëü.

Динаìи÷еская систеìа без äиссипаöии порожäает
ãруппу сäвиãов. В äанноì сëу÷ае ãруппа становится по-
ëуãруппой, поскоëüку äвижения систеìы оãрани÷ены.
Пустü d — поäëетное вреìя к öеëи, x и y ìеняþтся в äиа-
пазоне [0, d). Опреäеëиì операöии:

x + + y = ,

x – – y = .

Теперü опреäеëиì аëãебру управëения беспиëот-
никоì:

(〈0, 0〉 ∗ 〈a, x〉) = 〈a, 0〉,

(〈1, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x + + y〉,

(〈0, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x – y〉 (x > 0, x < d),

(0 ∗ z) = (z ∗ 0) = 〈a, 0〉 = 0.

Поëу÷ивøаяся аëãебра ìожет бытü äискретизирова-
на. Есëи поäëетное вреìя разбитü на öеëое ÷исëо рав-
ных интерваëов, зна÷ения x и y ìоãут бытü сäеëаны на-
тураëüныìи ÷исëаìи, и поëу÷ается коне÷ное прибëиже-
ние к непрерывной аëãебре управëения.

Этот приìер показывает принöипиаëüные возìож-
ности форìаëизаöии в аëãебрах ëоãико-äинаìи÷ескоãо
управëения. Дëя тоãо, ÷тобы поäойти к этой пробëеìе с

нескоëüко боëее общих позиöий, рассìотриì еще пару
приìеров.

Пример 14. Пустü у нас естü неäиссипативная äина-
ìи÷еская систеìа, фазовые траектории которой не пе-
ресекаþтся. Тоãäа, äискретизировав пространство со-
стояний в ìоìент вреìени 0, поëу÷аеì äискретно-не-
прерывнуþ ãруппу, ка÷ественно характеризуþщуþ об-
ëастü, в которой нахоäится систеìа, и коëи÷ественно —
вреìя ее äвижения от на÷аëüной то÷ки. Дискретизиро-
вав еще и вреìя, поëу÷аеì äвуìернуþ äискретнуþ ãруп-
пу прибëиженных характеристик систеìы. Оãрани÷ив
вреìя, поëу÷аеì поëуãруппу. Оãрани÷ивая пространство
на÷аëüных состояний, поëу÷аеì поäãруппу (соответс-
твенно, поäпоëуãруппу) ранее построенной ãруппы (по-
ëуãруппы). Оãрани÷ивая обëастü в фазовоì пространс-
тве, в которой ìожет нахоäитüся систеìа, сохраняя при
этоì связностü оставøихся ÷астей фазовых траекторий,
поëу÷аеì поëуãруппу, в которой, на÷иная с некотороãо
ìоìента, x é y = x. Лþбая из этих (поëу)ãрупп ìожет
бытü попоëнена äо аëãебры управëений äобавëениеì
бинарноãо управëяþщеãо эëеìента, перекëþ÷аþщеãо
äвижение с пряìоãо на обратное; тернарноãо эëеìента,
вкëþ÷аþщеãо приостановку систеìы; эëеìента с ÷е-
тырüìя состоянияìи, ãäе ÷етвертое состояние озна÷ает
ëиквиäаöиþ систеìы (0 в приìере 13); и т. ä.

Поäìе÷ено, ÷то иäеìпотенты (эëеìенты, äëя кото-
рых x é x = x) иãраþт в аëãебрах роëü анаëоãов усëовий
заверøения иëи перекëþ÷ения проöессов в траäиöион-
ноì описании [36].

Пример 15. Пустü иìеется äиссипативная систеìа.
Тоãäа исхоäная аëãебра — поëуãруппа, и операöии об-
ращения нет. Друãие управëяþщие операöии по-пре-
жнеìу законны.

Пример 16. Пустü иìеется ëоãико-äинаìи÷еская сис-
теìа (äиссипативная иëи нет), повеäение которой опи-
сывается набороì операторов на фазовоì пространстве
и усëовий перекëþ÷ения ìежäу разëи÷ныìи оператора-
ìи. Дëя иëëþстраöии ìетоäа превращения такой систе-
ìы в аëãебру пустü у нас систеìа описывается äвуìя
оператораìи без äиссипаöии и оäниì усëовиеì пере-
кëþ÷ения. Тоãäа кажäый из операторов заäает ãруппу
сäвиãов. Обозна÷иì эти ãруппы G

1
 и G

2
. Опреäеëиì по-

ëуãруппу, которая ìожет рассìатриватüся как ÷асти÷ная
пряìая суììа äвух ãрупп. Их эëеìенты в боëüøинстве
сëу÷аев совпаäаþт, потоìу ÷то они äействуþт наä оäниì
и теì же фазовыì пространствоì, но операöии разные.

G = ({1} Ѕ (G
1
\{e})) ∪ ({2} Ѕ (G

2
\{e})) ∪ {0, e}.

Такиì образоì, заäаеì разìе÷енное объеäинение
äвух ãрупп, скëеивая еäиниöы и äобавëяя ноëü. Буäеì
с÷итатü, ÷то 〈1, e〉 = 〈2, e〉 = e,

〈a, x〉 é 〈a, y〉 = 〈a, x é y〉,

〈1, x〉 é 〈0, y〉 = 〈0, y〉 é 〈1, X 〉 = 0,

0 é z = z é 0 = 0.

Произвеäение эëеìентов из разных ãрупп с÷итается
оøибкой.

Действия ìожно опреäеëитü, по крайней ìере, äвуìя
способаìи. При первоì ìы äоëжны перекëþ÷итüся в

x y+ x y+ d<,

0,   x y+ d≥⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

x y– x y– 0>,

0,   x y– 0≤⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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то÷ности на поверхности перекëþ÷ения, ина÷е систеìа
ëоìается. При второì — на поверхности перекëþ÷ения
систеìа заäерживается äо сëеäуþщей коìанäы. Поëу÷а-
еì äве разëи÷ных GAPS наä оäной и той же поëуãруп-
пой. В G

err
 äействие заäается сëеäуþщиì образоì:

(〈a, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x é y〉 — траектория не прохоäит
÷ерез то÷ку перекëþ÷ения;

(〈0, x〉 ∗ 〈0, y〉) = 〈1, x é y〉 — траектория прихоäит
в то÷ку перекëþ÷ения;

(〈1, x〉 ∗ 〈1, y〉) = 〈0, x é y〉 — траектория прихоäит
в то÷ку перекëþ÷ения;

0 — в остаëüных сëу÷аях.

В G
stp

 опреäеëение сëеäуþщее:

(〈a, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x é y〉 — траектория не прохоäит
÷ерез то÷ку перекëþ÷ения

(〈0, x〉 ∗ 〈0, y〉) = 〈1, x é z〉;

x é z, z — первая то÷ка перекëþ÷ения
на траектории (〈1, x〉 ∗ 〈1, y〉) = 〈0, x é z〉;

x é z, z — первая то÷ка перекëþ÷ения
на траектории; 

0 — в остаëüных сëу÷аях.

Из этих аëãебр корректно äискретизируется тоëüко
вторая, поскоëüку в первой требуется перекëþ÷ение
то÷но в заäанный ìоìент. Это соответствует тоìу, ÷то
в конструктивноì анаëизе перекëþ÷ение то÷но в заäан-
ный ìоìент нереаëизуеìо.

Такиì образоì, ìы прибëижаеìся к äруãоìу вы÷ис-
ëитеëüноìу поäхоäу к ëоãико-äинаìи÷ескиì систеìаì,
проанаëизированныì, в ÷астности, в работах [37, 38]. ♦

Ка÷ественные состояния äаже необратиìых
систеì с бесконе÷ныì ÷исëоì особых то÷ек в ны-
неøней теории систеì спëоøü и ряäоì описыва-
þтся коìпëексаìи ãрупп. В ка÷естве приìера весü-
ìа изощренных конструкöий такоãо роäа, в сово-
купности с развиваеìой зäесü техникой äаþщих
возìожностü описатü систеìы как аëãебры, ìожно
привести как описание ìетоäа [39] и как еãо при-
ëожение [40].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ:
ÂÛÂÎÄÛ È ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

ÄÀËÜÍÅÉØÈÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Отìетиì, ÷то при общеì высокоì уровне по-
нятий инфорìатика принöипиаëüно отставаëа от
теории äинаìи÷еских систеì в уровне абстракт-
ности описания систеì. Преäставëяете себе, есëи
бы в теории систеì рассìатриваëисü не общие
уравнения и операторы наä фазовыìи пространс-
тваìи, а систеìы из ры÷аãов, øестеренок и т. п.
Перехоä к GAPS позвоëиë избавитüся в теории

проãраììирования от «øестеренок»: конкретных
операторов аëãоритìи÷еских языков.

Даëее, GAPS показаëи своþ способностü опи-
сыватü кëассы проãраììных систеì, разëи÷аþщи-
еся по свойстваì их функöионаëов. В статüе [33]
охарактеризованы кëассы обратиìых проãраìì,
поëуобратиìых проãраìì (возìожно взятие назаä
äействия, но не еãо преäотвращение), заверøаþ-
щихся за коне÷ное вреìя автоìатных проãраìì.
Теì саìыì аëãебраи÷еский аппарат еще раз про-
äеìонстрироваë своþ общностü и ãибкостü.

Развитие аëãебр проãраìì потребоваëо иссëе-
äования ранее не изу÷авøихся аëãебраи÷еских
структур, прежäе всеãо, неассоöиативных аëãебр с
коìпозиöией. Их приìенение к конкретныì кëас-
саì проãраìì и первые опыты по описаниþ äина-
ìи÷еских систеì поставиëи нескоëüко пробëеì.

Прежäе всеãо, в ÷истоì виäе аëãебры обрати-
ìых вы÷исëений описываþт оãрани÷енный кëасс
систеì. В реаëüных проãраììах обязатеëüно при-
сутствуþт необратиìые äействия, наприìер, заäа-
ние исхоäных äанных (иниöиаëизаöия систеìы) и
÷тение поëу÷ивøихся резуëüтатов. Даëее, кëасс
описываеìых систеì резко расøиряется и стано-
вится перспективныì äëя описания ìноãих реаëü-
ных заäа÷, есëи рассìатриватü по÷ти всþäу обра-
тиìые вы÷исëения, которые обратиìы на боëüøих
у÷астках, а на стыках ìежäу ниìи ìоãут äеëатüся
необратиìые äействия и приниìатüся необрати-
ìые реøения. В этоì сëу÷ае тепëовой преäеë все
равно обхоäится, а выразитеëüные возìожности
принöипиаëüно усиëиваþтся. Но по÷ти всþäу об-
ратиìые аëãебры — еще оäин неиссëеäованный
кëасс аëãебраи÷еских систеì. Их иссëеäование —
актуаëüная и практи÷ески важная заäа÷а.

Даëее, выразитеëüные среäства аëãебр ìощны
äëя реøения сëожнейøих ка÷ественных заäа÷ (как
показано, наприìер, в работах [39, 40]). Но стро-
ящиеся в теории коìпëексы ãрупп непрерывны.
Нет (не требуется äëя ÷истой теории) никаких ìе-
тоäов их äискретизаöии и свеäения к коне÷ныì
структураì. Построение коне÷ных прибëижений
непрерывных аëãебр — стоëü же принöипиаëüная
заäа÷а, какой явиëосü в свое вреìя осознание то-
поëоãи÷ескоãо характера прибëижений непрерыв-
ных пространств äискретныìи сеткаìи. Поэтоìу
теория прибëижений ãрупп, поëуãрупп и проãраì-
ìных аëãебр — новое направëение, открываеìое
аëãебраи÷ескиì поäхоäоì.

И, наконеö, операöии конструирования аëãебр
из простых коìпонентов не своäятся к øироко
приìеняеìыì в теорети÷еской аëãебре пряìыì,
поäпряìыì и поëупряìыì произвеäенияì. А пе-
рехоä к фактор-структураì сëиøкоì ÷асто разру-
øает вы÷исëиìостü. Развитие новых способов пос-
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троения аëãебр (прежäе всеãо, коне÷ных, но и бес-
коне÷ные тоже важны) — еще оäно направëение,
иссëеäования в котороì необхоäиìы.

Преäваритеëüные варианты äанной работы
äокëаäываëисü на конференöии РАСО'2012 [41],
øкоëе ìоëоäых у÷еных ИПУ РАН и на сеìинаре
ИПМ РАН.
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ÁÎËÜØÈÅ ÄÀÍÍÛÅ: ÎÒ ÁÐÀÃÅ — Ê ÍÜÞÒÎÍÓ

Ä.À. Íîâèêîâ

Природа устроена просто. Надо лишь уметь находить надеж-
ные средства раскрытия этой осложненной подробностями
простоты.

Э. Резерфорä

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Терìин «боëüøие äанные», обозна÷аþщий
неструктурированные äанные, объеì которых пре-
восхоäит существуþщие возìожности опериро-
вания иìи в требуеìые сроки, появиëся совсеì
неäавно [1], теì не ìенее, он уже стаë сверхпопу-
ëярныì (запрос в Google возвращает äесятки ìиë-
ëионов ссыëок) как среäи спеöиаëистов в IT-сфе-
ре, так и среäи у÷еных, бизнес-анаëитиков и ìно-
ãих äруãих. Какие возìожности и опасности несут
боëüøие äанные? Какие вызовы они форìуëируþт
и какие пробëеìы ставят переä у÷еныìи, спеöиа-
ëистаìи в разëи÷ных преäìетных обëастях, систе-
ìой образования?

1. ÁÎËÜØÈÅ ÄÀÍÍÛÅ. ÁÎËÜØÀß ÀÍÀËÈÒÈÊÀ.
ÁÎËÜØÀß ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß

Большие данные (Big Data, первое упоìинание, —
по-виäиìоìу, в спеöиаëüноì выпуске журнаëа
«Nature» [1]) в инфорìаöионных техноëоãиях —
направëение в науке и практике, связанное с раз-
работкой и приìенениеì ìетоäов и среäств опе-
рирования боëüøиìи объеìаìи неструктуриро-
ванных äанных.

Оперирование Big Data вкëþ÷ает их1:
— сбор (поëу÷ение);
— переäа÷у;

— хранение (вкëþ÷ая записü и извëе÷ение);
— обработку (преобразование, ìоäеëирование,

вы÷исëения и анаëиз äанных);
— испоëüзование (вкëþ÷ая визуаëизаöиþ) в

практи÷еской, нау÷ной, образоватеëüной и äруãих
виäах ÷еëове÷еской äеятеëüности.

Иноãäа «боëüøиìи äанныìи» в узкоì сìысëе
называþт тоëüко техноëоãии сбора, переäа÷и и
хранения Big Data. Тоãäа обработку боëüøих äан-
ных, вкëþ÷ая построение и анаëиз ìоäеëей на их
основе, называþт большой аналитикой (в тоì ÷исëе
и боëüøие вы÷исëения), а визуаëизаöиþ (у÷иты-
ваþщуþ коãнитивные возìожности поëüзоватеëя)
соответствуþщих резуëüтатов — большой визуали-
зацией (рис. 1).

Универсаëüный öикë оперирования боëüøиìи
(äа и, вообще, ëþбыìи) äанныìи привеäен на
рис. 2. Кëþ÷евые эëеìенты в äанноì öикëе —
объект и субъект («потребитеëü»), котороìу тре-
буþтся знания о состоянии (и законоìерностях
еãо изìенения) первоãо. Но ìежäу данными, соби-
раеìыìи об объекте, и знаниями, необхоäиìыìи
субъекту, иноãäа ëежит öеëая «пропастü». Перви÷-
ные äанные äоëжны бытü преäобработаны — пре-
вращены в боëее иëи ìенее структурированнуþ
информацию, из которой в зависиìости от заäа÷и,
стоящей переä субъектоì, äоëжны бытü извëе÷ены
требуеìые знания.

Эти знания, в ÷астности, ìоãут бытü испоëüзо-
ваны субъектоì äëя управления объектоì — осу-
ществëения öеëенаправëенных возäействий, обес-
пе÷иваþщих требуеìое еãо повеäение. В ÷астноì
сëу÷ае (при неоäуøевëенноì субъекте) управëе-
ние ìожет бытü автоìати÷ескиì. Наверное, скоро

Проанаëизированы и структурированы вызовы, которые техноëоãии оперирования боëü-

øиìи äанныìи ставят переä разработ÷икаìи соответствуþщих техни÷еских среäств,

спеöиаëистаìи в обëасти прикëаäной ìатеìатики и искусственноãо интеëëекта и у÷е-

ныìи-преäìетникаìи из разëи÷ных прикëаäных обëастей.

Ключевые слова: боëüøие äанные, анаëиз äанных, боëüøое управëение.

1
 Иноãäа ãоворят о конструкöии «4D» — выявëение

(Discovery), отбор (Discrimination), переработка (Distillation),
äовеäение в нужноì преäставëении (Delivery/Dissemination).

íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â óïðàâëåíèèÈ
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в обихоä войäет терìин «большое управление
3» (Big

Control) как управëение на основе боëüøих äан-
ных, боëüøой анаëитики и, бытü ìожет, боëüøой
визуаëизаöии4.

Ка÷ественный анаëиз оãроìноãо потока теку-
щих пубëикаöий по Big Data позвоëяет сäеëатü
субъективнуþ (авторскуþ) экспертнуþ оöенку те-
кущеãо распреäеëения вниìания иссëеäоватеëей и
разработ÷иков (но не поëüзоватеëей!) к пробëеìаì
оперирования Big Data, преäставëеннуþ на рис. 3.

Друãиìи сëоваìи, поäавëяþщее боëüøинство
усиëий в обëасти Big Data направëено на разработ-
ку техноëоãий сбора, переäа÷и, хранения и пре-
äобработки боëüøих äанных, в то вреìя как боëü-
øой анаëитике и визуаëизаöии уäеëяется ãоразäо
ìенüøее вниìание.

2. ÖÈÂÈËÈÇÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Можно ëи с÷итатü сëоживøееся состояние äеë
(сì. рис. 3) норìаëüныì? С оäной стороны — äа.
Веäü эвоëþöионное развитие техноëоãий øëо

иìенно этиì путеì, äа и äëя тоãо, ÷тобы анаëизи-
роватü и визуаëизироватü äанные, их наäо сна÷аëа
собратü и сохранитü (естественно, такиì образоì,
÷тобы иìетü возìожностü быстроãо äоступа и об-
работки). С äруãой стороны, существуþщий «пе-
рекос» вызван от÷асти теì, ÷то сеãоäня ÷еëове÷ес-
тво, хотя и сознает, ÷то, наверное, ëþбые äанные
небеспоëезны, но не äо конöа пониìает, ÷то äе-
ëатü и как испоëüзоватü их нарастаþщуþ ëавину.

Пробëеìа эта не нова, так как за посëеäнее вре-
ìя возник öеëый кëасс поäобных пробëеì, и носят
они öивиëизаöионный характер. Усëовно их ìож-
но назватü проблемами опережающего развития
технологий: есëи рассìотретü соотноøение ìежäу
наукой, техноëоãияìи и практикой (рис. 4), то в

2 Еще оäну сверхìоäнуþ триаäу — боëüøие äанные, высо-
копроизвоäитеëüные вы÷исëения и обëа÷ные техноëоãии — об-
сужäатü ìы не буäеì.

3 Справеäëивости раäи отìетиì, ÷то спеöиаëисты по теории
управëения в посëеäние поëтора äесятиëетия все ÷аще ãоворят
о совìестноì реøении заäа÷ управëения, вы÷исëений и связи —

так называеìая пробëеìа C3 (Control, Computation, Communica-
tion) — реøения заäа÷ синтеза управëяþщих возäействий в ре-
аëüноì вреìени с у÷етоì заäержек в канаëах связи и вреìен-
ных затрат на обработку инфорìаöии (вкëþ÷ая вы÷исëения).
Кроìе тоãо, существует устой÷ивое сëовосо÷етание «управëе-
ние боëüøиìи систеìаìи» (Large-scale Systems Control), оäнако
боëüøие äанные ìоãут порожäатüся и «ìаëенüкиìи» в этоì
сìысëе систеìаìи.

4
 Возìожна и äруãая трактовка терìина «боëüøое управëе-

ние» — как управëение проöессаìи оперирования Big Data, ÷то
преäставëяет собой саìостоятеëüнуþ и нетривиаëüнуþ пробëеìу.

#Рис. 1. «Большая триада»
2

Рис. 2. Универсальный цикл оперирования Big Data

Рис. 3. Текущее распределение внимания исследователей и раз-
работчиков к проблемам оперирования Big Data
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разëи÷ные периоäы развития ÷еëове÷ества иноãäа
наука иниöиироваëа развитие и посëеäуþщее
внеäрение тех иëи иных техноëоãий, а иноãäа пос-
ëеäоватеëüностü быëа (и явëяется в наøе вреìя!)
«обратной».

Действитеëüно, обратиìся к истории. Сто ëет,
на÷иная приìерно с сереäины XIX в., набëþäа-
ëисü триуìфаëüное развитие науки и основываþ-
щийся на неì взрывной рост техноëоãий (наука
опережаëа и форìироваëа техноëоãии, которые
ìассово внеäряëисü в практику; отìетиì, ÷то äо
этоãо, как правиëо, опережаþщий запрос к науке
форìироваëа практика) — эëектри÷ество, связü,
атоìная энерãетика, эëектроника и т. ä., при÷еì

техноëоãий, понятных и äоступных обыватеëþ5. За-
теì, ãäе-то с посëеäней трети XX в. ситуаöия стаëа
изìенятüся — уже накопëенных фунäаìентаëü-
ной наукой резуëüтатов хватаëо, ÷тобы обеспе÷итü
рост техноëоãий (техноëоãии на÷аëи в ÷еì-то «опе-
режатü» науку), ÷то привеëо к снижениþ «спроса
на науку» со стороны посëеäних (искëþ÷ение преä-
ставëяþт собой, наверное, ëиøü живые систеìы).

Но техноëоãии проäоëжаþт развиватüся, при-
÷еì все боëее быстрыìи теìпаìи. Боëее тоãо, на-
приìер, в посëеäнее äесятиëетие скоростü разви-
тия инфорìаöионно-коììуникаöионных техно-

ëоãий (ИКТ) стаëа опережатü и практику6, в тоì

÷исëе способности ÷еëове÷ества по осознаниþ но-
вых техноëоãи÷еских возìожностей, перспектив

развития и соответствуþщих уãроз7. Друãиìи сëо-
ваìи, на пороãе третüеãо тыся÷еëетия произоøеë
опреäеëенный переëоì — äо сих пор ÷еëове÷ест-
во öеëенаправëенно развиваëо науку и техноëоãии
поä свои потребности, сей÷ас же техноëоãии все
боëüøе опережаþще навязываþт направëения,
оãрани÷ения и усëовия развития, при÷еì как на
уровне отäеëüной ëи÷ности, так и на уровне ãосу-

äарств и ÷еëове÷ества в öеëоì8. Иìенно этот эф-
фект ìы и называеì «опережаþщиì развитиеì
техноëоãий». Осознатü соответствуþщие öивиëи-
заöионные пробëеìы и нау÷итüся реаãироватü на
них еще преäстоит.

То же саìое происхоäит с боëüøиìи äанныìи —
÷еëове÷ество обреëо техноëоãи÷еские возìожнос-
ти накопëения ãиãантских объеìов äанных, но не
ãотово их обрабатыватü и испоëüзоватü, при÷еì
основная пробëеìа закëþ÷ается не в непониìа-
нии тоãо, как их обрабатыватü, а в тоì, зачем это
äеëатü. Дëя тоãо ÷тобы понятü, какие вызовы стоят
переä у÷еныìи и инженераìи, обсуäиì кратко,
какие äанные явëяþтся «боëüøиìи», ãäе они воз-
никаþт, как сеãоäня приìеняþтся, как повыситü
эффективностü их испоëüзования в буäущеì и ÷еì
в этоì ìожет поìо÷ü наука.

3. ÈÑÒÎ×ÍÈÊÈ È «ÏÎÒÐÅÁÈÒÅËÈ» BIG DATA

Среäи них такие крупные ãруппы, как:
— наука — астроноìия и астрофизика, ìетео-

роëоãия, яäерная физика, физика высоких энер-
ãий, ãеоинфорìаöионные и навиãаöионные систе-
ìы, äистанöионное зонäирование Зеìëи, ãеоëоãия
и ãеофизика, аэроäинаìика и ãиäроäинаìика, ãе-
нетика, биохиìия и биоëоãия и äр.

5 Забавно, но ãерояìи фантасти÷еской ëитературы о техно-
ëоãи÷еских рывках в развитии, буäü то бëаãоäаря изоëяöии (на-
приìер, Сайрес Сìит в «Таинственноì острове» Ж. Верна) иëи
переносу в проøëое (наприìер, ãерой М. Твена из «Янки из
Коннектикута при äворе короëя Артура»), выступаþт, как пра-
виëо, инженеры иëи просто обыватеëи, но не у÷еные.

6 В ка÷естве позитива, необхоäиìо признатü, ÷то развитие
ИКТ существенно стиìуëироваëо развитие прикëаäной ìате-
ìатики, в тоì ÷исëе таких разäеëов «сетевой ìатеìатики», как
сëу÷айные ãрафы, ãрафы боëüøой разìерности, сетевые иãры
и ìноãие äруãие — сì. обзоры в работах [2—8].

Рис. 4. Наука, технологии, практика

7
 Отäеëüные проявëения этоãо явëения встре÷аëисü и ранü-

øе — наприìер, об эти÷еской ответственности у÷еных заäуìы-
ваëисü и А. Нобеëü, и у÷астники Манхэттенскоãо проекта и äр.

8 Пробëеìы инфорìаöионной безопасности уже стаëи всеì
привы÷ны. Но сей÷ас пора заäуìатüся не тоëüко о техноëоãи-
÷еской (кибербезопасности), но в боëее øирокоì сìысëе —
о соöиаëüной, эконоìи÷еской и äруãой безопасности инфор-
ìаöионных техноëоãий — защищенности поëüзоватеëей ИКТ,
их ãрупп и общества в öеëоì от инфорìаöионных возäействий
(яркиì приìероì явëяþтся соöиаëüные ìеäиа, в тоì ÷исëе он-
ëайновые соöиаëüные сети [9]). А поскоëüку все существенные
реøения (на÷иная с ìаëоãо преäприятия и закан÷ивая страной)
приниìаþтся на основе инфорìаöии, которая откуäа-то пос-
тупает, как-то (и не всеãäа известныì ëиöу, приниìаþщеìу
реøение, образоì) переäается и обрабатывается, то приäется
признатü и важностü соöиаëüно-эконоìи÷еской безопасности
ИКТ — защищенности ëи÷ности, эконоìики, общества и ãо-
суäарства от посëеäствий реøений, приниìаеìых с испоëüзо-
ваниеì совреìенных ИКТ (в тоì ÷исëе, систеì поääержки
принятия эконоìи÷еских, военных, поëити÷еских и äруãих ре-
øений).

pb0613.fm  Page 17  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

18 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

— Интернет (в øирокоì сìысëе) и äруãие те-
ëекоììуникаöионные систеìы;

— бизнес, торãовëя и финансы, а также ìарке-
тинã и рекëаìа (вкëþ÷ая трейäинã, тарãетирова-
ние и рекоìенäатеëüные систеìы, CRM-систеìы,
RFID — раäио÷астотные иäентификаторы, все ÷а-
ще испоëüзуеìые в торãовëе, транспорте и ëоãис-
тике и äр.);

— ìониторинã (ãео-, био-, эко-; косìи÷еский,
авиа- и äр.);

— безопасностü (систеìы военноãо назна÷ения,
антитеррористи÷еская äеятеëüностü и äр.);

— эëектроэнерãетика (вкëþ÷ая атоìнуþ), Smart
Grid;

— ìеäиöина;
— ãосусëуãи и ãосуправëение;
— произвоäство и транспорт (объекты, узëы и

аãреãаты, систеìы управëения и äр.).

Мноãо÷исëенные приìеры9 приëожений Big
Data в этих обëастях ìожно найти в нау÷но-попу-
ëярной (иноãäа äаже в «ãëянöевой») ëитературе,
свобоäно äоступной в Интернете (повторятü эти
типовые приìеры и «пуãатü» ÷итатеëя «зетта-» и
«йоттабайтаìи» ìы не буäеì).

Совреìенный уровенü автоìатизаöии практи-
÷ески всех пере÷исëенных отрасëей таков, ÷то в
них боëüøие äанные, äе факто, автоìати÷ески ãе-
нерируþтся. Поэтоìу все ÷аще заäаþтся вопро-
соì — скоëüко потоковых äанных ìы «теряеì»
(из-за тоãо, ÷то не ìожеì иëи не успеваеì их со-
хранитü иëи обработатü)? Вопрос этот корректен
äëя инженера по ИКТ, но не äëя у÷еноãо и, теì
боëее, не äëя поëüзоватеëя резуëüтатов обработки
Big Data — они бы спросиëи соответственно: «÷то
ìы потеряëи существенноãо» и «÷то изìениëосü
бы äëя нас, есëи бы ìы успеëи все собратü и об-
работатü».

4. ÊÀÊÈÅ ÄÀÍÍÛÅ ßÂËßÞÒÑß «ÁÎËÜØÈÌÈ».
ÂÛÇÎÂÛ ÍÀÓÊÅ

Траäиöионно, боëüøиìи с÷итаþтся, как ìини-
ìуì, äанные, объеì которых превосхоäит сущест-
вуþщие возìожности оперирования иìи в требу-
еìые сроки. Такое опреäеëение нескоëüко «ëука-
во» — äанные, с÷итаþщиеся «боëüøиìи» сеãоäня,
перестанут бытü таковыìи завтра с развитиеì ìе-

тоäов и среäств работы с ниìи. Данные, казав-
øиеся «боëüøиìи» нескоëüко стоëетий иëи äаже
äесятиëетий назаä (в отсутствии возìожности их
автоìати÷еской обработки), сеãоäня ëеãко обраба-
тываþтся на бытовоì коìпüþтере. Соревнование
ìежäу вы÷исëитеëüныìи потребностяìи (ãипоте-
ти÷ескиìи) ÷еëове÷ества и соответствуþщиìи тех-
ноëоãи÷ескиìи возìожностяìи существует äавно,
и, естественно, потребности всеãäа опережаëи и
буäут опережатü возìожности. И несоответствие
ìежäу ниìи сëужит коëоссаëüныì стиìуëоì раз-
вития науки — прихоäится искатü боëее простые
(но аäекватные) ìоäеëи, приäуìыватü боëее эф-
фективные аëãоритìы и т. ä.

Иноãäа в опреäеëение Big Data äобавëяþт такие
их свойства, как 5V — объеì (Volume), скоростü
(Velocity), разнообразие (Variety), äостоверностü
(Veracity) и обоснованностü (Validity); иëи ãоворят,
÷то от боëüøоãо объеìа обы÷ных äанных боëüøие
äанные отëи÷аþтся наëи÷иеì боëüøоãо потока
(зäесü у÷итывается и объеì, и скоростü — объеì в

еäиниöу вреìени) неструктурированных10 äанных.
Неструктурированностü (в øирокоì пониìа-

нии) Big Data (текст, виäео, ауäио, структура коì-
ìуникаöий и т. п.), äействитеëüно, явëяется их
характерной ÷ертой и вызовоì äëя прикëаäной
ìатеìатики, ëинãвистики, коãнитивных наук и ис-
кусственноãо интеëëекта — разработка техноëоãий

обработки11 в реаëüноì вреìени, в тоì ÷исëе с воз-
ìожностüþ выявëения «скрытой» инфорìаöии,
боëüøих потоков текстовой, ауäио-, виäео- и äру-
ãой инфорìаöии составëяется ìэйнстриì приëо-

жений пере÷исëенных нау÷ных обëастей12 к ИКТ.
Теì саìыì, ìы набëþäаеì пряìой (и явный)

запрос от техноëоãий к науке. Второй (и стоëü же
явный) «запрос» закëþ÷ается в аäаптаöии к анаëизу
боëüøих äанных траäиöионных ìетоäов статисти-
÷ескоãо анаëиза, оптиìизаöии и т. п. Боëее тоãо,
поìиìо аäаптаöии, необхоäиìа разработка новых
ìетоäов, у÷итываþщих спеöифику Big Data —
сей÷ас ìоäно рекëаìироватü среäства анаëитики
(как правиëо, бизнес-анаëитики) äëя боëüøих äан-
ных — сì., наприìер, крити÷еский анаëиз в рабо-

9 Основная иäея испоëüзования Big Data закëþ÷ается в по-
пытке выявитü «скрытые законоìерности» — найти ответы на
нетривиаëüные вопросы, наприìер: проãноз эпиäеìий по ин-
форìаöии из соöсетей иëи о проäажах в аптеках; заäа÷и äиа-
ãностики (ìеäиöинской и техноëоãи÷еской); уäержание кëиен-
тов бëаãоäаря анаëизу повеäения покупатеëей в ìаãазине по
переìещениþ в пространстве RFID-ìеток товаров и пр.

10 Неструктурированностü äанных ìожет порожäатüся так-
же их пропускаìи и/иëи разноìасøтабностüþ (в пространстве
и вреìени — так называеìых multi-scale systems) анаëизируе-
ìых явëений и проöессов.

11 Эти техноëоãии, в первуþ о÷ереäü, äоëжны преäусìатри-
ватü аãреãирование äанных (наприìер, фиксаöия изìенений в
техноëоãи÷еских äанных иëи хранение аãреãированных пока-
затеëей), веäü не всеãäа нужно испоëüзоватü все äанные (осо-
бенно, есëи они «оäнороäны»).

12 Матеìатика ìожет хороøо работатü со структурирован-
ныìи äанныìи, поэтоìу преобразование неструктурирован-
ных äанных в структурированные — отäеëüная важная заäа÷а.
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те [10], но список этих среäств по÷ти совпаäает с
хрестоìатийныì набороì статисти÷еских инстру-
ìентов (и äаже уже этоãо набора, так как не все
ìетоäы приìениìы в усëовиях боëüøой разìер-
ности). То же саìое относится и к:

— ìетоäаì ìаøинноãо обу÷ения (нейронные
сети, байесовы сети, не÷еткий ëоãи÷еский вывоä
и т. п.);

— оптиìизаöионныì заäа÷аì боëüøой разìер-
ности (как «аëüтернатива», поìиìо ставøих при-
вы÷ныìи техноëоãий параëëеëüных вы÷исëений,
активно развивается распреäеëенная оптиìизаöия,
l
1
-оптиìизаöия — сì., наприìер, обзоры и резуëü-

таты в работах [11—15]);

— ìетоäаì äискретной оптиìизаöии (зäесü
«аëüтернативой» сëужит приìенение ìуëüтиаãен-
тных проãраììных систеì — сì., наприìер, [16])
и äр.

Общее äëя пере÷исëенных «запросов» техноëо-
ãий к науке закëþ÷ается в тоì, ÷то ре÷ü иäет об
аäаптаöии иëи небоëüøой ìоäификаöии извест-
ных, уже хороøо зарекоìенäовавøих себя ìетоäов.
Нужно пониìатü, ÷то автоìати÷еское построение

(с поìощüþ траäиöионноãо аппарата13) ìоäеëи по
сырыì äанныì — в общеì сëу÷ае преäставëяет

собой не боëее ÷еì ìоäнуþ иëëþзиþ14 — ìы при-
äуìаеì аëãоритìы, «напустиì» их на боëüøие
ìассивы неструктурированной (и в боëüøинстве
сëу÷аев нереëевантной) инфорìаöии и бëаãоäаря
этоìу буäеì приниìатü боëее эффективные реøе-
ния. Поäобные забëужäения уже встре÷аëисü в ис-
тории науки — на ранних стаäиях развития кибер-

нетики и искусственноãо интеëëекта15 — и, при-
веäя к ìножеству разо÷арований, о÷енü сиëüно
заторìозиëи развитие этих нау÷ных направëений.
Чуäес на свете не бывает: как правиëо, äëя поëу-
÷ения ка÷ественно новых вывоäов нужна новая
ìоäеëü, новая параäиãìа (сì. работы по ìетоäоëо-
ãии науки [17, 18]).

5. ÎÁÙÈÉ ÂÛÇÎÂ

Сëожностü окружаþщеãо нас ìира растет не
так быстро, как возìожности фиксаöии («изìере-
ния») и хранения äанных, которые, похоже, опе-
реäиëи возìожности ÷еëове÷ества по осознаниþ
возìожности и öеëесообразности их испоëüзова-
ния, т. е., ìы «захëебываеìся» в äанных и суäорож-
но пытаеìся приäуìатü, ÷то с ниìи ìожно äеëатü.

Но на эту ситуаöиþ ìожно посìотретü и с äру-
ãой стороны: основной тезис закëþ÷ается в сëеäу-
þщеì — поëу÷итü большие (скоëü уãоäно боëüøоãо
ìысëиìоãо объеìа) äанные ìожно и äостато÷но
просто (ëежащие на поверхности приìеры наì äа-
þт коìбинаторная оптиìизаöия, неëинейная äи-
наìика иëи терìоäинаìика — сì. äаëее), нужно
пониìатü, ÷то с ниìи äеëатü (Прироäе нужно за-
äаватü правиëüные вопросы). Боëее тоãо, ìожно
приäуìатü скоëü уãоäно сëожнуþ ìоäеëü, испоëü-
зуþщуþ Big Data, а затеì пытатüся äости÷ü в ее
раìках все боëее высокой то÷ности. Пробëеìа в
тоì, поëу÷иì ëи ìы при этоì, кроìе ìассы новых

пробëеì16, ка÷ественно новые резуëüтаты. Мате-
ìатикаì и физикаì äавно известно, ÷то увеëи÷е-
ние разìерности ìоäеëи и ее «усëожнение» (стреì-
ëение у÷естü все боëüøе факторов и связей ìежäу
ниìи) äаëеко не всеãäа веäет к аäекватноì росту
«ка÷ества» резуëüтатов ìоäеëирования, а иноãäа и

вовсе привоäит к абсурäу17.
Рассìотриì ряä приìеров.
Пример 1. В книãе нобеëевскоãо ëауреата Г. Сайìона

[19] рассìатривается сëеäуþщий приìер. Преäпоëожиì,
÷то ìы набëþäаеì за теì, как ìуравей äвижется по пес-
ку. Цеëüþ ìуравüя ìожет бытü стреìëение ìиниìизи-
роватü затраты своей энерãии по переìещениþ из оäной
то÷ки в äруãуþ, поэтоìу он оãибает ãорки песка, иноãäа
повора÷ивает назаä и т. ä. Есëи ìы набëþäаеì тоëüко
проекöиþ на ãоризонтаëüнуþ пëоскостü траектории ìу-
равüя, а реëüеф, по котороìу äвиãаëся ìуравей, неиз-
вестен, то объяснитü повеäение ìуравüя (сëожнуþ, пет-
ëяþщуþ траекториþ) äовоëüно непросто. Г. Сайìон äе-
ëает вывоä, ÷то набëþäаеìое разнообразие и сëожностü
повеäения ëþäей объясняþтся не сëожностüþ принöи-
пов принятия иìи реøений, которые саìи по себе про-
сты, а разнообразиеì ситуаöий, в которых приниìаþтся
реøения. С этиì ìнениеì впоëне ìожно соãëаситüся.
Действитеëüно, нетривиаëüные резуëüтаты ìожет äаватü
как сëожная ìоäеëü на простых вхоäных äанных, так и
простая ìоäеëü на сëожных äанных. Жеëатеëüно (в иäе-

13 Обы÷но ситуаöия äопоëнитеëüно обреìенена преäøест-
вуþщиì опытоì иссëеäоватеëя/разработ÷ика и траäиöияìи
еãо нау÷ной øкоëы — успеøное реøение некоторой оäной за-
äа÷и привоäит к форìированиþ впоëне естественноãо убежäе-
ния, ÷то этиìи же ìетоäаìи (иìи и тоëüко иìи!) ìожно реøитü
все остаëüные нереøенные заäа÷и.

14 Хотя в некоторых сëу÷аях увеëи÷ение объеìа äанных ìо-
жет (при правиëüной обработке) äатü äопоëнитеëüнуþ инфор-
ìаöиþ.

15 Кибернети÷еская систеìа не ìожет проäеìонстрироватü
повеäения, отëи÷ноãо от явëяþщеãося резуëüтатоì заëожен-
ных в нее аëãоритìов (которые ìоãут бытü «стохасти÷ескиìи»,
«неäетерìинированныìи» и т. ä.), несìотря на кажущуþся ãе-
нераöиþ новых знаний иëи проявëения ка÷ественно новоãо
(«неожиäанноãо») повеäения, особенно при взаиìоäействии
нескоëüких и, теì боëее, зна÷итеëüноãо ÷исëа эëеìентов.

16 О пробëеìах аäекватности ìоäеëей и устой÷ивости резуëü-
татов ìоäеëирования ìы, осознавая их важностü, пока забуäеì.

17 Не ãоворя уже о ситуаöиях, коãäа в раìках существуþщих
нау÷ных параäиãì принöипиаëüно невозìожно ìоäеëирование
повеäения систеìы на äостато÷но боëüøоì ãоризонте вреìени
(приìероì ìожет сëужитü «то÷ное» проãнозирование поãоäы).

pb0613.fm  Page 19  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

20 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

аëе) уìетü поëу÷атü нетривиаëüные резуëüтаты в раìках
простой ìоäеëи, правиëüно выбрав äëя нее реëевантные
простые вхоäные äанные (неäароì ìатеìатики ãоворят,
÷то простота — критерий истины).

Пример 2. Преäпоëожиì, ÷то в руки у÷еных, напри-
ìер, XVIII века воëøебныì образоì попаëи совреìен-
ный ноутбук и коìпüþтерный тоìоãраф (с инструкöи-
яìи по экспëуатаöии). Сäеëав тоìоãраììу ноутбука и
сохранив ее в посëеäнеì, они, вряä ëи, анаëизируя по-
ëу÷енные äанные (о÷енü поäробные и ìноãо÷исëенные)
о внутреннеì «физи÷ескоì» устройстве ноутбука, поня-
ëи бы хотü ÷то-то о тоì, как он работает: т. е., правиëü-
ная параäиãìа, правиëüная конöептуаëüная ìоäеëü яв-
ëяþтся необхоäиìыì (но, к сожаëениþ, не äостато÷-
ныì) усëовиеì успеха.

Пример 3. Есëи взятü ëþбуþ NP-труäнуþ заäа÷у
коìбинаторной оптиìизаöии [20], наприìер — заäа÷у
коììивояжера, то в ней существует поряäка n! поäëе-
жащих анаëизу (в общеì сëу÷ае äëя поиска то÷ноãо ре-
øения) вариантов, ÷то уже äëя n ∼ 100 превыøает вы-
÷исëитеëüные возìожности ÷еëове÷ества. Это свойство
NP-труäных заäа÷ известно äавно - уже не оäно äеся-
тиëетие оно стиìуëирует спеöиаëистов на разработку
ìетоäов поиска прибëиженных реøений (с оöенкой ãа-
рантированной «то÷ности») за разуìное вреìя. Анаëо-
ãи÷ныì приìероì ìоãут сëужитü ìоäеëи неëинейной
äинаìики — резуëüтатаìи «набëþäений» за äинаìи÷ес-
киì хаосоì, äеìонстрируеìыì äаже äостато÷но простой
(небоëüøой разìерности) неëинейной äинаìи÷еской
систеìой, ìожно занятü паìятü всех коìпüþтеров Зеì-
ëи, но новых знаний эти äанные соäержатü не буäут.

Пример 4. Хрестоìатийныì приìероì из истории
физики сëужит открытие закона всеìирноãо тяãотения.
Тихо Браãе (1546—1601) в те÷ение äвух äесятиëетий ре-
ãуëярно набëþäаë за äвижениеì пëанет Соëне÷ной сис-
теìы. Еãо записи преäставëяþт собой Боëüøие (по теì
вреìенаì) äанные. Иоãанн Кепëер (1571—1630), на осно-
ве äанных Браãе, сфорìуëироваë свои эìпири÷еские (!)
законы äвижения пëанет.

Три закона Кепëера аãреãироваëи инфорìаöиþ Бра-
ãе, и äвижение кажäой конкретной пëанеты ìоãëо бытü
расс÷итано по ниì (а не по ìноãотоìныì записяì Браãе)
с высокой то÷ностüþ. Друãиìи сëоваìи, Браãе нау÷иëся

описыватü
18

 äвижение пëанет; Кепëер — описыватü и
преäсказыватü это äвижение. Но законы Кепëера ни÷еãо
не ãоворят о тоì, почему пëанеты äвижутся в соответс-
твии с этиìи законаìи. Ответ на этот вопрос (т. е. объ-
яснение) äаë закон всеìирноãо тяãотения И. Нüþтона
(1643—1727). Вывести законы Кепëера, наверное, ìоã бы
ëþбой совреìенный коìпüþтер (есëи в неãо заëожитü
аäекватные заäа÷е аëãоритìы и исхоäные äанные), а
сфорìуëироватü закон обратных кваäратов — ни оäин
(есëи в неãо не заëожитü соответствуþщуþ ìоäеëü взаи-
ìоäействия ìасс). Но, законы Кепëера явëяþтся «сëеä-
ствияìи» закона тяãотения (и ìоãут бытü вывеäены из

неãо), как, в своþ о÷ереäü, резуëüтаты Браãе ìоãут бытü

поëу÷ены из законов Кепëера. Такиì образоì, закон

всеìирноãо тяãотения «сäеëаë ненужныìи» (то÷нее —
ãносеоëоãи÷ески избыто÷ныìи) и законы Кепëера, и

боëüøие äанные Браãе.

Сеãоäняøний опыт оперирования боëüøиìи äанны-

ìи пока свиäетеëüствует, ÷то ìы в боëüøинстве сëу÷аев

нахоäиìся на уровне Браãе, преäприниìая титани÷ес-

кие попытки äости÷ü уровня Кепëера. Но ка÷ественный
ска÷ок возìожен тоëüко тоãäа, коãäа появëяþтся обоб-

щения (уровня Нüþтона), раäикаëüно упрощаþщие си-

туаöиþ. Повториì: искусство закëþ÷ается в тоì, ÷тобы

«заäаватü Прироäе правиëüные вопросы».

Пример 5. Вторыì хрестоìатийныì приìероì из ис-

тории физики сëужит созäание ìоëекуëярно-кинети÷ес-
кой теории, который свиäетеëüствует, ÷то пороäитü боëü-

øой поток äанных — не пробëеìа, вопрос в тоì, ÷то ìы

хотиì с этиìи äанныìи äеëатü и на какие вопросы от-

ве÷атü.

Рассìотриì сëеäуþщий ìысëенный экспериìент —

заäа÷у äетаëüноãо описания повеäения иäеаëüноãо ãаза.

Преäпоëожиì, ÷то при норìаëüных усëовиях нахоäится
оäин куби÷еский ìетр возäуха. В неì соäержится при-

ìерно 1025 ìоëекуë, äвижение кажäой из которых и их

соуäарения ис÷ерпываþще (в раìках ìоäеëи иäеаëüноãо

ãаза) описываþтся кинеìатикой и äинаìикой, т. е. с

то÷ки зрения физики никаких принöипиаëüных про-

бëеì описания их äвижения и взаиìоäействия не сущес-

твует. Кажäая ìоëекуëа за оäну секунäу испытывает по-

ряäка 10
9
 стоëкновений с äруãиìи ìоëекуëаìи. Описа-

ние повеäения такой систеìы (коорäинаты и скорости

всех ìоëекуë) в реаëüноì вреìени пороäит поток äан-

ных поряäка 10
35

 байт/с.

Такой поток äанных превосхоäит техноëоãи÷еские

возìожности ÷еëове÷ества äаже сеãоäня! Наверное по-

этоìу, еще в сереäине XIX в. при созäании ìоëекуëяр-

но-кинети÷еской теории ãазов физики поняëи бессìыс-

ëенностü äетаëüноãо анаëиза (при ÷еткоì осознании еãо

принöипиаëüной возìожности) и переøëи к ìакроопи-

саниþ в терìинах аãреãированных характеристик —
теìпературы, объеìа, äавëения, а в äаëüнейøеì в раìках

статисти÷еской физики — к описаниþ в терìинах веро-

ятностных распреäеëений. А веäü, есëи бы тоãäа сìоãëи

все «пос÷итатü», остаëисü бы ìы без статисти÷еской

физики! ♦

Заверøая рассìотрение приìеров, отìетиì,
÷то боëüøие äанные по своеìу исто÷нику ìожно
усëовно разäеëятü на естественные и искусствен-
ные. В первоì сëу÷ае äанные порожäает некото-
рый существуþщий независиìо от нас объект, а
ìы (как «иссëеäоватеëи») реøаеì, ÷то и скоëüко
«изìерятü» и т. ä. (сì. приìеры 1, 2 и 4). Во второì
сëу÷ае исто÷никоì äанных сëужит ìоäеëü, кото-
рая ìожет порожäатü боëüøие äанные (сì. приìе-
ры 3 и 5), при этоì сëожностü (поток äанных) от-
÷асти управëяеìа и опреäеëяется в проöессе ìоäе-
ëирования.

18 Напоìниì основные функöии нау÷ноãо познания (в тоì
÷исëе и ìоäеëирования) [18]: описание (феноìеноëоãи÷еская
функöия) — объяснение — проãноз (проãности÷еская функ-
öия) — управëение (норìативная функöия).
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«Рецепты». Можно выäеëитü ÷етыре боëüøие
ãруппы субъектов (рис. 5), оперируþщих (явно
иëи косвенно) боëüøиìи äанныìи в своей про-
фессионаëüной (нау÷ной и/иëи практи÷еской) äе-
ятеëüности:

— разработ÷ики среäств оперирования Big Data
(произвоäитеëи соответствуþщеãо проãраììноãо
и аппаратноãо обеспе÷ения, а также еãо проäавöы,
консуëüтанты, интеãраторы и äр.);

— разработ÷ики ìетоäов оперирования Big Data
(спеöиаëисты по прикëаäной ìатеìатике и коì-
пüþтерныì наукаì);

— спеöиаëисты-преäìетники — у÷еные, иссëе-
äуþщие реаëüные объекты (иëи их ìоäеëи), сëу-
жащие исто÷никаìи боëüøих äанных;

— потребитеëи, испоëüзуþщие иëи собираþ-
щиеся испоëüзоватü резуëüтаты анаëиза боëüøих
äанных в своей практи÷еской äеятеëüности.

Кажäый из преäставитеëей пере÷исëенных
ãрупп взаиìоäействует с äруãиìи (сì. øтриховой
контур на рис. 5) — норìативное (к котороìу на-
äо стреìитüся) разäеëение «зон ответственности»
привеäено на рис. 6, ãäе тоëщина стреëок усëовно
отражает степенü вовëе÷енности).

Не претенäуя на конструктивностü, äаже исхо-
äя из зäравоãо сìысëа, ìожно сфорìуëироватü
сëеäуþщие общие «реöепты» äëя пере÷исëенных
ãрупп субъектов.

Дëя разработ÷иков среäств оперирования Big
Data: проäаватü реøения в обëасти Big Data (в тоì
÷исëе и анаëити÷еские) станет все труäнее, есëи их
не попоëнятü новыìи аäекватныìи ìатеìати÷ес-
киìи ìетоäаìи и не преäусìатриватü возìожностü
работы потребитеëя в тесноì взаиìоäействии с
разработ÷икаìи ìетоäов и спеöиаëистаìи-преä-
ìетникаìи.

Дëя собратüев-ìатеìатиков: актуаëен запрос на
аäаптаöиþ известных и развитие новых (в первуþ
о÷ереäü — обëаäаþщих ëинейной сëожностüþ!)
ìетоäов обработки боëüøих потоков неструктури-
рованных äанных, которые преäставëяþт собой
хороøий поëиãон тестирования новых ìоäеëей,
ìетоäов и аëãоритìов (жеëатеëüно за с÷ет разра-
бот÷иков и/иëи потребитеëей).

Дëя спеöиаëистов-преäìетников: техноëоãии
Big Data äаþт новые возìожности поëу÷ения и
хранения оãроìных ìассивов «экспериìентаëü-
ной» инфорìаöии, постановки так называеìых вы-
÷исëитеëüных экспериìентов, а развиваеìые ìето-
äы прикëаäной ìатеìатики äаþт возìожностü
систеìной ãенераöии и быстрой верификаöии ãи-
потез (выявëения скрытых законоìерностей).

Дëя потребитеëей: äороãие техноëоãии сбора и
хранения Big Data вряä ëи äаäут эффект без при-
вëе÷ения спеöиаëистов по ìетоäаì и по преäìету

Рис. 5. Субъекты, оперирующие большими данными

Рис. 6. Разделение «зон ответственности»
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(при обязатеëüноì ÷еткоì пониìании, на какие
вопросы потребитеëü хо÷ет поëу÷итü ответы от Big

Data19).
Некоторые опасности. Поìиìо упоìянутых

необхоäиìости поиска аäекватных простых ìоäе-
ëей и настораживаþщеãо тренäа опережаþщеãо
развития техноëоãий, ìожно преäпоëожитü буäу-
щуþ актуаëüностü сëеäуþщих пробëеì (их список
неструктурирован и открыт).
� Информационная безопасность Big Data. Зäесü

потребуется и аäаптаöия известных, и разработ-
ка принöипиаëüно новых ìетоäов и среäств.

� Энергетическая эффективность Big Data. Уже
сей÷ас öентры обработки äанных преäставëяþт
собой существенный кëасс потребитеëей эëек-
троэнерãии. Чеì боëüøе äанных ìы хотиì об-
рабатыватü, теì боëüøе потребуется энерãии.

� Принцип дополнительности äавно известен в
физике — изìерение изìеняет состояние сис-
теìы. А как обстоит äеëо в соöиаëüных систе-
ìах, эëеìенты которых (ëþäи) активны — об-
ëаäаþт своиìи интересаìи и преäпо÷тенияìи,
способны саìостоятеëüно выбиратü свои äейст-
вия и пр. [21]?
Оäно из проявëений закëþ÷ается в так называ-

еìоì ìанипуëировании инфорìаöией. В теории
коëëективноãо выбора äавно известно, ÷то актив-
ный субъект сообщает инфорìаöиþ, проãнозируя
резуëüтаты ее испоëüзования, и в общеì сëу÷ае не
буäет сообщатü äостовернуþ инфорìаöиþ [3, 22].

Друãой приìер — так называеìый активный
проãноз, коãäа систеìа ìеняет свое повеäение на
основании новых знаний, поëу÷енных о себе [23].

Сниìаþтся иëи усуãубëяþтся эти и поäобные
(приìеры — крауäсорсинã [24], конфорìное пове-
äение [25] и äр. — сì. работу [3]) пробëеìы в об-
ëасти Big Data?
� Есëи уж быë упоìянут принöип äопоëнитеëü-

ности, то необхоäиìо вспоìнитü и о «принципе
неопределенности» в сëеäуþщеì (ãносеоëоãи-
÷ескоì) варианте [18]: текущий уровенü разви-
тия науки характеризуется опреäеëенныìи сов-
ìестныìи оãрани÷енияìи на «обоснованностü»
резуëüтатов и их обëасти приìениìости. При-
ìенитеëüно к Big Data принöип неопреäеëен-
ности озна÷ает, ÷то существует раöионаëüный
баëанс ìежäу степенüþ äетаëüности описания
состояния интересуþщей нас систеìы и обосно-
ванностüþ тех резуëüтатов и вывоäов, которые
ìы хотиì сäеëатü на основании этоãо описания.

� Траäиöионно при построении и экспëуатаöии
инфорìаöионных систеì (буäü то корпоратив-
ные систеìы иëи систеìы поääержки ãосусëуã,
ìежвеäоìственноãо äокуìентооборота и т. п.)
с÷итается, ÷то соäержащаяся в них инфорìа-
öия äоëжна бытü ìаксиìаëüно поëной, унифи-
öированной и общеäоступной (с у÷етоì разäе-
ëения прав äоступа). Но веäü возìожно показы-
ватü кажäоìу поëüзоватеëþ реаëüностü, иска-
женнуþ в своеì «кривоì зеркаëе» — созäаватü
äëя кажäоãо своþ инäивиäуаëüнуþ инфорìа-

öионнуþ картину20, осуществëяя теì саìыì ин-
формационное управление [21, 23]. Стреìитüся к
этоìу иëи боротüся с этиì в обëасти Big Data?

ÂÌÅÑÒÎ ÇÀÊËÞ×ÅÍÈß

Итак, äанные всеãäа быëи «боëüøиìи». Интен-
сивно появëяþтся новые, все боëее соверøенные
инструìенты их сбора, хранения и обработки. Хо-
теëосü бы уìетü äеëатü это эффективно и в реаëü-
ноì вреìени — äëя этоãо необходимо развитие со-
ответствующих отраслей прикладной математики
и компьютерных наук (÷то явëяется актуаëüныì
запросоì от техноëоãий и практики к совреìен-
ной науке). Хо÷ется наäеятüся, ÷то российские
у÷еные (спеöиаëисты по ИКТ, прикëаäной ìате-
ìатике, управëениþ) не окажутся в стороне от
этой ìировой тенäенöии — сей÷ас интенсивно по-
явëяþтся новые журнаëы [26—28 и äр.] и конфе-
ренöии [29—32 и äр.], орãанизуеìые веäущиìи
ìировыìи ассоöиаöияìи (IEEE и äр.), посвящен-
ные пробëеìатике Big Data; все боëüøе ãосуäарс-
твенных и коììер÷еских ãрантов выäеëяется по
этой теìатике.

Также необхоäиìа массовая подготовка специа-
листов по большим данным, большой аналитике и
большой визуализации (со спеöиаëизаöией в конк-
ретных преäìетных обëастях).

Но этоãо ìаëо — необхоäиìо поëу÷ение зна-
ний (в раìках соответствуþщих отрасëей науки)
и развитие моделей, позволяющих компактно и
адекватно (с учетом решаемой задачи) описывать
интересующие нас явления и процессы. Друãиìи
сëоваìи, в кажäой из обëастей возìожных при-
ëожений Big Data желательно стремиться сделать
шаг от «Браге» до соответствующего «Ньютона»,
ина÷е ìы обре÷ены оперироватü ÷астностяìи, за
äеревüяìи не виäя ëеса (сì. также öитату, выне-
сеннуþ в эпиãраф).

19 Правäа, ìожно «скëаäироватü» äанные на всякий сëу÷ай
на буäущее — вäруã коãäа-то возникнет ìысëü, ÷то с ниìи äе-
ëатü — захо÷ется, наприìер, проверитü ту иëи инуþ ãипотезу,
а äанные уже поä рукой.

20
 Как ìиниìуì — ÷астü «объективной» картины (правäу,

тоëüко правäу, но не всþ правäу), как ìаксиìуì — произвоëü-
нуþ непротиворе÷ивуþ систеìу преäставëений о реаëüности.
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Кроìе тоãо, опережаþщее развитие техноëо-
ãий стаëо общеöивиëизаöионной пробëеìой, ко-
торая äоëжна у÷итыватüся как у÷еныìи и инжене-
раìи, в тоì ÷исëе, в обëасти боëüøих äанных, так
и потребитеëяìи разрабатываеìых иìи ìетоäов и
среäств.
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÒÎÊÀÌÈ ÇÀÏÐÎÑÎÂ ÏÐÈ ÄÎÑÒÓÏÅ 
Ê ØÈÐÎÊÎÏÎËÎÑÍÛÌ ÌÓËÜÒÈÌÅÄÈÉÍÛÌ 

ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÌ ÐÅÑÓÐÑÀÌ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÁÓ×ÅÍÈß

1

È.Ï. Áîëîäóðèíà, Ä.È. Ïàðôåíîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Развитие инфорìаöионных техноëоãий и возрас-
таþщие потоки переäаваеìой инфорìаöии требуþт
построения ìасøтабируеìых реøений, способных
обсëуживатü боëüøое коëи÷ество оäновреìенных
запросов поëüзоватеëей. Оäна из возникаþщих при
этоì заäа÷ состоит в обеспе÷ении ãибкоãо управ-
ëения и эффективноãо испоëüзования выäеëенных
äëя этих öеëей вы÷исëитеëüных ресурсов. Наибоëее
перспективное направëение ее реøения закëþ÷а-
ется в приìенении техноëоãий обëа÷ных вы÷исëе-
ний. Они позвоëяþт унифиöироватü äоступ не
тоëüко к коне÷ныì äанныì, но и к ресурсу в öе-
ëоì, ÷то о÷енü важно äëя построения приëоже-
ний, требуþщих поääержания высокоãо ка÷ества
обсëуживания и круãëосуто÷ной äоступности сер-
виса. На рынке обëа÷ных вы÷исëений присутству-
þт не тоëüко проприетарные реøения, такие как
«VMware ESX», «Xen» и äр., но и хороøо äоку-
ìентированные коìпëексы с открытыì исхоäныì
коäоì, такие как «OpenStack» [1]. Оäниì из на-
правëений развития таких сервисов — созäание
ìуëüтиìеäийных ресурсов, осуществëяþщих транс-
ëяöиþ виäео как в режиìе реаëüноãо вреìени, так

и по запросу поëüзоватеëя. Наибоëее øирокое
распространение эти ресурсы поëу÷иëи при орãа-
низаöии обу÷ения с поìощüþ äистанöионных
образоватеëüных техноëоãий. Как правиëо, обра-
зоватеëüные ресурсы преäставëяþт собой ìноãо-
коìпонентнуþ систеìу, реøаþщуþ оäновреìенно
ìножество вы÷исëитеëüных заäа÷ äëя обеспе÷е-
ния работы разëи÷ных инфорìаöионных серви-
сов. Поэтоìу возникает необхоäиìостü разработ-
ки особых поäхоäов как в орãанизаöии управëения
инфраструктурой в öеëоì, так и кажäыì коìпо-
нентоì в отäеëüности.

В резуëüтате иссëеäования наìи установëен ряä
особенностей потребëения проãраììно-аппарат-
ных ресурсов, испоëüзуеìых äëя обеспе÷ения ра-
боты систеìы äистанöионноãо обу÷ения (СДО)
Оренбурãскоãо ãосуäарственноãо университета:

— наãрузка на кëþ÷евые ресурсы носит перио-
äи÷еский и неравноìерный характер;

— пропускная способностü внеøних канаëов
связи оãрани÷ена и не позвоëяет преäоставëятü
äоступ к ìуëüтиìеäийноìу контенту с äоëжныì
ка÷ествоì обсëуживания;

— оäновреìенно происхоäят обращения к не-
скоëüкиì типаì ресурсов;

— интенсивностü обращения к кажäоìу ресурсу
ìожет изìенятüся в зависиìости от внеøних ус-
ëовий;

— ввиäу отсутствия распреäеëения наãрузки
ìежäу ресурсаìи при пиковой наãрузке оборуäо-
вание не всеãäа позвоëяет обсëужитü все запросы;

Преäставëены ìоäеëü обсëуживания заявок поëüзоватеëей øирокопоëосных ìуëüтиìе-

äийных образоватеëüных ресурсов и ìоäеëü äоступа к äанныì храниëища ãибриäной об-

ëа÷ной систеìы. Описано их приìенение äëя повыøения эффективности испоëüзова-

ния вы÷исëитеëüных ресурсов в систеìе äистанöионноãо обу÷ения путеì распреäеëения

потоков запросов и баëансировки наãрузки ìежäу узëаìи обëака с поìощüþ разрабо-

танноãо äопоëнитеëüноãо управëяþщеãо ìоäуëя äëя контроëëера систеìы «OpenStack».

Ключевые слова: обëа÷ные вы÷исëения, ìуëüтиìеäийные образоватеëüные ресурсы, распреäеëение
наãрузки, ãибриäная обëа÷ная систеìа «OpenStack».

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Феäе-
раëüной öеëевой проãраììы «Нау÷ные и нау÷но-пеäаãоãи÷ес-
кие каäры инноваöионной России» (ãранты № 14.B37.21.1881
и 14.132.21.1801), а также РФФИ (ãранты № 13-07-00198
№ 13-07-00198 и 13-01-97050).
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— äо 90 % наãрузки преäопреäеëены, поскоëüку
äëя äоступа к ресурсаì испоëüзуется преäвари-
теëüная реãистраöия.

Отìетиì, ÷то 80 % ресурсов востребованы ëиøü
20 % вреìени работы сервисов.

В существуþщих реøениях на базе обëа÷ных
сервисов приìеняется универсаëüный поäхоä к
орãанизаöии äоступа к разìещаеìыì в них ресур-
саì. Особенности кажäоãо сервиса не у÷итыва-
þтся, ÷то привоäит к увеëи÷ениþ потребëяеìых
ресурсов и неэффективноìу их испоëüзованиþ.
Цеëü наøеãо иссëеäования закëþ÷ается в опреäе-
ëении кëþ÷евых параìетров, вëияþщих на работу
кажäоãо из ресурсов, заäействованных при пост-
роении систеìы äистанöионноãо обу÷ения, и оп-
тиìизаöии потребëения ресурсов с у÷етоì реøае-
ìой иìи вы÷исëитеëüной заäа÷и.

1. ÑÕÅÌÀ ÏÐÅÄÎÑÒÀÂËÅÍÈß ÄÎÑÒÓÏÀ
Ê ÌÓËÜÒÈÌÅÄÈÉÍÛÌ ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÌ ÐÅÑÓÐÑÀÌ 

ÏÎËÜÇÎÂÀÒÅËßÌ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Оãрани÷ение пропускной способности выхоä-
ноãо канаëа связи созäает труäности приìенения
øирокопоëосных ìуëüтиìеäийных образоватеëü-
ных усëуã в äистанöионноì обу÷ении, особенно
äëя поëüзоватеëей, обращаþщихся к веб-приëо-
женияì из сети Интернет. Дëя анаëиза эффектив-
ности иìеþщейся архитектуры наìи разработана
трехуровневая ìоäеëü поäсистеì СДО: уровенü —
поäсистеìа контроëя знаний, второй — поäсисте-
ìа преäоставëения у÷ебно-ìетоäи÷еских коìпëек-
сов (эëектронная бибëиотека) и третий — поäсис-
теìа трансëяöии и пубëикаöии виäео- и ауäиоìа-
териаëов (виäеопортаë äистанöионноãо обу÷ения).

Коìпëекс поäсистеì, обеспе÷иваþщий работу
ìуëüтисервисноãо набора усëуã äëя физи÷ески рас-
пределенных пользователей, преäъявëяет разëи÷ные
требования к прикëаäноìу проãраììноìу обеспе-
÷ениþ оборуäования и ка÷еству обсëуживания на
кажäоì из уровней ìоäеëи.

Дëя повыøения наäежности и уëу÷øения ка-
÷ества преäоставëяеìых сетевых ìуëüтиìеäийных
усëуã требуется внеäрение эффективных ìетоäов
обеспе÷ения распреäеëения наãрузки аппаратно-
проãраììных ресурсов. Проанаëизировав интен-
сивностü испоëüзования кажäоãо из коìпонентов
в СДО, наìи поëу÷ен рейтинã востребованности
кëþ÷евых ресурсов:

1) канаë связи;
2) систеìа хранения äанных;
3) систеìа управëения базаìи äанных.
Дëя преäставëенных в рейтинãе ресурсов ìоãут

бытü приìенены ìетоäы, позвоëяþщие оптиìи-
зироватü и повыситü эффективностü обсëужива-
ния запросов, поступаþщих от поëüзоватеëей. При
этоì сëеäует у÷итыватü инäивиäуаëüные характе-

ристики выбранноãо ресурса и аëãоритìы еãо ра-
боты äëя обеспе÷ения необхоäиìоãо ка÷ества пре-
äоставëяеìоãо сервиса.

Эффективныì с÷итается проãнозирование по-
веäения кëиентов. Испоëüзуя ìеханизìы преäва-
ритеëüной реãистраöии (поäписки на сервисы), а
также статистику потребëения ресурсов по кажäой
из поäсистеì, ìожно преäопреäеëитü объеì необ-
хоäиìых вы÷исëитеëüных ìощностей, требуеìых
äëя обсëуживания поступаþщеãо потока заявок [2].

Поскоëüку требуется оäновреìенное обсëужи-
вание нескоëüких типов заявок, поступаþщих в
разные канаëы обсëуживания, необхоäиìо эффек-
тивное управëение потокаìи запросов, поступа-
þщих на øирокопоëосные ìуëüтиìеäийные ре-
сурсы систеìы äистанöионноãо обу÷ения. Так как
преäставëенные поäсистеìы явëяþтся веб-серви-
саìи, их ìожно описатü как систеìу ìассовоãо
обсëуживания (СМО) с оãрани÷енныì вреìенеì
пребывания в о÷ереäи и пуассоновскиì потокоì
заявок λ, при÷еì äëитеëüностü проöеäуры обсëу-
живания кажäыì из канаëов явëяется сëу÷айной
веëи÷иной, поä÷иненной экспоненöиаëüноìу за-
кону распреäеëения [3, 4]. Отëи÷итеëüная особен-
ностü иìитаöионной ìоäеëи, построенной äëя ис-
сëеäования проöесса обсëуживания заявок в äан-
ной преäìетной обëасти, состоит в неоäнороäноì
потоке событий, поступаþщеì на вхоä систеìы.
Это связано с ряäоì признаков, характеризуþщих
кажäуþ из поступаþщих заявок:

— ресурсоеìкостü — оöенивается по рейтинãу
востребованности основных ресурсов систеìы;

— преäпоëаãаеìое вреìя выпоëнения — оöени-
вается с поìощüþ статистики обсëуживания оäно-
типных заявок в зависиìости;

— рейтинã коне÷ноãо испоëнитеëя заявки —
у÷итывается в ка÷естве весовоãо коэффиöиента
äëя раöионаëüноãо распреäеëения ресурсов в со-
ответствии с привеäенной ранее уровневой ìоäеëи
поäсистеì.

Кажäая из заявок во вхоäноì потоке äанных
поëу÷ает äинаìи÷еский приоритет, в зависиìости
от преäставëенных признаков и текущеãо состоя-
ния всей СМО в öеëоì. Все канаëы K обсëужи-
вания, в раìках выбранноãо кëасса реøаеìой за-
äа÷и, иäенти÷ны и ëþбая заявка ìожет бытü об-
сëужена ëþбыì свобоäныì канаëоì. В кажäоì из
канаëов äëя эффективноãо обсëуживания заявок
приìеняþтся относитеëüные приоритеты.

Несìотря на то, ÷то в ìоäеëи ìожно ÷етко кëас-
сифиöироватü поступаþщие заявки, ãрупповой ре-
жиì обработки в ка÷естве äисöипëины обсëужи-
вания не эффективен, так как он не позвоëяет
обеспе÷итü равноöенное ка÷ество äëя всех преä-
ставëенных ìуëüтиìеäийных сервисов.

У÷итывая особенности кажäоãо сервиса, форìа-
ëизуеì характеристики построенной ìоäеëи. Чисëо
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исто÷ников I и их интенсивности μ
n
, n = 1, ..., I,

напряìуþ зависит от ÷исëа поëüзоватеëей, обра-
щаþщихся в äанный ìоìент к обëаку СДО. В сëу-
÷ае оäновреìенноãо обращения оäноãо кëиента к
разныì уровняì поäсистеì буäеì с÷итатü заявки
как поступивøие от äвух независиìых äруã от äру-
ãа исто÷ников. У÷итывая это, интенсивностü μ пос-
тупëения заявок в обëа÷нуþ систеìу в öеëоì буäет
неравноìерной независиìо от выбранноãо интер-
ваëа вреìени ìоäеëирования; поэтоìу ìоäеëи-
рование буäеì провоäитü в перехоäноì режиìе
функöионирования СМО. Кроìе тоãо, в СМО об-
ëака ìожно выäеëитü нескоëüко фаз F обсëужива-
ния заявок. Это обусëовëено архитектурой техни-
÷ескоãо реøения, позвоëяþщеãо ìасøтабироватü
вы÷исëитеëüные ìощности в зависиìости от пос-
тавëенных заäа÷. Обëа÷ный контроëëер, управëяþ-
щий разìещениеì вы÷исëитеëüных заäа÷ на запу-
щенных экзеìпëярах приëожений, а также запус-
коì/остановкой вы÷исëитеëüных узëов, способен
опреäеëятü кëассы заäа÷, ÷то äает возìожностü
ãибкоãо управëения потокаìи запросов.

Опреäеëиì схеìу управëения потокаìи запро-
сов (рис. 1) и выäеëиì три фазы обсëуживания за-
явок: накопëение заявок в контроëëере обëа÷ной
систеìы первая фаза, приоритетное обсëуживание
заявок на выбранноì вы÷исëитеëüноì узëе вторая
фаза, ãенераöия пакетов äанных, запраøиваеìых
поëüзоватеëяìи третüя фаза.

Рассìотриì кажäуþ из фаз обсëуживания пото-
ка заявок боëее поäробно. При поступëении заявки
в систеìу äистанöионноãо обу÷ения она попаäает в
о÷ереäü S

1
 обëа÷ноãо контроëëера äëя посëеäуþще-

ãо распреäеëения по канаëаì K
1i
, i = 1, ..., n, обсëу-

живания вы÷исëитеëüных узëов (n — ÷исëо узëов).
Дëина о÷ереäи S

1
 в äанноì сëу÷ае не оãрани÷ена,

так как вреìя пребывания заявки в о÷ереäи на об-
сëуживание фиксировано, ÷то обусëовëено прин-
öипоì работы веб-приëожений. Чисëо узëов, вы-
ступаþщих канаëаìи обсëуживания K

1i
, напряìуþ

зависит от текущей заãруженности обëака, объеìа
реøаеìых заäа÷, а также ÷исëа экзеìпëяров каж-
äой из поäсистеì, запущенных в äанный ìоìент.

Посëе тоãо, как контроëер выбраë äоступный вы-
÷исëитеëüный узеë, испоëüзуя аëãоритì ìиниìи-
заöии потребëяеìых ресурсов и ìаксиìизаöии об-
сëуживания кëиентов, заявка поступает в о÷ереäü
приоритетноãо обсëуживания S

2
. В соответствии с

аëãоритìоì приоритетноãо обсëуживания заявки
поступаþт в канаë K

21
 äëя выпоëнения запроøен-

ных вы÷исëитеëüных операöий. Дëя ãенераöии и
переäа÷и обработанноãо пакета äанных запросы
поëüзоватеëей направëяþтся в оäну из äвух о÷ере-
äей: äëя потоковых äанных иëи äëя стати÷еских
äанных. Откуäа они в соответствии аëãоритìоì
преäоставëения äоступа к äанныì в систеìе хра-
нения обëака преäаþтся в канаëы обсëуживания
K

31
 иëи K

32
 соответственно.

Выбор и расстановка приоритетов äëя кажäой
заявки, поступаþщей в обëако, базируется на ìо-
äеëи обсëуживания запросов поëüзоватеëей ìуëü-
тиìеäийных образоватеëüных ресурсов, построен-
ной в раìках настоящеãо иссëеäования.

2. ÌÎÄÅËÜ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß ÇÀßÂÎÊ ÏÎËÜÇÎÂÀÒÅËÅÉ 
ØÈÐÎÊÎÏÎËÎÑÍÛÕ ÌÓËÜÒÈÌÅÄÈÉÍÛÕ 

ÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÐÅÑÓÐÑÎÂ

Отëи÷итеëüная особенностü обëа÷ных вы÷ис-
ëений закëþ÷ается в возìожности управëятü по-
ряäкоì выпоëнения вы÷исëитеëüных заäа÷, ис-
поëüзуя разëи÷ные аëãоритìы обработки о÷ереäей.
Это позвоëяет эффективно распреäеëятü запросы
в высоконаãруженных приëожениях с крити÷ес-
киì вреìенеì откëика.

Наìи преäëожен аëãоритì выбора и расстанов-
ки приоритетов äëя обработки поступаþщих за-
явок на второй фазе обсëуживания запроса. В ос-
нову аëãоритìа поëожен рас÷ет востребованности
базовых ресурсов кажäоãо из выäеëенных ранее
уровней поäсистеì, вхоäящих в СДО.

Чисëенные показатеëи испоëüзования базо-
вых ресурсов ìожно опреäеëитü по форìуëе
R

iисп
= R

i
100/(R

1
 + ... + R

n
), ãäе R

1
, ..., R

n
 — ÷ис-

ëенные показатеëи испоëüзования ресурса по каж-

Рис. 1. Схема управления потоками запросов в системе дистанционного обучения
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äоìу из кëассификаöионных признаков, поëу-
÷енные в резуëüтате изìерений на интерваëе вре-
ìени ΔT [5].

Инäикаторы приоритета обсëуживания уров-
ней ìоäеëи опреäеëиì на основе рейтинãа востре-
бованности ресурсов систеìы в öеëоì. Общуþ ре-
сурсоеìкостü систеìы äистанöионноãо обу÷ения
опреäеëиì как суììарнуþ пëощаäü U

СДО
, заниìа-

еìуþ всеìи уровняìи ìоäеëи (U
i
). Максиìаëüно

возìожные ресурсы сервера обозна÷иì как пëо-
щаäü, поëу÷еннуþ при испоëüзовании 100 % всех
кëþ÷евых сервисов (рис. 2).

Так как систеìа работает непрерывно, поступ-
ëение заявок к ее ресурсаì ìожно описатü в äис-
кретноì вреìени: I

j
(T

j
) = { j:t ∈ (0, T

i
)} — ìножес-

тво ноìеров заявок, приøеäøих в интерваë вреìе-
ни (0, T

i
) на поäсистеìу i (i — уровенü поäсистеìы,

i = 1, ..., M).
Статус обработки j-й заявки поступивøей на

i-й уровенü обозна÷иì x
ij
. Буäеì с÷итатü, ÷то от-

казу соответствует x
ij 
= 0, а успеху x

ij 
= 1.

Интенсивностü поступëения и обработки за-
явок на кажäый из уровней ìоäеëи обозна÷иì λ

i
,

она напряìуþ зависит от ресурсоеìкости поäсис-
теìы. Ввеäеì показатеëü приоритета P

i
 äëя кажäо-

ãо из уровней, распреäеëение котороãо зависит от
÷исëа оäновреìенно испоëüзуеìых ресурсов. Тоã-
äа на наãрузку, созäаваеìуþ кажäыì из уровней,
ìожно наëожитü оãрани÷ение

U
i
x
ij
 m H

i
,  I = 1, ..., M.

При заäании öеëевой функöии ввеäены оãра-
ни÷ения, связанные с преäìетной обëастüþ иссëе-
äования:

— вреìя обработки T ëþбоãо запроса оãрани-
÷ено;

— ìощностü сервера H фиксирована.
Ввиäу неравноìерности испоëüзования основ-

ных ресурсов кажäыì из уровней систеìы äистан-
öионноãо обу÷ения сëеäует опреäеëитü усëовия
ìаксиìаëüной заãрузки кажäоãо из вы÷исëитеëü-
ных узëов обëака, при которой возìожна безотказ-
ная работа всех запущенных экзеìпëяров приëо-
жений:

U
i
x
ij
 m H,  x

ij 
= {0, 1}.

Такиì образоì, äëя обработки ìаксиìаëüноãо
÷исëа запросов поëüзоватеëей в еäиниöу вреìени
поëу÷иì öеëевуþ функöиþ виäа

λ
i
x

ij
P

i
 → max.

При выборе приоритетов оöениваþтся характе-
ристики заявки:

— вреìя нахожäения заявки в о÷ереäи;
— текущая äëина о÷ереäи заявок;
— интенсивностü обращения к кажäоìу из коì-

понентов ресурса, необхоäиìых äëя выпоëнения
заявки.

Выбор приоритетов и оöенка текущей ресурсо-
еìкости заäа÷и произвоäятся на основе коìпо-
нентов ресурса, иìеþщих инäивиäуаëüные поро-
ãовые зна÷ения, связанные с физи÷ескиìи оãра-
ни÷енияìи оборуäования. В хоäе иссëеäования
выпоëнено ìоäеëирование обсëуживания заявок
в обëа÷ной систеìе в раìках описанной ìоäеëи.
Быëа принята приоритетная обработка запросов
на основе оöенки востребованности ресурсов сис-
теìы. Это позвоëиëо повыситü эффективностü ра-
боты коìпонентов систеìы бëаãоäаря сокраще-
ниþ вреìени пребывания заявки в о÷ереäи, ÷то
привеëо к сокращениþ ее äëины. Эффективностü
преäëоженноãо реøения оöениваëасü по зна÷е-
ниþ отноøения ÷исëа обсëуженных заявок на вы-
хоäе третий фазы к общеìу ÷исëу поступивøих за-
явок на вхоä первой фазы, на интерваëе вреìени
ìоäеëирования ΔT = 60 с. В резуëüтате поëу÷ен
прирост на 12—15 % по сравнениþ со станäартны-
ìи среäстваìи обработки о÷ереäей (рис. 3).

Установëено, ÷то еäиной то÷кой аãреãаöии тра-
фика выступает систеìа хранения äанных (СХД),
обеспе÷иваþщая обработку потока запросов, пос-
тупивøих от потребитеëей ìуëüтиìеäийных обра-
зоватеëüных усëуã. Сëеäоватеëüно, эффективностü
работы всей систеìы äистанöионноãо обу÷ения, а
также ка÷ество преäоставëяеìых усëуã напряìуþ
зависит от произвоäитеëüности храниëища äанных.
Поэтоìу äëя эффективноãо управëения потокоì
запросов необхоäиìо разработатü ìоäеëü äоступа

Рис. 2. Диаграмма приоритетов востребованности ресурсов сис-
темы дистанционного обучения

Ij Tj( )

∑

i 1=

M

∑
j Ij Tj( )∈

∑

i 1=

M

∑
Ij Tj( )

∑
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к ìуëüтиìеäийныì äанныì храниëища ãибриäной
обëа÷ной систеìы.

3. ÌÎÄÅËÜ ÄÎÑÒÓÏÀ Ê ÄÀÍÍÛÌ ÕÐÀÍÈËÈÙÀ
ÃÈÁÐÈÄÍÎÉ ÎÁËÀ×ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Кëþ÷евое отëи÷ие храниëищ ìуëüтиìеäийных
äанных состоит в неоäнороäности разìещаеìой
инфорìаöии (текстовые, ауäио иëи виäеоäанные),
и, как сëеäствие, существуþт разные поäхоäы к
орãанизаöии äоступа к ней. Поìиìо ìетоäов äо-
ступа к äанныì, существенна интенсивностü обра-
щения к теì иëи иныì эëеìентаì, зна÷ение кото-
рой ìожет бытü поëу÷ено с поìощüþ внутрисис-
теìных аëãоритìов иäентификаöии поëüзоватеëей,
÷то, в своþ о÷ереäü, позвоëяет оöенитü востребо-
ванностü и спроãнозироватü наãрузку на устрой-
ства систеìы хранения. В связи с этиì важный
аспект управëения ресурсаìи систеìы, при зна÷и-
теëüноì увеëи÷ении ÷исëа оäновреìенных запро-
сов, состоит в ãраìотной орãанизаöии проöесса
разìещения и распреäеëения эëеìентов äанных
по устройстваì [6, 7].

Отëи÷итеëüной характеристикой обëа÷ных хра-
ниëищ явëяется реконфиãурируеìостü их структу-
ры в зависиìости от потребëяеìых ресурсов. Это
позвоëяет внеäрятü аëãоритìы оптиìизаöии раз-
ìещения äанных внутри äисковоãо пространства,
а также управëятü изìенениеì ÷исëа испоëüзуе-
ìых систеìой устройств. Проöесс оптиìизаöии
разìещения не äоëжен привоäитü к снижениþ ка-
÷ества обсëуживания кëиентов СХД, äëя ÷еãо в аë-
ãоритìах необхоäиìо у÷итыватü пропускнуþ спо-
собностü сети и ìаксиìаëüный объеì äанных, ко-
торый ìожно переäаватü в оäин ìоìент вреìени
[3]. Кроìе тоãо, необхоäиìо у÷итыватü текущуþ
заãрузку саìих устройств, а также их распоëоже-
ние относитеëüно äруã äруãа и кëиентов, поäкëþ-
÷аеìых к ниì.

Дëя оптиìизаöии ìеханизìов äоступа к äан-
ныì необхоäиìо построитü общуþ ìоäеëü äоступа
к äанныì систеìы хранения. Пустü R = (U, M, Q),

ãäе U = {u
1
, u

2
, ...} — ìножество поëüзоватеëей;

М = {m
1
, m

2
, ...} — ìножество уникаëüных эëеìен-

тов äанных, разìещаеìых на устройствах хранения.
Миниìаëüной еäиниöей äанных m

i
 буäеì с÷итатü

файë, иìеþщий обязатеëüное свойство h — разìер.
Дëя обеспе÷ения безопасноãо хранения äан-

ных и баëансировки наãрузки ìежäу устройства-
ìи хранения опреäеëиì функöиþ распреäеëения
эëеìентов äанных, äëя этоãо ввеäеì ìножество

М
с
 = { , , , ..., , , }, ãäе  —

k-я копия эëеìента разìещаеìых äанных (m
i
) на

j
k
-ì устройстве хранения, при усëовии k l 3 (не

ìенее трех копий ìиниìаëüной еäиниöы хранения
на разëи÷ных устройствах). Тоãäа функöия рас-
преäеëения эëеìентов äанных по устройстваì хра-
нения приниìает виä P : M

с
 → D.

Исхоäя из изëоженноãо, запиøеì требование
поëüзоватеëя к эëеìентаì äанных. Q: U → X ⊆ M

с
,

ãäе Х — ìножество äанных запроøенных ìноже-
ствоì поëüзоватеëей U. Тоãäа храниëище äанных
ìожно описатü кортежеì S = (M

с
, D, P, L, C, R, G),

ãäе D = {d
1
, d

2
, ...} — ìножество устройств хранения;

L = {l
1
, l

2
, ...} — ìножество зна÷ений, характеризу-

þщее заãрузку кажäоãо устройства хранения (÷исëо
оäновреìенных обращений поëüзоватеëей к кон-
кретноìу устройству); C = {c

1
, c

2
, ...} — ìножество

зна÷ений, характеризуþщее объеì кажäоãо из уст-
ройств в храниëище; G ∈ N — натураëüный коэф-
фиöиент, характеризуþщий ãеоãрафи÷еский (топо-
ëоãи÷еский) приоритет испоëüзования храниëища.

Как правиëо, äëя крупных обëа÷ных структур
испоëüзуþтся консоëиäированные храниëища,
состоящие из ферì, объеäиняþщих нескоëüко
храниëищ в еäиный ìассив. Преäставиì еãо как
S

farm 
= {S

1
, S

2
, ...}.

Так как характеристики требований поëü-
зоватеëей ìеняþтся во вреìени, преобразуеì
кортеж требований R(t) = (U, M

с
, Q(t)). Тоãäа

Q(t): U → X ⊆ M
с
 — требования поëüзоватеëя к

эëеìентаì äанных, ìеняþщиеся во вреìени. Так
как кроìе активности поëüзоватеëя изìеняþтся
свойства храниëища, запиøеì кортеж храниëища
в зависиìости от вреìени S(t) = (M

с
(t), D(t), P(t),

L(t), C, R(t), G), ãäе D(t) = {d
1
, d

2
, ...} — ìножество

устройств хранения, ìеняþщихся во вреìени, та-
ких ÷то ∀t D(t) > 0; P(t): M

с
 → D — функöия рас-

преäеëения эëеìентов äанных по устройстваì хра-
нения, ìеняþщаяся во вреìени.

Дëя оптиìизаöии затрат на аппаратные ресурсы
и сокращения оäновреìенно испоëüзуеìых уст-
ройств ввеäеì кортеж отноøений S

cloud
(t) = {S(t),

D(t), D
use

(t)}, ãäе ∀t D
use

(t) ⊆ D(t) — ìножество уст-

Рис. 3. Диаграмма обслуживания заявок в облачной системе
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ройств хранения, испоëüзуеìых в ìасøтабируеìоì
храниëище S в ìоìент вреìени t. При ìасøтабиро-
вании храниëища и ìиãраöии äанных äоëжно вы-
поëнятüся усëовие ∀t, i, j, i ≠ j ⇒ D

i
(t) ∩ D

j
(t) = 0,

т. е. при ìиãраöии äанных храниëища не äоëжны
испоëüзоватüся оäни и те же устройства. Это поз-
воëит как ãарантироватü скоростü обработки ин-
форìаöии, так и обеспе÷итü приеìëеìое вреìя ре-
конфиãураöии.

Такиì образоì, äëя ìиниìизаöии ÷исëа оäно-
вреìенно испоëüзуеìых устройств хранения в раì-
ках оäноãо ìасøтабируеìоãо храниëища и ìакси-
ìизаöии ÷исëа обработанных запросов поëüзовате-
ëей в еäиниöу вреìени ввеäеì öеëевуþ функöиþ
виäа

P
i
(t) → min;  L

i
P

i
(t)R

i
(t) → max.

На основе ìоäеëи äоступа к äанныì храниëища
наìи разработан аëãоритì баëансировки наãрузки
ìежäу устройстваìи, реаëизованный в виäе про-
ãраììноãо ìоäуëя äëя коìпонента Swift обëа÷ной
систеìы «OpenStack». Выбор äанной обëа÷ной сис-
теìы обусëовëен открытостüþ ее архитектуры и
возìожностüþ ее ìоäификаöии поä поставëенные
заäа÷и. Основной неäостаток систеìы «OpenStack»
закëþ÷ается в неэффективноì аëãоритìе распре-
äеëения вы÷исëитеëüных заäа÷ ìежäу узëаìи хра-
нения äанных. Станäартный аëãоритì, преäëо-
женный в систеìе, не у÷итывает ìарøрутизаöиþ
виртуаëüной и топоëоãиþ ëокаëüной сети, а так-
же уäаëенностü виртуаëüных ìаøин, выпоëняþ-
щих обработку запросов поëüзоватеëей, и храни-
ëищ äанных, обеспе÷иваþщих переäа÷у äанных.
Все это неãативно вëияет на вреìя откëика как са-
ìой обëа÷ной систеìы, так и запущенных в ней
экзеìпëяров приëожений. Кроìе тоãо, саìи аëãо-
ритìы распреäеëения äанных, приìеняеìые в хра-
ниëище обëа÷ной систеìы, не позвоëяþт эффек-
тивно разìещатü инфорìаöиþ и преäоставëятü
äоступ к востребованныì äанныì по сети [5].

При иссëеäовании аëãоритìа, приìеняеìоãо в
храниëище äанных, наìи поëу÷ен ряä законоìер-
ностей, оказываþщих существенное вëияние на
произвоäитеëüностü СХД.

� При увеëи÷ении ÷исëа копий äанных зна÷итеëü-
но снижается наãрузка на основных устройствах
хранения. Оäнако при этоì возрастает ÷исëо
заäействованных устройств, ÷то не соответству-
ет поставëенной заäа÷е.

� При оäновреìенноì äоступе к нескоëüкиì ус-
тройстваì, соäержащиì разный объеì äанных,
возникает äисбаëанс произвоäитеëüности храни-
ëища, ÷то привоäит к отказаì в обсëуживании
запросов поëüзоватеëя. Основная при÷ина —
неравноìерное разìещение боëüøих и ìаëых

по объеìу äанных, ÷то увеëи÷ивает вреìя заня-
тости устройств.

� При ìноãократноì обращении к оäниì и теì
же äанныì устройства, соäержащие востребо-
ванные эëеìенты, не в состоянии обсëужитü за-
просы, так как отсутствует распреäеëение на-
ãрузки ìежäу узëаìи. Приìеняеìые в СХД
аëãоритìы кеøирования не ìоãут эффективно
преäоставитü äоступ к такиì äанныì.
Как правиëо, äëя распреäеëения наãрузки и по-

выøения эффективности работы ìасøтабируеìых
храниëищ, поìиìо äубëирования и переìещения
äанных ìежäу устройстваìи, также приìеняþт
систеìу кеø-обëастей (ìассивы устройств, обес-
пе÷иваþщих возìожностü быстрой обработки
операöий ÷тения/записи), построенных с испоëü-
зованиеì тверäотеëüных SSD-накопитеëей иëи
боëüøих объеìов оперативной паìяти [5]. Оäна-
ко, аëãоритìы и ìетоäы испоëüзования таких ре-
сурсов неäостато÷но эффективны. Чаще всеãо ус-
тройства кеø-обëасти запоëняþтся наибоëее вос-
требованныìи äанныìи, при этоì не у÷итывается
ìоäеëü повеäения поëüзоватеëя. Как правиëо, при
обращении к ìуëüтиìеäийноìу сервису кëиент
отправëяет посëеäоватеëüно нескоëüко запросов
äëя поëу÷ения äанных. В раìках ìуëüтиìеäийноãо
образоватеëüноãо сервиса ìожно преäсказатü на-
бор запраøиваеìых äанных и поряäок их поëу÷е-
ния, ÷то позвоëяет построитü проãноз и зарезер-
вироватü вы÷исëитеëüные ресурсы äëя реøения
поставëенной заäа÷и.

У÷итывая изëоженное, преäставиì аëãоритì,
позвоëяþщий оптиìизироватü äоступ поëüзовате-
ëя к ìуëüтиìеäийныì äанныì.

Шаг 1. Получение входных параметров. При ре-
ãистраöии новоãо запроса, выäеëяþтся узëы (уст-
ройства хранения D), соäержащие необхоäиìые
äанные и анаëизируется их заãрузка (L) и ãеоãра-
фи÷еский приоритет относитеëüно кëиента (G).
Опреäеëяется тип (стати÷еские, äинаìи÷еские) и
рейтинã востребованности запроøенных äанных,
составëенный на основе статистики обращений.

Шаг 2. Обработка запроса. Дëя стати÷еских
äанных, испоëüзуя поëу÷енные на øаãе 1 показа-
теëи (G, L), опреäеëяется оптиìаëüный узеë. Дëя
äинаìи÷еских äанных осуществëяется поиск не-
обхоäиìоãо эëеìента äанных в кеø-обëасти. Есëи
он не найäен, то произвоäится проöеäура кеøиро-
вания äанных с оптиìаëüноãо узëа, поëу÷енноãо с
испоëüзованиеì показатеëей (G, L).

Даëее, приìеняя аëãоритì поиска связей, у÷и-
тываþщий рейтинã востребованности ресурсов,
форìируется пере÷енü эëеìентов, которые ìоãут
бытü запроøены кëиентоì в бëижайøее вреìя.
Дëя эффективной работы аëãоритìа осуществëя-
ется поиск наиìенее наãруженных узëов систеìы,
соäержащих необхоäиìые äанные, ÷то в своþ о÷е-

i 1=

N

∑
i 1=

N

∑
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реäü позвоëяет ÷асти÷но изоëироватü проöесс ке-
øирования от основных операöий, произвоäиìых
систеìой. Испоëüзуя поëу÷енные äанные, произ-
воäится проöеäура кеøирования. Чисëо эëеìентов
зависит от востребованности на÷аëüных äанных и
общей наãрузки на систеìу.

Шаг 3. Передача данных. Запроøенные в теку-
щий ìоìент вреìени äанные направëяþтся поëü-
зоватеëþ из выбранноãо исто÷ника.

Шаг 4. Постобработка результатов. По окон-
÷аниþ работы аëãоритìа в базе äанных храниìых
ресурсов обновëяется рейтинã востребованности
испоëüзованных в обработке эëеìентов.

Разработанный наìи аëãоритì позвоëяет сни-
зитü вреìя откëика, испоëüзуя инфорìаöиþ о то-
поëоãии и ìарøрутизаöии основных потоков äан-
ных, а ãибкое управëение их разìещениеì и кэøи-
рованиеì äанных позвоëяет сократитü накëаäные
расхоäы вы÷исëитеëüных ìощностей при ìиãра-
öии äанных и виртуаëüных ìаøин [8, 9].

Преäëоженный аëãоритì у÷итывает пере÷ис-
ëенные ранее неäостатки работы станäартных
среäств систеìы управëения хранениеì äанных,
÷то с у÷етоì äинаìи÷ески форìируеìых приори-
тетов в канаëах обсëуживания äает прирост про-
извоäитеëüности обëака и реøаеìых в неì заäа÷.
Относитеëüно среäств, испоëüзуеìых по уìоë÷а-
ниþ в «OpenStack», на 5—9 % увеëи÷ено ÷исëо об-
сëуженных заявок (рис. 4).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя оöенки эффективности резуëüтатов разра-
ботанноãо ìоäуëя обëа÷ной систеìы «OpenStack»
в ка÷естве баëансировщика наãрузки, провеäено
коìпëексное ìоäеëирование работы ãибриäной
обëа÷ной систеìы с у÷етоì особенностей работы
коìпонентов ìуëüтиìеäийных ресурсов систеìы
äистанöионноãо обу÷ения. Проãнозирование на-
ãрузки и приоритезаöия о÷ереäи запросов позво-
ëяет управëятü ìасøтабированиеì обëака, снижая

при этоì объеìы заäействованных в работе ре-
сурсов, а приìенение аëãоритìов оптиìизаöии в
систеìе хранения позвоëяет преäоставëятü эффек-
тивный äоступ к поëüзоватеëяì независиìо от за-
проøенноãо объеìа и типа äанных. В резуëüтате
коìпëексноãо ìоäеëирования проöесса обсëужи-
вания потока заявок поëу÷ен прирост произвоäи-
теëüности от 14 äо 21 % по сравнениþ со станäар-
тныìи среäстваìи, ÷то весüìа эффективно при
боëüøой интенсивности запросов.

Разработанные оптиìизаöионные ìоäеëи уп-
равëения ìоãут приìенятüся äëя äаëüнейøеãо ис-
сëеäования эффективности испоëüзования аппа-
ратных и проãраììных ресурсов в öеëях повыøе-
ния ка÷ества преäоставëения усëуã не тоëüко в
распреäеëенных инфорìаöионных систеìах äис-
танöионноãо обу÷ения, но и äëя разработки ìуëü-
тиìеäийных ресурсов в öеëоì.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäной из важнейøих управëен÷еских заäа÷,
стоящих переä вëастяìи разноãо уровня — как пе-
реä ìестныìи вëастяìи на уровне ìуниöипаëüных
образований, так и переä реãионаëüныìи на уров-
не субъектов Российской Феäераöии, а также пе-
реä феäераëüныìи орãанаìи ãосуäарственноãо уп-
равëения, — явëяется заäа÷а разработки пëанов
территориаëüноãо развития. Дëя тоãо ÷тобы по-
äобные пëаны быëи реаëизованы и принесëи ожи-
äаеìые эконоìи÷еские и соöиаëüные эффекты,
кажäый такой пëан äоëжен бытü не тоëüко тща-
теëüно поäãотовëен, выверен по срокаì и ресур-
саì, но и соãëасован с пëанаìи сосеäей на оäноì
уровне иерархии и пëанаìи субъектов äруãих уров-
ней. А кроìе тоãо, при пëанировании реаëизаöии
тех иëи иных проектов, особенно крупных, необ-
хоäиìо проанаëизироватü, как повеäет себя объект

управëения при возìожных изìенениях внеøней
среäы, особенно небëаãоприятных, и какие из этих
изìенений явëяþтся äëя реаëизаöии проекта кри-
ти÷ныìи. Иìенно с öеëüþ поëу÷ения ка÷ествен-
ных проãнозов параìетров управëяеìой соöиаëü-
но-эконоìи÷еской систеìы в зависиìости от
приниìаеìых ìер, а также оöенок äинаìики этих
параìетров при возìожных изìенениях внеøней
среäы, разработ÷ики разëи÷ных территориаëüных
пëанов все ÷аще обращаþтся к такоìу инструìен-
ту, как иìитаöионное ìоäеëирование. О÷евиäно,
÷то äëя правоìерности приìенения коìпüþтер-
ной ìоäеëи в проöессе территориаëüноãо управëе-
ния необхоäиìо, ÷тобы она, как ìиниìуì:

� обеспе÷иваëа ìаксиìаëüно возìожное прибëи-
жение к реаëüности, с теì, ÷тобы позвоëятü рас-
пространятü вывоäы, поëу÷енные в резуëüтате
коìпüþтерных экспериìентов, на существуþ-
щий в äействитеëüности объект ìоäеëирования;

� обëаäаëа развитыì и уäобныì интерфейсоì,
обеспе÷иваþщиì поëüзоватеëя наãëяäныì преä-
ставëениеì проöессов, происхоäящих в ìоäеëи
(с обязатеëüной привязкой их к карте террито-
рии ìоäеëируеìоãо объекта), а также возìож-
ностüþ управëятü этиìи проöессаìи.

Дан обзор совреìенных ìуëüтиаãентных систеì, разработанных äëя анаëиза типи÷ных

пробëеì территориаëüных образований. Преäставëена ìуëüтиаãентная ìоäеëü ìуниöи-

паëüных образований в составе реãиона, в которой аãентаìи явëяþтся ëþäи и орãани-

заöии, в которых они работаþт. Основное вниìание уäеëено обеспе÷ениþ реаëисти÷-

ности иìитаöии повеäения таких аãентов в ка÷естве у÷астников произвоäства, а также

взаиìозависиìости повеäения и состояний аãентов разных типов и изìенений внеøней

среäы. Привеäен приìер испоëüзования ìоäеëи äëя апробаöии разëи÷ных вариантов

вертикаëüных ìежбþäжетных отноøений.

Ключевые слова: аãент-ориентированное ìоäеëирование, апробаöия реãионаëüной поëитики, по-
веäение ÷еëовека в соöиаëüно-эконоìи÷еской среäе, труäовой потенöиаë.
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Гëавная отëи÷итеëüная особенностü таких круп-
ных территориаëüных объектов, как ìуниöипаëü-
ные образования, а теì боëее субъекты РФ, в со-
став которых они вхоäят, состоит в тоì, ÷то они
преäставëяþт собой боëüøие систеìы со сëожной
иерархией разноãо роäа вкëþ÷енных в них саìо-
стоятеëüных акторов, таких, наприìер, как житеëи
реãиона иëи же преäприятия на еãо территории,
т. е. явëяþтся активныìи систеìаìи [1]. Саìосто-
ятеëüностü акторов озна÷ает, ÷то они обëаäаþт не-
которыìи ресурсаìи (возìожностяìи), ìиссией и
соответствуþщиìи критерияìи ее выпоëнения, а
также способностüþ приниìатü какие-то реøе-
ния, реаëизаöия которых отражается на резуëüта-
тах их äеятеëüности. При÷еì, äаже акторы оäноãо
уровня (наприìер, преäприятия) ìоãут существен-
но разëи÷атüся ìежäу собой характеристикаìи,
зна÷иìыìи в сìысëе их у÷астия в эконоìи÷еской
жизни территорий.

Дëя иìитаöии повеäения сëожных соöиаëü-
но-эконоìи÷еских систеì наибоëее аäекватныì
инструìентоì преäставëяþтся активно развиваþ-
щиеся в посëеäнее вреìя аãент-ориентированные
(ìуëüтиаãентные) ìоäеëи (АОМ) [2, 3]. Появëе-
ние АОМ ìожно рассìатриватü как резуëüтат
эвоëþöии ìетоäоëоãии ìоäеëирования: перехоä
от ìоно-ìоäеëей (оäна ìоäеëü — оäин аëãоритì)
к ìуëüти-ìоäеëяì (оäна ìоäеëü — ìножество не-
зависиìых аëãоритìов). Муëüтиаãентные ìоäеëи
способны иìитироватü повеäение боëüøих систеì
на основе реконструкöии их внутренней структу-
ры, а также структуры и повеäения вкëþ÷енных
в них боëее ìеëких эконоìи÷еских акторов, äе-
ìонстрируя äинаìику соöиаëüно-эконоìи÷еских
характеристик этих систеì как резуëüтат äействия
äанных саìостоятеëüных акторов. От объектно-
ориентированных ìоäеëей АОМ отëи÷аþтся «ак-
тивностüþ» своих эëеìентов, кажäый из которых
обëаäает не тоëüко заäанныì набороì ëи÷ностных
характеристик («ресурсов»), но и öеëевой функöи-
ей («интересаìи»), на основе ÷еãо иìитируется еãо
реакöия на изìенения внеøней среäы, затраãива-
þщие сферу еãо интересов («повеäение»). Такиì
образоì, АОМ преäставëяет собой искусственное
общество, состоящее из взаиìоäействуþщих ìеж-
äу собой саìостоятеëüных аãентов, при÷еì важная
особенностü ìуëüтиаãентных ìоäеëей закëþ÷ается
в тоì, ÷то конкретные зна÷ения характеристик
аãентов разëи÷аþтся, поэтоìу поëу÷енное сооб-
щество состоит из похожих, но не оäинаковых ÷ëе-
нов. А возìожности совреìенных вы÷исëитеëü-
ных среäств позвоëяþт созäаватü искусственные
сообщества, коëи÷ество аãентов котороãо сопоста-
виìо с ÷исëенностüþ ÷ëенов реаëüноãо ìоäеëиру-
еìоãо общества.

Совреìенные вы÷исëитеëüные среäства пре-
äоставëяþт также и äруãие возìожности, которые
ìоãут бытü востребованы при созäании инстру-
ìентов иìитаöионноãо ìоäеëирования террито-
риаëüных образований, — в первуþ о÷ереäü это от-
носится к ãеоинфорìаöионныìи систеìаì (ГИС).
По своей сути ГИС — это систеìы, позвоëяþщие
созäаватü базы äанных, которые со÷етаþт в себе
ãрафи÷еское и атрибутивное преäставëения раз-
нороäной инфорìаöии. Кроìе тоãо, эти систеìы
обеспе÷иваþт возìожностü пространственноãо
анаëиза äанных и преäставëение еãо резуëüтатов в
привы÷ной äëя поëüзоватеëей форìе (в виäе ãра-
фиков, äиаãраìì, табëиö, карт и т. п.). Со÷етание
ìуëüтиаãентноãо поäхоäа с возìожностяìи ГИС
позвоëяет обеспе÷итü не тоëüко правäопоäобнуþ
иìитаöиþ проöессов, происхоäящих в реаëüноì
ìоäеëируеìоì объекте, но и наãëяäное отображе-
ние этих проöессов на карте еãо территории.

1. ÎÁÇÎÐ ÒÅÐÐÈÒÎÐÈÀËÜÍÛÕ
ÌÓËÜÒÈÀÃÅÍÒÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Муëüтиаãентный поäхоä на базе ГИС приìе-
няëся ìноãиìи иссëеäоватеëяìи äëя разработки
инструìентов территориаëüноãо проãнозирования
и пëанирования. При÷еì спектр пробëеì, äëя ана-
ëиза и поиска реøения которых созäаваëисü АОМ,
о÷енü øирок. Остановиìся на некоторых из них.

1.1. Óïðàâëåíèå â óñëîâèÿõ ñòèõèéíûõ áåäñòâèé

В работе японских у÷еных [4] преäставëена ин-
теãрированная систеìа ìоäеëирования зеìëетря-
сений и вызванных иìи посëеäствий, преäназна-
÷енная äëя проектирования и апробаöии систеì
ëиквиäаöии этих посëеäствий. Ре÷ü иäет о разра-
ботке систеì оповещения житеëей, о выборе схеì
разìещения пунктов оказания первой поìощи и
приþтов äëя постраäавøих, об опреäеëении пер-
воо÷ереäности аварийно-восстановитеëüных работ,
об орãанизаöии вывоза ìусора и т. ä. Оäниì из
кëþ÷евых коìпонентов äанной интеãрированной
систеìы явëяется ìуëüтиаãентная ìоäеëü, позво-
ëяþщая иìитироватü развитие посëеäствий катас-
троф во взаиìоäействии с äеятеëüностüþ боëüøо-
ãо ìножества ëþäей. Аãенты-ëþäи в ìоäеëи — это
не тоëüко постраäавøие, но и спеöиаëисты, у÷ас-
твуþщие в спасатеëüных работах, такие как по-
жарные, спасатеëи, ìеäиöинские работники, воз-
ìожности которых по оказаниþ поìощи оãрани-
÷ены, ÷то также в ìоäеëи у÷итывается.

1.2. Óïðàâëåíèå ïðèðîäíûìè ðåñóðñàìè

В коëëективной ìоноãрафии [5] отäеëüная ãëа-
ва посвящена ìуëüтиаãентныì систеìаì (МАС),
разработанныì äëя иìитаöии и анаëиза разëи÷-
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ных проöессов, связанных с прироäопоëüзовани-
еì. Преäставëены сëеäуþщие МАС:
� ìоäеëü äëя изу÷ения взаиìосвязи ìежäу äивер-

сификаöией сеëüскохозяйственных куëüтур и
рискоì äеãраäаöии зеìеëü в северноì Таиëанäе
[5, p. 167—190];

� ìоäеëü äëя анаëиза зависиìости биофизи-
÷еских усëовий выращивания риса от раз-
ëи÷ных стратеãий воäопоëüзования ферìеров
[5, p. 191—210];

� ìоäеëü äëя анаëиза эконоìи÷еских эффектов и
рисков при разëи÷ных пропорöиях äвух виäов
сеëüскохозяйственной äеятеëüности в äеëüте
реки Меконã — выращивания риса и развеäе-
ния креветок [5, p. 211—236];

� ìоäеëü äëя анаëиза вëияния изìенений в ìето-
äах зеìëепоëüзования на ëанäøафтнуþ эвоëþ-
öиþ приãороäных сеëüскохозяйственных сис-
теì [5, p. 237—254];

� ìоäеëü ëесопоëüзования, в которой заинтересо-
ванныìи сторонаìи явëяþтся те, кто выращи-
вает ëес на пëантаöии в øтате Сабах, и те, кто
заниìается ëесозаãотовкаìи и обработкой äре-
весины [5, p. 275—294].
Все эти ìоäеëи разработаны на приìере конк-

ретных территорий, äëя эконоìики которых иìен-
но ìоäеëируеìые проöессы явëяþтся кëþ÷евы-
ìи, и во всех этих ìоäеëях аãентаìи явëяþтся
ëþäи-житеëи äанных территорий. Аãенты-ëþäи в
ìоäеëях в стреìëении ìаксиìизироватü свои äо-
хоäы выбираþт тот иëи иной виä (иëи способ) äе-
ятеëüности, кажäый из которых характеризуется
опреäеëенныì уровнеì испоëüзования основных
прироäных ресурсов. Указанные ìоäеëи позвоëя-
þт анаëизироватü взаиìное вëияние соöиаëüных
проöессов и äинаìики экоëоãи÷еских параìетров
территорий и преäназна÷ены äëя поиска раöио-
наëüных коìпроìиссов ìежäу интересаìи разëи÷-
ных виäов äеятеëüности (и занятых еþ ëþäей) äëя
преäотвращения äеãраäаöии зеìеëü, справеäëиво-
ãо испоëüзования возобновëяеìых ресурсов и
сìяã÷ения конфëиктов.

1.3. Óïðàâëåíèå ðàñøèðåíèåì ãîðîäñêîé òåððèòîðèè

Разрастание ãороäов и сопровожäаþщий еãо
кризис развития ìуниöипаëитетов в сфере преäо-
ставëения усëуã — таких, как ÷истая воäа, утиëи-
заöия отхоäов, аварийные сëужбы и охрана право-
поряäка, — явëяется оäной из основных пробëеì,
стоящих переä реãионаìи по всеìу ìиру, не сëу-
÷айно среäи описанных в ëитературе ìуëüтиаãен-
тных ìоäеëей äовоëüно ìноãо посвящено этоìу
вопросу. Отìе÷енные äаëее наибоëее известные из
поäобных ìоäеëей созäаваëисü как инструìенты,
позвоëяþщие в коìпëексе изу÷атü проöессы раз-
растания ãороäов с у÷етоì повеäения отäеëüных

эконоìи÷еских акторов, äействуþщих на терри-
тории этих ãороäов, а также как инструìенты ап-
робаöии разëи÷ных стратеãий ìестных орãанов
вëасти и оöенки их вëияния на эвоëþöиþ своих
ãороäов.

Интерактивная имитационная модель развития
города CityDev [6] вкëþ÷ает в себя аãентов, това-
ры и рынки и работает на 3D пространственной
структуре, которая орãанизована в куби÷еские
я÷ейки. Типы аãентов, присутствуþщих в ìоäеëи:

— сеìüи (ãруппа житеëей из ста ÷еëовек, про-
живаþщих в оäной 3D я÷ейке);

— произвоäственные и коììер÷еские фирìы;
— ÷астные фирìы, произвоäящие усëуãи;
— ãосуäарственные у÷режäения,
— застройщики.
Кажäый аãент произвоäит товары, испоëüзуя

äруãие товары, и торãует произвеäенныìи това-
раìи на рынках. Аãенты-сеìüи ìоãут выбиратü
ìесто житеëüства и ìесто работы, а также товары
äëя потребëения, ìиниìизируя свои расхоäы.
А аãенты-орãанизаöии — ìесто распоëожения
произвоäства и объеì этоãо произвоäства, при÷еì
коììер÷еские орãанизаöии ìаксиìизируþт своþ
прибыëü, а ãосуäарственные у÷режäения ориенти-
рованы на ìаксиìизаöиþ общественной поëез-
ности. Аãенты-äевеëоперы также ìаксиìизируþт
своþ прибыëü, выбирая, какой зеìеëüный у÷асток
купитü, ãäе и какоãо типа зäания строитü — жиëые,
проìыøëенные иëи коììер÷еские — в зависиìос-
ти от спроса и öен.

Кроìе сиìуëяöии резуëüтатов активности аãен-
тов, ìоäеëü CityDev позвоëяет также и поëüзова-
теëяì активно приниìатü у÷астие в своей работе,
управëяя развитиеì ãороäа в соответствии с пëа-
ноì строитеëüства новых äороã и разìещения
объектов общественноãо назна÷ения. Аäìинист-
рирование осуществëяется с поìощüþ управëения
ãосуäарственныìи усëуãаìи и, возìожно, изìене-
ния ãраäостроитеëüноãо коäекса.

Модель разрастания пригородов [7] вкëþ÷ает в
себя аãентов ÷етырех кëассов, преäставëяþщих
разëи÷ные типы стейкхоëäеров, заинтересованных
в развитии зеìеëüных у÷астков:

— аãенты-зеìëевëаäеëüöы соответствуþт вëа-
äеëüöаì крупных свобоäных зеìеëüных у÷астков,
приãоäных äëя жиëищноãо, коììер÷ескоãо иëи
проìыøëенноãо развития;

— аãенты-äевеëоперы иãраþт роëü строитеëей
жиëых, коììер÷еских иëи проìыøëенных соору-
жений;

— аãенты-äоìовëаäеëüöы соответствуþт ìно-
жеству житеëей отäеëüных территорий;

— аãенты-правитеëüственные у÷режäения иìи-
тируþт äеятеëüностü ìуниöипаëüных орãанов
вëасти.
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Проöеäура принятия реøений относитеëüно
характера развития зеìеëüных у÷астков, выпоëня-
þщаяся на кажäоì øаãе работы ìоäеëи (оäноìу
ãоäу в реаëüной äействитеëüности), вкëþ÷ает в
себя äействия аãентов кажäоãо типа, произвоäи-
ìые в опреäеëенной посëеäоватеëüности. Вна÷аëе
аãенты-зеìëевëаäеëüöы реøаþт, выãоäно ëи иì
проäатü свои у÷астки. Затеì äëя поступивøих в
проäажу у÷астков выбирается наибоëее перспек-
тивное направëение развития и соответствуþщая
катеãория аãентов-äевеëоперов, которые преäстав-
ëяþт свои преäëожения правитеëüственноìу аãен-
ту и инфорìируþт о неì аãентов-äоìовëаäеëüöев,
которых äанный проект затраãивает. Аãенты-äо-
ìовëаäеëüöы реøаþт, буäут ëи они протестоватü
против äанноãо проекта, ÷то вëияет в ìоäеëи на
реøение правитеëüственных аãентов о тоì, ÷то с
проектоì äеëатü: утвержäатü, утвержäатü с изìене-
нияìи иëи откëонятü. При÷еì вëияние аãен-
тов-äоìовëаäеëüöев на реøение вëастей зависит
не тоëüко от коëи÷ества неäовоëüных, но и от зна-
÷иìости неäовоëüных äоìовëаäеëüöев (их «весов»),
возрастаþщей с увеëи÷ениеì их äохоäа.

Посëе принятия реøений по всеì у÷асткаì
зеìëи иìитируется возäействие выпоëнения этих
проектов на прироäнуþ среäу. Аãенты-äоìовëа-
äеëüöы снова опреäеëяþтся с ëояëüностüþ äейс-
твуþщей вëасти и как бы «ãоëосуþт» за тот иëи
иной тип правитеëüственноãо аãента, который бу-
äет äействоватü на сëеäуþщеì вреìенноì интер-
ваëе (кажäоìу типу соответствует своя поëитика в
развитии территорий).

Модель для прогнозирования расширения Боль-
шого Торонто [8] работает на 2D пространственной
структуре, в которой кажäая кëетка соответствует
у÷астку зеìëи на ìестности и иìеет нескоëüко эк-
зоãенных характеристик, таких как тип зеìëепоëü-
зования, ка÷ество прироäной среäы, реëüеф ìест-
ности. Кроìе тоãо, кажäая кëетка характеризуется
äоступностüþ общественных бëаã äëя житеëей,
проживаþщих на этоì у÷астке. Поä äоступностüþ
пониìается бëизостü от транспортных сетей —
øоссе, жеëезных äороã, а также от таких объектов,
как парки, боëüниöы, øкоëы и торãовые öентры.

В ìоäеëü вхоäят:
— аãенты-житеëи;
— аãенты-äевеëоперы;
— аãенты-ìестные вëасти.
Аãенты-житеëи поäразäеëяþтся на äве катеãо-

рии: коренные житеëи и вновü прибывøие, так
как их требования к жиëой застройке резко раз-
ëи÷аþтся. Так, äëя всех аãентов-житеëей привëе-
катеëüностü зеìеëüных у÷астков äëя проживания
пропорöионаëüна ка÷еству прироäной среäы и äо-
ступности общественных бëаã. Но äëя аãентов-но-
ви÷ков, выбираþщих ìесто äëя застройки, важно

ìиниìизироватü стоиìостü строитеëüства (кото-
рая зависит от реëüефа ìестности), а аãенты-ста-
рожиëы преäпо÷итаþт житü в ìаëонасеëенной
ìестности и иìеþт возìожностü препятствоватü
появëениþ новых житеëей (протестоватü). Аãен-
ты-äевеëоперы разрабатываþт проекты застройки,
ìаксиìизируя своþ ожиäаеìуþ прибыëü, а прави-
теëüственные аãенты выäаþт иëи не выäаþт раз-
реøения на строитеëüство, у÷итывая и уровенü
протеста ìестных житеëей.

1.4. Óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíîé
èíôðàñòðóêòóðîé ãîðîäà

В ìоноãрафии [2, гл. 4] преäставëена ìоäеëü ра-
боты транспортной систеìы ãороäа Москвы, в ко-
торой присутствуþт аãенты трех типов:

— аãенты-ëþäи;

— аãенты-ëеãковые автоìобиëи;

— аãенты-еäиниöы общественноãо транспорта.

Аãенты-транспортные среäства äвижутся по äо-
роãаì ãороäа, при÷еì аãент-автоìобиëü способен
переäвиãатüся по ëþбыì äороãаì, но перевозит
в среäнеì äвух ÷еëовек, а аãенты, относящиеся к
назеìноìу ãороäскоìу транспорту, переäвиãаþтся
по заäанныì ìарøрутаì, перевозя äо 150-ти пас-
сажиров. В ìоäеëи аãенты-ëþäи, которыì необхо-
äиìо äобратüся из оäноãо пункта на территории
Москвы в äруãой, выбираþт ìарøрут, испоëüзуя
иëи автоìобиëü, иëи общественный транспорт,
возìожно, с пересаäкаìи. Моäеëü наãëяäно äе-
ìонстрирует образование автоìобиëüных пробок
и преäназна÷ена äëя апробаöии разëи÷ных ìер
äëя уëу÷øения транспортной ситуаöии в ãороäе.

1.5. Óïðàâëåíèå ñåãðåãàöèåé íàñåëåíèÿ ãîðîäà

Гороäская сеãреãаöия — разäеëение жиëых
районов ãороäа по ëокаëизаöии в них разëи÷ных
ãрупп насеëения — øироко распространенное яв-
ëение, вызываþщее напряжение в обществе и
преäставëяþщее собой зна÷итеëüное препятствие
äëя äостижения соöиаëüной интеãраöии в ãороäах.
Чтобы сìяã÷итü остроту этой пробëеìы, необхо-
äиìо провоäитü поëитику, основаннуþ на ëу÷øеì
пониìании проöессов сеãреãаöии и проãнозиро-
вании ее äинаìики. Моäеëирование ìеханизìов,
форìируþщих ãороäскуþ сеãреãаöиþ в зависи-
ìости от изìенения структуры насеëения и с у÷е-
тоì повеäения отäеëüных эконоìи÷еских акторов,
äействуþщих на территории ãороäов, позвоëяет
созäаватü инструìенты äëя апробаöии разëи÷ных
стратеãий ìестных орãанов вëасти. Рассìотриì
приìеры приìенения аãент-ориентированноãо
поäхоäа äëя созäания поäобных инструìентов.

Модель расселения жителей города по этничес-
кому признаку [9]. Аãенты в ìоäеëи — житеëи ãо-
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роäа Яффа (Израиëü), которые äеëятся на три
ãруппы:

— аãенты-иуäеи (евреи);
— аãенты-ìусуëüìане (арабы);
— аãенты-христиане (арабы).
Аãенты, неäовоëüные своиì жиëüеì, поäыски-

ваþт себе äруãое, стреìясü снизитü äискоìфорт,
который ìожет бытü вызван как непривы÷ныì ар-
хитектурныì стиëеì зäания (возìожны траäиöи-
онный восто÷ный äоì иëи совреìенная построй-
ка), так и нежеëатеëüныìи сосеäяìи. При этоì все
аãенты преäпо÷итаþт проживатü в окружении себе
поäобных, и проявëяþт разной степени нетерпи-
ìостü к сосеäяì из äруãих ãрупп, к тоìу же вкусы
аãентов из разных ãрупп относитеëüно архитектур-
ноãо стиëя жиëüя также разëи÷аþтся.

Моäеëü работает на äвуìерной пространствен-
ной структуре, в которой территория ãороäа раз-
бивается на зеìеëüные у÷астки по правиëу ìно-
ãоуãоëüников Вороноãо с заäанныì пороãовыì
зна÷ениеì расстояния ìежäу öентраìи сосеäних
ìноãоуãоëüников. Затеì äëя кажäоãо аãента-жите-
ëя в ка÷естве окрестности, заниìаеìой зна÷иìы-
ìи äëя неãо сосеäяìи, рассìатривается ìноãо-
уãоëüник Вороноãо с öентроì в äоìе проживания
этоãо аãента. Поскоëüку ãраниöаìи ìноãоуãоëüни-
ков в ìоäеëи ìоãут сëужитü и äороãи, то поëу÷ен-
ная такиì образоì окрестностü, в основноì, со-
стоит из äоìов по оäной стороне уëиöы, которые
виäны от äанноãо äоìа.

В ìоäеëи также у÷итывается ìиãраöия, при÷еì
ìиãраöионный приток заäается экзоãенно как па-
раìетр ìоäеëи, а ìиãраöионный отток форìиру-
ется из аãентов-житеëей, не наøеäøих поäхоäя-
щеãо свобоäноãо жиëüя.

Модель расселения жителей города по уровню
доходов [10]. Аãенты в ìоäеëи — житеëи ãороäа
Сан-Жозе-äус-Каìпус (Бразиëия), которые äеëят-
ся на ãруппы по уровнþ äохоäа. Доступные äëя
аãента äействия (варианты выбора):

— остатüся в текущеì ìестопоëожении;
— сìенитü ìесто житеëüства в тоì же районе;
— переехатü в район тоãо же типа (наприìер, из

оäноãо неоäнороäноãо в соöиаëüноì пëане района
в äруãой);

— переехатü в район äруãоãо типа (наприìер, из
неоäнороäноãо в соöиаëüноì пëане района в оä-
нороäный).

Кажäый аãент обëаäает ëи÷ностныìи характе-
ристикаìи, связанныìи с еãо преäпо÷тенияìи при
выборе ìеста проживания, а также характеристи-
каìи, присущиìи той ãруппе, к которой он при-
наäëежит. Так же, как и в описанной ранее ìоäе-
ëи, аãенты преäпо÷итаþт проживатü в окружении
себе поäобных и поäыскиваþт себе äруãое жиëüе,
есëи неäовоëüны своиìи сосеäяìи, в äанноì сëу-
÷ае — их соöиаëüно-эконоìи÷ескиì статусоì.

Кроìе тоãо, в ìоäеëи присутствует бëок, отве-
÷аþщий за сиìуëяöиþ расøирения ãороäской тер-
ритории, при÷еì выбор направëения разрастания
ãороäа, вкëþ÷ения в еãо территориþ тех иëи иных
зеìеëüных у÷астков происхоäят сëу÷айныì обра-
зоì и описываþтся с поìощüþ öепей Маркова.

1.6. Óïðàâëåíèå äåëîâîé àêòèâíîñòüþ íàñåëåíèÿ

В работе [11] преäставëена ìежреãионаëüная
ìоäеëü, которая позвоëяет в коìпëексе иìитиро-
ватü эвоëþöиþ сëожных взаиìоäействий äоìохо-
зяйств и фирì с у÷етоì их распоëожения на äан-
ной территории и возìожных транспортных реøе-
ний. В ìоäеëи присутствуþт нескоëüко базовых
произвоäственных секторов, ãороäа (ãороäские
районы), вкëþ÷енные в боëее øирокие реãионы
(иëи реãионы внутри страны), а также аãенты не-
скоëüких типов:

— аãенты-äоìохозяйства (ëþäи);
— аãенты-фирìы;
— аãенты-ìуниöипаëüные (иëи реãионаëüные)

орãаны вëасти;
— аãенты-öентраëüные правитеëüства.
Аãенты-ëþäи ìоãут выбиратü реãион-ìесто жи-

теëüства, реãион-ìесто работы и конкретный виä
äеятеëüности äëя ìаксиìизаöии своеãо äохоäа.
Аãенты-фирìы äëя ìаксиìизаöии прибыëи выби-
раþт ëокаëизаöиþ произвоäства (как распреäеëе-
ние инвестиöий ìежäу реãионаìи) и способ рас-
пространения своей проäукöии (рынки сбыта).

Реãионы в ìоäеëи разëи÷аþтся по такиì эко-
ноìи÷ескиì характеристикаì, как стоиìостü зеì-
ëи, рабо÷ей сиëы и произвоäственных затрат, а
также разìеры рынка и спроса. Кроìе тоãо, су-
ществует явное пространственное преäставëение
транспортных связей ìежäу реãионаìи, ÷üи ха-
рактеристики зависят от конкретной топоëоãии и
конфиãураöии транспортной сети. Отрасëи про-
извоäства отëи÷аþтся äруã от äруãа зна÷иìостüþ
фактора труäа и капитаëоеìкостüþ, требованияìи
к уровнþ труäовых навыков работников и отäа÷ей
от ìасøтаба произвоäства. Все это вëияет на ре-
øения аãентов-ëþäей, касаþщихся поезäок на ра-
боту, выбора ìеста работы и ìиãраöии, а также на
реøения аãентов-фирì.

Аãенты-вëасти разноãо уровня в преäеëах своих
поëноìо÷ий ìоãут управëятü такиìи переìенны-
ìи, как ставки разëи÷ных наëоãов, а также осу-
ществëятü ãосуäарственные инвестиöии, вкëþ÷ая
инвестиöии в развитие транспортной сети систе-
ìы ãороäов. Меняя зна÷ения этих параìетров,
ìожно апробироватü разëи÷ные варианты наëоãо-
вой и инвестиöионной поëитики.

Все рассìотренные ìуëüтиаãентные ìоäеëи
быëи реаëизованы в проãраììных систеìах, отка-
ëиброваны на реаëüных äанных и испоëüзованы
при провеäении вы÷исëитеëüных экспериìентов
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по апробаöии возìожных управëяþщих возäейс-
твий. Как виäно äаже из привеäенноãо обзора,
этот поäхоä оказывается проäуктивныì при ìоäе-
ëировании саìых разнообразных проöессов, у÷ас-
тникаìи которых сëужат саìостоятеëüные эконо-
ìи÷еские акторы, способные приниìатü сиãнаëы
из внеøней среäы и äействоватü в соответствии со
своиìи интересаìи.

Отäеëüно отìетиì коìпëекснуþ иìитаöион-
нуþ ìоäеëü ìуниöипаëüноãо образования (МО)
Н.А. Беãунова [12], назна÷ение и конöепöия кото-
рой о÷енü бëизки к теì заäа÷аì и поäхоäаì к их
реøениþ, которые реаëизуеì ìы при созäании
своей ìоäеëи МО. Ре÷ü иäет об иìитаöии в раìках
оäной ìоäеëи эконоìи÷еской жизни территори-
аëüноãо объекта с у÷етоì сëожной иерархии äейс-
твуþщих на äанной территории саìостоятеëüных
эконоìи÷еских акторов, а также сëожной конс-
трукöии саìих аãентов и их взаиìозависиìости.
Такая ìоäеëü призвана позвоëитü оäновреìенно
рассìатриватü äинаìику нескоëüких проöессов,
поскоëüку кажäый эконоìи÷еский актор иãрает в
реаëüной жизни не оäну роëü, и еãо äействия, со-
ответственно, вëияþт на ìножество характеристик
территории — и на эконоìи÷еские, и на экоëоãи-
÷еские, и на соöиаëüные.

В ìоäеëи ìуниöипаëüноãо образования Н.А. Бе-
ãунова рассìатриваþтся типы аãентов:

— аãенты-ëþäи (äоìаøние хозяйства), ìакси-
ìизируþщие поëезностü от приобретаеìых иìи
товаров и усëуã;

— аãенты-фирìы, ìаксиìизируþщие своþ
прибыëü;

— аãенты-ãосуäарственные орãаны управëения,
с поìощüþ наëоãовых ìеханизìов пытаþщиеся
созäатü бëаãоприятнуþ соöиаëüно-эконоìи÷ес-
куþ среäу äëя развития территории.

Моäеëирование произвоäственной äеятеëüнос-
ти аãентов-фирì состоит из äвух этапов: первый —
поëу÷ение потенöиаëüноãо выпуска на основе ис-
поëüзования произвоäственных функöий, вкëþ-
÷аþщих в себя фактор труäа (в ка÷естве котороãо
выступаþт аãенты-ëþäи, работаþщие в фирìе),
второй — корректировка поëу÷енноãо зна÷ения на
основе ìежотрасëевоãо баëанса äëя у÷ета реаëüно-
ãо спроса на проäукöиþ фирì. Отäеëüно выäеëя-
þтся преäприятия отрасëей, ориентированных на
экспорт проäукöии, и отрасëей, спрос (и öены) на
проäукöиþ которых форìируется внутри МО.

Повеäение аãентов в ìоäеëи опреäеëяется ста-
äияìи их жизненноãо öикëа, но ìеханизìы вы-
бора у аãентов разных типов разëи÷аþтся. Так,
äействия аãентов-ëþäей основаны на ìатриöе ре-
øений, заäаþщей выбор аãента на ìножестве си-
туаöий, а äействия аãентов-фирì — на öеëевых
функöиях, опреäеëяþщих ëоãику их повеäения,
коãäа конкретные ситуаöии ìоãут бытü заранее не

опреäеëены. Взаиìоäействуя ìежäу собой, аãенты
образуþт рыно÷нуþ инфраструктуру: рынок това-
ров и усëуã, рынок труäа, рынок неäвижиìости,
финансовый рынок и äр., ÷то вëияет на äохоäы
бþäжета МО и бþäжетов äруãих уровней. Интер-
фейс ìоäеëи позвоëяет поëüзоватеëþ экспери-
ìентироватü, апробируя реаëизаöиþ разëи÷ных
проектов путеì ввоäа новых проìыøëенных
аãентов и/иëи изìенения характеристик уже су-
ществуþщих.

2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ
ÌÓÍÈÖÈÏÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Цеëü настоящей работы состоит в созäании
коìпüþтерной АОМ, настоëüко реаëисти÷но иìи-
тируþщей внутреннее устройство эконоìи÷еской
жизни ìуниöипаëüноãо образования, ÷тобы позво-
ëятü орãанаì ãосуäарственноãо управëения и/иëи
орãанаì ìестной вëасти апробироватü разëи÷ные
варианты управëяþщих возäействий, оöениватü
возìожные соöиаëüно-эконоìи÷еские посëеäст-
вия этих возäействий, а также позвоëятü сравни-
ватü варианты стратеãий äëя выбора наибоëее при-
еìëеìой. В основу ìуëüтиаãентной ìоäеëи поëо-
жено äетаëизированное описание ее аãентов как
у÷астников проöессов форìирования, накопëения
и реаëизаöии труäовоãо потенöиаëа житеëей ìу-
ниöипаëüных образований, ÷то и обусëовëивает
бëаãопоëу÷ие эконоìики реãиона в öеëоì. К ìу-
ниöипаëüныì образованияì относятся и сеëüское
посеëение, и ãороäской окруã, и ìуниöипаëüный
район, поэтоìу о÷евиäно, ÷то существенно раз-
нятся не тоëüко ìасøтабы таких объектов, но и от-
расëевая структура их эконоìик, и наибоëее зëо-
боäневные пробëеìы, и среäства, äоступные аä-
ìинистраöии äëя реøения этих пробëеì. Кроìе
тоãо, состояние ëþбоãо МО в зна÷итеëüной ìере
зависит от состояния и äействий боëее крупных
аäìинистративных еäиниö, на территории кото-
рых оно распоëаãается, а также от состояния и
äействий (в тоì ÷исëе, совìестных) сосеäних ìу-
ниöипаëüных образований, поэтоìу коìпüþтер-
ная ìоäеëü рассìатривает МО в составе реãиона
(субъекта Российской Феäераöии).

В созäаваеìой АОМ присутствуþт аãенты äвух
типов, соответствуþщих основныì виäаì эконо-
ìи÷еских акторов, äействуþщих на территории
МО и образуþщих иерархиþ аãенты-физи÷еские
ëиöа (ëþäи — житеëи реãиона) → аãенты-þриäи-
÷еские ëиöа (преäприятия, орãанизаöии). Аãента-
ìи третüеãо уровня иерархии сëужат МО на тер-
ритории реãиона-субъекта РФ, а на посëеäнеì
уровне нахоäится саì реãион. Автоìатаìи в ìоäе-
ëи преäставëены тоëüко аãенты первоãо типа —
ëþäи, а изìенение характеристик аãентов остаëü-
ных типов äоступно поëüзоватеëþ-эксперту äëя
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иìитаöии разëи÷ных вариантов управëяþщих воз-
äействий.

Аãенты-ëþäи и аãенты-орãанизаöии обëаäаþт
опреäеëенныìи набораìи характеристик, обусëов-
ëиваþщих их öенностü в сìысëе преäназна÷енной
иì в ìоäеëи роëи в общественноì произвоäстве,
при÷еì ÷астü из этих характеристик сохраняþт
постоянное зна÷ение, а ÷астü — изìеняþтся во
вреìени и/иëи всëеäствие каких-ëибо проöессов,
происхоäящих в ìоäеëи. К такиì характеристикаì
аãентов-ëþäей относятся уровенü образования,
уровенü зäоровüя и труäовой стаж, а аãентов-орãа-
низаöий — труäовой потенöиаë работников, основ-
ные фонäы и распоëаãаеìые финансовые среäства.
Аãреãирование этих ÷астных характеристик позво-
ëяет оöенитü общуþ «поëезностü» кажäоãо отäе-
ëüноãо аãента, которая в ìоäеëи äëя аãентов-ëþ-
äей соответствует их труäовоìу потенöиаëу [13],
а äëя аãентов сëеäуþщих уровней преäставëяет со-
бой функöиþ от суììарноãо труäовоãо потенöиа-
ëа вкëþ÷енных в них аãентов-ëþäей.

Роëü внеøней äëя аãентов среäы иãраþт аãен-
ты выøестоящих уровней иерархии (аãенты оäно-
ãо уровня в ìоäеëи напряìуþ не контактируþт
äруã с äруãоì). Так, äëя аãентов-ëþäей иìи вы-
ступаþт аãенты-орãанизаöии, аãенты-ìуниöипаëü-
ные районы и реãион в öеëоì, т. е., в соответствии
с общепринятой терìиноëоãией [14], описываеìая

ìоäеëü относится к кëассу SNP
n-ìоäеëей (Social

Norm Promotion with n influential groups) — аãент-
ориентированных ìоäеëей поощрения соöиаëü-
ных норì с n ãруппаìи вëияния, ãäе n = 3. Внеø-
няя среäа выпоëняет в ìоäеëи и оãрани÷итеëüнуþ
функöиþ, заäавая, с оäной стороны, усëовия, не-
обхоäиìые äëя реаëизаöии возìожностей аãентов,
а с äруãой — иìитируя спрос на произвоäиìуþ
иìи «проäукöиþ» (соäержание понятия «проäук-
öия» опреäеëяется роëüþ, которая преäназна÷ена
в ìоäеëи тоìу иëи иноìу аãенту).

Пере÷исëиì усëовия внеøней среäы, вëияþ-
щие на состояние аãентов-ëþäей.

Условия, зависящие от места жительства — ра-
бо÷ее ìесто; наëоãовая наãрузка; инфраструктура;
систеìы зäравоохранения и образования. Работа
систеìы зäравоохранения в ìоäеëи вëияет на со-
стояние зäоровüя насеëения, которое сëужит оä-
ниì из эëеìентов труäовоãо потенöиаëа, а систеìа
образования обеспе÷ивает необхоäиìый уровенü
кваëификаöии работников, т. е. также вëияет на
веëи÷ину их труäовоãо потенöиаëа. Спрос опреäе-
ëяет наëи÷ие рабо÷их ìест на рынке труäа.

Условия, зависящие от места работы, основаны
на понятии орãанизаöионной куëüтуры как спеöи-
фи÷ескоãо äëя кажäой орãанизаöии набора öеëей
и соответствуþщих критериев эффективности äе-
ятеëüности, а также кëþ÷евых факторов, опреäеëя-
þщих эту эффективностü [15]. Орãанизаöионная

куëüтура опреäеëяет стабиëüностü орãанизаöии, а
также спрос на такие свойства аãентов-работни-
ков, как активностü и кваëификаöия — есëи аãент
соответствует требованияì орãанизаöии, в кото-
рой он работает, то возрастаþт резуëüтаты еãо тру-
äа и заработная пëата.

Аãенты-орãанизаöии разäеëяþтся на äве кате-
ãории.

Агенты-предприятия реального сектора, т. е.
преäприятия, произвоäящие проäукöиþ — про-
ìыøëенностü и сеëüское хозяйство, а также преä-
приятия сферы усëуã, отнесенные к инфраструк-
туре. Проäукöия, произвоäиìая этиìи преäпри-
ятияìи, ìожет поступатü как на ìуниöипаëüный и
реãионаëüный рынки, так и экспортироватüся за
преäеëы реãиона, соответственно поäразäеëяется
и спрос на проäукöиþ.

Агенты-организации социальной сферы — обра-
зование и зäравоохранение, а также наука и ãосу-
äарственное управëение. Ка÷ество выпоëнения
этиìи систеìаìи своих функöий оöенивается по
степени охвата их усëуãаìи öеëевых ãрупп, а также
обеспе÷ения соответствуþщих норìативов фи-
нансирования по сравнениþ с базовыì ãоäоì.

Усëовия внеøней среäы, вëияþщие на состоя-
ние аãентов-орãанизаöии:

региональные — естественное äвижение насеëе-
ния (сìертностü, рожäаеìостü); наëоãовая наãруз-
ка (äëя преäприятий реаëüноãо сектора); äенеж-
ные среäства, выäеëяеìые из бþäжета; спрос на
проäукöиþ;

зависящие от муниципального района, в котором
находится организация — труäовые ресурсы; инф-
раструктура; спрос на проäукöиþ.

Повеäение аãентов-ëþäей и аãентов-преäпри-
ятий иìитируется на основе öеëевых функöий,
äëя ÷еãо аãенты наäеëяþтся «систеìой öенностей»
(преäпо÷тений). Так, аãенты-ëþäи труäоспособ-
ноãо возраста стреìятся к стабиëüной занятости и
высокоìу заработку, а аãенты-орãанизаöии — к
увеëи÷ениþ «проäукöии» и поääержаниþ требуе-
ìоãо уровня кваëификаöии работников. Аãенты-
ëþäи ìоãут ìенятü ìесто работы и ìесто житеëüс-
тва, а аãенты-орãанизаöии — наниìатü иëи увоëü-
нятü работников и управëятü опëатой их труäа.

На кажäоì øаãе работы ìоäеëи (øаã соответ-
ствует оäноìу ãоäу в реаëüной äействитеëüности)
аãенты, занятые в произвоäстве, анаëизируþт äо-
ступнуþ иì инфорìаöиþ о характеристиках среäы
и собственноì поëожении в ней и в соответствии
со своей систеìой öенностей перехоäят в то иëи
иное состояние: «норìаëüное» (стартовое), «неäо-
воëüство» и «крити÷еское» (необхоäиìостü сро÷-
ных äействий). Есëи состояние какоãо-ëибо аãента
отëи÷но от норìаëüноãо, то это побужäает еãо к
реакöии, которая буäет зависетü не тоëüко от са-
ìоãо состояния и от зна÷ений остаëüных характе-
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ристик аãента, но и от возìожностей, которые
преäоставëяет еìу внеøняя среäа. Реаëизованный
в ìоäеëи аëãоритì повеäения аãентов основан на
структуре повеäен÷ескоãо акта из теории функöи-
онаëüных систеì физиоëоãа П.К. Анохина [16],
вкëþ÷аþщей в себя стаäии иäентификаöии ситу-
аöии взаиìоäействия с внеøней среäой как тре-
буþщей принятия каких-ëибо ìер; постановки
öеëей äействия и форìирования еãо проãраììы;
реаëизаöии äействия и оöенки äостиãнутоãо ре-
зуëüтата. Такиì образоì, повеäение аãентов явëя-
ется функöией структуры их ëи÷ности и характе-
ристик внеøней среäы, ÷то äëя аãентов-ëþäей со-
ãëасуется с теорией ëи÷ности Р. Кеттеëа [17].

Саìостоятеëüнуþ заäа÷у преäставëяет собой
созäание ìеханизìов, позвоëяþщих связатü тру-
äовой потенöиаë аãентов-ëþäей и реаëüнуþ отäа-
÷у от их труäовой äеятеëüности, äëя ÷еãо в ìоäеëи
испоëüзуþтся не произвоäственные функöии, а
некие анаëоãи их произвоäных; т. е. заäается пер-
вона÷аëüный объеì произвоäства базовоãо ãоäа
(äëя преäприятий реаëüноãо сектора — в äенеж-
ноì выражении, а äëя орãанизаöий соöиаëüной
сферы как уровенü выпоëнения соответствуþщей
функöии) и экспертно заäаþтся коэффиöиенты,
указываþщие проöент, на который увеëи÷ивает-
ся/уìенüøается объеì произвоäства аãента-орãа-
низаöии при росте/снижении кажäоãо факторноãо
показатеëя и кажäоãо вëияþщеãо показатеëя вне-
øней среäы на 1 %. Даëее на сëеäуþщих øаãах ра-
боты ìоäеëи резуëüтат äеятеëüности расс÷итыва-
ется как изìенение объеìа базовоãо ãоäа, вызван-
ное изìенениеì вëияþщих внутренних факторов
и внеøних усëовий с у÷етоì их зна÷иìости.

В ìоäеëи форìируется консоëиäированный
бþäжет реãиона с выäеëениеì бþäжетов вхоäящих
в реãион ìуниöипаëüных образований. Дохоäы
бþäжетов скëаäываþтся из наëоãовых от÷исëений
аãентов-преäприятий реаëüноãо сектора и наëоãа
на äохоäы физи÷еских ëиö — как äоëи от заработ-
ной пëаты аãентов-ëþäей, занятых во всех виäах
äеятеëüности. Ставки наëоãовых от÷исëений как
äоëи от объеìа произвеäенной проäукöии, а также
пропорöии распреäеëения наëоãовых поступëений
ìежäу бþäжетаìи äвух уровней заäаþтся отäеëüно
äëя кажäоãо виäа äеятеëüности. Кроìе тоãо, за
с÷ет ÷асти наëоãовых поступëений образуþтся äва
реãионаëüных фонäа, испоëüзуеìые äëя выравни-
вания бþäжетной обеспе÷енности разëи÷ных ìу-
ниöипаëüных образований: «Реãионаëüный фонä
финансовой поääержки ìуниöипаëüных районов
(ãороäских окруãов)» и «Реãионаëüный фонä коì-
пенсаöий». Проöеäуры форìирования и распре-
äеëения среäств этих фонäов ìежäу ìуниöипаëü-
ныìи образованияìи реãиона в ìоäеëи соответс-
твуþт существуþщеìу законоäатеëüству в сфере
ìежбþäжетных отноøений [18].

Даëее поступивøие в бþäжет среäства распре-
äеëяþтся ìежäу такиìи виäаìи äеятеëüности, как
ãосуäарственное управëение, образование, зäра-
воохранение, наука и куëüтура. В ìоäеëи эти сфе-
ры поëностüþ финансируþтся из бþäжета в со-
ответствии с норìативаìи бþäжетных расхоäов.
Оставøиеся бþäжетные среäства ìоãут вкëаäы-
ватüся в реаëизаöиþ разëи÷ных проектов äëя раз-
вития инфраструктуры и äруãих отрасëей реаëü-
ноãо сектора.

3. ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÌÎÄÅËÈ

Прототип ìоäеëи реаëизован в виäе поëüзова-
теëüскоãо проãраììноãо проäукта, разработанноãо
в среäе AnyLogic [19] на приìере ìуниöипаëüных
районов Воëоãоäской обëасти с привязкой к ее
карте [20]. Сиìуëятор настроен на апробаöиþ раз-
ëи÷ных стратеãий управëения äохоäаìи и расхо-
äаìи бþäжетов äвух уровней: бþäжета обëасти и
бþäжетов ìуниöипаëüных районов при некоторых
преäпоëожениях о развитии общей эконоìи÷ес-
кой ситуаöии в стране, ÷то и обусëовиëо требова-
ния к еãо интерфейсу, такие как набор управëяе-
ìых параìетров, а также характер и форìа отоб-
ражения резуëüтатов работы ìоäеëи. Основныìи
параìетраìи ìоäеëи, с поìощüþ которых экспе-
риìентатор ìожет управëятü протекаþщиìи в си-
ìуëяторе проöессаìи (так же, как и реаëüныìи
ры÷аãаìи возäействия аäìинистраöии МО на еãо
соöиаëüно-эконоìи÷еское состояние), сëужат по-
казатеëи наëоãовоãо бреìени и норìативы бþä-
жетных расхоäов на отрасëи соöиаëüной сферы, а
также среäства, вкëаäываеìые в развитие отрасëей
реаëüноãо сектора. Выбор отображаеìых в интер-
фейсе резуëüтатов сиìуëяöий связан с критерияìи
оöенки бëаãопоëу÷ия соöиаëüно-эконоìи÷ескоãо
состояния МО и осуществëяëся с у÷етоì требова-
ний, преäъявëяеìых к орãанаì испоëнитеëüной
вëасти МО со стороны ãосуäарства [21]. Такиì об-
разоì, ìоäеëü ìожно испоëüзоватü в ка÷естве инс-
труìента пëанирования при бþäжетировании,
ориентированноì на резуëüтат, т. е. при распреäе-
ëении бþäжетных ресурсов в соãëасовании с öе-
ëяìи, заäа÷аìи и функöияìи орãанов управëения.

Дëя каëибровки ìоäеëи испоëüзоваëисü äан-
ные о состоянии Воëоãоäской обëасти в базовоì
(2004) и посëеäуþщих ãоäах, преäставëенные в
сборниках Росстата. Кроìе тоãо, быëи испоëü-
зованы резуëüтаты обсëеäований, провеäенных
Институтоì соöиаëüно-эконоìи÷ескоãо развития
территорий РАН (ã. Воëоãäа) [22]. Моäеëü отка-
ëибрована такиì образоì, ÷тобы статисти÷еские
äанные, расс÷итанные на ìножестве аãентов, сов-
паäаëи с реаëüныìи äанныìи офиöиаëüной ста-
тистики о ÷исëенности насеëения кажäоãо ìуни-
öипаëüноãо района и еãо поëовозрастноì составе,
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а также о структуре занятости по виäаì äеятеëü-
ности, поëу, возрасту и уровнþ образования ра-
ботников с соответствуþщей äифференöиаöией
заработной пëаты. Аäекватностü ìоäеëи поäтвер-
äиëи провеäенные с ее испоëüзованиеì ÷исëенные
экспериìенты по иìитаöии äинаìики состояния
насеëения Воëоãоäской обëасти, ее ìуниöипаëü-
ных районов и преäприятий на их территории при
разных зна÷ениях управëяеìых параìетров.

Рассìотриì, наприìер, экспериìент по управ-
ëениþ ìежбþäжетныìи отноøенияìи. Вопрос о
распреäеëении поëноìо÷ий ìежäу вëастяìи разно-
ãо уровня и соответствуþщих финансовых среäств
ìежäу бþäжетаìи этих уровней весüìа актуаëен, и
вокруã неãо не прекращается äискуссия. С оäной
стороны, ãосуäарство стреìится к выравниваниþ
уровней соöиаëüноãо обеспе÷ения ãражäан неза-
висиìо от ìеста их проживания, а äëя этоãо требу-
ется конöентраöия среäств в феäераëüноì и реãио-
наëüных бþäжетах, так же, как и äëя реаëизаöии
крупных инфраструктурных проектов. С äруãой
стороны, уверенностü ìестных вëастей в тоì, ÷то
пробëеìы их ìуниöипаëитетов буäут реøены
бëаãоäаря äотаöияì из разëи÷ных фонäов, не
стиìуëирует эти вëасти к эффективной работе.
Экспериìент, провеäенный на наøей ìоäеëи, за-
кëþ÷аëся в перераспреäеëении наëоãовых пос-
тупëений ìежäу обëастныì бþäжетоì и бþäже-
таìи ìуниöипаëüных районов при неизìенной
общей наëоãовой наãрузке на преäприятия раз-
ëи÷ных отрасëей, а также на работаþщих житеëей
обëасти. Цеëüþ экспериìента быëо просëеäитü
вëияние перераспреäеëения наëоãовых поступëе-
ний на такие характеристики ìуниöипаëüных
районов, как саìообеспе÷енностü их бþäжетов и
бþäжетная обеспе÷енностü на оäноãо житеëя.

Экспериìент показаë, ÷то хотя среäний объеì
бþäжета МО, прихоäящийся на оäноãо житеëя,
возрастает при увеëи÷ении äоëи наëоãовых пос-
тупëений, остаþщихся в ìестноì бþäжете, но оä-
новреìенно возрастает и äифференöиаöия райо-
нов по этоìу показатеëþ. На рисунке преäставëе-
но сопоставëение саìообеспе÷енности разëи÷ных
вариантов бþäжетов МО в преäпоëожении, ÷то
расхоäы остаþтся на уровне варианта 1 бþäжета.
(Вариант 1 соответствоваë факти÷ескиì пропор-
öияì, а варианты 2 и 3 отëи÷аëисü от неãо все воз-
растаþщей äоëей оставëяеìых в ìуниöипаëüноì
бþäжете собираеìых среäств).

На рисунке виäно, ÷то при третüеì варианте
äохоäы сеìи ìуниöипаëüных образований из 28
превыøаþт расхоäы базовоãо варианта (саìо-
обеспе÷енностü бþäжетов свыøе 100 %), а äохо-
äы бþäжетов еще пяти районов по÷ти покрываþт
расхоäы (саìообеспе÷енностü боëüøе 90 %). Оä-
нако äаже и такое перераспреäеëение наëоãовых
поступëений боëüøинству ìуниöипаëüных райо-

нов не позвоëяет обойтисü без äотаöий. Иныìи
сëоваìи, экспериìент показаë, ÷то с поìощüþ оä-
ноãо тоëüко перераспреäеëения наëоãовых поступ-
ëений не уäаëосü äобитüся саìообеспе÷енности
ìуниöипаëüных бþäжетов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная ìуëüтиаãентная ìоäеëü преä-
ставëяет собой попытку созäания инструìента äëя
апробаöии ìеханизìов реãионаëüноãо управëения
с у÷етоì ÷еëове÷ескоãо фактора. Вот те основные
особенности ìоäеëи, которые äеëаþт ее такиì
инструìентоì.

Прежäе всеãо, это ìоäеëирование структуры ре-
ãиона как сëожной иерархи÷еской систеìы, вкëþ-
÷аþщей в себя саìостоятеëüных эконоìи÷еских
аãентов разноãо уровня, ãäе основой сëужат аãен-
ты — житеëи реãиона.

Даëее, это ìоäеëирование структуры ëи÷ности
и повеäения аãентов с у÷етоì их äифференöиаöии,
÷то позвоëяет отсëеäитü разëи÷ное вëияние управ-
ëен÷еских ìер на отäеëüных аãентов и ãруппы та-
ких аãентов. Общество неоäнороäно, и это ìожет
оказатüся существенныì äëя проãнозирования еãо
реакöии на изìенение эконоìи÷еской ситуаöии
и/иëи правиë иãры, заäаваеìых сверху. Это пере-
кëикается с поäхоäоì повеäен÷еской эконоìики
[23], а, по ìнениþ С. Деëавинüи, «нужно øире
приìенятü иäеи повеäен÷еской эконоìики в ãосу-
äарственной поëитике» [23, с. 106].

Наконеö, это построение öепо÷ек зависиìос-
тей, позвоëяþщих сìоäеëироватü также и ответ-
ное вëияние состояния и труäовой äеятеëüности

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3

Вытеãорский

Грязовеöкий

Каäуйский

Кириëëовский

Ки÷-Гороäеöкий

Воëоãоäский

Вожеãоäский

Устþженский

Устü-
Кубинский

Тотеìский

Тарноãский

Сяìженский

Сокоëüский
Нþксенский

Никоëüский
Межäуре÷енский

Верховажский

Веëикоустþãский

Ваøкинский

Харовский

Чаãоäощенский

Череповеöкий

Шекснинский

ã. Воëоãäа

ã. Череповеö

Беëозерский
Бабуøкинский

Бабаевский

Сопоставление самообеспеченности расходов бюджетов МО ва-
рианта 1 при разных вариантах доходов, %
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аãентов-ëþäей на эконоìи÷еские и соöиаëüные
показатеëи реãиона, такие, наприìер, как уäеëü-
ный труäовой потенöиаë работаþщих и äоëя уäов-
ëетворенных жизнüþ житеëей. В ìоäеëи такое
вëияние у÷итывается с поìощüþ разëи÷ных про-
öеäур аãреãирования характеристик аãентов ни-
жестоящих уровней äëя поëу÷ения характеристик
аãентов сëеäуþщих уровней.

Такиì образоì, с поìощüþ проöеäур рас÷ета
äохоäных и расхоäных статей бþäжетов äвух уров-
ней в соответствии с заäанныìи уровнеì наëоãо-
вой наãрузки и параìетраìи ìежбþäжетных отно-
øений, проöеäур рас÷ета состояний аãентов-жи-
теëей реãиона и ìоäеëирования их повеäения в
ка÷естве работников, проöеäур аãреãирования тру-
äовых потенöиаëов аãентов и оöенки резуëüтатов
их труäа выстраиваþтся öепо÷ки вëияния äейс-
твий поëüзоватеëя на выхоäные параìетры ìоäе-
ëи. В ÷астности, конструкöия ìоäеëи призвана на-
ãëяäно äеìонстрироватü зависиìостü интеãраëü-
ных показатеëей реãиона от бþäжетных расхоäов
на соöиаëüнуþ сферу как инвестиöий в ÷еëове÷ес-
кий капитаë.
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ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÈ ÈÍÂÅÑÒÎÐÎÂ

Â.À. Ãîðåëèê, Ò.Â. Çîëîòîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В работе [1] преäëожен поäхоä к оöенке устой-
÷ивости сëожных систеì с испоëüзованиеì поня-
тия коëëективноãо риска. Поä коëëективныì рис-
коì пониìается непреäсказуеìостü состояния
некоторой систеìы как резуëüтат инäивиäуаëüно-
ãо повеäения ее поäсистеì, обëаäаþщих разëи÷-
ной инфорìированностüþ и разëи÷ныìи интере-
саìи. В äанной статüе эти общесистеìные аспек-
ты рассìатриваþтся на приìере фонäовоãо рынка,
а иìенно, иссëеäуется вëияние на устой÷ивостü
этой систеìы разëи÷ной инфорìированности ин-
весторов и разëи÷ноãо отноøения их к риску.

Вопросаì повеäения инвесторов на фонäовоì
рынке и принятия иìи реøения о составе своих
портфеëей öенных буìаã посвящена обøирная ëи-
тература (сì., наприìер, бибëиоãрафи÷еские спис-
ки в работах [2, 3]). Совреìенные иссëеäования
посвящены в основноì äинаìи÷ескиì ìоäеëяì уп-
равëения портфеëеì и испоëüзованиþ произвоä-
ных финансовых инструìентов (фüþ÷ерсов, опöи-
онов и т. ä.). Стати÷еская постановка заäа÷и фор-
ìирования портфеëя, впервые сфорìуëированная
Г. Марковиöеì, в принöипе, иссëеäована äоста-
то÷но поëно. Оäнако это относится в первуþ о÷е-
реäü к инäивиäуаëüноìу повеäениþ инвесторов.
Наскоëüко известно автораì, ìоäеëи их взаиìо-
äействия и вëияния на устой÷ивостü рынка отсутс-
твуþт. В связи с этиì возникает иäея воспоëüзо-
ватüся понятиеì коëëективноãо риска äëя оöенки
устой÷ивости фонäовоãо рынка.

В работах [1, 4, 5] поëу÷ены оöенки риска на
фонäовоì рынке с испоëüзованиеì корреëяöион-

ных ìоìентов сëу÷айных веëи÷ин äохоäностей,
провеäено иссëеäование коëëективноãо риска на
фонäовоì рынке с разныìи структурныìи харак-
теристикаìи и оãрани÷енияìи инвестиöионных
портфеëей, рассìотрен вопрос оöенки устой÷и-
вости фонäовоãо рынка с испоëüзованиеì понятия
энтропии как ìеры разнообразия повеäения ин-
весторов. В настоящей статüе рассìотрен ряä но-
вых вопросов, относящихся к этой обëасти. Преä-
ëаãаþтся показатеëи (ìеры) риска и устой÷ивости
стратеãии отäеëüноãо инвестора и фонäовоãо рын-
ка в öеëоì, провеäено иссëеäование рыно÷ной ìо-
äеëи на устой÷ивостü с поìощüþ преäëоженных
показатеëей.

1. ÎÖÅÍÊÀ ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ 
ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÅÉ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÎÐÒÔÅËÅÉ

ÐÀÇÍÛÕ ÈÍÂÅÑÒÎÐÎÂ

1.1. Ñëó÷àé îäèíàêîâîé èíôîðìèðîâàííîñòè 
èíâåñòîðîâ

В основе рассìатриваеìой наìи ìоäеëи фонäо-
воãо рынка ëежит преäпоëожение, ÷то теорети÷ес-
ки существует вероятностное распреäеëение n-ìер-
ноãо вектора сëу÷айных веëи÷ин äохоäностей r

i

финансовых инструìентов на фонäовоì рынке.
При этоì известно, ÷то äохоäности преäставëяþт
собой взаиìосвязанные сëу÷айные веëи÷ины и
ìерой, опреäеëяþщей эту взаиìосвязü, сëужит
ковариаöия (иëи корреëяöионный ìоìент) äо-
хоäностей. Буäеì с÷итатü, ÷то фонäовый рынок
характеризуется вектороì ìатеìати÷еских ожи-
äаний äохоäностей финансовых инструìентов

Преäëожены показатеëи устой÷ивости и риска äëя отäеëüноãо инвестора и фонäовоãо

структурированноãо рынка. Провеäено иссëеäование рыно÷ной ìоäеëи на устой÷ивостü

с поìощüþ преäëоженных показатеëей. Показано, ÷то инвесторы, приäерживаясü раз-

ëи÷ных проãнозов развития фонäовоãо рынка, как сëеäствие разëи÷ной их инфорìиро-

ванности, и выбирая соответственно разные стратеãии (портфеëи), способствуþт теì са-

ìыì повыøениþ устой÷ивости äанной систеìы.

Ключевые слова: коëëективный риск, коэффиöиент риска, среäняя ковариаöия, устой÷ивостü.
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= ( , ..., , ..., ) и ковариаöионной ìатриöей

σ = (σ
ij
)
nЅn

. Это — объективная инфорìаöия, äо-

ступная иссëеäоватеëþ (биржевоìу анаëитику).

Поä объективной инфорìаöией о векторе  и ìат-
риöе σ зäесü пониìаþтся зна÷ения этих характе-
ристик, поëу÷енные иссëеäоватеëеì и не завися-
щие от вëияния у÷астников фонäовоãо рынка.
Инвесторы ìоãут при принятии реøений испоëü-
зоватü эту объективнуþ инфорìаöиþ иëи руко-
воäствоватüся своей собственной, т. е. субъектив-
ной инфорìаöией. Преäпоëожиì сна÷аëа, ÷то ин-
весторы основываþт свое повеäение на еäиной
объективной инфорìаöии. Разëи÷ие ìежäу ниìи
закëþ÷ается в отноøении к риску, выражаþщееся
в зна÷ении коэффиöиента в öеëевой функöии,
преäставëяþщей собой ëинейнуþ свертку äвух
критериев: ìатеìати÷ескоãо ожиäания и äиспер-
сии сëу÷айных äохоäностей портфеëей.

Рассìотриì инäивиäуаëüное повеäение инвес-
тора, управëение котороãо естü вектор x (порт-
феëü инвестиöий), коìпоненты котороãо x

i
 — äо-

ëи среäств, вкëаäываеìых в финансовые инстру-
ìенты из коне÷ноãо списка (i = 1, ..., n). Опреäеëиì
оптиìаëüный портфеëü как реøение заäа÷и на
экстреìуì ëинейной свертки критериев ìатеìати-
÷ескоãо ожиäания äохоäности портфеëя и äиспер-
сии äохоäности портфеëя:

x
i
 – α σ

ij
x
i
x
j

, (1)

ãäе X = {x |x
i
 l 0, i = 1, ..., n, x

i
 = 1}, α > 0 — ве-

совой коэффиöиент, опреäеëяþщий отноøение
инвестора к риску (коэффиöиент риска). Заìетиì,
÷то впервые рассìотревøий эту пробëеìу Г. Мар-
ковиö [6] не форìуëироваë ее в виäе (1), а ãовориë
об эффективных портфеëях, а в книãе [7] заäа÷а
поиска оптиìаëüноãо портфеëя быëа поставëена
иì как заäа÷а ìиниìизаöии разности äисперсии и
ìатеìати÷ескоãо ожиäания äохоäности портфеëя
(коэффиöиент риска при äисперсии равен 1).
Кроìе тоãо, в той же книãе рассìотрена заäа÷а на
ìаксиìуì äохоäности при оãрани÷ении на äис-
персиþ, а наибоëее распространена сей÷ас заäа÷а
ìиниìизаöии äисперсии при оãрани÷ении по äо-
хоäности. Оäнако ëþбая заäа÷а, реøениеì которой
явëяется эффективный портфеëü, эквиваëентна за-
äа÷е (1) (в сиëу свойств выпукëости она преäстав-
ëяет собой необхоäиìые и äостато÷ные усëовия
Парето-оптиìаëüности). Поэтоìу выбор ëинейной
свертки критериев «ìатеìати÷еское ожиäание —
äисперсия» äëя нахожäения оптиìаëüноãо порт-
феëя не принöипиаëен; ëþбые äруãие принöипы
оптиìаëüноãо выбора привоäят к оäноìу из эф-
фективных портфеëей, соответствуþщеìу опреäе-

ëенноìу α > 0 в заäа÷е (1) (поäробнее об этоì сì.
в работе [8]). Заäа÷а выбора оптиìаëüноãо порт-
феëя (1) преäпоëаãает отсутствие коротких про-
äаж, которые соверøаþтся путеì зайìа öенных
буìаã и затеì поãаøения зайìа такиìи же öенны-
ìи буìаãаìи (в заäа÷е (1) это отражается в наëи-
÷ии усëовия неотриöатеëüности на коìпоненты
вектора x), безрисковоãо заиìствования и креäи-
тования (эти сëу÷аи рассìотрены в работе [5]).

Буäеì называтü портфеëü поëноразìерныì, ес-
ëи у составëяþщеãо еãо вектора x все коìпоненты
боëüøе нуëя. Реøение заäа÷и (1) привеäено в ра-
боте [9], а иìенно, состав оптиìаëüноãо поëнораз-
ìерноãо портфеëя иìеет виä

x
0(γ) = C

0
 + C

1
γ, (2)

ãäе γ = 1/(2α), γ ∈ (0; ∞), e = (1, ..., 1), а С
0
 =

= (С
01

, ..., С
0j
, ..., С

0n
), С

1
 = (С

11
, ..., С

1j
, ..., С

1n
) оп-

реäеëяþтся по форìуëаì

C
0
 = ,  C

1
 = σ–1  – σ–1

e. (3)

Зäесü и äаëее ìы не äеëаеì разëи÷ия в обозна-
÷ении вектора-строки и вектора-стоëбöа, с÷итая
их соответствуþщиìи требованияì операöий уì-
ножения ìатриö и векторов, а в ка÷естве коэффи-
öиента риска испоëüзуется γ. Соãëасно форìуëе (2),

составы оптиìаëüных портфеëей x01 и x02 инвес-

торов иìеþт виä x01 = С
0
 + С

1
γ
1
 и x02 = С

0
 + С

1
γ
2

соответственно. В работе [5] привеäены необхо-
äиìые и äостато÷ные усëовия поëноразìерности
портфеëя, а также показано, ÷то ковариаöия сëу-
÷айных веëи÷ин äохоäностей  и  äвух про-

извоëüных портфеëей, иìеþщих составы x1 и x2,
вы÷исëяется ÷ерез составы этих портфеëей по
форìуëе

cov( , ) = x1σx
2. (4)

Теорема 1. Если определитель ковариационной
матрицы detσ ≠ 0, то ковариация cov( , ) до-

ходностей двух полноразмерных оптимальных порт-
фелей положительна. Если дополнительно ковариаци-
онная матрица σ строго положительно определена,
то ковариация доходностей любых двух оптимальных
портфелей положительна. ♦

Доказатеëüство теореìы 1 привеäено в работе [5].

Как известно, ковариаöионная ìатриöа σ всеã-
äа неотриöатеëüно опреäеëена. Даëее преäпоëаãа-
ется, ÷то ковариаöионная ìатриöа σ строãо поëо-
житеëüно опреäеëена, т. е. xσx > 0 äëя ëþбых äейс-
твитеëüных зна÷ений x ≠ 0, тоãäа существует и
строãо поëожитеëüно опреäеëена обратная ìатри-

öа σ–1.

r r
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Из выражений (2)—(4) сëеäует, ÷то ковариаöия
äвух поëноразìерных портфеëей естü

cov( , ) = x01σx
02 = (C

0
 + C

1
γ
1
)σ(C

0
 + C

1
γ
2
) =

= C
0
σC

0
 + (C

1
σC

1
)γ

1
γ
2
 + (C

0
σC

1
)γ

2
 + (C

1
σC

0
)γ

1
.

У÷итывая свойства скаëярноãо произвеäения,
иìееì

C
0
σC

1
 = σ σ–1  – σ–1

e  =

=  – e  =

= eσ–1  –  = 0. (5)

Так как ìатриöа σ — сиììетри÷еская, то
С

0
σС

1
= С

1
σС

0
 и

cov( , ) = C
0
σC

0
 + (C

1
σC

1
)γ

1
γ
2
. (6)

Отìетиì, ÷то ковариаöия äохоäностей äвух
произвоëüных портфеëей вы÷исëяется с поìощüþ
объективной ковариаöионной ìатриöы σ, харак-
теризуþщей рынок, т. е. по форìуëе (4), незави-
сиìо от тоãо, какой субъективной инфорìаöией
поëüзуþтся инвесторы при форìировании своих
портфеëей.

1.2. Ñëó÷àé ðàçíîé èíôîðìèðîâàííîñòè èíâåñòîðîâ

Траäиöионно преäпоëаãается, ÷то инвесторы
оäинаково инфорìированы (наприìер, испоëüзу-
þт объективнуþ инфорìаöиþ) о ситуаöии на фи-
нансовоì рынке и их разëи÷ное повеäение связано
с разëи÷ныì отноøениеì к риску (выбор параìет-
ра γ). Преäпоëожиì, ÷то инвесторы обëаäаþт раз-
ëи÷ной инфорìированностüþ (субъективной ин-
форìаöией) о ситуаöии, скëаäываþщейся на фи-
нансовоì рынке, которая выражается в тоì, ÷то
они по-разноìу оöениваþт ìатеìати÷еские ожи-
äания äохоäностей финансовых инструìентов (по-
ка ìы не конкретизируеì способ коррекöии иìи
объективной инфорìаöии). Ковариаöионная ìат-
риöа зäесü äëя простоты с÷итается объективной и
еäиной äëя всех (в äаëüнейøих иссëеäованиях ìы
пëанируеì отказатüся от этоãо преäпоëожения).

Рассìотриì äвух инвесторов, оптиìаëüные

портфеëи x01 и x
02 которых опреäеëены из реøе-

ния заäа÷и (1) при разëи÷ных зна÷ениях параìет-
ра γ и разëи÷ных зна÷ениях ìатеìати÷еских ожи-
äаний äохоäностей. Пустü первый инвестор иìеет

вектор ìатеìати÷еских ожиäаний äохоäностей ,

а второй — . Составы оптиìаëüных портфеëей

x
01 и x02 инвесторов иìеþт виä x01 = C

0
 + γ

1
 и

x
02 = C

0
 + γ

2
 соответственно, ãäе  и  оп-

реäеëяþтся по форìуëаì

C
0
 = ,   = σ–1  – σ–1

e,

 = σ–1  – σ–1
e.

Теорема 2. Если определитель ковариационной

матрицы detσ ≠ 0, то ковариация cov( , ) двух

полноразмерных оптимальных портфелей отрица-

тельна для ,  и σ, удовлетворяющих условию

(eσ–1 )(eσ–1 ) – ( σ–1 )(eσ–1
e) > 1/γ

1
γ
2
. ♦ (7)

Доказатеëüство теореìы 2 сì. в работе [9]. Ус-
ëовие (7) характеризует степенü разëи÷ия оöенок,
которая привоäит к отриöатеëüной ковариаöии.

2. ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ È ÓÑËÎÂÈÅ 
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ ÈÍÂÅÑÒÎÐÀ

Рассìотриì оäноãо инвестора, который на ос-
нове своей собственной субъективной инфорìа-
öии ìожет äаватü оöенки ìатеìати÷еских ожиäа-
ний äохоäностей финансовых инструìентов при
разëи÷ных сöенариях развития эконоìики.

Пустü (y) — вектор ìатеìати÷еских ожиäаний
äохоäностей финансовых инструìентов, завися-
щий от зна÷ения внеøних (неконтроëируеìых)
факторов y, описание которых вкëþ÷ает в себя
указание виäа неконтроëируеìых факторов и ин-
форìированности о них инвестора (наприìер, за-
коны распреäеëения сëу÷айных параìетров, об-
ëастü зна÷ений неопреäеëенных факторов, схеìы
переäа÷и инфорìаöии в систеìе, проöеäуры обра-
ботки инфорìаöии). Тоãäа заäа÷а (1) приìет виä

(y)x
i
 – α σ

ij
x
i
x
j

, (8)

а состав оптиìаëüноãо поëноразìерноãо портфе-
ëя виä

x
0(γ, y) = C

0
 + C

1
(y)γ, (9)

ãäе C
0
 = , C

1
(y) = σ–1 (y) – σ–1

e.

Соãëасно выраженияì (8) и (9) оптиìаëüное
управëение инвестора (состав портфеëя) зависит
теперü не тоëüко от отноøения инвестора к риску
(выбора параìетра γ), но и от преäпоëаãаеìоãо ин-
вестороì сöенария развития эконоìи÷еской ситу-
аöии, характеризуеìой инфорìаöией о зна÷ениях
внеøних факторов y (наприìер, öены на нефтü,
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ваëþтноãо курса, роста ВВП и äр.). Дëя äвух сöе-
нариев иìееì äва вектора зна÷ений внеøних фак-

торов y1 и y2 и соответственно äве оöенки вектора

ìатеìати÷еских ожиäаний äохоäностей (y1) и (y2)
(приìероì ìожет сëужитü ìноãофакторная ìо-
äеëü [2, с. 295]). Тоãäа составы äвух оптиìаëüных
поëноразìерных портфеëей оäноãо инвестора со-

ãëасно выражениþ (9) естü x0(γ, y1) = С
0
 + С

1
(y1)γ

и x0(γ, y2) = С
0
 + С

1
(y2)γ.

Оöениì ковариаöиþ сëу÷айных веëи÷ин äохоä-
ностей äвух разных портфеëей оäноãо инвестора,

иìеþщих составы x(γ, y1) и x(γ, y2). По форìуëе (4)

cov( (y1), (y2)) = x(γ, y1)σx(γ, y2). (10)

Можно с÷итатü оптиìаëüное управëение x0(y)
(состав портфеëя) инвестора устой÷ивыì, есëи
при рассìатриваеìых сöенариях развития ковари-
аöия сëу÷айных зна÷ений äохоäностей портфеëей,
опреäеëяеìая форìуëой (10), поëожитеëüна. От-
ìетиì, ÷то в сëу÷ае оöенки риска фонäовоãо рын-
ка в öеëоì поëожитеëüная ковариаöия äохоäнос-
тей портфеëей разных инвесторов явëяется факто-
роì неустой÷ивости рынка [8]. Поëожитеëüная же
ковариаöия äохоäностей разных портфеëей оäноãо
инвестора ãоворит об устой÷ивости управëения
конкретноãо инвестора, т. е. при рассìатриваеìых
сöенариях развития эконоìи÷еской ситуаöии сëу-
÷айные зна÷ения äохоäностей еãо портфеëей иìе-
þт тенäенöиþ ìенятüся в оäну и ту же сторону.

Следствие (из теореìы 2). Если определитель

ковариационной матрицы detσ ≠ 0, то ковариация

cov( (y1), (y2)) двух полноразмерных оп-

тимальных портфелей x0(γ, y1) и x0(γ, y2) инвестора

положительна для (y1), (y2) и σ, удовлетворяю-

щих условию

(eσ–1 (y1))(eσ–1 (y2)) –

– ( (y1)σ–1 (y2))(eσ–1
e) < (1/γ)2. ♦

Доказатеëüство сëеäствия непосреäственно вы-
текает из форìуëы (7).

3. ÎÖÅÍÊÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÐÛÍÊÀ

3.1. Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ èíâåñòîðà ê ðèñêó
íà óñòîé÷èâîñòü ðûíêà

Как вытекает из резуëüтатов анаëиза, äохоäнос-
ти оптиìаëüных портфеëей при оäинаковой ин-
форìированности иìеþт поëожитеëüнуþ корре-
ëяöиþ, при÷еì, ÷еì бëиже зна÷ения коэффиöи-
ентов γ инвесторов, т. е. схоäно их отноøение к

риску, теì бëиже к еäиниöе коэффиöиенты кор-
реëяöии äохоäностей их портфеëей. Так как ин-
весторы не обязаны вести себя на фонäовоì рынке
оптиìаëüно (соãëасно заäа÷е (1)) и испоëüзоватü
оäинаковуþ инфорìаöиþ, то äохоäности их пор-
тфеëей ìоãут бытü корреëированны как поëожи-
теëüно, так и отриöатеëüно. Такиì образоì, оä-
нотипное повеäение инвесторов ìожет вызыватü
боëüøие коëебания рынка, а разнотипное ãасит ко-
ëебания рынка, т. е. снижает уровенü коëëектив-
ноãо риска.

В ìоäеëи САРМ иссëеäуется коëëективное по-
веäение инвесторов в ситуаöии равновесия, коãäа
спрос равен преäëожениþ и öены стабиëизируþт-
ся. К ÷исëу основных преäпоëожений этой ìоäеëи
относится наëи÷ие безрисковоãо актива и, ãëав-
ное, оäнороäных ожиäаний инвесторов, т. е. оäи-
наковых оöенок иìи ожиäаеìых äохоäностей,
среäнекваäрати÷еских откëонений и ковариаöий
äохоäностей öенных буìаã [2, с. 259]. Поэтоìу в
наøеì иссëеäовании коëëективноãо повеäения
инвесторов ìоäеëü САРМ не приìениìа, а рынок
ìожет нахоäитüся вне ситуаöии равновесия. В за-
висиìости от характера перехоäных проöессов
(скорости, аìпëитуäы) ìоãут возникнутü зна÷и-
теëüные коëебания рынка, а в повеäении инвесто-
ров — известный в теории иãр «эффект тоëпы»
(наприìер, ìассовый перехоä в кеø), ÷то ìожет
привести (как и быëо неäавно) к обваëу. Поэтоìу
поëожитеëüная корреëяöия сëу÷айных веëи÷ин
äохоäностей сëужит оäниì из существенных фак-
торов неустой÷ивости. Наëи÷ие безрисковоãо ак-
тива принöипиаëüно картину не ìеняет [5].

Как известно, систеìати÷еский (иëи рыно÷ный)
риск фонäовоãо рынка опреäеëяется преäеëüныì
зна÷ениеì среäней ковариаöии äохоäностей фи-
нансовых инструìентов (сì., наприìер, работу
[3, с. 61, 62]). Эта веëи÷ина не зависит от распре-
äеëения финансовых инструìентов (öенных буìаã)
по инвестиöионныì портфеëяì. На реаëüноì фон-
äовоì рынке все финансовые инструìенты прина-
äëежат инвестораì, т. е. распреäеëены по портфе-
ëяì. Такой рынок буäеì называтü структуриро-
ванныì. Поэтоìу преäеëüное зна÷ение среäней
ковариаöии öенных буìаã ìожно с÷итатü оöенкой
риска неструктурированноãо рынка, т. е. перви÷-
ноãо рынка, на котороì эìитенты разìещаþт но-
вые выпуски финансовых инструìентов.

Мерой (показатеëеì) риска структурированно-
ãо фонäовоãо рынка ìожет сëужитü среäняя ко-
вариаöия äохоäностей портфеëей. Пустü N — об-
щее ÷исëо портфеëей (иëи инвесторов), присутст-
вуþщих на рынке. Вы÷исëиì äисперсиþ среäней
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äохоäности портфеëей, т. е. äисперсиþ веëи÷ины

 = r
m. Иìееì

D  = D  + cov( , ) =

= D  +

+ (N2 – N ) cov( , )) =

=  + (N2 – N ) ,

ãäе  = D  — среäняя äисперсия äохоä-

ностей портфеëей,

 = cov( , ) — (11)

среäняя ковариаöия äохоäностей портфеëей.

Есëи  m A и  → B при N → ∞, то иìееì

/N → 0 и D  → B при N → ∞. Зна÷ит, есëи

B = 0, то äиверсификаöией с äостато÷но боëüøиì

N зна÷ение D  ìожно сäеëатü скоëü уãоäно ìа-

ëыì. Оäнако при оäнотипноì (оптиìаëüноì по
Марковиöу) повеäении инвесторов äохоäности их
портфеëей поëожитеëüно корреëированы, поэто-
ìу B > 0, и риск структурированноãо рынка неус-
траниì. При разнотипноì повеäении äохоäности
портфеëей инвесторов ìоãут бытü корреëирован-
ны отриöатеëüно, ÷то привоäит к хеäжированиþ
коëëективноãо риска: коëебания рынка ãасятся, и
он возвращается в прежнее поëожение равнове-
сия. Отриöатеëüное зна÷ение среäней ковариаöии
äохоäностей портфеëей ìожно с÷итатü усëовиеì
устой÷ивости рынка, а поëожитеëüное зна÷ение —
усëовиеì неустой÷ивости, при÷еì, ÷еì боëüøе
зна÷ение среäней ковариаöии, теì ìенее устой÷ив
фонäовый рынок.

Соãëасно форìуëе (4) выражение (11) ìожно
записатü в виäе

 = x
sσx

m. (12)

Рассìотриì на приìере поëноразìерных опти-
ìаëüных портфеëей вопрос, как изìенится зна÷е-
ние среäней ковариаöии, есëи ÷исëо портфеëей на
рынке увеëи÷иëосü на еäиниöу, т. е. иссëеäуеì

знак разности Δ  =  – .

Теорема 3. Если σ строго положительно опре-
делена, то при добавлении еще одного (N + 1)-ãо
полноразмерного оптимального портфеля имеет

место равенство sign(Δ ) = sign(γ
N + 1

γ
m
 –

– γ
s
γ
m
). ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Соãëасно выражениþ (6)

cov( , ) = С
0
σС

0
 + С

1
σС

1
γ
s
γ
m
. Так как

С
0
σС

0
 = σ  =  =  > 0,

то по форìуëе (12)  =  + γ
s
γ
m
.

При N + 1 портфеëей их среäняя ковариаöия  =

=  + γ
s
γ
m
. Преобразуеì

посëеäнее выражение к виäу

 =  + γ
s
γ
m
 +

+ 2 γ
N+1

γ
m

 =  + γ
s
γ
m
 +

+ γ
N+1

γ
m
 = + γ

s
γ
m
+

+ (N – 1) γ
N+1

γ
m
 – γ

s
γ
m

.

Зна÷ит,  =  + γ
N+1

γ
m
 –

– γ
s
γ
m

. У÷итывая, ÷то С
1
σС

1
 > 0, по-

ëу÷аеì утвержäение теореìы. ♦

Такиì образоì, äëя тоãо ÷тобы при äобавëении
(N + 1)-ãо поëноразìерноãо оптиìаëüноãо порт-
феëя среäняя ковариаöия совокупности портфе-
ëей уìенüøаëасü, необхоäиìо и äостато÷но, ÷то-
бы коэффиöиент риска (N + 1)-ãо портфеëя быë
ìенüøе отноøения среäнеãо попарных произвеäе-
ний коэффиöиентов риска первых N портфеëей к
среäнеìу их коэффиöиентов риска.

Следствие 1. Для того чтобы при добавлении
(N + 1)-ãо полноразмерного оптимального порт-
феля средняя ковариация совокупности портфелей
уменьшалась, достаточно выполнения неравенства

γ
N+1

 < γ
s
.
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Д о к а з а т е ë ü с т в о. Из äоказатеëüства теореìы 3

иìееì  < , есëи

(N – 1) γ
N+1

γ
m
 – γ

s
γ
m
 < 0

иëи γ
m

(N – 1)γ
N+1

 – γ
s

 < 0.

Дëя тоãо ÷тобы посëеäнее соотноøение иìеëо ìесто

äостато÷но, ÷тобы ∀m = 1, ..., N (N – 1)γ
N+1

 < γ
s
.

Это эквиваëентно γ
N+1

 < γ
s
, ÷то и

требоваëосü äоказатü. ♦
Такиì образоì, появëение оптиìаëüноãо поë-

норазìерноãо портфеëя, коэффиöиент риска ко-

тороãо γ
N+1

 < γ
s
, уìенüøает

среäнþþ ковариаöиþ портфеëей и рынок стано-
вится боëее устой÷ивыì.

Следствие 2 из теоремы 3. Для того чтобы при
добавлении (N + 1)-го полноразмерного оптимально-
го портфеля средняя ковариация совокупности пор-
тфелей не уменьшалась, достаточно выполнения не-

равенства γ
N+1

 l γ
m
.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Из äоказатеëüства теореìы 3

иìееì  l , есëи

(N – 1) γ
N+1

γ
m
 – γ

s
γ
m
 l 0,

т. е. (N – 1)γ
N+1

 l γ
s
γ
m
/ γ

m
 иëи, испоëüзуя

тожäество γ
s
γ
m
 = (γ

m
)
2
 – (γ

m
)
2
, иìееì

(N – 1)γ
N+1

 l γ
m
 – (γ

m
)
2
/ γ

m
. Дëя выпоëнения

посëеäнеãо неравенства äостато÷но γ
N+1

 l γ
m
,

÷то и требоваëосü äоказатü. ♦
Такиì образоì, есëи на фонäовоì рынке появ-

ëяется оптиìаëüный поëноразìерный портфеëü,
коэффиöиент риска котороãо γ

N+1
 не ìенüøе сìе-

щенной среäней веëи÷ины коэффиöиентов риска
уже присутствуþщих на рынке портфеëей (т. е.
риск портфеëя относитеëüно высок), то среäняя
ковариаöия поëноразìерных оптиìаëüных порт-
феëей по крайней ìере не уìенüøается (т. е. фон-
äовый рынок не становится боëее устой÷ивыì).

3.2. Âëèÿíèå îöåíîê äîõîäíîñòè ðûíî÷íîãî èíäåêñà
íà óñòîé÷èâîñòü ðûíêà

Рассìотриì в ка÷естве приìера øироко ис-
поëüзуеìуþ рыно÷нуþ ìоäеëü [2, с. 293], которая
преäпоëаãает, ÷то сëу÷айные веëи÷ины äохоäнос-
тей финансовых инструìентов за äанный периоä
вреìени связаны со сëу÷айной äохоäностüþ ры-
но÷ноãо инäекса за äанный периоä соотноøениеì
r
i
 = a

iI
 + β

iI
r
I
 + ε

i
, i = 1, ..., n, ãäе α

iI
 — коэффиöиент

сìещения, β
iI
 — коэффиöиент накëона (бета-ко-

эффиöиент), r
I
 — сëу÷айное зна÷ение äохоäности

рыно÷ноãо инäекса I, ε
i
 — сëу÷айная поãреøностü

(беëый øуì). Тоãäа ìатеìати÷еские ожиäания äо-

хоäностей  = a
iI
 + β

iI
, i = 1, ..., n, ãäе  — ìа-

теìати÷еское ожиäание äохоäности рыно÷ноãо ин-
äекса I. Оптиìаëüный поëноразìерный портфеëü,
опреäеëяеìый из реøения заäа÷и (1), иìеет виä

x
0(γ, ) = С

0
 + С

1
γ =

=  + σ–1(a
I
 + β

I
) – σ–1

e γ,

ãäе a
I 
= (a

1I
, ..., a

nI
), β

I 
= (β

1I
, ..., β

nI
).

Пустü инвесторы руковоäствуþтся субъективной

инфорìаöией относитеëüно веëи÷ины . Соãëас-

но форìуëе (6) поëу÷аеì выражение äëя ковариа-
öии сëу÷айных веëи÷ин äохоäностей ëþбых äвух

портфеëей x0(γ
s
, ) = С

0
 + С

1, s
γ
s
 и x0(γ

m
, ) =

= С
0
 + С

1, m
γ
m
, s, m = 1, ..., N, s ≠ m (из выражения

(5) нетруäно виäетü, ÷то ∀m С
0
σС

1, m
 = 0):

cov( , ) = x0(γ
s
, )σx

0(γ
m
, ) =

= С
0
σС

0
 + С

1, s
σС

1, m
γ
s
γ
m
 =

=  + (a
I
 + β

I
) – e  Ѕ

Ѕ σ–1 (a
I
 + β

I
) – e γ

s
γ
m
.

Тоãäа соãëасно форìуëе (12) среäняя ковариа-
öия портфеëей

 = x
0(γ

s
, )σx

0(γ
m
, ) =

=  + (a
I
 + β

I
) –

– e σ–1 (a
I
 + β

I
) –

– e γ
s
γ
m
. (13)
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Преобразуеì разностü (a
I
 + β

I
) –

– e к виäу  +

+  = ξ  + η. Анаëоãи÷но äëя раз-

ности (a
I
 + β

I
) – e иìееì

 +  = ξ  + η. Тоã-

äа выражение, стоящее поä знакоì суììы в равен-

стве (13), приìет виä (ξ  + η)σ–1(ξ  + η)γ
s
γ
m
.

Посëе преобразования поëу÷иì выражение

(ξ + η)σ–1(ξ  + η)γ
s
γ
m
 = [(ξσ–1ξ)  +

+ ησ–1η + (ξσ–1η)(  + )]γ
s
γ
m
], с у÷етоì кото-

роãо равенство (13) приìет виä

 =  + [(ξσ–1ξ)  +

+ ησ–1η + (ξσ–1η)(  + )]γ
s
γ
m
 =  +

+ (ξσ–1ξ) γ
s
γ
m
 + (ησ–1η) Ѕ

Ѕ γ
s
γ
m

+ (ξσ–1η) (  + )γ
s
γ
m

.

Так как зäесü eσ–1
e > 0, γ

s
γ
m
 >0 ∀s, m, (ξσ–1ξ) l 0

и (ησ–1η) m 0, то среäняя ковариаöия  ìожет

бытü отриöатеëüной тоëüко тоãäа, коãäа (ξσ–1η) < 0.

Пустü ξ и η не равны нуëþ. При  и  → ∞ про-

извеäение  → ∞ быстрее, ÷еì  + , и

при боëüøих зна÷ениях  и  иìееì  . 0;

а при  и  → 0 иìееì  > 0. Поэтоìу при

проãнозе быстро растущеãо рынка повеäение инвес-
торов привоäит к высокой вероятности кризисных
явëений. При проãнозе паäения рынка вероятностü
кризисных явëений также зна÷итеëüна. При уìе-

ренных зна÷ениях ,  и усëовии (ξσ–1η) < 0 со-

стояние рынка относитеëüно устой÷ивое.
Нетруäно виäетü, ÷то при оäинаковых оöен-

ках всеìи инвестораìи зна÷ений äохоäности ин-

äекса  =  = , m = 1, ...,N, s ≠ m иìееì

(ξ  + η)σ–1(ξ  + η)γ
s
γ
m
 = (ξ  + η)σ–1(ξ  +

+ η)γ
s
γ
m
 l 0. Зна÷ит, есëи разëи÷ное повеäение ин-

весторов связано тоëüко ëиøü с разëи÷ныì отно-
øениеì к риску (выбор параìетра γ), то среäняя
ковариаöия сëу÷айных зна÷ений äохоäностей порт-

феëей, опреäеëяеìая соотноøениеì (13), всеãäа
поëожитеëüная, ÷то соãëасуется с утвержäениеì
теореìы 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Провеäенное иссëеäование показывает, ÷то
оäнотипное повеäение инвесторов (оптиìизаöия
портфеëя при оäинаковой инфорìированности)
äаже при разноì отноøении к риску сëужит фак-
тороì неустой÷ивости фонäовоãо рынка. С äруãой
стороны, инвесторы, приäерживаясü разëи÷ных
проãнозов развития фонäовоãо рынка, как сëеäс-
твие разëи÷ной их инфорìированности, буäут вы-
биратü разные стратеãии (портфеëи) и, теì саìыì,
повыøатü устой÷ивостü всей систеìы (фонäовоãо
рынка). При этоì среäняя ковариаöия äохоäнос-
тей портфеëей инвесторов явëяется прибëижен-
ныì зна÷ениеì äисперсии рыно÷ной äохоäности
и ìожет бытü принята в ка÷естве оöенки риска
структурированноãо рынка (состоящеãо из боëü-
øоãо ÷исëа портфеëей). Даëüнейøие иссëеäования
ìы связываеì с рассìотрениеì вопросов коëëек-
тивноãо риска и устой÷ивости фонäовоãо рынка
при испоëüзовании äруãих ìоäеëей оöенки ìате-
ìати÷еских ожиäаний и ковариаöий äохоäностей
финансовых инструìентов, а также иных ìоäеëей
форìирования инвестиöионных портфеëей.
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Ï.Â. Ñàðàåâ, Þ.Å. Ñÿãëîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Коìпании, существенная ÷астü выру÷ки кото-
рых ноìинирована в иностранной ваëþте, реãу-
ëярно стаëкиваþтся с необхоäиìостüþ проäажи
ваëþты äëя испоëнения рубëевых обязатеëüств.
Изìенения обìенных курсов сëужат исто÷никоì
ваëþтных рисков. Часто, коãäа такой риск сущес-
твует, еãо сëеäует хеäжироватü, в ÷астности, с по-
ìощüþ произвоäных финансовых инструìентов.
Поэтоìу коìпании ÷асто поëüзуþтся проãнозаìи
обìенных курсов, ÷тобы реøитü, сëеäует ëи стра-
ховатü риски [1]. Цеëü äанной работы состоит в
анаëизе приìенения ìетоäов нейроструктурноãо
ìоäеëирования äëя повыøения эффективности ва-
ëþтноãо хеäжирования.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Дëя управëения ваëþтныì рискоì рассìатри-
вается приìенение стратеãий:

— отказ от хеäжирования (принятие ваëþтноãо
риска в поëноì объеìе без ìероприятий по хеä-
жированиþ);

— закëþ÷ение трехìеся÷ных форварäов (стра-
теãия позвоëяет сократитü потери на укрепëении
рубëя).

Так как проãнозы банков ìоãут в зна÷итеëüной
степени отëи÷атüся äруã от äруãа, то у ряäа коìпа-
ний возникает потребностü в собственноì инстру-
ìенте проãнозирования. Еãо приìенение не ис-
кëþ÷ает проãнозы банков, он сëужит äопоëни-
теëüныì исто÷никоì инфорìаöии о возìожноì
äвижении ваëþтных курсов. Заìетиì, ÷то нет ос-
нований с÷итатü проãноз, поëу÷енный с поìощüþ
такой систеìы, боëее то÷ныì, ÷еì проãноз банка.
Поэтоìу вырабатываеìые на основе анаëиза собс-
твенноãо проãноза инструкöии руковоäству коì-
пании носят рекоìенäатеëüный характер.

Дëя оöенки реаëüноãо эффекта от проãнозиро-
вания курсов ваëþт по кажäой из пере÷исëенных
стратеãий в ка÷естве рас÷етноãо периоäа рассìат-
ривается 2012 ã. Исхоäные äанные äëя иссëеäо-
вания преäставëяþт собой вреìенные ряäы спото-
воãо и форварäноãо курсов ваëþт, поëу÷енные с
поìощüþ инфорìаöионной систеìы «Bloomberg»,
а также потребностü в рубëях (объеì проäажи ва-
ëþты). В ка÷естве форварäноãо курса берется öена
трехìеся÷ноãо форварäноãо контракта, расс÷итан-
ная систеìой «Bloomberg», со страйкоì, равныì
спотовой öене ваëþты на кажäуþ среäу рас÷етноãо
периоäа.

В сëу÷ае отказа от хеäжирования весü объеì ва-
ëþты, преäназна÷енный äëя проäажи, реаëизуется
по спот-курсу. В сëу÷ае закëþ÷ения трехìеся÷ных
форварäов весü объеì ваëþты, преäназна÷енный
äëя проäажи, реаëизуется по соответствуþщеìу
форварäноìу курсу. Эффект от стратеãии расс÷и-
тывается как разниöа ìежäу прибыëüþ иëи убыт-

Дан анаëиз эффективности приìенения резуëüтатов нейроструктурноãо проãнозирова-

ния вреìенных ряäов (курсов ваëþт) в проöессе хеäжирования ваëþтных рисков с при-

ìенениеì произвоäных финансовых инструìентов. Описан разработанный проãраììный

проäукт. Рассìотрена ìетоäика рас÷етов по иссëеäованиþ эффективности приìенения

нейроструктурных проãнозов. Привеäены резуëüтаты вы÷исëитеëüных экспериìентов.

Ключевые слова: нейроструктурное ìоäеëирование, проãнозирование, вреìенные ряäы, хеäжиро-
вание, ваëþтные риски.
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коì, поëу÷енныìи от реаëизаöии форварäов, и
прибыëüþ иëи убыткоì, поëу÷енныìи от проäажи
ваëþты по спот-курсу (без хеäжирования).

Преäпоëаãается, ÷то коìпания закëþ÷ает фор-
варäные контракты еженеäеëüно. Такиì образоì,
построение проãнозов курсов ваëþт осуществëяет-
ся кажäуþ неäеëþ с ãоризонтоì проãнозирования
в 13 зна÷ений, соответствуþщих еженеäеëüныì
зна÷енияì ваëþтных курсов. Дëя поëу÷ения про-
ãноза на кажäое сëеäуþщее изìерение исхоäный
вреìенной ряä äопоëняется уже известныì фак-
ти÷ескиì зна÷ениеì. В тоì сëу÷ае, есëи поëу÷ен-
ное проãнозное зна÷ение оказывается боëüøе фор-
варäноãо курса, рекоìенäуется отказатüся от за-
кëþ÷ения форварäноãо контракта и реаëизоватü
ваëþту по спотовоìу курсу. В противноì сëу÷ае
приниìается реøение о закëþ÷ении форварäноãо
контракта. Эффект от приìенения проãнозов рас-
с÷итывается по факти÷ескиì зна÷енияì курсов
ваëþт.

Заäа÷а иссëеäования состоит не в у÷ете и оöен-
ке возникаþщих ваëþтных рисков, а в иëëþстра-
öии возìожности и эффекта от приìенения ней-
роструктурноãо проãнозирования в проöессе управ-
ëения ваëþтныìи рискаìи. В этой связи в работе
испоëüзуется поäхоä, у÷итываþщий ëиøü сравне-
ние стратеãий хеäжирования без у÷ета и оöенки
возìожных рисков.

2. ÍÅÉÐÎÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Пустü зна÷ения вреìенноãо ряäа äоступны в
äискретные ìоìенты вреìени t = 1, 2, ..., T. Обоз-
на÷иì вреìенной ряä Y(t) = Y(1), Y(2), ..., Y(T ).
В ìоìент вреìени T необхоäиìо опреäеëитü зна-
÷ения проöесса Y(t) в буäущие ìоìенты вреìени
T + 1, ..., T + P. Дëя проãнозирования зна÷ений
вреìенноãо ряäа требуется опреäеëитü функöио-
наëüнуþ зависиìостü, отражаþщуþ связü ìежäу
проøëыìи и буäущиìи зна÷енияìи этоãо ряäа —
ìоäеëü проãнозирования:

(t) = F(Y(t – 1), Y(t – 2), Y(t – 3), ...),

ãäе (t) — проãнозные (рас÷етные) зна÷ения вре-
ìенноãо ряäа Y(t).

Дëя проãнозирования эëеìентов вреìенных
ряäов øироко приìеняþт ìетоä скоëüзящих окон.
Еãо основная иäея состоит в испоëüзовании äвух
окон, вхоäноãо и выхоäноãо, фиксированных раз-
ìеров. Вхоäное окно форìирует äанные äëя вхо-
äов ìоäеëи, а выхоäное, соответственно, äëя вы-
хоäов (оöенок). Обу÷аþщий приìер форìируется

путеì наëожения на ìассив исхоäных äанных вре-
ìенноãо окна.

При ìоäеëировании äинаìи÷еских зависиìос-
тей сëожных систеì хороøо зарекоìенäоваëи се-
бя ìетоäы нейросетевоãо ìоäеëирования и проãно-
зирования [2, 3]. Боëее ìощный ìатеìати÷еский
аппарат по сравнениþ с приìеняеìыìи ìоäеëя-
ìи нейронных сетей пряìоãо распространения
(НСПР) преäставëяþт собой нейроструктурные
ìоäеëи (НСМ), которые обобщаþт и развиваþт
нейросетевое ìоäеëирование. Они позвоëяþт опи-
сыватü боëее øирокий кëасс ìоäеëей, ÷еì НСПР,
бëаãоäаря приìенениþ разëи÷ных функöий акти-
ваöии (ФА) в нейронопоäобных эëеìентах (НПЭ)
и возìожности переäа÷и выхоäных сиãнаëов НПЭ
на ëþбой из посëеäуþщих сëоев анаëоãи÷но сетяì
каскаäной корреëяöии Фаëüìана [2]. Это позво-
ëяет описыватü разëи÷ные архитектуры нейросе-
тевоãо типа — нейронные сети с раäиаëüныìи ба-
зисныìи функöияìи, вероятностные нейронные
сети, неëинейные нейронные сети Воëüтерра, а
также не÷еткие ìоäеëи Такаãи—Суäжено, ãибриä-
ные нейро-не÷еткие ìоäеëи структуры ANFIS и äр.
[4, 5]. При иäентификаöии таких ìоäеëей необхо-
äиìо äопоëнитеëüно реøитü пробëеìы выбора оп-
тиìаëüных ФА в НПЭ, которая äëя кажäоãо НПЭ
ìожет бытü своей. В этоì сëу÷ае öеëесообразно за-
äаватü некоторое ìножество äопустиìых ФА äëя
приìенения в НСМ. Приìенение разëи÷ных ФА
позвоëяет повыситü вы÷исëитеëüные способности
НСМ. Приìенение периоäи÷еских триãоноìетри-
÷еских функöий, наприìер σ(net) = sin(net), поз-
воëяет при ìоäеëировании äинаìи÷еских проöес-
сов выявëятü не тоëüко тренäовуþ, но и сезоннуþ
составëяþщуþ. Иссëеäование öеëесообразности
и эффективности приìенения разëи÷ных ФА äëя
ìоäеëирования äинаìи÷еских проöессов преä-
ставëено в работе [6].

Функöионирование НПЭ — базовоãо эëеìен-
та — поäобно искусственноìу нейрону. Нейропо-
äобный эëеìент преобразует векторный вхоä x в
скаëярный выхоä y с возìожныì испоëüзованиеì
векторов весов w и априори заäаваеìых параìет-
ров α по форìуëе y = σ(net(x, w); α), ãäе веса w иëи
параìетры α ìоãут отсутствоватü, net — уровенü
активности НПЭ — äифференöируеìая функöия
по весаì w; σ — äифференöируеìая ФА по арãу-
ìенту net(x, w). В ÷астноì сëу÷ае

net(x, w) = x
i
w

i
,

ãäе n — ÷исëо вхоäов. Есëи параìетры α присут-
ствуþт, то ФА — параìетризованная.

Y
ˆ

Y
ˆ

i 1=

n

∑

pb0613.fm  Page 49  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

50 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

Нейроструктурная ìоäеëü — совокупностü свя-
занных посëойно орãанизованных НПЭ. В отëи-
÷ие от НСПР на вхоäы НПЭ сëоя (i + 1) ìоãут пос-
тупатü выхоäы НПЭ от ëþбоãо из преäыäущих
сëоев. Функöия активаöии выбирается из ìножес-
тва Ω äопустиìых ФА, которое ìожет оãрани÷и-
ватüся конкретныì кëассоì приìеняеìых НСМ.

Заäа÷а обу÷ения НСМ, как и НСПР, закëþ÷а-
ется в выборе разìера вхоäноãо окна и настройке
весов НПЭ. Переä приìенениеì НСМ необхоäи-
ìо обу÷итü на основе äанных обу÷аþщеãо ìножес-
тва. Интеãраëüная степенü соответствия НСМ äан-
ныì из обу÷аþщеãо ìножества, как правиëо, за-
äается кваäрати÷ныì функöионаëоì ка÷ества:

J(w) = (y
ij
(w) – )2,

ãäе k — ÷исëо приìеров обу÷аþщеãо ìножества, r —
÷исëо выхоäов НСМ, y

ij
(w) — j-й выхоä ìоäеëи на

i-ì приìере,  — известный выхоä (указание у÷и-

теëя) j-ãо выхоäа äëя i-ãо приìера. Дëя реøения
заäа÷и обу÷ения ìоãут бытü приìенены разëи÷ные
ìетоäы оптиìизаöии, у÷итываþщие спеöифику
заäа÷и обу÷ения нейроструктурных ìоäеëей [2, 7].

Дëя конструктивноãо построения НСМ преäëа-
ãается аëãоритì, привеäенный на рис. 1. На на-
÷аëüноì этапе выбирается тип НСМ, ÷то опреäе-
ëяет спеöифику связей в НСМ и оãрани÷ения на
выбор ФА. Дëя сохранения ãарантий ìонотоннос-
ти конструирования ìоäеëей ìножество Ω äоëжно
вкëþ÷атü в себя еäини÷нуþ ФА σ(net) = net.

При наращивании структуры äëя сохранения
ìонотонности убывания оøибки обу÷ения необ-
хоäиìо приìенятü спеöиаëüный способ заäания
некоторых вновü äобавëяеìых весов. При äобав-
ëении новоãо НПЭ в посëеäний скрытый сëой еãо
выхоä äоëжен иäти на выхоäные НПЭ с нуëевыìи
весаìи. При форìировании новоãо скрытоãо сëоя
переä выхоäныì еãо выхоä äоëжен поступатü на
выхоäные НПЭ с еäини÷ныìи весаìи, а при на-
ëи÷ии фиктивных вхоäов äëя выхоäных НПЭ со-
ответствуþщие иì веса äоëжны бытü нуëевыìи.

Дëя проãнозирования äинаìи÷еских систеì на
основе нейроструктурных ìоäеëей разработано
спеöиаëüное проãраììное обеспе÷ение. Разрабо-
танный проãраììный проäукт реøает заäа÷и:

— заãрузки исхоäных äанных из текстовоãо
файëа;

— разбиения исхоäноãо ìассива äанных на при-
ìеры обу÷аþщеãо ìножества;

— ãенераöии на÷аëüных весов äëя обу÷ения ìо-
äеëи;

— опреäеëения необхоäиìоãо ÷исëа НПЭ в
скрытоì сëое;

— поäбора ФА äëя кажäоãо НПЭ скрытоãо сëоя
из списка заäанных поëüзоватеëеì в соответствии
с ìиниìуìоì оøибки обу÷ения;

— визуаëизаöии поëу÷енноãо проãноза и сохра-
нения проãнозных зна÷ений в текстовоì файëе;

— просìотра структуры обу÷енной сети.

Проãраììа реаëизована на языке C++ в среäе
проãраììирования Borland C++ Builder 6 [8].

1
2
---

i 1=

k

∑
j 1=

r

∑ ỹ
ij

ỹ
ij

Рис. 1. Алгоритм конструктивного наращивания структуры модели
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3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

В äанной работе рассìатривается äвухсëойная
НСМ по типу НСПР. В работе приìеняется аë-
ãоритì, позвоëяþщий снизитü оøибку обу÷ения
НСМ бëаãоäаря испоëüзованиþ разëи÷ных ФА и
поäбору оптиìаëüноãо ÷исëа нейронов скрытоãо
сëоя.

При провеäении иссëеäования приìеняëся ìе-
тоä ретроспективноãо анаëиза äëя построения про-
ãноза курсов äоëëара США и евро по еженеäеëü-
ныì äанныì за периоä с января 2000 ã. по äекабрü
2011 ã. По резуëüтатаì экспериìентов наиëу÷øий
проãноз курса äоëëара США поëу÷ен при испоëü-
зовании äесяти вхоäов и ÷етырех НПЭ скрытоãо

сëоя со сëеäуþщиìи ФА: σ
1
(net) = 1/(1 + e–net),

σ
2
(net) = 1/(1 + e–net), σ

3
(net) =  и σ

4
(net) =

= . Среäнее относитеëüное откëонение про-
ãнозных зна÷ений от факти÷еских составиëо 3,40 %,
среäнее кваäрати÷еское откëонение (СКО) —
1,2972 руб., оøибка обу÷ения составиëа 0,0360.
График поëу÷енноãо проãноза привеäен на рис. 2.

Наиëу÷øий проãноз курса евро поëу÷ен при
испоëüзовании äесяти вхоäов и äвух НПЭ скрыто-

ãо сëоя со сëеäуþщиìи ФА: σ
1
(net) = 1/(1 + e–net)

и σ
2
(net) = 1/(1 + e–net). Среäнее относитеëüное

откëонение проãнозных зна÷ений от факти÷еских
составиëо 3,20 %, СКО — 1,6540 руб., оøибка обу-
÷ения составиëа 0,0349. График поëу÷енноãо про-
ãноза привеäен на рис. 3.

Сравнение резуëüтатов первона÷аëüно рассìат-
риваеìых стратеãий привеäено на рис. 4 и 5. Преä-
поëаãается, ÷то коìпания закëþ÷ает форварäные
контракты постоянно (еженеäеëüно) без возìож-
ности остановки, поскоëüку нет äостоверной ин-
форìаöии об изìенении конъþнктуры ваëþтноãо
рынка. Закраøенные обëасти на ãрафиках иëëþс-
трируþт отриöатеëüный эффект (убыток) от реа-
ëизаöии форварäов по сравнениþ с отказоì от
хеäжирования.

На рис. 6 и 7 отражен резуëüтат от некоторой
возìожной иäеаëüной стратеãии, позвоëяþщей
не тоëüко äостиãнутü безубыто÷ности посреäствоì
закëþ÷ения форварäных контрактов, но и поëу-
÷итü прибыëü.

На рис. 8 и 9 отражен резуëüтат от приìенения
стратеãии с испоëüзованиеì поëу÷енных проãно-
зов курсов ваëþт. При этоì форварäные контрак-
ты закëþ÷аþтся тоëüко в тоì сëу÷ае, есëи, со-
ãëасно проãнозу, сäеëка выãоäна. Как виäно из
привеäенных рисунков, преäëаãаеìая стратеãия су-
щественно снижает отриöатеëüный эффект от ре-
аëизаöии форварäов.

Суììарный эффект (äëя äоëëара США и евро)
от приìенения стратеãии с у÷етоì проãноза курсов
ваëþт составиë 1440 ìëн руб., а без испоëüзования

e
net

2
–

e
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2
–
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Рис. 2. Прогноз курса доллара США Рис. 3. Прогноз курса евро

Рис. 4. Сравнение результатов стратегий (доллар США) Рис. 5. Сравнение результатов стратегий (евро)
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проãноза — 706 ìëн руб. Такиì образоì, ìожно
закëþ÷итü, ÷то у÷ет проãнозирования на основе
НСМ курсов ваëþт зна÷итеëüно повыøает эффек-
тивностü приìенения форварäных контрактов в
проöессе управëения ваëþтныìи рискаìи посреä-
ствоì хеäжирования.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Выпоëнен анаëиз эффективности приìенения
резуëüтатов нейроструктурноãо проãнозирования
курсов ваëþт в проöессе хеäжирования ваëþтных
рисков с приìенениеì произвоäных финансовых
инструìентов. Резуëüтаты вы÷исëений позвоëиëи
сравнитü эффективностü приìенения форварäных
контрактов с испоëüзованиеì резуëüтатов проãно-
зирования и без них. Анаëиз показаë, ÷то испоëü-
зование резуëüтатов нейроструктурноãо проãнози-
рования курсов ваëþт повыøает эффективностü
приìенения произвоäных финансовых инструìен-
тов в проöессе управëения ваëþтныìи рискаìи
коìпании.
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Рис. 8. Сравнение результатов стратегий (доллар США) Рис. 9. Сравнение результатов стратегий (евро)
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Рис. 6. Сравнение результатов стратегий (доллар США) Рис. 7. Сравнение результатов стратегий (евро)
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ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÈÈ È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÉ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ
1

È.Î. Âîëêîâà, Ì.Â. Ãóáêî, Å.À. Ñàëüíèêîâà 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В посëеäние ãоäы в России на÷аëся проöесс ин-
новаöионных преобразований эëектроэнерãетики в
раìках конöепöии развития отрасëи, поëу÷ивøей
название «Интеëëектуаëüной эëектроэнерãети÷ес-
кой систеìы России» и основываþщейся на при-
нöипиаëüных поëожениях конöепöии SmartGrid.
Частü этой конöепöии состоит в «активизаöии»
потребитеëей, т. е. преäоставëении потребитеëяì
возìожности саìостоятеëüноãо управëения объ-
еìоì поëу÷аеìой эëектроэнерãии и ее функöио-
наëüныìи свойстваìи (уровнеì наäежности, ка-
÷ествоì и äр.) на основании баëанса своих потреб-
ностей (ìиниìизаöии затрат на эëектроэнерãиþ и
поëу÷ении äохоäа от проäажи эëектроэнерãии и
ìощности) и возìожностей энерãосистеìы с ис-
поëüзованиеì инфорìаöии о характеристиках öен,
объеìах поставок эëектроэнерãии, наäежности,
ка÷естве и äр. [1].

Основные функöии активноãо потребитеëя в
эëектроэнерãети÷еской систеìе закëþ÷аþтся в: 

— управëении собственныì энерãопотребëени-
еì в соответствии с необхоäиìостüþ выпоëнения

своих произвоäственных пëанов по выпуску про-
äукöии иëи обеспе÷ениþ энерãией äоìохозяйства
путеì оптиìизаöии своих затрат на покупку эëек-
троэнерãии с внеøних рынков; 

— опреäеëении усëовий заãрузки собственной
ìощности (при ее наëи÷ии), äëя форìирования
заявки на у÷астие в покупке/проäаже эëектро-
энерãии на оптовоì и розни÷ноì рынках; 

— опреäеëении степени своеãо у÷астия в пре-
äоставëении äопоëнитеëüных усëуã, закëþ÷аþ-
щихся в преäоставëении управëяеìых активных и
реактивных наãрузок (ìощностей) äëя управëения
со стороны систеìноãо оператора.

Реаëизаöия пере÷исëенных функöий требует
созäания систеìы внеøних усëовий äëя функöи-
онирования активноãо потребитеëя и инструìен-
тов, которые позвоëят потребитеëяì реаëизовы-
ватü свои возìожности. Такие инструìенты äоëж-
ны отве÷атü сëеäуþщиì требованияì: 

— отражатü эконоìи÷еские интересы активно-
ãо потребитеëя; 

— обеспе÷иватü форìирование оптиìаëüной
заãрузки эëектроприборов и оборуäования потре-
битеëя исхоäя из проãнозируеìых öеновых сиã-
наëов, а также с у÷етоì распреäеëения наãрузки
ìежäу разëи÷ныìи типаìи оборуäования потре-
битеëя; 

Отìе÷ено, ÷то äëя реøения заäа÷ управëения спросоì в усëовиях интеëëектуаëüной

энерãети÷еской систеìы (SmartGrid) необхоäиìа ìатеìати÷еская ìоäеëü принятия ре-

øений активныì потребитеëеì, оäнако существуþщие ìоäеëи ëибо не у÷итываþт важных

аспектов повеäения потребитеëя, ëибо сëиøкоì сëожны äëя их у÷ета в ìуëüтиаãентноì

ìоäеëировании. Преäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü активноãо потребитеëя, на основе

которой сфорìуëирована и реøена заäа÷а оптиìизаöии режиìов работы эëектроприбо-

ров и оборуäования потребитеëя, а также опреäеëения усëовий заãрузки собственной ãе-

нераöии. Привеäены усëовия, при которых заäа÷а потребитеëя äопускает простое и эф-

фективное реøение. Преäëоженный поäхоä проиëëþстрирован на приìере оптиìиза-

öии режиìа работы оборуäования отäеëüно взятоãо äоìохозяйства.

Ключевые слова: активный потребитеëü в энерãетике, интеëëектуаëüная энерãосистеìа, управëение
спросоì. 

1
 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке

РФФИ (проект № 13-07-00491).
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— обеспе÷иватü работу собственной ãенераöии
потребитеëя: эëектроснабжения внутри äоìохо-
зяйства/преäприятия иëи выäа÷и эëектроэнерãии
в сетü. 

В настоящей работе преäставëена ìоäеëü ак-
тивноãо потребитеëя, на основе которой форìуëи-
руется и реøается заäа÷а оптиìизаöии режиìов
работы эëектроприборов и оборуäования потреби-
теëя, а также опреäеëения усëовий заãрузки собс-
твенной ãенераöии. 

Разработанная автораìи ìоäеëü ìожет испоëü-
зоватüся как саìиì активныì потребитеëеì äëя
форìирования стратеãии своеãо энерãопотребëе-
ния, так и энерãосбытовой коìпанией и реãуëято-
роì äëя выработки ìеханизìов вëияния на актив-
ных потребитеëей. Во второì сëу÷ае преäëаãаеìая
ìоäеëü преäставëяет собой ìоäеëü повеäения объ-
екта управëения, позвоëяþщуþ оöенитü откëик
потребитеëя на öеновые сиãнаëы, которые явëя-
þтся основныì ìеханизìоì возäействия на уп-
равëяеìуþ систеìу (на совокупностü активных
потребитеëей), с öеëüþ обеспе÷ения требуеìоãо ее
повеäения. Требуеìое повеäение активных потре-
битеëей закëþ÷ается в привëе÷ении их к у÷астиþ
в оптиìизаöии режиìов функöионирования энер-
ãосистеìы, в тоì ÷исëе в сãëаживании пиков пот-
ребëения в раìках проãраìì управëения спросоì
(demand response) [2]. 

1. ÎÁÇÎÐ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 

Заäа÷и управëения повеäениеì потребитеëя в
энерãосистеìе рассìатриваëисü в разëи÷ные пери-
оäы вреìени как оте÷ественныìи, так и зарубеж-
ныìи у÷еныìи. В 1980-е ãã. основная заäа÷а управ-
ëения повеäениеì потребитеëей эëектроэнерãии в
СССР состояëа в снижении неравноìерности ãра-
фика наãрузки энерãосистеìы путеì привëе÷ения
потребитеëей к реãуëированиþ потребëения эëек-
троэнерãии в öеëях снижения суììарных нароä-
но-хозяйственных затрат. Возìожностü у÷астия в
реãуëировании наãрузки рассìатриваëасü тоëüко
äëя крупных проìыøëенных потребитеëей (пот-
ребитеëей-реãуëяторов), техноëоãи÷еский проöесс
которых позвоëяë ãибко реãуëироватü своþ на-
ãрузку в оперативноì режиìе. Заäа÷и, рассìатри-
ваеìые автораìи, ìожно отнести к треì основныì
направëенияì: 

— оптиìизаöия режиìов эëектропотребëения
äëя äействуþщих и проектируеìых преäприятий
в öеëях снижения суììарных затрат преäприятия
при сохранении пëана выпуска проäукöии при оã-
рани÷ении по техноëоãи÷ески äопустиìоìу уров-
нþ снижения потребëяеìой ìощности при тарифе
на эëектроэнерãиþ, äифференöированноì по зо-
наì суток, äняì неäеëи и сезонаì ãоäа; 

– оптиìизаöия режиìов эëектропотребëения
по критериþ ìиниìаëüноãо суììарноãо расхоäа
энерãети÷еских ресурсов (эëектроэнерãия и про-
÷ие энерãоноситеëи) при заäанных оãрани÷ениях
äопустиìоãо коëебания суто÷ноãо пëана выпуска
проäукöии; 

— распреäеëение оãрани÷енной ìощности (объ-
еìа эëектроэнерãии) в усëовиях возникновения
äефиöита в энерãосистеìе (в тоì ÷исëе при оãра-
ни÷ениях по пропускной способности эëектри÷ес-
ких сетей) ìежäу разëи÷ныìи преäприятияìи иëи
техноëоãи÷ескиìи установкаìи оäноãо преäпри-
ятия, обеспе÷иваþщее ìиниìаëüный нароäно-хо-
зяйственный ущерб от снижения потребëяеìой
ìощности. 

В работе [3] преäëожено реøатü эти заäа÷и ìе-
тоäаìи неëинейноãо проãраììирования. Возìож-
ностü приìенения ìетоäов непрерывной оптиìи-
заöии обусëовëена теì, ÷то автор не рассìатривает
возìожностü откëþ÷ения эëектроустановок, раз-
реøая тоëüко непрерывное изìенение режиìа.
Преäëоженный иì поäхоä не поëностüþ отражает
интересы потребитеëя при ìоäеëировании еãо по-
веäения (поскоëüку не все ãрафики потребëения,
позвоëяþщие выпоëнятü пëан, равнозна÷ны) и не
у÷итывает распреäеëеннуþ ãенераöиþ. Кроìе то-
ãо, требуется иäентификаöия сëожных неëиней-
ных зависиìостей. 

Позäнее в статüе [4] рассìатриваëасü заäа÷а уп-
равëения повеäениеì потребитеëя в öеëях сãëа-
живания ãрафика наãрузки энерãосистеìы, способ-
ствуþщеãо äостижениþ ìаксиìаëüной эконоìи-
÷еской эффективности энерãобëоков, снижениþ
вреäных выбросов в атìосферу и пр. Есëи в пере-
÷исëенных выøе заäа÷ах преäпоëаãаëосü изìене-
ние режиìов работы саìоãо преäприятия äëя äо-
стижения эффекта снижения затрат иëи снижения
расхоäа энерãоресурсов, то зäесü преäëаãается ìе-
тоäика рас÷ета тарифа на эëектроэнерãиþ, у÷иты-
ваþщая повеäение потребитеëей и стиìуëируþ-
щая разëи÷ные ãруппы потребитеëей распреäеëятü
собственные наãрузки в те÷ение суток такиì обра-
зоì, ÷тобы в энерãосистеìе факти÷еская наãрузка
стреìиëасü к веëи÷ине, соответствуþщей ìакси-
ìаëüной эконоìи÷еской эффективности — то÷ке
изëоìа энерãети÷еской характеристики, а среä-
нее зна÷ение тарифа äëя кажäой ãруппы и объеì
произвоäиìой энерãии оставаëисü неизìенныìи.
Разработанная ìетоäика у÷итывает, прежäе всеãо,
энерãети÷еские характеристики ãенерируþщеãо
оборуäования и, затеì, виä суто÷ноãо ãрафика на-
ãрузки потребитеëей. Преäëаãаеìый ìетоä рас÷ета
тарифов с у÷етоì потребитеëüскоãо повеäения ре-
øает заäа÷у стиìуëирования потребитеëей к вы-
равниваниþ суто÷ноãо ãрафика наãрузок энерãо-
систеìы при сохранении среäнеãо тарифа неизìен-
ныì. Данный поäхоä в боëüøей степени у÷итывает

pb0613.fm  Page 54  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

55ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2013

интересы ãенераöии и реãуëятора, поскоëüку отра-
жает техноëоãи÷еские особенности разëи÷ных ре-
жиìов работы ãенераöии, и у÷итывает тоëüко обоб-
щенный виä ãрафика наãрузки потребитеëя без
провеäения оöенки приеìëеìости изìенения еãо
конфиãураöии. 

Новый интерес к управëениþ энерãопотребëе-
ниеì возник с развитиеì конöепöии SmartGrid,
в ÷астности преäусìатриваþщей, как уже быëо
сказано, «активизаöиþ» потребитеëей. Изу÷ение
пробëеì управëения спросоì в настоящее вреìя
актуаëüно во всеì ìире, при÷еì в основноì рас-
сìатриваþтся ìатеìати÷еские ìоäеëи бытовых
потребитеëей (äоìохозяйств) [5—9]. 

В работе [5] преäëожена ìатеìати÷еская ìо-
äеëü, у÷итываþщая такие основные параìетры, как
äенежный эквиваëент выãоäности ãрафика пот-
ребëения, стоиìостü покупки эëектроэнерãии из
сети, а также выãоäу, поëу÷аеìуþ от проäажи эëек-
троэнерãии собственной ãенераöии. По итоãаì
оптиìизаöии по критериþ ìиниìуìа затрат на
энерãопотребëение форìируется ãрафик наãрузки
кажäоãо эëектроприбора потребитеëя (с у÷етоì за-
äанных характеристик работы, наприìер, проäоë-
житеëüности работы). Авторы преäëожиëи ãенети-
÷еский аëãоритì прибëиженноãо реøения заäа÷и
пëанирования потребëения и собственной ãенера-
öии на сутки впереä с возìожностüþ оперативноãо
перепëанирования. Аëãоритì апробирован на при-
ìере äоìохозяйства, распоëоженноãо в ã. Сараãоса
(Испания). 

Анаëоãи÷ная заäа÷а по форìированиþ опти-
ìаëüноãо профиëя энерãопотребëения рассìотре-
на в работе [9], но в отëи÷ие работы [5] в ìоäеëи
у÷итывается не äенежный эквиваëент выãоäнос-
ти, а вреìя ожиäания äо на÷аëа работы эëектро-
прибора. Авторы преäëожиëи реøатü заäа÷у с по-
ìощüþ аëãоритìа выпукëоãо проãраììирования.
Резуëüтаты реøения апробированы на усëовных
äанных äëя отäеëüноãо äоìохозяйства, но взяты
реаëüные öены с у÷етоì инäексов инфëяöии. 

К заäа÷е форìирования оптиìаëüноãо ãрафика
наãрузки оборуäования в работе [7] äобавëена за-
äа÷а эффективноãо распреäеëения эëектроэнер-
ãии, вырабатываеìой возобновëяеìыìи исто÷ни-
каìи энерãии (ВИЭ), распоëоженныìи у потреби-
теëя, ìежäу заряäкой накопитеëя эëектроэнерãии
и потребëениеì эëектроприборов. В отëи÷ие от
работ [5] и [9], авторы работы [7] не рассìатри-
ваþт приеìëеìостü ãрафика äëя потребитеëя в
сìысëе уровня уäовëетворенности потребитеëя и
преäëаãаþт реøатü оптиìизаöионнуþ заäа÷у с по-
ìощüþ ìетаэвристи÷ескоãо аëãоритìа, апробиро-
ванноãо на усëовных äанных. 

В работе [6] рассìотрено объеäинение нескоëü-
ких потребитеëей, иìеþщих общий ãенерируþ-
щий исто÷ник. Преäëожен поäхоä, кëþ÷евая осо-

бенностü котороãо состоит в преäпоëожении, ÷то
потребитеëяì выãоäно взаиìоäействоватü ìежäу
собой в öеëях ìаксиìизаöии своеãо инäивиäуаëü-
ноãо резуëüтата, поскоëüку разìер пëаты за эëек-
троэнерãиþ äëя кажäоãо потребитеëя зависит от
ãрафика энерãопотребëения äруãих потребитеëей.
Это привоäит к иãровоìу взаиìоäействиþ у÷аст-
ников. Рассìотрены äве заäа÷и в öеëоì äëя всеãо
объеäинения потребитеëей: ìиниìизаöия коэф-
фиöиента неравноìерности ãрафика наãрузки и
ìиниìизаöия затрат на эëектроэнерãиþ. Поскоëü-
ку обе заäа÷и взаиìосвязаны, авторы рассìотреëи
заäа÷у ìиниìизаöии затрат на эëектроэнерãиþ и
преäëожиëи аëãоритì реøения сна основе аппа-
рата теории иãр. По итоãаì реøения опреäеëяется
профиëü энерãопотребëения кажäоãо у÷астника,
при котороì äостиãается равновесие Нэøа. Ре-
зуëüтаты апробированы на усëовных äанных. 

В работе [8] рассìотрена заäа÷а ìиниìизаöии
затрат на энерãопотребëение äëя всеãо MicroGrid —
объеäинения нескоëüких äоìохозяйств. В отëи÷ие
от работы [7], не преäпоëаãается взаиìоäействие
ìежäу потребитеëяìи в форìировании ãрафика
энерãопотребëения. Автораìи преäëожен посëеäо-
ватеëüный аëãоритì оптиìизаöии энерãопотребëе-
ния. На первоì этапе реøается заäа÷а, анаëоãи÷ная
рассìотренныì в работах [5, 7, 9]: опреäеëяется
ãрафик энерãопотребëения äëя эëектроприборов
кажäоãо отäеëüноãо äоìохозяйства независиìо от
режиìа работы äруãих äоìохозяйств. Миниìизи-
руþтся затраты на энерãопотребëение с у÷етоì
коэффиöиентов приеìëеìости, отражаþщих уро-
венü уäовëетворения потребитеëя заäанныì ãра-
фикоì энерãопотребëения, а также с у÷етоì øтра-
фов за прерывание работы эëектроприборов. На
второì этапе осуществëяется управëение распре-
äеëенной ãенераöией (которая, в отëи÷ие от рас-
сìотренной в работах [5, 7, 9], явëяется общей äëя
всей сети), реøается заäа÷а ìаксиìизаöия испоëü-
зования распреäеëенной ãенераöии и ìиниìиза-
öии затрат энерãопотребëения äëя всей сети. На
третüеì этапе осуществëяется управëение рабо-
той накопитеëя эëектроэнерãии, исхоäя из техни-
÷еских характеристик саìоãо устройства, а также
внеøних параìетров, опреäеëенных на первых äвух
этапах: энерãопотребëение и объеìа выработки
ВИЭ. Пере÷исëенные заäа÷и авторы преäëаãаþт
реøатü с поìощüþ ìетаэвристи÷ескоãо аëãоритìа.
Резуëüтаты апробированы на усëовных äанных.
Все рассìотренные поäхоäы обеспе÷иваþт сниже-
ние затрат на энерãопотребëение от 8 äо 25 %. 

Провеäенный анаëиз позвоëяет сäеëатü вывоä
об отсутствии в настоящее вреìя ìоäеëи управëе-
ния потребëениеì и ãенераöией активноãо потре-
битеëя, которая бы поäхоäиëа äëя описания äоìо-
хозяйств, позвоëяëа у÷естü потери потребитеëя в
сëу÷ае разëи÷ных ãрафиков наãрузки, вкëþ÷аëа
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в себя управëение собственной ãенераöией и, в то
же вреìя, быëа вы÷исëитеëüно äостато÷но прос-
той, ÷тобы ëе÷ü в основу повеäения аãентов-пот-
ребитеëей в раìках ìуëüтиаãентной систеìы ìо-
äеëирования энерãосистеìы при реøении заäа÷и
управëения спросоì путеì тарифноãо реãуëирова-
ния. Такая ìоäеëü преäëаãается äаëее, привоäятся
усëовия, при которых заäа÷а потребитеëя äопуска-
ет простое и эффективное реøение, показывается,
÷то эти усëовия позвоëяþт описатü существеннуþ
äоëþ сëу÷аев, встре÷аþщихся при ìоäеëировании
повеäения отäеëüных äоìохозяйств, по крайней
ìере, в раìках реøения заäа÷и опреäеëения раöи-
онаëüных тарифов на эëектроэнерãиþ. 

1. ÌÎÄÅËÜ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀÃÐÓÇÊÎÉ
È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÉ ÃÅÍÅÐÀÖÈÅÉ

1.1. Îáùàÿ ìîäåëü àêòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ

В работе [10] преäëожена общая эконоìико-ìа-
теìати÷еская ìоäеëü активноãо потребитеëя. С÷и-
тается, ÷то активный потребитеëü ìиниìизирует
функöиþ операöионных затрат, у÷итываþщих:

— öену на покупаеìуþ с рынка эëектроэнерãиþ; 
— профиëü энерãопотребëения; 
— потери из-за откëонения текущеãо профиëя

энерãопотребëения (потребности в эëектроэнер-
ãии) от жеëаеìоãо; 

— затраты на перенастройку ãенерируþщих
ìощностей потребитеëя; 

— öену на переäаваеìуþ в сетü эëектроэнерãиþ
собственной ãенераöии; 

— объеì собственной ãенераöии, переäаваеìой
в сетü; 

— себестоиìостü произвоäства эëектроэнерãии
собственной ãенераöии. 

Моäеëü позвоëяет выäеëитü основные эконо-
ìи÷еские факторы, вëияþщие на повеäение ак-
тивноãо потребитеëя, поìоãает оöенитü поряäки
их зна÷ений в финансовоì выражении и ìожет
бытü испоëüзована äëя описания еãо повеäения
при разработке как ìеханизìов ìотиваöии потре-
битеëя к у÷астиþ в реãуëировании, так и ìеханиз-

ìов управëения спросоì. Настоящая статüя фак-
ти÷ески äетаëизирует и аäаптирует эту ìоäеëü к
описаниþ повеäения активноãо потребитеëя в ин-
тересах реøения заäа÷и управëения спросоì.

1.2. Ìîäåëü ïîâåäåíèÿ àêòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ

Моäеëü активноãо потребитеëя, отражаþщая
еãо эконоìи÷еские интересы на вреìенноì про-
ìежутке, соответствуþщеì оперативной äеятеëü-
ности [10], äетаëизируется сëеäуþщиì образоì.

Разобüеì проìежуток вреìени, äëя котороãо
осуществëяется пëанирование, на T периоäов (äëя
опреäеëенности на 24 периоäа по оäноìу ÷асу).
Пустü потребитеëü обëаäает N еäиниöаìи энер-
ãопотребëяþщеãо оборуäования. Работа типи÷ной
еäиниöы оборуäования ìоäеëируется ãрафикоì
наãрузки, опреäеëяþщиì ìощностü, потребëяе-
ìуþ оборуäованиеì в кажäый из 24-х пëановых
периоäов.

Матриöа A
n
 всех возìожных ãрафиков наãрузки

äëя оборуäования n ∈ {1, ..., N} форìируется на
кажäый ÷ас посëеäуþщих суток. Матриöа соäер-
жит T стоëбöов и R

n
 строк (÷исëо возìожных ãра-

фиков наãрузки оборуäования n). Появëение ну-
ëей в строке озна÷ает, ÷то оборуäование äоëжно
бытü выкëþ÷ено в соответствуþщие ÷асы.

Приìер ìатриöы А
n
 äëя конäиöионера (n = 2)

привеäен в табëиöе: 
— возìожна как непрерывная работа в те÷ение

заäанноãо вреìени, так и прерывистая работа с за-
äанныì интерваëоì; 

— параìетры2 работы: поряäковый ноìер обо-
руäования n = 2, эëектропотребëение оборуäова-
ния (ноìинаëüная ìощностü) P

2
 = 1 кВт•÷.

Обозна÷иì ÷ерез (t) эëеìент ìатриöы A
n
, соот-

ветствуþщий строке (режиìу работы α ∈ {1, ..., R
n
})

и стоëбöу t ∈ {1, ..., T }. Тоãäа есëи äëя обору-

2 Зäесü и äаëее в ка÷естве приìера испоëüзуþтся äанные о
параìетрах работы оборуäования из работы [7]. 

Ïðèìåð ìàòðèöû ãðàôèêîâ íàãðóçêè êîíäèöèîíåðà

Возìожные 
ãрафики 
наãрузки 

α
2

= 1,..., R
2

Вреìя

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

...

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

...

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

α
2

i

α
2

R
2

an
α
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äования n потребитеëü выбраë ãрафик заãрузки
α

n
∈ {1, ..., R

n
}, то суììарное потребëение в ìоìент

вреìени t запиøется как a(t) = (t).

Не все ãрафики наãрузки оборуäования оäина-
ково преäпо÷титеëüны äëя поëüзоватеëя. Обозна-

÷иì ÷ерез  äенежный эквиваëент выãоäности äëя

поëüзоватеëя ãрафика потребëения α∈ {1, ..., R
n
}

объекта оборуäования n∈ {1, ..., N}. Есëи среäи ре-
жиìов работы оборуäования естü режиì, соответ-
ствуþщий еãо поëноìу откëþ÷ениþ, то ëоãи÷но
с÷итатü äëя неãо этот параìетр равныì нуëþ, и

тоãäа äëя äруãих режиìов  буäет озна÷атü äе-

нежнуþ суììу, которуþ потребитеëü ãотов запëа-
титü за возìожностü экспëуатироватü эëектрообо-
руäование n в режиìе α по сравнениþ с ситуаöией

неиспоëüзования объекта оборуäования3.
На практике оöенка äенежноãо эквиваëента

выãоäности преäставëяет собой сëожнуþ соöиаëü-
но-эконоìи÷ескуþ заäа÷у по выявëениþ преäпо÷-
тений потребитеëей. В эконоìи÷еской теории ее
эквиваëентоì сëужит коëи÷ественная оöенка по-
ëезности. Денежные оöенки выãоäности тоãо иëи
иноãо ãрафика потребëения носят искëþ÷итеëüно
инäивиäуаëüный, субъективный характер: äëя оä-
ноãо ÷еëовека, который не работает и сиäит äоìа,
безразëи÷но, в какое вреìя сìотретü теëевизор
(äенежный эквиваëент выãоäности буäет оäинаков
в те÷ение äня), äëя äруãоãо, который работает —
öенностü иìеет просìотр теëевизора за пару ÷асов
äо сна (äенежный эквиваëент выãоäности в те÷е-
ние äня буäет нуëевыì, и тоëüко за äва ÷аса äо сна
буäет поëожитеëüныì). Преäпоëаãается, ÷то тоëü-
ко конкретный потребитеëü ìожет äатü оöенку äе-
нежноãо эквиваëента выãоäности эëектропотреб-
ëения äëя конкретноãо типа эëектрооборуäова-
ния, и äëя опреäеëения выãоäности необхоäиìо

провести äовоëüно труäоеìкий опрос4. В раìках
боëее ãрубоãо, но боëее практи÷ноãо поäхоäа все
техни÷ески реаëизуеìые ãрафики наãрузки äеëят-
ся на äопустиìые äëя потребитеëя и неäопусти-
ìые. Неäопустиìые ãрафики искëþ÷аþтся из ìат-

риöы A, а всеì äопустиìыì ãрафикаì назна÷ается
оäинаковая поëезностü.

Преäпоëожиì äаëее, ÷то потребитеëü обëаäает
M исто÷никаìи собственной ãенераöии — соëне÷-
ной и/иëи ветряной установкой, äизеëüныì иëи
ãазовыì эëектри÷ескиì ãенератороì. С у÷етоì
возìожности разëи÷ных режиìов работы ãенера-
торов äëя кажäоãо ãенератора n ∈ {1, ..., M} ìожно
построитü зависиìостü себестоиìости ãенераöии
еäиниöы эëектроэнерãии c

n
(g

n
) от выäаваеìой в

кажäый ìоìент вреìени ìощности g
n
. То÷ка на

ãрафике соответствует ìиниìаëüной себестоиìос-
ти, с которой возìожна выäа÷а требуеìой ìощ-
ности на äанной энерãети÷еской установке. 

Приìеры соответствуþщих ãрафиков äëя соë-
не÷ной установки и äизеëü-ãенератора преäстав-
ëены на рис. 1. 

Есëи обозна÷итü ÷ерез g
n
(t) ìощностü ãенера-

öии установки n ∈ {1, ..., M}, то g(t) › g
n
(t) —

это поëный объеì ãенераöии в периоä вреìени,
который äеëится ìежäу внутренниì потребëениеì

g
I(t) и объеìоì эëектроэнерãии g

E(t), выäаваеìыì

в сетü, а C(t) › c
n
(g

n
(t)) — затраты на произ-

воäство активныì потребитеëеì объеìа эëектро-
энерãии g в периоä вреìени t. Дëя упрощения
рас÷етов в раìках настоящей статüи затраты на
пуск/остановку ãенерируþщих ìощностей с÷ита-
þтся нуëевыìи.

Обозна÷иì ÷ерез ξ
g
 параìетры тарификаöии

äëя переäаваеìой в сетü эëектроэнерãии, напри-
ìер, накопëенное потребëение при куìуëятивной
зависиìости öены от переäанноãо с на÷аëа от÷ет-
ноãо периоäа объеìа эëектроэнерãии, вкëþ÷ая
оãоворенные в контракте с энерãети÷еской коìпа-
нией оãрани÷ения на ãенераöиþ. Ниже состав и
функöии этих параìетров буäут уто÷нятüся. Ана-
ëоãи÷но обозна÷иì ÷ерез ξ

a
 анаëоãи÷ные параìет-

3
 В исхоäной ìоäеëи [10] анаëоãи÷ные функöии выпоëняëи

так называеìые «потери из-за откëонения потребëения от пот-
ребности». Зäесü терìиноëоãия нескоëüко изìенена äëя уäобс-
тва сравнения резуëüтатов с äруãиìи ìоäеëяìи. 

4 Интересной преäставëяется автоìатизаöия этоãо опроса
путеì изу÷ения повеäения потребитеëя в усëовиях инфорìа-
öионных сиãнаëов от «уìноãо с÷ет÷ика эëектроэнерãии» о äе-
нежноì эквиваëенте приниìаеìых реøений (есëи потребитеëü
вкëþ÷ает посуäоìое÷нуþ ìаøину, поëу÷ив инфорìаöиþ о
стоиìости эëектроэнерãии в äанный ìоìент вреìени, ëоãи÷но
с÷итатü, ÷то äëя неãо äенежный эквиваëент поëезности превы-
øает эти затраты). Посëе периоäа «настройки на потребитеëя»
необхоäиìостü в сиãнаëах пропаäает.

n 1=

N

∑ an

α
n

dn
α

dn
α

Рис. 1. Примеры графиков зависимости себестоимости от объема
выработки Р электроэнергии для дизель-генератора (а) и сол-
нечной панели (б)

n 1=

M

∑

n 1=

M

∑

pb0613.fm  Page 57  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

58 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

ры тарификаöии äëя потребëяеìой эëектроэнер-
ãии, вкëþ÷ая оãоворенные в контракте оãрани÷е-
ния на потребëение. Через η обозна÷иì внеøние
усëовия на ãоризонте пëанирования, такие как
среäнесуто÷ная теìпература иëи äëитеëüностü све-
товоãо äня. 

Обозна÷иì ÷ерез p
a
(t, a(t), ξ

a
, η) öену на пот-

ребëяеìуþ эëектроэнерãиþ в зависиìости от вре-
ìенноãо проìежутка, объеìа потребëения и про-

÷их параìетров, ÷ерез p
g
(t, gE, ξ

g
, η) — öену на пе-

реäаваеìуþ в сетü эëектроэнерãиþ в зависиìости
от вреìенноãо проìежутка, объеìа внеøней ãене-
раöии и про÷их параìетров. 

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений запиøеì öе-
ëевуþ функöиþ активноãо потребитеëя 

f =  – p
a
(•) (t) – gI(t)  +

+ p
g
(•)gE(t) – c

n
(g

n
(t))

как суììу «прибыëи» от потребëения (разниöы
выãоäы от потребëения и стоиìости отобранной
из сети эëектроэнерãии) и прибыëи от собствен-
ной ãенераöии (разниöы äохоäа от проäажи эëек-
троэнерãии в сетü и себестоиìости ãенераöии). 

Форìаëüно заäа÷а активноãо потребитеëя (за-
äа÷а оптиìизаöии потребëения и собственной ãе-
нераöии) состоит в тоì, ÷тобы ìаксиìизироватü
своþ öеëевуþ функöиþ f выбороì äëя кажäоãо
объекта эëектрооборуäования n = 1, ..., N ãрафика
потребëения α

n
 ∈ {1, ..., R

n
}, äëя кажäоãо из иìе-

þщихся ãенераторов n = 1, ..., M еãо ãрафика ãе-
нераöии (т. е. äëя кажäоãо из периоäов t = 1, ..., T
выбора неотриöатеëüноãо ÷исëа — ìощности ãе-
нераöии g

n
(t)), а также объеìа переäаваеìой в сетü

эëектроэнерãии gE(t) m g(t) = g
n
(t).

1.3. Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ 

В общеì сëу÷ае иссëеäование сфорìуëирован-
ной ìоäеëи своäится к реøениþ сëожной заäа÷и
сìеøанной оптиìизаöии. Основная öеëü настоя-
щей статüи состоит в выявëении практи÷ески важ-
ных сëу÷аев, коãäа эта заäа÷а, теì не ìенее, иìеет
простое, а за÷астуþ äаже анаëити÷еское, реøение.
Дëя этоãо ввеäеì сëеäуþщуþ кëассификаöиþ ÷ас-
тных заäа÷, основанияìи которой сëужит сëож-
ностü разëи÷ных коìпонентов общей заäа÷и. 

Основание классификации 1. Форìуëа рас÷ета
ãибкоãо тарифа p

a
(•). 

� Зонный тариф (Time-Of-Use Pricing), p
a
(t), при

котороì öена на потребëяеìуþ эëектроэнер-
ãиþ зависит тоëüко от вреìени суток, вкëþ÷ая

обы÷но от äвух äо ÷етырех öеновых периоäов
(рис. 2). 

� Зонный тариф с учетом ограничения на макси-
мальную потребляемую мощность, p

a
(t, a(t), ξ

a
),

преäпоëаãает зависиìостü öены не тоëüко от
вреìени, но и от потребëяеìой ìощности a(t),
а иìенно, 

p
a
(t, a(t), ξ

a
) = .

Такая зависиìостü öены от ìощности факти-
÷ески запрещает потребитеëþ превыøатü норìу ξ

a

объеìа потребëяеìой оäноìоìентно эëектроэнер-
ãии. На практике такой тариф реаëизуется ÷ерез
коìбинаöиþ зонноãо тарифа и автоìати÷ескоãо
выкëþ÷атеëя по току.
� Тариф с нормами потребления (социальная норма

потребления) преäпоëаãает зависиìостü öены от
суììарноãо потребëения за периоä. 
Так, в äокуìенте [11] утвержäен коìпëекс ìер,

направëенных на перехоä к установëениþ соöи-
аëüной норìы потребëения коììунаëüных усëуã в
РФ, т. е. в раìках которой потребëяеìая эëектро-

n 1=

N

∑ dn

α
n

t 1=

T

∑
n 1=

N

∑ an

α
n

t 1=

T

∑
n 1=

M

∑

n 1=

M

∑

Рис. 2. Пример зонных тарифов (time-of-use tariff)

Рис. 3. Модификации графика цены p в зависимости от условий
ценообразования в рамках программ управления спросом: а — на-
ëи÷ие скиäок при увеëи÷ении объеìа потребëения Q; б — ус-
тановëение öены äëя кажäоãо äиапазона потребëения

pa t( ) a t( ) ξa,≤,

+∞ a t( ) ξa.>,⎩
⎨
⎧
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энерãия буäет опëа÷иватüся по реãуëируеìыì та-
рифаì (сей÷ас рассìатриваþтся разëи÷ные вари-
анты норì потребëения от 50 äо 100 кВт•÷), а
сверх нее — по рыно÷ной öене. 

� Более сложные формулы расчета цены. В раìках
проãраìì управëения спросоì ìоãут испоëüзо-
ватüся боëее сëожные форìуëы рас÷ета öены.
Наибоëее распространенные приìеры (рис. 3) —
установëение скиäок при увеëи÷ении объеìа
потребëения эëектроэнерãии и установëение
öены äëя кажäоãо äиапазона потребëения, коã-
äа заäаþтся öены äëя опреäеëенных äиапазо-
нов эëектропотребëения, при этоì при перехо-
äе на новый äиапазон потребëения öена увеëи-
÷ивается. 

Основание классификации 2. Собственная ãе-
нераöия. 

� Отсутствуþт возìожности испоëüзования рас-
преäеëенной ãенераöии. 

� Возìожна проäажа в сетü эëектроэнерãии, вы-
рабатываеìой ãенераöией потребитеëя, по ры-
но÷ной öене (p

g
(•) ≡ p

a
(•)). 

� Существует возìожностü испоëüзования рас-
преäеëенной ãенераöии тоëüко äëя собственно-
ãо потребëения (без выäа÷и в сетü). 

� Возìожна проäажа эëектроэнерãии, вырабаты-
ваеìой распреäеëенной ãенераöией потребите-

ëя, в сетü по öене, отëи÷ной от рыно÷ной5. 

Даëее буäет изу÷ена ìоäеëü, коãäа тариф зависит
от вреìени суток (Time-Of-Use Pricing) без оãрани-
÷ения на потребëяеìуþ ìощностü, а распреäеëен-
ная ãенераöия äопускает проäажу произвеäенной
эëектроэнерãии по рыно÷ной öене. Оказывается,
÷то в этоì сëу÷ае заäа÷и оптиìизаöии ãрафиков
потребëения и собственной ãенераöии разäеëяþт-
ся, и их ìожно реøатü независиìо äруã от äруãа.
Также понятно, ÷то ситуаöия, коãäа отсутствует
распреäеëенная ãенераöия — ÷астный сëу÷ай ре-
øаеìой заäа÷и. 

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È 

3.1. Îïòèìèçàöèÿ ñîáñòâåííîé ãåíåðàöèè

Преäпоëожиì, ÷то тариф на эëектроэнерãиþ
зависит тоëüко от вреìени суток и энерãети÷ес-
кая коìпания приобретает эëектроэнерãиþ у пот-

ребитеëя по той же öене, ÷то и проäает, т. е.
p

a
(t) = p

g
(t) = p(t). 

В этоì сëу÷ае öеëевуþ функöиþ потребитеëя
ìожно записатü как 

f =  + [p(t)gE(t) – p(t)(a(t) – gI(t)) –

– C(t)] =  + [p(t)g(t) – a(t)) – C(t)].

Из форìуëы виäно, ÷то с эконоìи÷еской то÷ки
зрения потребитеëþ неважно, пускатü ëи произве-
äеннуþ эëектроэнерãиþ в первуþ о÷ереäü на соб-
ственные нужäы иëи поставëятü ее öеëикоì в сетü.

Такиì образоì, ìожно с÷итатü, ÷то gE(t) = g(t),

g
I(t) = 0.

Тоãäа 

f = [ /T – p(t) (t)] +

+ [p
g
(t)g

n
(t) – c

n
(g

n
(t))].

В заäа÷е отсутствуþт оãрани÷ения, связываþ-
щие выбор переìенных α

n
 и g

n
(t), поэтоìу отäе-

ëüно ìожно провоäитü ìаксиìизаöиþ и ÷асти öе-
ëевой функöии, связанной с потребëениеì,

f
a
 = [ /T – p(t) (t)], (1)

и ÷асти, связанной с собственной ãенераöией

f
g
 = [p

g
(t)g

n
(t) – c

n
(g

n
(t))].

Это, ìежäу про÷иì, озна÷ает, ÷то наëи÷ие соб-
ственной ãенераöии при возìожности поставки ее
в сетü по öене закупки не вëияет на стреìëение
потребитеëя ìаксиìаëüно снижатü собственное
энерãопотребëение в периоäы высокой öены (÷то
обы÷но преäпоëаãается проãраììаìи тарифноãо
управëения спросоì) — расхоäы на эëектроэнер-
ãиþ заìещаþтся упущенной прибыëüþ от неäо-
поставки эëектроэнерãии в сетü. 

Есëи, как преäпоëаãаëосü ранее, потребитеëü
ìожет независиìо управëятü ìощностüþ исто÷ни-
ков собственной ãенераöии, то заäа÷а ìаксиìиза-
öии функöии f

g
 также распаäается на M независи-

ìых заäа÷ выбора ìощности ãенераöии äëя каж-
äой из M иìеþщихся энерãети÷еских установок.

Мощностü g
n
(t) собственной ãенераöии уста-

новки, n ∈ {1, ..., M}, в ìоìент вреìени t выби-
рается, исхоäя из öены на эëектроэнерãиþ в этот
периоä.

5 За рубежоì важная тенäенöия состоит в увеëи÷ении äоëи
произвоäства эëектроэнерãии посреäствоì ВИЭ, в связи с ÷еì
разработана систеìа поääержки такоãо произвоäства с поìо-
щüþ спеöиаëüных закупо÷ных тарифов (feed-in tariffs): установ-
ëение спеöиаëüных закупо÷ных тарифов на энерãиþ, выраба-
тываеìуþ ВИЭ, иëи наäбавок к рыно÷ной öене на эëектро-
энерãиþ в зависиìости от объеìов проäанной эëектроэнерãии
и типа ВИЭ. В России законоäатеëüствоì преäусìотрены обе
форìы поääержки ВИЭ [12—14]. 
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Так, есëи ìаржинаëüная себестоиìостü ãенера-

öии (g
n
) возрастает (÷то соответствует возраста-

ниþ расхоäов на ìасøтаб), то оптиìаëüная ìощ-

ностü опреäеëяется из уравнения (g
n
(t)) = p(t),

т. е. g
n
(t) = [ ]–1(p(t)). На рис. 4 преäставëен типи÷-

ный ãрафик ìаржинаëüной себестоиìости эëектро-
энерãии собственной ãенераöии, который иìеет
ступен÷атый виä, при этоì кажäая новая ступенü
озна÷ает вкëþ÷ение ìенее эконоìноãо режиìа ãе-
нераöии. На у÷астке I, ãäе ìаржинаëüная себесто-
иìостü произвоäства эëектроэнерãии собственной
ãенераöии потребитеëя ниже рыно÷ной öены p(t),
потребитеëþ выãоäно заãружатü собственнуþ ãе-

нераöиþ (в объеìе, ), как äëя покрытия собс-

твенной наãрузки, так и äëя проäажи эëектроэнер-
ãии в сетü. Маржинаëüная себестоиìостü ãенера-
öии на у÷астке II выøе рыно÷ной öены p(t), и,
сëеäоватеëüно, потребитеëþ эконоìи÷ески неöе-
ëесообразно заãружатü соответствуþщие ãенери-
руþщие ìощности при заäанной рыно÷ной öене. 

Есëи же себестоиìостü с ростоì ìощности из-
ìеняется боëее сëожныì образоì, иìеется эффект
эконоìии на ìасøтаб, ска÷кообразное изìенение
себестоиìости и т.п., заäа÷а своäится к заäа÷е оä-
ноìерной неëинейной оптиìизаöии, оставаясü при
этоì заäа÷ей, типи÷ной äëя эконоìики произ-
воäства [15]. 

3.2. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ïðîôèëÿ íàãðóçêè 
ïîòðåáèòåëÿ 

Есëи, как преäпоëаãается, поëüзоватеëü неза-
висиìо ìожет управëятü ãрафикаìи потребëе-
ния разëи÷ных приборов, то, как виäно из фор-
ìуëы (1), заäа÷а ìаксиìизаöии öеëевой функöии

f
a
 =  распаäается на N заäа÷

выбора оптиìаëüноãо варианта заãрузки оборуäо-
вания (строки ìатриöы A

n
) äëя кажäоãо прибора

n = 1, ..., N.

Дëя этоãо:
1) кажäая строка ìатриöы A

n
 уìножается на

вектор [p(1), ..., p(T )] — ãрафик изìенения öены в
те÷ение всеãо пëанируеìоãо проìежутка вреìени; 

2) все эëеìенты кажäой строки по-отäеëüности

суììируþтся, äавая стоëбеö [ , ..., ] расхоäов

на эëектроэнерãиþ äëя кажäоãо варианта заãрузки
оборуäования; 

3) из стоëбöа [ , ..., ] выãоäности вариан-

тов поэëеìентно вы÷итается стоëбеö [ , ..., ]

расхоäов на эëектроэнерãиþ, поëу÷ается стоëбеö

[ , ..., ] оöенок вариантов; 

4) выбирается вариант, иìеþщий ìаксиìаëü-

нуþ оöенку , ..., .

По итоãаì рас÷етов форìируется по÷асовой
ãрафик работы оборуäования потребитеëя и заãруз-
ки собственной ãенераöии. 

Такиì образоì, заäа÷а реøается в сëу÷ае, коãäа
öена зависит тоëüко от вреìенноãо периоäа (от
вреìени суток), отсутствуþт оãрани÷ения по ìощ-
ности, проäажа эëектроэнерãии собственной ãене-
раöии возìожна по рыно÷ной öене. Понятно, ÷то
описанный аëãоритì реøает заäа÷у и в сëу÷ае от-
сутствия у потребитеëя возìожностей распреäе-
ëенной ãенераöии. 

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 

Дëя апробаöии преäëоженной ìоäеëи без у÷ета
оптиìизаöии работы собственной ãенераöии быëи
испоëüзованы усëовные äанные и ÷асти÷но äан-
ные работы [5]. 

Рассìатриваëасü работа сëеäуþщих устройств: 
— конäиöионер: поряäковый ноìер оборуäова-

ния n = 1, эëектропотребëение (ноìинаëüная ìощ-
ностü) P

1 
= 1 кВт; 

— эëектроìобиëü: поряäковый ноìер оборуäо-
вания n = 2, эëектропотребëение (ноìинаëüная
ìощностü при заряäке) неравноìерно (на базе ус-
реäненных äанных [5]) P

2 
= 0,79...3,56 кВт, про-

äоëжитеëüностü заряäки 19 ÷; 
— стираëüная ìаøина: поряäковый ноìер обо-

руäования n = 3, эëектропотребëение (ноìинаëü-
ная ìощностü) P

3 
= 0,95 кВт; 

— теëевизор: поряäковый ноìер оборуäования
n = 4, эëектропотребëение (ноìинаëüная ìощ-
ностü) P

4 
= 0,3 кВт. 

Приниìаëасü öена на эëектроэнерãиþ äëя роз-
ни÷ных потребитеëей ОАО «Мосэнерãосбыт», ут-
вержäенная на I поëуãоäие 2013 ã. (ìноãотариф-
ный у÷ет с приìенениеì тарифа, äифференöиро-

cn'

cn'

cn'

Рис. 4. Выбор режима работы генератора
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ванноãо по зонаì суток)6. Денежный эквиваëент
выãоäности ãрафика потребëения d

n
 принят на ос-

нове усëовных äанных.
Исхоäные äанные äëя рас÷етов и итоãовый рас÷ет

оптиìаëüных ãрафиков наãрузки äоступны в Интер-
нете (http://www.mtas.ru/upload/library/VGS2013.xls).
В ÷астности, оптиìаëüный вариант äëя потреби-
теëя ãрафика работы выãëяäит так: 

— конäиöионер: вариант 3 (работа с 11.00 по
12.00, с 15.00 по 16.00 и с 19.00 по 20.00); 

— эëектроìобиëü: вариант 4 (заряäка с 16.00 по
10.00);

— стираëüная ìаøина: вариант 3 (работа с 3.00
äо 5.00);

— теëевизор: вариант 5 (работа с 11.00 äо 15.00).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная ìоäеëü активноãо потребитеëя
ìожет испоëüзоватüся äëя автоìатизаöии управëе-
ния наãрузкой потребитеëя (äëя катеãории «актив-
но-пассивных» потребитеëей, которые управëяþт
своей наãрузкой с поìощüþ автоìати÷ески на-
строенных проãраìì). Кроìе тоãо, разработанная
ìоäеëü позвоëяет оöенитü эконоìи÷еский эффект
äëя потребитеëя от у÷астия в управëении спросоì.
Показано, ÷то, по крайней ìере, äëя äоìохозяйств
ìожет бытü преäëожена реаëисти÷ная ìоäеëü оп-
тиìаëüноãо повеäения активноãо потребитеëя,
аäекватно описываþщая основные ìотивы при-
нятия реøений по энерãопотребëениþ и собст-
венной ãенераöии. Также показано, ÷то во ìноãих
важных с практи÷еской то÷ки зрения ситуаöиях
(зонные тарифы в усëовиях некрити÷ности оãрани-
÷ений по еäиновреìенно потребëяеìой ìощно-
сти, равенство öены потребëяеìой и переäаваеìой
в сетü энерãии) оптиìизаöионная заäа÷а потреби-
теëя äопускает ÷резвы÷айно простое реøение, су-
щественно боëее эффективное в сìысëе вы÷исëе-
ний, ÷еì общие ìетоäы, преäëаãаеìые в ëитературе.

Этот аëãоритì повеäения отäеëüноãо потреби-
теëя, как раз в сиëу еãо простоты, ìожет братüся
за основу при ìуëüтиаãентноì ìоäеëировании от-
кëика потребитеëей на тарифные ìеханизìы уп-
равëения спросоì. В проöессе ìоäеëирования
попуëяöия аãентов, соответствуþщих отäеëüныì
потребитеëяì, с описанныì в статüе аëãоритìоì
принятия реøений, но с разëи÷ныìи параìетраìи
(профиëяìи преäпо÷тений, набороì эëектропри-
боров и режиìов их работы, ìощностей ëокаëü-
ной ãенераöии) поãружается в усëовия общей та-
рифной поëитики. В резуëüтате ìоäеëирования
выявëяется изìенение ãрафика совокупноãо пот-
ребëения при фиксированноì ìенþ тарифов. Этот
«отклик спроса»(demandresponse) испоëüзуется за-

теì äëя поиска оптиìаëüной тарифной поëитики
с поìощüþ, наприìер, аëãоритìов ëокаëüноãо по-
иска. В öеëоì такое ìоäеëирование позвоëяет сäе-
ëатü наäежные преäсказания об эффективности
пëанируеìых ìер тарифноãо реãуëирования. 
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
ÄËß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎ ÐÀÁÎÒÀÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÌÀØÈÍ 

È ÏÎÒÎ×ÍÛÕ ËÈÍÈÉ

Þ.À. Çàê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатриваеìая заäа÷а построения расписа-
ний äëя параëëеëüно работаþщих систеì ìаøин
и автоìати÷еских (пото÷ных) ëиний в некоторой
степени обобщает кëасси÷еские заäа÷и теории
расписаний выпоëнения работ на параëëеëüных
ìаøинах и Flow-Shop-Problem (сì., наприìер, ра-
боты [1—4]). В отëи÷ие от рассìатриваеìых в
ëитературе обобщений в виäе Hybrid Flow-Shop
Sсheduling Problem (сì., наприìер, работы [5—7]),
ãäе кажäая j-я операöия ëþбоãо заäания ìожет вы-
поëнятüся на ëþбой из параëëеëüно стоящих на
j-й стаäии обработки M ìаøинах (т. е. все посëе-
äоватеëüные стаäии обработки всех операöий оä-
ноãо заäания не объеäинены в оäну техноëоãи÷ес-
куþ ëиниþ), в рассìатриваеìой постановке каж-
äое из N заäаний äоëжно выпоëнятüся тоëüко на
оäной техноëоãи÷еской ëинии, состоящей из K
посëеäоватеëüно работаþщих ìаøин. В пубëика-
öиях [5—7]) быëи преäëожены тоëüко прибëижен-
ные и эвристи÷еские ìетоäы реøения этих заäа÷
без у÷ета всеãо коìпëекса оãрани÷ений на сроки
выпоëнения заäаний и вреìена работы ìаøин.
В настоящей работе преäëожены то÷ные ìетоäы
реøения сфорìуëированной ниже важной äëя
практи÷еских приëожений пробëеìы.

На M параëëеëüно работаþщих систеìах ìа-
øин (у÷астках, автоìати÷еских ëиниях), кажäая из
которых вкëþ÷ает в себя K посëеäоватеëüно ра-
ботаþщих ìаøин, необхоäиìо выпоëнитü N заäа-
ний. Кажäое заäание состоит из оäноãо и тоãо же
÷исëа работ (операöий), равноì K, и ìожет выпоë-
нятüся тоëüко на оäной техноëоãи÷еской ëинии.

Операöии всех заäаний выпоëняþтся в оäной и
той же и оäинаковой äëя всех заäаний посëеäова-
теëüности. Выпоëнение кажäой операöии ìожет
бытü назна÷ено тоëüко на соответствуþщей ìаøи-
не; т. е. первая операöия выпоëняется на ìаøине 1,
вторая — на ìаøине 2 и т. ä., и K-я операöия — на

ìаøине K. Заäаны  — вреìена выпоëнения k-й

операöии i-ãо заäания на l-й техноëоãи÷еской ëи-
нии. Есëи в i-ì заäании k-я операöия отсутствует,

то поëаãаеì зна÷ение  = 0. Сëеäоватеëüно, все

переìещения, связанные с окон÷аниеì выпоëне-
ния заäания на оäной ìаøине и на÷аëоì выпоë-
нения еãо на äруãой, äоëжны сëеäоватü в оäноì
направëении. Рассìатриваеìая совокупностü пос-
ëеäоватеëüно работаþщих ìаøин кажäой техноëо-
ãи÷еской ëинии преäставëяет собой систему кон-
вейерного типа.

Необхоäиìо опреäеëитü непересекаþщиеся
поäìножества заäаний, выпоëняеìых на кажäой
техноëоãи÷еской ëинии, а также оптиìаëüные пос-
ëеäоватеëüности выпоëнения заäаний кажäоãо из
сфорìированных поäìножеств, уäовëетворяþщие
заäанной систеìе оãрани÷ений на сроки выпоëне-
ния заäаний и вреìена работы ìаøин и äоставëя-
þщие экстреìаëüное зна÷ение некотороìу крите-
риþ оптиìаëüности.

Рассìатриваеìая äаëее обобщенная постановка
заäа÷и Flow-Shop-Problem äëя параëëеëüно рабо-
таþщих систеì ìаøин (техноëоãи÷еских ëиний)
ìожет бытü сфорìуëирована в усëовиях сëеäуþ-
щих преäпосыëок.
� Систеìа состоит из l = 1, ..., M параëëеëüно

функöионируþщих техноëоãи÷еских ëиний,

В развитие Flow-Shop-Problem рассìотрены постановки и ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и

построения расписаний äëя параëëеëüно работаþщих систеì ìаøин в усëовиях заäан-

ной систеìы оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäаний. Иссëеäованы свойства äопус-

тиìых и оптиìаëüных расписаний и преäëожены ìетоäы реøения заäа÷и с поìощüþ

посëеäоватеëüных аëãоритìов оптиìизаöии. Привеäены ÷исëовые приìеры.

Ключевые слова: систеìа ìаøин, параëëеëüная работа, Flow-Shop-Problem, оãрани÷ения, сроки вы-
поëнения, äопустиìые и оптиìаëüные расписания, оптиìизаöия, посëеäоватеëüные аëãоритìы.
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кажäая из которых вкëþ÷ает в себя k = 1, ..., K
посëеäоватеëüно работаþщих ìаøин (рабо÷их
станöий). Кажäая ìаøина во всех техноëоãи-
÷еских ëиниях в ëþбой ìоìент вреìени ìожет
выпоëнятü не боëее оäной операöии, ноìер ко-
торой равен ноìеру этой ìаøины, и ìожет на-
÷атü выпоëнение операöии с теì же ноìероì
äруãоãо заäания тоëüко посëе заверøения вы-
поëнения операöии заäания, стоящеãо в посëе-
äоватеëüности выпоëнения на äанной техноëо-
ãи÷еской ëинии непосреäственно переä ниì.
Вреìенаìи перенаëаäок, необхоäиìыìи при
перехоäе ìаøин от выпоëнения операöии пре-
äыäущеãо заäания к посëеäуþщеìу, ìожно
пренебре÷ü.

� Необхоäиìо выпоëнитü N заäаний. Выпоëне-
ние кажäоãо из заäаний ìожет бытü назна÷ено
тоëüко на оäну из техноëоãи÷еских ëиний.

� Кажäое заäание состоит из некоторой посëеäо-
ватеëüности работ (операöий) k = 1, ..., K, ко-
торые äоëжны выпоëнятüся в строãо установ-
ëенной и оäинаковой äëя всех заäаний посëе-
äоватеëüности äруã за äруãоì. При этоì опера-
öия с инäексоì k ìожет выпоëнятüся тоëüко на
опреäеëенной техноëоãи÷ескиì реãëаìентоì
ìаøине с соответствуþщиì инäексоì k.

� Дëитеëüности выпоëнения кажäой из этих опе-

раöий  ( ) известны и ìоãут бытü разëи÷ны

äëя соответствуþщих ìаøин разëи÷ных техно-
ëоãи÷еских ëиний, они зависят от посëеäова-
теëüности выпоëнения остаëüных заäаний на
этой иëи äруãих ìаøинах. Никакая из этих опе-
раöий не äопускает прерываний в проöессе ее
выпоëнения.

� Дëя кажäоãо заäания и äëя кажäой ìаøины
всех рабо÷их станöий ìоãут бытü заäаны оãра-
ни÷ения на на÷аëüные и коне÷ные сроки еãо
выпоëнения и вреìени работы, которые не ìо-
ãут бытü наруøены. Есëи такие оãрани÷ения
отсутствуþт, то äëя на÷аëüных сроков эти ãра-
ни÷ные зна÷ения устанавëиваþтся равныìи ну-
ëþ, а äëя коне÷ных — ∞.

� Все ãрани÷ные зна÷ения и вреìена выпоëнения
операöий преäпоëаãаþтся öеëо÷исëенныìи ве-
ëи÷инаìи.

Необхоäиìо найти поäìножества заäаний, вы-
поëняеìых на кажäой техноëоãи÷еской ëинии, а
также посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний
кажäоãо из этих поäìножеств, в усëовиях оãрани-
÷ений, ÷то сроки на÷аëа и окон÷ания работы ìа-
øин, на÷аëа и заверøения выпоëнения отäеëüных
заäаний уäовëетворяþт всей сфорìуëированной
систеìе оãрани÷ений. В ка÷естве критериев оп-
тиìаëüности ìоãут бытü выбраны разëи÷ные по-
казатеëи эффективности построенноãо расписа-
ния. Как ÷астный сëу÷ай сфорìуëированной заäа÷и

ìоãут рассìатриватüся заäа÷и, в которых оãрани-
÷ения на äопустиìые сроки выпоëнения заäаний
и работы ìаøин отсутствуþт.

В то вреìя как äëя Flow-Shop-Problem и за-
äа÷и построения расписаний выпоëнения работ
на параëëеëüных ìаøинах разработаны аëãорит-
ìы поëу÷ения то÷ных и прибëиженных реøений
(сì., наприìер, работы [2—4, 8, 9]), иссëеäованиþ
свойств этой важной äëя практи÷еских приëоже-
ний заäа÷и не уäеëяëосü äостато÷ноãо вниìания в
ëитературе. Автору не известны пубëикаöии, в ко-
торых быëи бы преäëожены эффективные ìетоäы
реøения сфорìуëированной заäа÷и äëя разëи÷-
ноãо виäа критериев оптиìаëüности и в усëовиях
заäанной систеìы оãрани÷ений. В äанной работе
рассìатривается ìатеìати÷еская ìоäеëü заäа÷и
построения расписаний на параëëеëüно работаþ-
щих систеìах ìаøин, иссëеäуþтся свойства äопус-
тиìых и оптиìаëüных расписаний и преäëаãаþтся
то÷ные и прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷и
посëеäоватеëüныìи аëãоритìаìи оптиìизаöии и
эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи. Аëãоритìы реøе-
ния иëëþстрируþтся ÷исëовыì приìероì.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Так как ноìер операöии оäнозна÷но опреäеëя-
ет и ноìер ìаøины, на которой она выпоëняется,
то ìножество инäексов (i, k, l) оäнозна÷но иäен-
тифиöируþт кажäуþ операöиþ ëþбоãо заäания.

Ввеäеì обозна÷ения:

П = {1, ..., k, ..., K} — посëеäоватеëüностü вы-
поëнения операöий, оäинаковая äëя кажäоãо за-
äания;

t(i, k, l) — вреìя выпоëнения k-й операöии i-ãо
заäания на k-й ìаøине l-й техноëоãи÷еской ëи-
нии;

b
i
, B

i
 — соответственно ãрани÷ные сроки на на-

÷аëо и заверøение выпоëнения i-ãо заäания;

h
lk, H lk — соответственно ãрани÷ные на÷аëüные

и коне÷ные вреìена возìожности испоëüзования
k-й рабо÷ей станöии l-й техноëоãи÷еской ëинии.

Есëи веëи÷ины b
i
 иëи hlk не заäаны, то они по-

ëаãаþтся равныìи нуëþ. В сëу÷ае отсутствия ãра-

ни÷ных зна÷ений B
i
 иëи H lk они поëаãаþтся рав-

ныìи ∞.

Обозна÷иì:

 = { , ..., , ..., } и N l — соответственно

поäìножество и ÷исëо заäаний, выпоëняеìых на

l-й техноëоãи÷еской ëинии,  �  = ∅, l, λ =

= 1, ..., M, l ≠ λ;  =  = {1, ..., N}; N
l = N;

tij
l
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x(i, k, l) — вреìя на÷аëа выпоëнения операöии
(i, k, l);

θ(i, k, l) — äопустиìый наибоëее ранний срок
на÷аëа выпоëнения операöии (i, k, l);

σ(i, k, l) = x(i, k, l) + t(i, k, l) – 1 — вреìя за-
верøения выпоëнения операöии (i, k, l);

T
i
 = σ(i, K, l) — вреìя заверøения выпоëнения

всех операöий i-ãо заäания на l-й пото÷ной ëинии;

T = T
i
 = σ(i, K, l) — вреìя окон÷ания

выпоëнения всеãо ìножества заäаний.

Оãрани÷ения на на÷аëо выпоëнения кажäой
операöии первоãо из выпоëняеìых заäаний на каж-
äой из техноëоãи÷еских ëиний иìеþт виä:

x( , 1, l) l θ( , 1, l) = max(b
i
, hl1),  l = 1, ..., M;

x( , k, l) l θ( , 1, l) = max(σ( , k –1, l) + 1, hlk),

k = k + 1, ..., K,  l = 1, ..., M. (1)

Допустиìый наибоëее ранний срок на÷аëа вы-
поëнения операöий (i, k, l) опреäеëяется выраже-
ниеì

x(i, 1, l) l θ(i, 1, l) = σ(i – 1, 1, l) + 1,

x(i, k, l) l θ(i, k, l) =
= max{σ(i – 1, k, l), σ(i, k – 1, l)} + 1,

(i – 1) = ,  i = , ..., ,  k = k + 1, ..., K,

l = 1, ..., M, (2)

ãäе

σ(  – 1, k, l) = 0,  i = , , ..., . (3)

Оãрани÷ения на вреìена заверøения выпоëне-
ния заäаний ìоãут бытü преäставëены в виäе

T
i
 = σ(i, K, l) m min(B

i
; H lK),

i = 1, ..., N, l = 1, ..., M. (4)

В ка÷естве критериев оптиìаëüности ìоãут рас-
сìатриватüся сëеäуþщие показатеëи:

— выпоëнение расписания в крат÷айøие сроки

F
1
 = min σ(i, K, l), (5)

— ìиниìаëüное среäневзвеøенное вреìя, за-
тра÷енное на выпоëнение всех заäаний

F
2
 = w

i
σ(i, K, l); (6)

— ìиниìаëüное суììарное иëи среäневзве-
øенное вреìя техноëоãи÷еских ëиний

F
3
 = β

l
σ( , K, l); (7)

— ìиниìаëüное суììарное иëи среäневзве-
øенное вреìя работы ìаøин всех техноëоãи÷ес-
ких ëиний

F
4
 = η

lk
σ( , k, l).

В выражениях (6) и (7) w
i
 l 0, i = 1, ..., N, и

β
l
l 0, l = 1, ..., M, η

lk
 l 0 — некоторые весовые ко-

эффиöиенты, уäовëетворяþщие усëовияì норìи-
ровки

w
i
 = 1,  β

l
 = 1,  η

lk
 = 1.

2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ 
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

Обозна÷иì: (i, k) = (i, k, l) = t(i, k, l);

 = h
lk;  = H

lk; k = 1, ..., K.

Пустü известны поäìножества выпоëняеìых

заäаний на кажäой пото÷ной ëинии , l = 1, ..., M.
Вы÷исëиì зна÷ения ранних сроков заверøения

выпоëнения работ на k-й ìаøине ( ), на посëеä-
них (K – k) ìаøинах (k = 1, 2, ..., γ, ..., K – 1) каж-

äой техноëоãи÷еской ëинии , а также оöенку
нижней ãраниöы вреìени выпоëнения всех заäа-

ний на k-й ìаøине на всех ëиниях — 

 = θ(i, 1, l) + t(i, γ, l) ,

l = 1, ..., M,  k = 1, ..., K; (8)

 = t(i, γ, l),  l = 1, ..., M,  k = 1, ..., K;

 = E ,  k = 1, ..., K. (9)

Зäесü и в äаëüнейøеì E[a] — наибоëüøее öеëое
зна÷ение веëи÷ины в кваäратных скобках, т. е.

E[a] = 

ãäе |a| — öеëая ÷астü ÷исëа a.
Утверждение 1. Время завершения выполнения

всех заданий на параллельно работающих системах
машин (значение критерия оптимальности F

1
) не

может быть меньше величины

F
1
 l ξ

0
(F

1
) = (  +  – 2t(i, k, l)). ♦

max
1 l M≤ ≤

max
i Ĩl∈

i1
l

i1
l

i1
l

i1
l

i1
l
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l
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l
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l
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1 l M≤ ≤
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∑
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l 1=

M

∑
k 1=

K
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N

l

i 1=

N

∑
l 1=

M

∑
l 1=

M

∑
k 1=

K

∑

t t min
1 l M≤ ≤

h
k

min
1 l M≤ ≤

H
ˆ k

max
1 l M≤ ≤

I˜
l

g
lk

G
lk

R
k

g
lk min

i Ĩl∈
γ 1=

k

∑

G
lk

min
i Ĩl∈

γ k=

k

∑

R
k 1

N
---- h

k
t i k,( )

i 1=

N

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

a есëи a, a,=
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Опреäеëиì вреìена на÷аëа  и заверøения

 выпоëнения всех работ на кажäой из ìаøин
всех пото÷ных ëиний k = 1, ..., K, l = 1, ..., L:

 = max[hl1, b
i
],

 = max[hl1, b
i
] + t(i, 1, l),

l = 1, ..., L; (10)

 = max{hlk; [θ(i, (k – 1), l) + t(i, (k – 1), l)]},

k = 2, ..., K,  l = 1, ..., L; (11)

 =  + t(i, k, l),

k = 2, ..., K,  l = 1, ..., L, (12)

ãäе зна÷ения θ(i, (k – 1), l) вы÷исëяþтся по фор-
ìуëаì (1) и (2).

Утверждение 2. Время завершения выполнения
всех заданий не может быть меньше величины

F
1
 l ξ

1
(F

1
) =

=  +  – 2 t(i, l, k) . ♦

В сëу÷ае отсутствия оãрани÷ений на вреìена
работы ìаøин и сроки на÷аëа и заверøения вы-

поëнения заäаний (hkl = b
i
 = 0, H

kl = B
i
 = ∞;

k = 1, ..., K, l = 1, ..., L, i = 1, ..., N) выражения
(8)—(10) упрощаþтся:

 = t(i, γ, l),  = E ,

 = t(i, 1, l),  k = 1, ..., K,  l = 1, ..., L,

и оöенки зна÷ения критерия оптиìаëüности ξ
0
(F

1
)

и ξ
1
(F

1
) вы÷исëяþтся по боëее простыì форìуëаì.

Обозна÷иì:  и ,  и  — соответс-
твенно поäìножества и поäпосëеäоватеëüности
выпоëнения заäаний на l-й пото÷ной ëинии в ω-ì
поäìножестве анаëизируеìых вариантов, развитие
которых в äаëüнейøеì соответственно öеëесооб-
разно, и посëе тоãо, как построены все äопустиìые

посëеäоватеëüности äëя äанной ëинии; σ
k
( ),

k = 1, ..., K, — вреìена заверøения выпоëнения
всех заäаний на k-й ìаøине äëя посëеäоватеëü-

ности ; f
p
( ) — зна÷ение соответствуþщеãо

критерия оптиìаëüности äëя посëеäоватеëüности

. В ÷астноì сëу÷ае f
1
( ) = σ

K
( ).

Утверждение 3. Если для двух вариантов ω и π в
процессе построения последовательностей выполне-
ния заданий на некоторой l-й поточной линии спра-
ведливы соотношения

 ⊆ ,  σ
k
( ) m σ

k
( ),  k = 1, ..., K;

f
p
( ) m f

p
( ),  p = 1, ..., P, (13)

и хотя бы одно из неравенств выполняется как стро-

гое неравенство, то последовательность  пред-

почтительнее последовательности , и пос-

ледняя может быть исключена из рассмотрения как
неперспективная. ♦

Следствие. Есëи справеäëивы соотноøения

 ⊆ ,  σ
K
( ) m σ

K
( ),  f

p
( ) m f

p
( ),

p = 1, ..., P, (14)

то посëеäоватеëüностü  преäпо÷титеëüнее пос-

ëеäоватеëüности , и посëеäняя ìожет бытü ис-
кëþ÷ена из рассìотрения как неперспективная. ♦

Правиëо отсева (14) ìожет приìенятüся,
 
коãäа

построены все äопустиìые посëеäоватеëüности

, а правиëо (13) — в проöессе их построения.

Обозна÷иì Ωw(λ) — w-й рассìатриваеìый ва-

риант объеäинения λ-посëеäоватеëüностей 

поäìножества заäаний , l = 1, 2, ..., λ, выпоë-
няеìых на первых λ-пото÷ных ëиниях, λ = 2, ..., L;

[Ωw(λ)] — поäìножество заäаний, вхоäящих в

Ωw(λ);

[Ωw(λ)] = , ãäе  = ∅, 

l
1
, l

2
 = 1, ..., λ,  l

1
 ≠ l

2
. (15)

F
p
[Ωw(λ)] — зна÷ение соответствуþщеãо критерия

оптиìаëüности äëя Ωw(λ). Так, наприìер,

F
1
[Ωw(λ)] = σ

K
( ),

F
2
[Ωw(λ)] = σ

K
( ). (16)

Утверждение 4. Если для двух вариантов w
1
 и w

2

объединения последовательностей (λ) и (λ)
справедливы соотношения

[ (λ)] ⊆ [ (λ)];

F
p
[ (λ)] m F

p
[ (λ)], (17)

и хотя бы одно из неравенств выполняется как стро-

гое неравенство, то объединение (λ) предпочти-
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⎞

g
lk min

i Ĩ
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тельнее (λ), и объединение (λ) может быть
исключено из рассмотрения как неперспективное.

Оценки возможности выполнения заданной сис-

темы ограничений. Поëожив σ(i, 0, l) = 0, вы÷ис-
ëиì вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения ра-
бот на кажäой ìаøине

x(i, k, l) = max(hk, σ(i, k – 1, l) + 1),

σ(i, k, l) = x(i, 1, l) + t(i, k, l) – 1,

i = 1, ..., N,  k = 1, ..., K,  l = 1, ..., L.

Утверждение 5. Если для некоторой пары индек-

сов ( , ) справедливо неравенство

σ( , K, ) > , (18)

то выполнение -го задания на -й поточной линии

недопустимо. Если для некоторого -го задания не-
равенство (18) справедливо для всех значений индек-

сов  = 1, ..., L, то система неравенств задачи не-

совместимая. ♦
Пустü на некотороì s-ì øаãе реøения заäа÷и

опреäеëены  — поäìножества заäаний, выпоë-
няеìых на l-й пото÷ной ëинии.

Упоряäо÷иì все заäания i ∈  в посëеäова-
теëüностü

 = { , , ..., , ..., |  ∈ ,

p = 1, ..., P; B( ) m B( ), p = 1, ..., P – 1},

ãäе P — ÷исëо эëеìентов поäìножества .
Вы÷исëиì зна÷ения

x( , 1, l) l θ( , 1, l) = max(b
i
, hl1),

x(i, k, l) l θ(i, k, l) = max{σ(i – 1, k, l),

σ(i, k – 1, l)} + 1,  i = , ..., , ..., ,

и, есëи i = , то (i – 1) = ;

σ(i, 1, l) = x(i, 1, l) + t(i, 1, l) – 1,

i = , ..., , ..., , ..., .

Y
s(k, l) = t(i, k, l), (k, l) =

= θ(i, 1, l) + t(i, γ, l) ,

(k, l) = t(i, γ, l),

 = { , , ..., , ..., }.

Утверждение 6. Если выполняется хотя бы одно
неравенство из системы неравенств

σ(i, L, l) > B
i
,  i ∈ ,

то подмножество заданий  не может быть вы-
полнено на l-й поточной линии в установленные ог-
раничениями сроки, и строящееся расписание не со-
держит допустимых решений. ♦

Утверждение 7. Если выполняется хотя бы одно
из неравенств системы неравенств

Y
s(k, l) + (k, l) + (k, l) > B

i
,

k = 1, 2, ..., K,  i ∈ ,

то подмножество заданий  не может быть вы-
полнено на l-й поточной линии в установленные ог-
раничениями сроки, и строящееся расписание не со-
держит допустимых решений. ♦

Доказатеëüства утвержäений 6 и 7 привеäены в
работе автора [4].

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

Рассìатриваеìые заäа÷и относятся к кëассу
NP-сëожных заäа÷. Рассìотриì ìетоäы реøения
заäа÷и с поìощüþ аëãоритìов äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования [10] путеì посëеäоватеëüноãо ана-
ëиза с отсевоì неперспективных вариантов [11].
Аëãоритìы реøения заäа÷и состоят из äвух этапов.
На первоì из них строятся разëи÷ные äопустиìые
и перспективные посëеäоватеëüности выпоëнения
заäаний на кажäой из пото÷ных ëиний

 = { , , ..., },

l = 1, ..., L,  ω = 1, ..., W,

ãäе  — ноìера заäаний, вхоäящих в посëеäова-

теëüностü , а P(l, ω) — ÷исëо заäаний в этой
посëеäоватеëüности.

В проöессе построения этих посëеäоватеëüнос-
тей вы÷исëяþтся вреìена на÷аëа и заверøения
выпоëнения всех работ кажäоãо из заäаний на
кажäой ìаøине по форìуëаì и отсеиваþтся вари-
анты, не уäовëетворяþщие систеìе оãрани÷ений
заäа÷и. В проöессе построения на основе правиë
отсева (13) и (14) (сì. утвержäение 3) произвоäит-
ся отсев бесперспективных вариантов. В резуëü-
тате выпоëнения первоãо этапа буäут построены

посëеäоватеëüности  и , объеäинение ко-

торых в ìножество посëеäоватеëüностей Ωr(λ),
r = 1, ..., R, обеспе÷ит поëу÷ение äопустиìых и
оптиìаëüных по разëи÷ныì критерияì оптиìаëü-
ности реøений.
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На второì этапе реøения посëеäоватеëüно
λ = 2, ..., L рассìатриваеì разëи÷ные r-е вариан-

ты Ωr(λ) объеäинения посëеäоватеëüностей ,
l = 1, 2, ..., λ, уäовëетворяþщие соотноøенияì (15)
с отсевоì неперспективных проäоëжений на ос-
нове правиëа отсева (17), сфорìуëированноãо ут-
вержäениеì 4.

Пустü P{Ωr(λ)} — ÷исëо заäаний во ìножестве

Ωr(λ). При построении Ωr(λ + 1) рассìатриваþтся
тоëüко такие посëеäоватеëüности выпоëнения за-
äаний на ëиниях l = (λ + 1), ..., L, äëя которых
справеäëиво соотноøение

P{Ωr(λ)} + P(μ, ω) +

+ P(λ + 1, w) l N,  w = 2, ..., W. (19)

Даëее привоäится форìаëüная схеìа аëãоритìа.
На первом этапе реøения äëя кажäой пото÷ной

ëинии l = 1, ..., L строятся посëеäоватеëüно все äо-

пустиìые посëеäоватеëüности  выпоëнения n
разëи÷ных заäаний p = 2, 3, ..., P(l, ω).

Вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения всех
работ кажäоãо заäания вы÷исëяþтся по форìуëаì
(1)—(4), (10)—(12). Есëи вреìя заверøения выпоë-

нения p-ãо заäания  = σlω(p, K, l) > max(B
p
, HKl)

иëи σlω(p, K, l) > Hkl, то строящаяся посëеäоватеëü-
ностü отбрасывается как неäопустиìая.

Кроìе тоãо, в проöессе построения на основе
соотноøений (13) и (14) искëþ÷аþтся посëеäова-
теëüности, не соäержащие оптиìаëüных реøе-
ний. Дëя äаëüнейøеãо рассìотрения оставëяþтся
в кажäой пото÷ной ëинии тоëüко те посëеäова-

теëüности выпоëнения заäаний , ÷исëо заäа-
ний в которых уäовëетворяþт соотноøениþ (19).

На втором этапе реøения посëеäоватеëüно
строятся разëи÷ные варианты объеäинений посëе-
äоватеëüностей:

Ω2, r = { , },

Ω3, s = {Ω2, r, }, ..., Ωl, s =

= {Ωl – 1, r, }, ..., ΩL, s = {ΩL – 1, r, }.

Допустиìые ìножества объеäинений посëе-

äоватеëüностей Ωl, s = {Ωl – 1, r, }, l = 2, ..., L,
w = 1, ..., W, s, r = 1, ..., R, äоëжны уäовëетворятü

соотноøенияì (15). Дëя построенных ìножеств Ωl, s

вы÷исëяется зна÷ение соответствуþщеãо крите-
рия оптиìаëüности (наприìер, по форìуëаì (16)).
Среäи построенных поäìножеств объеäинений

посëеäоватеëüностей Ωl, s на основе правиëа отсе-
ва (17), сфорìуëированноãо утвержäениеì 4, осу-

ществëяется отсев объеäинений, не соäержащих
оптиìаëüных реøений.

Посëе выпоëнения l-ãо øаãа построения äопус-
тиìых и перспективных объеäинений посëеäова-
теëüностей выпоëнения заäаний на первых l ëини-

ях ΩL, r, r = 1, ..., R, среäи äопустиìых посëеäо-
ватеëüностей выпоëнения заäаний на оставøихся
ëиниях λ = (l + 1), ..., L оставëяеì тоëüко посëе-

äоватеëüности , ÷исëо выпоëняеìых заäаний
в которых

P(λ, w) l

l N – P{Ωr(l)} + P(μ, ω) ,

λ = (l + 1), ..., L.

Есëи существуþт äопустиìые объеäинения пос-

ëеäоватеëüностей ΩL, s = {ΩL – 1, r, }, s = 1, ..., S,
то заäа÷а иìеет S разëи÷ных äопустиìых реøений,
зна÷ения критериев оптиìаëüности которых соот-

ветственно равны F
p
(ΩL, s). Оптиìаëüныì реøени-

еì заäа÷и явëяется расписание, уäовëетворяþщее
соотноøениþ

F
p
( ) = F

p
(ΩL, s),

ãäе F
p
(ΩL, s) — соответствуþщий виä критерия оп-

тиìаëüности.

Так, наприìер,

F
1
( ) = F

1
(ΩL, s) =

= σ[ , K, l],

F
3
( ) = F

3
(ΩL, s) =

= β
l
σ[ , K, l].

4. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

На трех пото÷ных ëиниях, кажäая из которых
состоит из трех ìаøин, необхоäиìо выпоëнитü во-
сеìü заäаний. Кажäое из заäаний ìожет выпоë-
нятüся тоëüко на оäной из пото÷ных ëиний и со-
стоит из трех операöий, которые äоëжны выпоë-
нятся в строãо заäанной посëеäоватеëüности на
посëеäоватеëüно распоëоженных ìаøинах. Вре-
ìена выпоëнения операöий кажäоãо из заäаний на
соответствуþщих ìаøинах этих ëиний, äопусти-
ìые вреìена на÷аëа и äирективные сроки завер-
øения выпоëнения кажäоãо из заäаний, а также
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äопустиìые вреìена работы всех ìаøин кажäой
пото÷ной ëинии привеäены в табë. 1 и 2.

В резуëüтате выпоëнения первоãо этапа аëãо-
ритìа поëу÷ены сëеäуþщие äопустиìые и перс-
пективные расписания выпоëнения заäаний на
техноëоãи÷еских ëиниях.

Первая техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {7}, σ( ) = 28;

2)  = {7, 1}, σ( ) = 33;

3)  = {7, 2}, σ( ) = 37;

4)  = {7, 5}; σ( ) = 33;

5)  = {7, 1, 3}, σ( ) = 36;

6)  = {7, 1, 5}, σ( ) = 39;

7)  = {7, 3, 5}, σ( ) = 38;

8)  = {7, 5, 3}, σ( ) = 36.

Так как σ( ) < σ( ), а  = , то на ос-

нове правиë преäпо÷тения посëеäоватеëüностü 
искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рассìотрения как
неперспективная.

Вторая техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {4}, σ( ) = 20;

2)  = {4, 1}, σ( ) = 26;

3)  = {4, 2}, σ( ) = 33;

4)  = {4, 3}, σ( ) = 24;

5)  = {4, 5}, σ( ) = 24;

6)  = {4, 1, 3}, σ( ) = 32;

7)  = {4, 1, 5}, σ( ) = 32;

8)  = {4, 2, 3}, σ( ) = 37;

9)  = {4, 2, 5}, σ( ) = 37;

10)  = {4, 3, 1}, σ( ) = 34;

11)  = {4, 3, 2}, σ( ) = 39;

12)  = {4, 3, 5}; σ( ) = 28;

13)  = {4, 5, 1}, σ( ) = 32;

14)  = {4, 5, 3}, σ( ) = 28.

15)  = {4, 3, 5, 1}, σ( ) = 37;

16)  = {4, 5, 1, 3}, σ( ) = 36;

17)  = {4, 5, 3, 1}, σ( ) = 36.

Так как σ( ) < σ( ),  = ,

σ( ) < σ( ) и  = , а также σ( ) =

= σ( ) и  = , то посëеäоватеëüности

,   и  искëþ÷аþтся из äаëüнейøеãо
рассìотрения как неперспективные. Так как

σ( ) = σ( ) < σ( ),  =  = ,
то на второì этапе аëãоритìа äостато÷но рассìот-

ретü тоëüко посëеäоватеëüностü .
Третüя техноëоãи÷еская ëиния:

1)  = {8}, σ( ) = 20;

2)  = {8, 6}, σ( ) = 27;

3)  = {8, 6, 1}, σ( ) = 37;

4)  = {8, 6, 2}, σ( ) = 38;

5)  = {8, 6, 3}, σ( ) = 31;

6)  = {8, 6, 5}, σ( ) = 31.

7)  = {8, 6, 3, 5}, σ( ) = 35;

8)  = {8, 6, 5, 3}, σ( ) = 35.

Так как σ( ) = σ( ),  = , то на вто-
роì этапе аëãоритìа äостато÷но рассìотретü тоëü-

ко посëеäоватеëüностü .

Таблица 1

Âðåìåíà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íà ìàøèíàõ ïîòî÷íûõ ëèíèé

№ 
заäа-
ния

Вреìена выпоëнения операöий 
на ìаøинах пото÷ных ëиний

Допустиìые 
сроки 

выпоëнения 
заäаний

На 
ìаøинах 
первой 
ëинии

На 
ìаøинах 
второй 
ëинии

На 
ìаøинах 
третüей 
ëинии

На-
÷аëо

Завер-
øение

1 4 8 5 6 7 6 3 9 7 5 38

2 5 7 10 6 6 12 7 8 9 10 40

3 10 2 3 8 1 4 9 5 4 3 50

4 6 7 8 7 5 8 6 7 9 1 25

5 3 5 6 2 7 4 4 4 4 4 60

6 6 10 3 6 9 7 5 8 6 5 27

7 7 8 8 6 9 10 10 8 8 2 28

8 3 6 7 5 5 9 4 5 7 3 20

Таблица 2

Äîïóñòèìûå âðåìåíà ðàáîòû ìàøèí

Вре-
ìена 

работы 
ìаøин

Первая ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

Вторая ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

Третüя ëиния 
(ноìера 
ìаøин)

№ 1 № 2 № 3 № 1 № 2 № 3 № 1 № 2 № 3

На÷аëо 6 6 6 1 5 5 5 5 5

Завер-
øение

40 40 40 40 40 40 40 40 40
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V˜
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V˜
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V˜
1,5

V˜
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V˜
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V˜
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V˜
1,8

V˜
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На второì этапе реøения заäа÷и поëу÷ены сëе-
äуþщие äопустиìые и перспективные объеäине-
ния посëеäоватеëüностей заäаний, выпоëняеìых
на разëи÷ных пото÷ных ëиниях:

1)  = { , , }, ( ) = (33, 37, 31), 

F
1
( ) = 37;

2)  = { , , }, ( ) = (33, 37, 31), 

F
1
( ) = 37;

3)  = { , , }, ( ) = (36, 33, 31), 

F
1
( ) = 36;

4)  = { , , }, ( ) = (33, 33, 35), 

F
1
( ) = 35.

Так как все остаëüные äопустиìые объеäине-
ния посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний äа-

þт не ëу÷øие, ÷еì F
1
( ), резуëüтаты, то поëу÷ено

оптиìаëüное реøение заäа÷и  = {  = (7, 1),

 = (4, 2),  = (8, 6, 3, 5)}. Вреìена на÷аëа и
заверøения выпоëнения операöий на разëи÷ных
ìаøинах кажäой из ëиний äëя построенноãо рас-
писания привеäены в табë. 3.

5. ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Систеìа состоит из M техноëоãи÷еских ëиний;
M

1
 m M — ÷исëо разëи÷ных по техни÷ескиì харак-

теристикаì техноëоãи÷еских ëиний. Кажäая тех-
ноëоãи÷еская ëиния соäержит K ìаøин, выпоëня-
þщих N заäаний, преäусìатриваþщих выпоëне-
ние K операöий. В усëовиях отсутствия систеìы

оãрани÷ений требуеìое ÷исëо операöий на первоì
этапе реøения составëяет Π

1
 вы÷исëений, расс÷и-

тываеìых по форìуëаì (1)—(3), а также Π
2
 опера-

öий сравнения äëя отсева неперспективных про-
äоëжений. Зна÷ения Π

1
 и Π

2
 вы÷исëяþтся по фор-

ìуëаì:

Π
1
 = O ,

Π
2
 = M

1
R

i
!,

ãäе R
1
 = N; R

i
 = 0,5R

i – 1
(R

i – 1
 – 1), i = 2, ..., N.

Чисëо операöий на второì этапе реøения заäа-

÷и Π
3
 = O .

В сëу÷ае оãрани÷ений объеì вы÷исëений су-
щественно сокращается. Так, наприìер, есëи вре-
ìя работы техноëоãи÷еских ëиний не ìожет пре-
выøатü ìиниìаëüноãо äëя вреìени выпоëнения
n < N заäаний, и при наëи÷ии оãрани÷ений на сро-
ки выпоëнения заäаний в резуëüтате отсева неäо-
пустиìых вариантов, зна÷ения R

i
, i = 1, ..., N, ста-

новятся существенно ìенüøиìи. Всëеäствие это-
ãо при вы÷исëении зна÷ения Π

1
 ÷исëо эëеìентов

суììирования сокращается, ÷то привеäет соответ-
ственно к уìенüøениþ зна÷ений Π

1
, Π

2
 и Π

3
.

Автороì быë выпоëнен вы÷исëитеëüный экс-
периìент на персонаëüноì коìпüþтере с проöес-
сороì Intel Core I-5 3230M, 2,6 ГГö, äо 3,2 ГГö,
3 Mб. Реøаëисü ìоäеëüные заäа÷и теории расписа-
ний по критериþ F

1
 — ìиниìизаöии äëины распи-

Ω1 V˜
1,2

V˜
2,8

V˜
3,6

T Ω1

Ω1

Ω2 V˜
1,2

V˜
2,9

V˜
3,5

T Ω2

Ω2

Ω3 V˜
1,5

V˜
2,3

V˜
3,6

T Ω3

Ω3

Ω4 V˜
1,2

V˜
2,3

V˜
3,7

T Ω4

Ω4

Ω4

Ω4 V˜
1,2

V˜
2,3

V˜
3,6

Таблица 3

Îïòèìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà ïîòî÷íûõ ëèíèÿõ

№ 
ëинии

№ 
заäания

Вреìена выпоëнения операöий заäаний на разëи÷ных ìаøинах

Маøина № 1 Маøина № 2 Маøина № 3
Грани÷ное 
зна÷ение

На÷аëо Заверøение На÷аëо Заверøение На÷аëо Заверøение

1 7 6 12 13 20 21 28 28

1 13 16 21 28 29 33 38

3 17 26 29 30 34 36 50

2 4 1 7 8 12 13 20 25

2 10 15 16 21 22 33 40

3 8 5 8 9 13 14 20 20

6 9 13 14 21 22 27 27

5 14 17 22 25 28 31 60

M1 R1 0,5 Ri 1– Ri 1– 1–( )[ ]
i 2=

N

∑+
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

i 1=

N

∑

Ri

i 1=

N

∑

M

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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сания. Данные вреìен выпоëнения операöий вы-
бираëисü сëу÷айныì образоì из äиапазона 5—20.
Данные ãрани÷ных зна÷ений вреìен работы тех-
ноëоãи÷еских ëиний и заверøения выпоëнения,
äëина заäаний выбираëисü также сëу÷айныì обра-
зоì из соответствуþщеãо äиапазона, øирина ко-
тороãо зависеëа от ÷исëа операöий в заäании и от
зна÷ения ëинãвисти÷еской переìенной («сëабые»,

«среäние», «жесткие»). Зна÷ения b
i
, B

i
 и hlk, H lk вы-

бираëисü также сëу÷айныì образоì из соответст-
вуþщеãо äиапазона, äëина котороãо зависеëа от
÷исëа операöий в заäании и от зна÷ения ëинãви-
сти÷еской переìенной, соответствуþщий терì
которой опреäеëяëся также стохасти÷ески. Ре-
зуëüтаты вы÷исëитеëüноãо экспериìента свеäены
в табë. 4.

Резуëüтаты вы÷исëитеëüноãо экспериìента поä-
твержäаþт поëу÷енные оöенки сëожности преäëа-
ãаеìых аëãоритìов, так как реøение заäа÷ äаже
боëüøей разìерности, но с боëее жесткой систе-
ìой оãрани÷ений иëи с боëüøиì ÷исëоì иäен-
ти÷ных по техни÷ескиì характеристикаì техно-
ëоãи÷еских ëиний требуþт ìенüøих объеìов вы-
÷исëений.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Автороì быëи провеäены вы÷исëитеëüные эк-
спериìенты по реøениþ ìоäеëüных заäа÷ разìер-
ностüþ äо пяти пото÷ных ëиний, вкëþ÷аþщих в
себя äо восüìи ìаøин и выпоëняþщих äо 25 за-
äаний. Экспериìенты показаëи, ÷то преäëожен-

ные то÷ные ìетоäы эффективны при реøении за-
äа÷ в усëовиях жесткой систеìы оãрани÷ений на
сроки выпоëнения заäаний и на вреìена работы
ìаøин ëибо в усëовиях приìенения иäенти÷ных
пото÷ных ëиний. В первоì сëу÷ае происхоäит ин-
тенсивный отсев неäопустиìых посëеäоватеëü-
ностей выпоëнения работ на первоì этапе аëãо-
ритìа. Во второì сëу÷ае — выпоëнение вы÷исëе-
ний на первоì этапе осуществëяется äëя оäной иëи
небоëüøоãо ÷исëа систеì ìаøин. Дëя реøения
практи÷еских заäа÷ боëüøой разìерности ìоãут ус-
пеøно приìенятüся эвристи÷еские и прибëижен-
ные ìетоäы реøения, основанные на свойствах
äопустиìых и оптиìаëüных расписаний, установ-
ëенные в настоящей статüе. Рассìотрение этих
аëãоритìов составëяет преäìет саìостоятеëüной
работы.
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Таблица 4

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

№

Параìетры 
заäа÷и

Параìетры оãрани÷ений
Вреìя 
реøе-
ния, с

M M
1

N K

На вреìя 
работы 
ëиний

На сроки
выпоëнения 

заäаний

1 2 2 8 4 До 4—6 
заäаний

Сëабые
на 4 заäания

12—15

2 3 2 10 5 До 3—5 
заäаний

Сëабые
на 6 заäаний

28—42

4 4 2 12 4 До 3—6 
заäаний

Среäние
на 4 и жесткие 
на 3 заäания

110—130

5 4 2 25 8 До 3—5 
заäаний

Жесткие
на 10, среäние 

на 7—8 
и сëабые на 
5—7 заäаний

320—440

6 5 3 15 3 До 3—4 
заäаний

Сëабые на 2, 
среäние на 3 
и жесткие 

на 3 заäания

230—270
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ÓÄÊ 004.89

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ 

ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÀÖÈÈ ÏÐÎÌÛØËÅÍÍÛÕ ÓÑÒÀÍÎÂÎÊ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Â.Í. Ìåùåðÿêîâ, Î.Â. Ìåùåðÿêîâà, Ï.Â. Ñàðàåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При построении систеì автоìатизаöии техно-
ëоãи÷еских проöессов возìожно приìенение ней-
ронных сетей в сëу÷аях, коãäа траäиöионные ре-
øения неäостато÷но эффективны. Искусственные
нейронные сети ìоãут бытü испоëüзованы äëя ре-
øения разëи÷ных заäа÷, таких как ìоäеëирование
техноëоãи÷еских проöессов, управëение объекта-
ìи, äиаãностика оборуäования, проãнозирование
ситуаöий.

Нейронная сетü явëяется ìатеìати÷ескиì ап-
паратоì, который иìеет ряä преиìуществ в заäа-
÷ах ìоäеëирования и управëения по сравнениþ с
траäиöионныìи систеìаìи: возìожностü реаëи-
заöии заäа÷ с существенныìи неëинейностяìи,
высокая произвоäитеëüностü вы÷исëений бëаãо-
äаря параëëеëüности нейронной сети, способностü
к обу÷ениþ и обобщениþ накопëенных знаний
[1—3].

Нейросетевые техноëоãии успеøно приìеня-
þтся äëя реøения заäа÷ проãнозирования зна÷е-
ний выхоäных параìетров сëожных техноëоãи-
÷еских проöессов, характерных, наприìер, äëя
ìетаëëурãи÷ескоãо произвоäства. В таких сëу÷аях
перспективно приìенение ìноãозна÷ной нейрон-
ной сети, функöионируþщей на ìножестве коìп-
ëексных ÷исеë, обëаäаþщей некоторыìи преиìу-
ществаìи по сравнениþ с кëасси÷ескиìи нейрон-
ныìи сетяìи на ìножестве äействитеëüных ÷исеë.

Мноãозна÷ные нейронные сети отëи÷аþтся боëее
быстрыì аëãоритìоì обу÷ения и боëее то÷ныì
проãнозоì, ÷то позвоëяет суäитü о возìожности их
приìенения к ìоäеëированиþ техноëоãи÷еских
проöессов.

Цеëü иссëеäования состоит в разработке ìето-
äики ìоäеëирования техноëоãи÷еских проöессов с
поìощüþ ìноãозна÷ных нейронных сетей. Акту-
аëüностü äанной работы опреäеëяется необхоäи-
ìостüþ приìенения наибоëее совреìенных ìате-
ìати÷еских ìетоäов, к которыì относятся ней-
ронные сети, äëя ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
техноëоãи÷еских проöессов, проãнозирования зна-
÷ений техноëоãи÷еских параìетров и управëения.

1. ÀÍÀËÈÇ ÌÅÒÎÄÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

В управëении проìыøëенныìи проöессаìи со
сëожныìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи эффектив-
но приìеняþтся ПИ- и ПИД-контроëëеры, и зна-
ние то÷ной ìоäеëи проöесса не обязатеëüно. Эти
контроëëеры строятся на основе кëасси÷еской те-
ории управëения. Теì не ìенее, ПИД-контроëëе-
ры обëаäаþт ряäоì неäостатков. При возникнове-
нии возìущений требуется ру÷ная перенастройка
параìетров. При наëи÷ии в систеìе переìенных
параìетров, вреìенных заäержек, существенных
неëинейностей и поìех, ПИД-контроëëеры ìоãут
не обеспе÷итü оптиìаëüноãо управëения.

Иäея управëения с саìонастройкой быëа преä-
ëожена Каëìаноì. В ее основе ëежит конöепöия

Рассìотрена ìноãозна÷ная пороãовая ëоãика, на которой базируþтся основные принöи-

пы ìноãозна÷ных нейронов, пере÷исëены преиìущества ìноãозна÷ных нейронных се-

тей. Дëя ìноãозна÷ноãо нейрона опреäеëена функöия активаöии и привеäены аëãоритì

обу÷ения и аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной нейронной сети ìетоäоì обратноãо рас-

пространения оøибки. Преäëожен ìетоä приìенения ìноãозна÷ных нейронных сетей

äëя реøения заäа÷и ìоäеëирования техноëоãи÷еских проöессов.

Ключевые слова: ìатеìати÷еское ìоäеëирование, ìноãозна÷ная нейронная сетü, нейросетевое уп-
равëение.

pb0613.fm  Page 71  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

72 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

ìаøины, которая бы автоìати÷ески выпоëняëа
саìонастройку. Проäоëжениеì этой иäеи быëо
созäание ПИД-управëения с саìонастройкой, ко-
торое позвоëяет контроëëераì приспосабëиватüся
к изìененияì параìетров объекта управëения в
оперативноì режиìе. Винтãенìаркоì быëа преä-
ëожена схеìа саìонастраиваþщеãося контроëëера
на основе схеìы разìещения поëþсов.

Еще оäин ìетоä управëения — аëãоритì обоб-
щенноãо управëения по ìиниìаëüной äисперсии.
Такое управëение на основе äоëãосро÷ноãо про-
ãнозирования преäпоëаãает приìенение ряäа ìе-
тоäов обобщенноãо управëения (äинаìи÷еское
ìатри÷ное проãнозирование, аäаптивное управ-
ëение по расøиренноìу ãоризонту, обобщенное
проãнозируþщее управëение) [1].

Оäин из наибоëее эффективных — ìетоä не÷ет-
коãо управëения. Лоãи÷еский контроëëер ìожет
разрабатыватüся по ëинãвисти÷ескиì правиëаìи,
и äëя неãо не требуется априорная ìатеìати÷еская
ìоäеëü объекта. Он ìожет приìенятüся äëя ìно-
ãоìерных неëинейных проöессов, äëя систеì с не-
известной äинаìикой.

Аäаптивные ìетоäы управëения требуþт наëи-
÷ия ìатеìати÷еской ìоäеëи, основанной на физи-
÷еских явëениях. При изìенениях в объекте уп-
равëения иëи во внеøних усëовиях необхоäиìа
перенастройка ìоäеëи и опреäеëение новоãо за-
кона управëения. Дëя приìенения ìетоäов уп-
равëения на практике они äоëжны обëаäатü спо-
собностüþ к обу÷ениþ, ãибкостüþ, устой÷ивостüþ,
неëинейностüþ. Нейросетевые ìетоäы управëе-
ния обëаäаþт этиìи свойстваìи.

Нейросетевое управëение иìеет ряä преиìу-
ществ по сравнениþ с пере÷исëенныìи ранее ìе-
тоäаìи. Нейронные сети обëаäаþт свойствоì неëи-
нейности, способностüþ к саìообу÷ениþ, в отëи-
÷ие от äруãих ìетоäов нейроуправëение не требует
сëожноãо ìатеìати÷ескоãо аппарата и боëüøоãо
объеìа априорной инфорìаöии об объекте. Кроìе
тоãо, нейронные сети обеспе÷иваþт параëëеëüнуþ
обработку инфорìаöии [1, 4].

2. ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÉ ÍÅÉÐÎÍ

Мноãозна÷ные нейроны основаны на ìноãо-
зна÷ной пороãовой ëоãике [5] и опреäеëены на
ìножестве коìпëексных ÷исеë. Их вхоäы, выхоäы
и весовые коэффиöиенты явëяþтся коìпëексны-
ìи ÷исëаìи.

Гëавные преиìущества ìноãозна÷ных нейро-
нов по сравнениþ с äруãиìи типаìи нейронов за-
кëþ÷аþтся в зна÷итеëüно боëее высоких функöи-
онаëüных возìожностях быстро схоäящихся аëãо-
ритìов обу÷ения. Высокие функöионаëüные
возìожности озна÷аþт, ÷то ëþбая заäанная ìно-
ãозна÷ная функöия ìожет бытü реаëизована на оä-

ноì нейроне [6]. Мноãозна÷ные нейроны быстрее
обу÷аþтся и ëу÷øе аäаптируþтся, обу÷аþтся äаже
неëинейныì функöияì. Кроìе тоãо, в отëи÷ие от
обы÷ноãо нейрона, функöионируþщеãо на поëе
äействитеëüных ÷исеë, ìноãозна÷ный нейрон спо-
собен реøитü пробëеìу искëþ÷аþщеãо ИЛИ.

Так как функöионаëüностü отäеëüно взятоãо
ìноãозна÷ноãо нейрона выøе, ÷еì обы÷ноãо ней-
рона, функöионаëüностü ìноãозна÷ной нейрон-
ной сети также выøе. Даже ìаëая ìноãозна÷ная
нейронная сетü обу÷ается быстрее, ÷еì нейронная
сетü на äействитеëüных ÷исëах.

На рис. 1 преäставëена ìоäеëü ìноãозна÷ноãо
нейрона. Матеìати÷еская ìоäеëü нейрона харак-
теризуется вхоäныìи сиãнаëаìи х

1
, ..., х

n
 , весовы-

ìи коэффиöиентаìи w
1
, ..., w

n
, функöией актива-

öии f(x
1
, ..., x

n
) и выхоäныì сиãнаëоì y. Зна÷ения

вхоäных сиãнаëов переìножаþтся на соответству-
þщие весовые коэффиöиенты, посëе ÷еãо суììи-
руþтся, и к этоìу зна÷ениþ приìеняется функöия
активаöии, преобразуþщая взвеøеннуþ суììу в
выхоäной сиãнаë.

Особенностü ìноãозна÷ноãо нейрона состоит в
тоì, ÷то вхоäы, весовые коэффиöиенты и выхоä
нейрона явëяþтся коìпëексныìи ÷исëаìи, а функ-
öия активаöии — пороãовой ìноãозна÷ной функ-
öией. Вхоäы и выхоä ëежат на еäини÷ной окруж-
ности в коìпëексной пëоскости.

Рассìотриì ìноãозна÷нуþ пороãовуþ функ-
öиþ, которая опреäеëена на ìножестве коìпëекс-
ных ÷исеë [5]. Она приниìает зна÷ения корней сте-
пени k из еäиниöы. Рассìотриì ìножество E(P),
образованное корняìи степени k из еäиниöы:

E(p) = ,  j = 0, 1, ..., k – 1.

Рассìотриì коìпëекснуþ пëоскостü и пока-
жеì, ãäе распоëожены эти корни. Разäеëиì еäи-
ни÷нуþ окружностü на k ÷астей. На рис. 2 приве-
äен приìер äëя сëу÷ая k = 8.

Такиì образоì, в ìноãозна÷ной ëоãике на по-
ëе коìпëексных ÷исеë äействует ìноãозна÷ная
(k-зна÷ная) функöия n переìенных f (x

1
, ..., x

n
) :

 → E
k
.

Рис. 1. Модель многозначного нейрона
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Мноãозна÷ный нейрон реаëизует принöипы
ìноãозна÷ной пороãовой ëоãики. Он преäставëя-
ет перехоä ìежäу n вхоäаìи и оäниì выхоäоì. Та-
кие нейроны функöионируþт на поëе коìпëекс-
ных ÷исеë.

Мноãозна÷ная пороãовая функöия привеäена в
работах [2, 5]:

P(z) = CSIGN(z) =  = ,  j = 0, 1, ..., k – 1,

есëи argz ∈ .

Ее ìожно трактоватü сëеäуþщиì образоì: есëи
коìпëексное ÷исëо z распоëожено в j-ì секторе,

так ÷то  m argz < , то P(z) = .

Отìетиì, ÷то буëева пороãовая функöия преä-
ставëяет собой ÷астный сëу÷ай ìноãозна÷ной поро-
ãовой функöии. В саìоì äеëе, в сëу÷ае k = 2 функ-
öия активаöии ìожет бытü преäставëена в виäе:

P(z) = 

В проöессе обу÷ения ìноãозна÷ный нейрон
корректирует свои весовые коэффиöиенты в соот-
ветствии с правиëоì корректировки весов. Друãи-
ìи сëоваìи, в хоäе итераöионноãо проöесса обу-
÷ения весовые коэффиöиенты изìеняþтся каж-
äый раз, коãäа äëя некоторой обу÷аþщей выборки
факти÷еское зна÷ение выхоäа нейрона не совпа-
äает с жеëаеìыì выхоäоì.

Доказано, ÷то аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷-
ных нейронов схоäится за коне÷ное ÷исëо øаãов
[7]. Так как обу÷ение ìноãозна÷ных нейронов не
своäится к реøениþ некоторой заäа÷и оптиìиза-
öии, пробëеìа ëокаëüноãо ìиниìуìа не возникает.

Ввеäеì обозна÷ения: X = (x
1
, ..., x

n
) — вектор вхо-

äов; W = (w
1
, ..., w

n
) — вектор весовых коэффиöи-

ентов; z = w
0
 + x

1
w

1
 + ... + x

n
w

n
 — взвеøенная суì-

ìа; f(x
1
, ..., x

n
) = P(z) = P(w

0
 + x

1
w

1
 + ... + x

n
w

n
) —

ìноãозна÷ная пороãовая функöия активаöии;
y = P(z) — выхоä нейрона; d — ожиäаеìый выхоä;
δ = d – y — оøибка нейрона.

Алгоритм 1. Обучение многозначного нейрона

1. Поäатü вхоäы нейрона, расс÷итатü выхоä y.
2. Расс÷итатü оøибку нейрона δ = d – y.
3. Изìенитü веса по правиëу корректировки ве-

сов [8]:

W
r + 1

 = W
r
 + (d – y)  = W

r
 + δ ,

ãäе r — ноìер итераöии; С
r
 — скоростü обу÷ения;

 — вектор, сопряженный вхоäноìу.
4. Есëи критерий останова не выпоëняется, пе-

рейти на øаã 1;

MSE =  < λ,

RMSE =  = ,

ãäе γ
s
 — оøибка на s-ì обу÷аþщеì приìере, λ —

то÷ностü обу÷ения.

3. ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÀß ÍÅÉÐÎÍÍÀß ÑÅÒÜ

Рассìотриì ìноãосëойнуþ нейроннуþ сетü
пряìоãо распространения на основе ìноãозна÷-
ных нейронов (рис. 3). Вхоäной сиãнаë в таких се-
тях распространяется в пряìоì направëении, от
сëоя к сëоþ. Чисëо вхоäных и выхоäных эëеìен-
тов в ìноãосëойноì нейронной сети опреäеëяется
усëовияìи заäа÷и.

Преäставиì аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной
нейронной сети в векторноì виäе, äëя этоãо вве-
äеì обозна÷ения: L — ÷исëо сëоев нейронной се-

ти; X l — вектор вхоäов l-ãо сëоя, l = 1, ..., L; W l —
вектор весовых коэффиöиентов l-ãо сëоя; Y — век-

Рис. 2. Корни степени 8 из единицы
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Рис. 3. Многозначная нейронная сеть
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тор выхоäов нейронной сети; D — вектор жеëае-

ìых выхоäов нейронной сети; δl — вектор оøибок
l-ãо сëоя.

Аëãоритì обу÷ения ìноãозна÷ной нейронной
сети ìетоäоì обратноãо распространения оøибки
по сути анаëоãи÷ен кëасси÷ескоìу аëãоритìу äëя
нейронных сетей, äействуþщих на ìножестве äей-
ствитеëüных ÷исеë, но отëи÷ается боëüøиì быст-
роäействиеì. Этот аëãоритì иìеет ряä преиìу-
ществ: основан на правиëе корректировки оøибки
и не требует вы÷исëения произвоäной; саìоаäап-
таöия скорости обу÷ения äëя всех нейронов; боëее
высокие быстроäействие и скоростü распознава-
ния/преäсказания/кëассификаöии по сравнениþ
с äруãиìи нейронныìи сетяìи, не÷еткиìи сетяìи
на основе ìетоäа опорных векторов.

Алгоритм 2. Обучение многозначной нейронной

сети

1. Поäатü вхоäы нейронной сети X l, расс÷итатü
вектор выхоäов.

2. Расс÷итатü оøибку нейронной сети

δl = .

3. Расс÷итатü вектор оøибок кажäоãо сëоя

δl = , ãäе l = 1, ..., L – 1.

4. Изìенитü веса по правиëу корректировки
весов:

 =  + δl , ãäе l = 1, ..., L.

5. Есëи критерий останова не выпоëняется, пе-
рейти на øаã 1;

MSE =  < λ,

RMSE =  = ,

ãäе γ
s
 — оøибка на s-ì обу÷аþщеì приìере, λ —

то÷ностü обу÷ения.

4. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ 

ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Мноãозна÷ные нейронные сети ìоãут бытü при-
ìенены äëя проãнозирования параìетров техноëо-
ãи÷еских проöессов. В ка÷естве вхоäов X = (x

1
, ..., x

n
)

нейронной сети ìоãут выступатü изìеряеìые ве-
ëи÷ины, а в ка÷естве выхоäа Y — ìоäеëируеìое
зна÷ение. Нейронная сетü строится сëеäуþщиì
образоì: выбирается ÷исëо сëоев и скрытых ней-

ронов, весовые коэффиöиенты W = (w
1
, ..., w

n
) —

произвоëüные коìпëексные ÷исëа. Даëее на обу-
÷аþщей выборке произвоäится обу÷ение нейрон-
ной сети по аëãоритìу, описанноìу в § 2. Посëе
обу÷ения сети ìы поëу÷аеì ìатеìати÷ескуþ ìо-
äеëü проöесса в виäе ÷ерноãо ящика: иìееì вхоä-
ные зна÷ения и выхоäные зна÷ения, которые опи-
саны некоторой зависиìостüþ, скрытой внутри
ìноãозна÷ной сети.

Бëаãоäаря эффективноìу ìоäеëированиþ äо-
стиãается оптиìаëüное управëение разëи÷ныìи
объектаìи. Аппарат ìноãозна÷ных нейронных се-
тей позвоëяет успеøно реаëизовыватü заäа÷у про-
ãнозирования и ìоäеëирования техноëоãи÷еских
проöессов, при этоì проявëяþтся преиìущества
этоãо типа нейронных сетей [9].

5. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Работаþщая и аäекватная ìоäеëü техноëоãи÷ес-
коãо проöесса позвоëяет проãнозироватü зна÷ения
техноëоãи÷еских параìетров, ÷то привоäит к реøе-
ниþ обратной заäа÷и ìоäеëирования — управëе-
ниþ. В реаëüноì произвоäстве ÷астü переìенных
изìеряется с боëüøой поãреøностüþ, а некоторые
возìущаþщие переìенные и факторы вообще не
поääаþтся изìерениþ и контроëþ [10], поэтоìу
äëя поëу÷ения проäукöии требуеìоãо ка÷ества
необхоäиì контроëü техноëоãи÷еских параìетров.
В äанной работе äëя этой заäа÷и преäëожен аппа-
рат ìноãозна÷ных нейронных сетей.

При управëении с поìощüþ нейронных сетей
испоëüзуется ìоäеëü объекта управëения в виäе
÷ерноãо ящика. Состояние объекта нейроуправëе-
ния с÷итается неäоступныì äëя внеøнеãо набëþ-
äения, а набëþäаеìыìи явëяþтся текущие зна÷е-
ния вхоäа и выхоäа [4].

Основные ìетоäы нейроуправëения: поäража-
þщее нейроуправëение (Controller Modeling), ин-
версное нейроуправëение (Direct Inverse Control),
проãнозируþщее нейроуправëение (NN Predictive
Control), ãибриäное нейроуправëение, вспоìоãа-
теëüное нейроуправëение (Adaptive Inverse Control)
[4] и äр.

Друãой поäхоä к нейронноìу управëениþ —
косвенное аäаптивное управëение (управëение с
пассивной аäаптаöией иëи косвенныì изìерени-
еì возìущений), в зарубежной ëитературе он из-
вестен поä названиеì Internal Model Control (IMC).
Этот ìетоä позвоëяет коìпенсироватü возìуще-
ния. Дëя оöенки возìущений вы÷исëяется раз-
ностü реãистрируеìоãо выхоäа объекта y(t) и ìо-
äеëи (рис. 4). Сиãнаë рассоãëасования e(t), вы÷и-
таеìый из сиãнаëа уставки r(t), испоëüзуется äëя
оöенки возìущения d(t). Данная схеìа ÷асто при-
ìеняется в со÷етании с кëасси÷ескиìи поäхоäа-
ìи к синтезу систеì управëения, к приìеру, с
ПИД-реãуëятороì [12].
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В этой схеìе äëя управëения объектоì испоëü-
зуþтся äве нейронные сети — нейроконтроëëер и
нейроэìуëятор. Нейроэìуëятор сëужит пряìой
ìоäеëüþ объекта, а нейроконтроëëер — инверсной
ìоäеëüþ и преäназна÷ен äëя выработки управëя-
þщеãо сиãнаëа. В такой архитектуре нейронноãо
управëения приìеняется аëãоритì обратноãо рас-
пространения и обеспе÷ивается боëее то÷ное не-
посреäственное обу÷ение нейроконтроëëера, так
как оøибка ìожет распространятüся в обратноì
направëении ÷ерез эìуëятор в кажäой выборке [1].

В ка÷естве нейроконтроëëера и нейроэìуëято-
ра преäëаãается испоëüзоватü ìноãозна÷ные ней-
ронные сети. Обу÷ение пряìоãо нейроэìуëятора
происхоäит в режиìе офф-ëайн. Дëя этоãо при-
ìеняется аëãоритì 2 — аëãоритì обратноãо рас-
пространения äëя ìноãозна÷ной нейронной сети.
Обу÷ение происхоäит äо тех пор, пока отëи÷ие вы-
хоäных сиãнаëов объекта и ìоäеëи (нейроэìуëя-
тора) не буäет незна÷итеëüныì. Даëее, также с по-
ìощüþ аëãоритìа 2, происхоäит он-ëайн обу÷ение
нейроконтроëëера — инверсной ìоäеëи. На вхоä
нейроконтроëëера поступает зна÷ение уставки r(k)
äëя сëеäуþщеãо такта, нейроконтроëëер ãенериру-
ет зна÷ение управëяþщеãо сиãнаëа u(k – 1), кото-
рый иäет на вхоä объекта управëения и ìоäеëи. На
объект также возäействуþт возìущения d(k). В ре-
зуëüтате вырабатывается выхоä объекта управëе-
ния y(k) и выхоä ìоäеëи — нейроэìуëятора y

nn
(k).

Разностü этих зна÷ений явëяется оøибкой управ-
ëения e

m
(k) = y

nn
(k) – y(k), которая пропускается

в обратноì направëении (при этоì весовые коэф-
фиöиенты нейроэìуëятора не корректируþтся).
Посëе прохожäения нейроэìуëятора оøибка äаëее
распространяется ÷ерез нейроконтроëëер, ãäе кор-
ректируþтся весовые коэффиöиенты. Этот ìетоä
позвоëяет оöениватü возìущения по реакöии ìо-
äеëи объекта на управëяþщие возäействия [11].
Он ìожет бытü приìенен äëя ìоäеëирования на-
ãрузки [12].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Интеëëектуаëüное управëение нахоäит все бо-
ëее øирокое приìенение в разëи÷ных техни÷еских
приëожениях. Во ìноãих сëу÷аях обу÷ение систеìы

управëения äоëжно бытü выпоëнено с у÷етоì раз-
ëи÷ных факторов, таких как äинаìи÷еские и стати-
÷еские характеристики объекта, возìущения окру-
жаþщей среäы. Бëаãоäаря особенностяì обу÷ения,
параëëеëüности и аäаптаöии ìноãозна÷ные нейрон-
ные сети, отëи÷аþщиеся боëее простыìи и быст-
рыìи аëãоритìаìи обу÷ения, боëее то÷ныì про-
ãнозоì выхоäных параìетров, ìоãут успеøно при-
ìенятüся äëя реøения заäа÷ ìоäеëирования и
управëения техни÷ескиìи проöессаìи.

Преäëоженный поäхоä к ìоäеëированиþ и уп-
равëениþ техноëоãи÷ескиìи проöессаìи с поìо-
щüþ ìноãозна÷ных нейронных сетей позвоëяет
повыситü то÷ностü систеìы управëения и, в своþ
о÷ереäü, ка÷ество коне÷ной проäукöии.
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ÑÈÌÏÎÇÈÓÌ «ÌÅÐÛ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ», 
ÏÎÑÂßÙÅÍÍÛÉ 75-ËÅÒÈÞ À.ß. ×ÅÐÂÎÍÅÍÊÈÑÀ

В ãороäе Пафос на Кипре 2 октября 2013 ã.
состояëся ìежäунароäный сиìпозиуì «Меры
сëожности», посвященный 75-ëетиþ Аëексея Яков-
ëеви÷а Червоненкиса. В еãо проãраììе быëи преä-
ставëены äокëаäы, посвященные истории и сов-
реìенноìу состояниþ пробëеìы ìаøинноãо обу-
÷ения и распознавания образов. Она соäержаëа
äокëаäы Р. Даäëи (США), А. Гаììерìана и В. Вов-
ка (Веëикобритания), Б. Шеëüкопфа (Герìания),
Л. Ботту (США) и К. Воронöова (Россия). В работе
Сиìпозиуìа в режиìе теëеконференöии приняë
у÷астие ìноãоëетний коëëеãа þбиëяра В.Н. Вап-
ник (США). С сообщениеì на теìу «Меры сëож-
ности» выступиë саì А.Я. Червоненкис. В про-
÷итанных на Сиìпозиуìе äокëаäах поä÷еркнута
важная роëü, которуþ ìетоäы ìаøинноãо обу÷е-
ния, разработанные А.Я. Червоненкисоì вìесте с
В.Н. Вапникоì, сыãраëи в теории распознавания
образов и ìаøинноãо обу÷ения.

В своеì äокëаäе «От кëассов событий к кëассаì
функöий» Р. Дадли отìетиë, ÷то существуþт воз-
ìожные расøирения äействия закона боëüøих
÷исеë на сеìейства функöий и ÷то иссëеäования
В. Вапника и А. Червоненкиса открыëи возìожнос-
ти расøирения äействия öентраëüной преäеëüной
теореìы на новые обëасти. Он отìетиë ìноãо÷ис-

ëенные приìенения такоãо расøирения в статис-
тике вообще, а не тоëüко в исхоäно поставëенной
заäа÷е ìаøинноãо обу÷ения. По еãо сëоваì, «пос-
ëе некоторых преäøественников XIX в., утверж-
äение о виäе сëожности кëасса ìножеств, сäеëан-
ное А. Червоненкисоì и В. Вапникоì в 1968 ã.,
зна÷итеëüно расøириëо сферу äействия законов

боëüøих ÷исеë в теории вероятностей1».
В своеì выступëении А. Гаммерман изëожиë ос-

новные факты нау÷ной биоãрафии þбиëяра. Пос-
ëе окон÷ания в 1961 ã. Московскоãо физико-тех-
ни÷ескоãо института А.Я. Червоненкис у÷аствоваë
в созäании светоìузыкаëüной установки, которая
в 1961 ã. äеìонстрироваëасü в Лонäоне. Увëекøисü
заäа÷ей распознавания образов, он быстро про-
äвинуëся в ней и скоро стаë авторитетоì в этой
обëасти. В 1971 ã. А.Я. Червоненкис защитиë кан-
äиäатскуþ äиссертаöиþ, а с 1987 по 2005 ã. по сов-
ìеститеëüству выпоëняë обязанности нау÷ноãо
консуëüтанта фирìы «Интеãра», созäавая коìпüþ-
терные проãраììы äëя управëения разработкой
ìесторожäений зоëота и äруãих äраãоöенных ìе-
таëëов. За эти работы А.Я. Червоненкис уäостоен
Госуäарственной преìии СССР. В 2000—2009 ãã.
он быë профессороì Центра коìпüþтерноãо обу-
÷ения Короëевскоãо университета в Лонäоне и еìу
присвоено звание По÷етноãо профессора Лон-
äонскоãо университета. С 2007 ã. по настоящее
вреìя А.Я. Червоненкис, буäу÷и старøиì нау÷-
ныì сотруäникоì Института пробëеì управëения
иì. В.А. Трапезникова РАН, по совìеститеëüству
работает консуëüтатноì фирìы «Янäекс» в России.

В своеì выступëении В. Вовк рассказаë об ис-
тории развития работ по распознаваниþ образов в
Институте пробëеì управëения. В ÷астности, он
отìетиë роëü М.А. Айзерìана и М.А. Браверìана.
Посëе опубëикования ìоноãрафии «Теория рас-
познавания образов» (1974) А.Я. Червоненкис и
В.Н. Вапник стаëи признанныìи авторитетаìи в
теории распознавания образов и коìпüþтерноãо
обу÷ения. Среäи наибоëее зна÷иìых резуëüтатов

1
 Artificial intelligence applications and innovations / Н. Papa-

dopoulos, A.S. Andreou, L. Iliadis, I. Maglogiannis (Eds.). — Hei-
delberg, New-York, Dordrecht, London: Springer, 2013. — P. XIX.

ðîíèêàÕ
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А.Я. Червоненкиса нахоäится разработанный иì
вìесте с В.Н. Вапникоì аëãоритì распознавания
образов, известный как «ìетоä обобщенноãо порт-

рета2». Развитие принöипов и аëãоритìов опти-
ìаëüноãо выбора сëожности в заäа÷е распознава-
ния образов на основе äоступных экспериìентаëü-
ных äанных и сëожности кëасса реøаþщих правиë
стаëо основой ìноãих аëãоритìов ìаøинноãо обу-
÷ения. А.Я. Червоненкису принаäëежит вывоä не-
обхоäиìых и äостато÷ных усëовий равноìерной
схоäиìости среäних зна÷ений к ìатеìати÷ескоìу
ожиäаниþ, а также изу÷ение характеристики кëас-
са ìножеств, воøеäøей в совреìеннуþ ìатеìати-
ку как функöия Вапника—Червоненкиса (разìер-
ностü Вапника—Червоненкиса, VC-dimension).

В äокëаäе Б. Шелькопфа «При÷инные связи и
статисти÷еское обу÷ение» поставëена общая про-
бëеìа изу÷ения при÷инных связей на основе их
статисти÷еских «отпе÷атков». Автор рассìотреë
заäа÷и приìенения при÷инных структур в сöена-
риях ìаøинноãо обу÷ения, таких как ковариаöи-
онный сäвиã иëи обу÷ение с ÷асти÷ныì привëе÷е-
ниеì у÷итеëя.

Свой äокëаä «О возникновении ëеììы Вапни-
ка — Червоненкиса» Л. Ботту посвятиë истории
разработки теории распознавания образов. Он от-
ìетиë, ÷то перехоä от простоãо закона боëüøих
÷исеë к равноìерноìу закону боëüøих ÷исеë ос-
новывается на важной коìбинаторной ëеììе, äо-
казатеëüство которой появиëосü в нескоëüких
странах по÷ти оäновреìенно. Он привеë äанные
по анаëизу этоãо перехоäа, который он назваë пот-
рясаþщиì, «earth shattering result».

В äокëаäе К. Воронцова «Коìбинаторная теория
оверфиттинãа: как связностü и расщепëенностü
уìенüøаþт ëокаëüнуþ сëожностü» рассìотрен но-
вый поäхоä, позвоëяþщий поëу÷итü ãраниöы ве-
роятности оверфиттинãа, зависящие от исхоäных
äанных. Этот поäхоä требует преäставëения поис-
ковоãо пространства в виäе направëенных аöикëи-
÷еских ãрафов, обы÷но весüìа боëüøоãо разìера.
В отëи÷ие от ìетоäов бустинãа, баããинãа иëи ìе-
тоäа сëу÷айных äеревüев, изу÷аþщих боëüøие ан-
саìбëи сëабых кëассификаторов, в äокëаäе рас-
сìатриваþтся ìаëые ансаìбëи сиëüных кëассифи-
каторов.

С äокëаäоì на теìу «Меры сëожности» высту-
пиë А.Я. Червоненкис. По еãо сëоваì, ÷еì сëожнее
восстанавëиваеìая зависиìостü, теì боëüøе äоë-
жен бытü разìер обу÷аþщеãо ìножества äëя ее

построения. Вероятно, первыì теорети÷ескиì ре-
зуëüтатоì в этой обëасти быëа теореìа Котеëüни-
кова (критерий Найквиста). Теореìа утвержäает,
÷то äëя восстановëения непрерывной функöии на
основании некотороãо ÷исëа изìерений в äиск-
ретных то÷ках необхоäиìо коëи÷ество изìерений,
пропорöионаëüное øирине ее спектра. Такиì об-
разоì, саìа øирина спектра ìожет сëужитü оäной
из возìожных ìер сëожности. В общеì сëу÷ае ис-
сëеäоватеëü äоëжен оãрани÷итü себя опреäеëен-
ныì уровнеì сëожности ìоäеëи, который зависит
от объеìа äанных, ÷то привоäит к необхоäиìости
опреäеëения понятия сëожности и к поиску спо-
собов ее коëи÷ественной оöенки.

Совìестно с В.Н. Вапникоì А.Я. Червоненкис
свеë анаëиз способности систеìы к обу÷ениþ к
пробëеìе равноìерной схоäиìости ÷астот к веро-
ятностяì по кëассу событий (иëи равноìерной
схоäиìости среäних к ìатеìати÷ескиì ожиäанияì
по кëассу функöий). Усëовия равноìерной схоäи-
ìости быëи сфорìуëированы иìи в терìинах ин-
äекса кëасса событий относитеëüно заäанной вы-
борки, функöии роста и так называеìой разìер-
ности Вапника—Червоненкиса. Есëи равноìерная
схоäиìостü иìеет ìесто, то систеìа способна обу-
÷атüся. Оäнако противное не верно: систеìа ìожет
сохранитü способностü к обу÷ениþ, äаже есëи та-
кая схоäиìостü отсутствует. Можно указатü при-
ìеры поиска реøаþщеãо правиëа, зависящеãо от
о÷енü боëüøоãо ÷исëа параìетров, äëя нахожäе-
ния котороãо, оäнако, äостато÷но ëиøü небоëü-
øоãо ÷исëа показов. Наприìер, в ìетоäе бустинãа
испоëüзуþтся о÷енü ãроìозäкие форìуëы, но, не-
сìотря на это, ìетоä äает непëохие резуëüтаты äа-
же при оãрани÷енноì коëи÷естве äанных äëя обу-
÷ения.

Такиì образоì, в äокëаäе показано, ÷то раз-
ìерностü Вапника — Червоненкиса явëяется оä-
ной из возìожных ìер сëожности. Рассìотренные
в äокëаäе приìеры заставëяþт иссëеäоватеëя ис-
катü и äруãие ìеры сëожности, не связанные с по-
нятиеì равноìерной схоäиìости. Вероятно, такие
ìеры буäут зависетü от распреäеëения вероятнос-
тей в пространстве вхоäных переìенных. Но этоãо
избежатü невозìожно, закëþ÷ает автор.
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V.A. Gorelik, T.V. Zolotova

The paper proposes the measures of stability and risk for a sep-

arate investor and the structured share market. The research of the

market model stability with the use of proposed measures is carried

out. It is shown that investors, adhering to various forecasts of the

share market development as a result of their various information

awareness, and choosing different strategies (portfolios), promote the

given system stability.
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The paper gives the analysis of effectiveness of using results of
time series neurostructural prediction (exchange rates) in hedging of
currency risks using derivative financial instruments. Description of
the developed software is given. The technique of computation of ef-
fectiveness of use of neurostructural predictions is considered. Re-
sults of computational experiments are provided.
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I.O. Volkova, M.V. Goubko, E.A. Salnikova

As a part of managing behavior of an active consumer of electric
power in prospective smart grids it is necessary to create a mathe-
matical model that meets his or her economic interests. Existing
models either do not take into account all relevant aspects or turn
out to be too complicated for the purposes of multi-agent modeling.
Mathematical model of an active consumer and its use for investi-
gating the problem of consumption and local generation regimes op-
timization is proposed. The conditions when the consumer's problem
has a pretty simple and efficient solution are derived. The proposed
approach is illustrated by optimizing the operating modes of equip-
ment for a single household.
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The development of Flow-Shop-Problem is considered. The
mathematical model of scheduling for parallel working systems of
machines under a given set of constraints on deadlines for separate
tasks is considered. The properties of admissible and optimal sched-
ules are examined and the methods of optimal scheduling by sequen-
tial optimization algorithms are proposed. The presented example
shows the efficiency of the developed algorithms.

Keywords: parallel system of machines, Flow-Shop-Problem,
limits on assignments, valid and optimal scheduling algorithms, se-
quential optimization.

MATHEMATICAL MODELING AND PROCESS CONTROL 

IN INDUSTRIAL AUTOMATION SYSTEMS USING 

COMPLEX-VALUED NEURAL NETWORKS . . . . . . . . . . . 71
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The paper considers a multi-valued threshold logic, which is the
base of multi-valued neurons, discusses the advantages of com-
plex-valued neural networks. The complex-valued activation func-
tion is defined for the multi-valued neuron and the back propagation
learning algorithms for the multi-valued neuron and complex-valued
neural networks are considered. Further, a method of applying com-
plex-valued neural networks for modeling processes is proposed.
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